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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΗΝ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 

 

1. 1 ) Συστήµατα συντεταγµένων 
 
Για τον καθορισµό της θέσης ενός σηµείου στον τρισδιάστατο χώρο, υπάρχουν, στα 

Μαθηµατικά,  αρκετά συστήµατα συντεταγµένων. Από αυτά τα τρία πλέον 

χρησιµοποιούµενα είναι το Καρτεσιανό, το Κυλινδρικό και το Σφαιρικό σύστηµα. Κάθε 

σύστηµα διαθέτει τρία γραµµικά ανεξάρτητα µοναδιαία διανύσµατα.  Για οποιοδήποτε 

σηµείο P στον χώρο,  αντιστοιχεί, σε κάθε σύστηµα,  µια τριάδα αριθµών ( οι τρεις 

συντεταγµένες του σηµείου ).  Ανάλογα µε την µορφή και τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά       

( συµµετρίες  κ.λ.π.)  του εκάστοτε  µαθηµατικού  προβλήµατος  που µελετάται,   η χρήση 

του καταλληλότερου  συστήµατος  συντεταγµένων µπορεί να  απλοποιήσει σηµαντικά  την 

ανάλυση.  

Παρακάτω θα εξετάσουµε τα τρία συστήµατα συντεταγµένων.   

 

1. 1. 1 ) Καρτεσιανό   ( x , y , z ) 

• )z,y,x(P 000

x

y

z

x̂
ŷ

ẑ

0x

0y

0z

•

•

•0

 
Σχ.  1.1  

 
Τα  3  µοναδιαία διανύσµατα  είναι τα    ẑ,ŷ,x̂   και στο τυχόν  σηµείο  P στο χώρο, 

αντιστοιχούν οι συντεταγµένες  ( x 0,  y 0,  z 0 )  

Τα διαφορικά  ( απειροστά )   µήκη  είναι:    d x,  d y,  d z   
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1. 1. 2 ) Κυλινδρικό   ( ρ , φ , z ) 

•
)z,,(P 000 ϕρ

x

y

z

0z •

0

0ϕ

0ρ

•
ρ̂

ϕ̂

ẑ

 
Σχ. 1.2 

 
Τα  3  µοναδιαία διανύσµατα  είναι τα  ẑ,ˆ,ˆ ϕρ    και στο τυχόν  σηµείο  P στο χώρο, 

αντιστοιχούν οι συντεταγµένες  ( ρ 0,  φ 0,  z 0 )  

Τα διαφορικά  ( απειροστά )   µήκη  είναι:  d ρ , ρ d φ, d z       

 
1. 1. 3  ) Σφαιρικό  ( r , ϑ  , φ ) 

•

),,r(P 000 ϕϑ

x

y

z

0

0ϕ

0ϑ

0r
•

ϕ̂

ϑ̂

r̂

 
Σχ. 1.3 

 

Τα  3  µοναδιαία διανύσµατα  είναι τα  ϕϑ ˆ,ˆ,r̂    και στο τυχόν  σηµείο  P στο χώρο, 

αντιστοιχούν οι συντεταγµένες  ( r 0,  ϑ 0,  φ 0 )  

Τα διαφορικά  ( απειροστά )   µήκη  είναι:  d r , r d ϑ ,  r sinϑd φ         
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1. 1. 4 ) Σχέσεις µετατροπής µεταξύ των συντεταγµένων των τριών συστηµάτων 

α) από καρτεσιανό ( x, y, z )   

σε κυλινδρικό: 

ρ = 22 yx +   ,        φ = 






−

x

y
tan 1  ,        z = z 

 
σε σφαιρικό:  
 

r = 222 zyx ++ ,      ϑ  =   












 +−

z

yx
tan

22
1 ,    φ = 







−

x

y
tan 1  

 
 
β) από κυλινδρικό  ( ρ,  φ,  z )   

σε καρτεσιανό: 

x = ρ cosφ  ,        y = ρ sinφ ,        z = z 

 
σε σφαιρικό:  

r  = 22 z+ρ ,      ϑ  = 






 ρ−

z
tan 1  ,    φ = φ  

 
 

γ) από σφαιρικό  ( r, ϑ ,  φ )   

σε καρτεσιανό: 

x = r sinϑ cosφ  ,        y = r sinϑ sinφ ,        z = r cosφ 

 
σε κυλινδρικό:  

ρ  = r sinϑ  ,      φ = φ ,      z = r cosϑ   
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1. 2 ) ∆ιανύσµατα 
 
Τα διάφορα φυσικά µεγέθη διακρίνονται ως γνωστόν σε βαθµωτά και διανυσµατικά. Για την 

παράσταση ενός  βαθµωτού  µεγέθους  αρκεί ένας πραγµατικός αριθµός. Για την παράσταση 

ενός διανυσµατικού µεγέθους χρειάζονται ένας  θετικός πραγµατικός αριθµός  και µία 

κατεύθυνση στον χώρο ή ισοδύναµα τρεις πραγµατικοί αριθµοί. Μπορούµε να διατυπώσουµε 

έτσι τον ακόλουθο ορισµό του διανύσµατος:    

 

1. 2. 1 ) Ορισµός διανύσµατος  

 
- Ένα  διάνυσµα συνδέει έναν αριθµό µε  µια κατεύθυνση  του χώρου. 

Ο αριθµός αυτός είναι το µέτρο της προβολής του διανύσµατος στην δεδοµένη κατεύθυνση.  

Όπως προαναφέραµε ένα διάνυσµα , στο χώρο των τριών διαστάσεων, απαιτεί 3 αριθµούς 

για την παράστασή του. Σε καρτεσιανές συντεταγµένες το διάνυσµα A
r

  θα γράφεται:    

 

•

x

y

z

x̂
ŷ

ẑ

xA

yA

zA

•

•

•0

A
r

 
 

 
 
 

ẑAŷAx̂AA zyx ++=
r

 

 
και το µέτρο του θα είναι: 
 

2
z

2
y

2
x AAAA ++=

r
 

Σχ. 1.4 

1. 2. 2 ) Ορισµός τανυστή 

Ο προηγούµενος  ορισµός  του διανύσµατος µπορεί να γενικευτεί και έτσι να   εισαχθεί  η 

έννοια του  τανυστή   

Ένας  τανυστής  C
)

  συνδέει ένα  διάνυσµα   A
r

  µε µια κατεύθυνση e
r

  του χώρου µέσω 

της σχέσης: 

eCA
r)r
⋅=  

όπου  e
r

 ένα διάνυσµα που εκφράζει την δεδοµένη κατεύθυνση του χώρου και C
)

 ένας 

τετραγωνικός πίνακας  33×  ( ο  τανυστής ). 
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Ο τανυστής  C
)

 µπορεί να γράφεί: 

















=

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

CCC

CCC

CCC

C
)

 

 

και το διάνυσµα e
r

                                     e
r

 = 

















z

y

x

e

e

e

  

 

Το διάνυσµα A
r

 προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό  C
)

  επί  e
r

. 

Προφανώς ο τανυστής,  απαιτεί 9 αριθµούς για την παράστασή του σε χώρο τριών 

διαστάσεων. 

Αναφέρουµε τέλος ότι στη φύση  εκτός από βαθµωτά και  διανυσµατικά µεγέθη υπάρχουν 

και  τανυστικά  µεγέθη. 

 
 
1. 2. 3 ) Πράξεις διανυσµάτων  
 
 Έστω δύο διανύσµατα:    ẑAŷAx̂AA zyx ++=

r
  και    ẑBŷBx̂BB zyx ++=

r
 

  
 Η πρόσθεση και η αφαίρεση διανυσµάτων ανάγεται ώς γνωστόν σε πρόσθεση και αφαίρεση 

των αντιστοίχων συνιστωσών τους: 

 

ẑ)BA(ŷ)BA(x̂)BA(BA zzyyxx ±+±+±=±
rr

 

 

Η πρόσθεση και ή αφαίρεση διανυσµάτων δεν παρουσιάζουν κανένα πρόβληµα στην 

κατανόηση τους και προκύπτουν ως προφανείς συνέπειες του ορισµού του διανύσµατος 

Ο πολλαπλασιασµός διανυσµάτων προέκυψε από την προσπάθεια µαθηµατικής  διατύπωσης 

φυσικών νόµων, στους οποίους εµπλέκοταν διανυσµατικά µεγέθη 

 

Συγκεκριµένα έχουµε δύο είδη γινοµένων διανυσµάτων: 
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α)  Εσωτερικό γινόµενο BA
rr
⋅   

A
r

B
r

ϑ

 
 

Σχ. 1.5 
 

zzyyxx BABABAcosBABA ++=ϑ=⋅
rrrr

 

 
Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι βαθµωτό µέγεθος 
 
β) Εξωτερικό γινόµενο  BAC

rrr
×=   

Το εξωτερικό γινόµενο είναι διανυσµατικό µέγεθος 

A
r

B
r

ϑ

C
r

 
 

Σχ. 1.6 
 

το διάνυσµα C
r

 έχει µέτρο ϑ= sinBAC
rrr

 και είναι κάθετο στο επίπεδο των  )B,A(
rr

. 

Η φορά του είναι τέτοια ώστε όταν το A
r

 ( πρώτο διάνυσµα ) στρεφόµενο,  πλησιάζει το B
r

  

( δεύτερο διάνυσµα )  ακολουθώντας την µικρότερη γωνία η φορά  του  C
r

 να προκύπτει 

από τον κανόνα του δεξιόστροφου κοχλία, ( βλ. και Σχ. 1.7 ) 

 

→

 
 

Σχ. 1.7 
 

Προφανώς για το εξωτερικό γινόµενο ισχύει:    ABBA
rrrr

×−=×  
 
Υπενθυµίζεται και ο ακόλουθος τύπος υπολογισµού του εξωτερικού γινοµένου σε 

καρτεσιανές συντεταγµένες: 
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zyx

zyx

BBB

AAA

ẑŷx̂

BA =×
rr

 

 
1. 2. 4 ) ∆ιανυσµατική συνάρτηση τριών µεταβλητών 

Μια διανυσµατική συνάρτηση 3 µεταβλητών )z,y,x(F
r

 θα γράφεται: 

ẑ)z,y,x(Fŷ)z,y,x(Fx̂)z,y,x(F)z,y,x(F zyx ++=
r

 

Μπορεί να ορίζεται σε µια περιοχή του τρισδιάστατου χώρου R3  ή και σε όλο τον χώρο αυτό. 

Πιο γενικά µπορούµε να εισάγουµε και ως 4η µεταβλητή τον χρόνο t  και έτσι να έχουµε:  

)t,z,y,x(F
r

 

Στην θεωρία των ηλεκτροµαγνητικών πεδίων χρησιµοποιούνται πάρα πολύ τέτοιες 

διανυσµατικές συναρτήσεις   

 
1. 3 ) Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα διανυσµατικής συναρτήσεως 
  
1. 3. 1 ) Ορισµός επικαµπυλίου ολοκληρώµατος 

Έστω µια «λεία» καµπύλη C  στον τρισδιάστατο χώρο («λεία» καµπύλη  σηµαίνει ότι δεν 

σχηµατίζει γωνίες ), και έστω επίσης µια διανυσµατική συνάρτηση  )z,y,x(F
r

 που παίρνει 

τιµές σε κάθε σηµείο του τµήµατος   (a-b)  της καµπύλης  C  ( βλ.  Σχ. 1.8)  

1l
r

∆

kl
r

∆

)z,y,x(F 111

r
)z,y,x(F kkk

r

• •

•
•

1l∆

kl∆

•

•

a

b

C  
Σχ. 1.8 

Χωρίζουµε τo τµήµα (a-b)  της καµπύλης  σε Ν  στοιχειώδη  τµήµατα  Nk21 ......, llll ∆∆∆∆   

και σε κάθε τέτοιο στοιχειώδες τµήµα θεωρούµε το αντίστοιχο εφαπτοµενικό διάνυσµα στην 

καµπύλη,   Nk21 ......, l
r

l
r

l
r

l
r

∆∆∆∆  

Σχηµατίζουµε το ακόλουθο άθροισµα εσωτερικών γινοµένων: 

( )∑
=

∆⋅
N

1k
kkkk z,y,xF l

rr
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όπου  )z,y,x( kkk  οι συντεταγµένες του κέντρου του  στοιχειώδους τµήµατος kl∆  

όταν ο αριθµός Ν των στοιχειωδών  τµηµάτων kl∆  τείνει στο άπειρο τότε το άθροισµα 

τείνει στο ολοκλήρωµα: 

( ) ∫∑ ⋅=∆⋅
=

∞→

b

a

N

1k
kkkk

N
dFz,y,xFlim l
rr

l
rr

 

Το ∫ ⋅
b

a

dF l
rr

  ονοµάζεται  επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της διανυσµατικής συναρτήσεως  

)z,y,x(F
r

 στο τµήµα  (a-b)  της καµπύλης  C. 

 

Προφανώς ισχύει:                                 ∫∫ ⋅−=⋅
a

b

b

a

dFdF l
rr

l
rr

 

 
Αν καµπύλη επί της οποίας υπολογίζεται το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα είναι κλειστή               

( δηλαδή η αρχή και το τέλος της συµπίπτουν ) τότε  χρησιµοποιείται το σύµβολο: 

  
 

∫ ⋅ l
rr

dF    ( επικαµπύλιο ολοκλήρωµα σε κλειστή καµπύλη ) 

 
 
1. 3. 2) Τρόπος υπολογισµού του επικαµπυλίου ολοκληρώµατος σε καρτεσιανές 
συντεταγµένες  
 
Μια καµπύλη στον τρισδιάστατο χώρο µπορεί να περιγραφεί από µία παράµετρο s µέσω των 

τριών παραµετρικών εξισώσεων:  

x = x ( s ),   y = y ( s ) , z = z ( s ) 

 

όπου η παράµετρος s  παίρνει τιµές από ένα διάστηµα [ a , b ]  

Το πέρας του διανύσµατος   ẑ)s(zŷ)s(yx̂)s(x)s(r ++=
r

, καθώς το s µεταβάλλεται 

στο διάστηµα [ a , b ] ,  διαγράφει όλα τα σηµεία  της καµπύλης.  

Αποδεικνύεται εύκολα   ότι το εφαπτοµενικό διάνυσµα )s(l
r

  σε κάθε σηµείο )s(r
r

 της 

καµπύλης δίδεται από την σχέση:    

 

ẑ
sd

)s(zd
ŷ

sd

)s(yd
x̂

sd

)s(xd

sd

)s(rd
)s( ++==

r

l
r
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και το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ∫ ⋅
b

a

dF l
rr

 µιας διανυσµατικής συναρτήσεως  )z,y,x(F
r

στο 

τµήµα [ a , b ] της καµπύλης   υπολογίζεται από την σχέση: 

 

( ) ( ) ++=⋅ ∫∫∫ sd
sd

)s(yd
)s(z),s(y),s(xFsd

sd

)s(xd
)s(z),s(y),s(xFdF

b

a

y

b

a

x

b

a

l
rr

 

( ) sd
sd

)s(zd
)s(z),s(y),s(xF

b

a

z∫+  

 
δηλαδή ανάγεται στον υπολογισµό τριών απλών ολοκληρωµάτων. 
 
 
Παράδειγµα: 

∆ίνεται η διανυσµατική συνάρτηση:  

ẑ)xyz41(ŷ)xz3y2(x̂)yz6x3()z,y,x(F 22 −+++−=
r

 
 
και η καµπύλη C  µε παραµετρικές εξισώσεις: 
 

x ( s ) = s        y ( s ) = s2      z ( s ) =  s3 
 

Να υπολογιστεί το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της  )z,y,x(F
r

επί της καµπύλης C  όταν η 

παράµετρος s µεταβάλλεται από το 0  έως το  1 

 
Λύση: 
Το εφαπτοµενικό διάνυσµα  )s(l

r
σε κάθε σηµείο της  καµπύλης  C  θα δίνεται από την 

σχέση: 

ẑs3ŷs2x̂ẑ
sd

)s(zd
ŷ

sd

)s(yd
x̂

sd

)s(xd
)s( 2++=++=l

r
 

Παρατηρούµε ότι  όταν s = 0  τότε  ( x, y, z )  = ( 0, 0 , 0 )  αρχικό σηµείο a  

                              όταν s = 1  τότε  ( x, y, z )  = ( 1, 1 , 1 )  τελικό  σηµείο b 

Άρα           ∫ ⋅
b

a

dF l
rr

= ∫ =−+++−
1

0

294252 ds]s3)s41(s2)s3s2()s6s3([  

∫ =−+=
1

0

1132 2ds]s12s4s6[  
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1. 4 ) Επιφανειακό ολοκλήρωµα διανυσµατικής συναρτήσεως  
 
Έστω µια «λεία» επιφάνεια  S στον τρισδιάστατο χώρο. Με τον όρο «λεία» εννοούµε ότι η 

επιφάνεια δεν έχει ακµές ή αιχµές. ( η ακριβέστερα η κάθετος στην επιφάνεια είναι συνεχής ) 

Έστω επίσης µια διανυσµατική συνάρτηση  )z,y,x(F
r

 που παίρνει τιµές σε κάθε σηµείο του 

της επιφάνειας  S ( βλ. Σχ. 1.9)  

 

1S
r

∆

kS
r

∆

S

( )111 z,y,xF
r

( )kkk z,y,xF
r

1S∆

kS∆

 
 

Σχ. 1.9 
Χωρίζουµε την  επιφάνεια S  σε  Ν  στοιχειώδη  τµήµατα µε εµβαδόν  Nk21 S...S...S,S ∆∆∆∆   

Σε κάθε τέτοιο στοιχειώδες τµήµα, που θεωρείται επίπεδο, υπάρχει  το αντίστοιχο  κάθετο  

διάνυσµα  Nk21 n̂...n̂...n̂,n̂ .  

Ορίζουµε σε κάθε τµήµα   kS∆    ένα διάνυσµα  kkk Sn̂S ∆=∆
r

 ( δηλ. το διάνυσµα kS
r

∆  είναι 

κάθετο στην επιφάνεια kS∆  και έχει µέτρο ίσο µε το εµβαδόν kS∆ ) 

Σχηµατίζουµε το ακόλουθο άθροισµα εσωτερικών γινοµένων: 

( )∑
=

∆⋅
N

1k
kkkk Sz,y,xF

rr
 

όπου  )z,y,x( kkk  οι συντεταγµένες του κέντρου του  στοιχειώδους τµήµατος kS∆  

όταν ο αριθµός Ν των στοιχειωδών  τµηµάτων kS∆  τείνει στο άπειρο τότε το άθροισµα 

τείνει στο ολοκλήρωµα: 

( ) ∫∫∑ ⋅=∆⋅
=

∞→
S

N

1k
kkkk

N
SdFSz,y,xFlim
rrrr

 

Το ∫∫ ⋅
S

SdF
rr

  ονοµάζεται  επιφανειακό  ολοκλήρωµα της διανυσµατικής συναρτήσεως  

)z,y,x(F
r

στην επιφάνεια S . 
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1. 5 ) ∆ιανυσµατικό πεδίο  
 
Με τον όρο «πεδίο» εννοούµε µια περιοχή του χώρου µέσα στην οποία ένα φυσικό 

µέγεθος ( βαθµωτό  ή διανυσµατικό ή τανυστικό )  λαµβάνει τιµές.  

Στην ηλεκτροµαγνητική θεωρία ιδιαίτερα ενδιαφέρουν τα διανυσµατικά πεδία. Ένα 

διανυσµατικό  πεδίο µπορεί να παρασταθεί  γραφικά από τις δυναµικές γραµµές του. 

Οι δυναµικές γραµµές είναι καµπύλες γραµµές  στις οποίες έχει σηµειωθεί κάποια φορά  Το 

διανυσµατικό  µέγεθος F
r

  του πεδίου  είναι  εφαπτοµενικό σε κάθε σηµείο των δυναµικών 

γραµµών. Η πυκνότητα των δυναµικών γραµµών είναι ανάλογη µε το µέτρο του F
r

 ( βλ. και  

Σχ.  1.10 ) 

 
 
 

1F
r

2F
r

3F
r

4F
r

5F
r

6F
r

7F
r

 
Σχ. 1.10 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 12 

 
 



 13 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 

ΤΟ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕ∆ΙΟ  

  ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΚΑΙ ΟΡΙΣΜΟΙ 

 
2. 1 ) Γενικά για την επιστήµη της Ηλεκτρολογίας 
 
Σκοπός της Ηλεκτρολογίας είναι η µελέτη των ηλεκτρικών και µαγνητικών φαινοµένων και η 

χρησιµοποίησή τους σε τεχνικές εφαρµογές, οι οποίες στη σηµερινή µας εποχή είναι πλέον 

αναρίθµητες. 

Τα ηλεκτροµαγνητικά φαινόµενα κυβερνώνται από τις ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις, οι οποίες 

ανήκουν σε µία από τις διάφορες κατηγορίες δυνάµεων που υπάρχουν στην φύση. Άλλες 

κατηγορίες δυνάµεων είναι οι βαρυτικές δυνάµεις, οι πυρηνικές δυνάµεις κλπ.  

Οι ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις και τα φαινόµενα που προκαλούν εξετάζονται από την 

ηλεκτροµαγνητική θεωρία  ή  θεωρία των ηλεκτροµαγνητικών πεδίων. 

 

Μπορούµε να πούµε ότι η θεωρία των ηλεκτροµαγνητικών πεδίων αποτελεί την βάση της 

Επιστήµης της Ηλεκτρολογίας και όλα τα επί µέρους αντικείµενα που εξετάζει η 

Επιστήµη αυτή προκύπτουν ως ειδικές περιπτώσεις της θεωρίας αυτής. 

 

 

ΠΕ∆ΙΩΝ

ΘΕΩΡΙΑ

M/H

ΗΛΕΚΤΡΟΝΙΚΗ       ΘΕΩΡΙΑ 
ΚΥΚΛΩΜΑΤΩΝ ΤΗΛΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΕΣ 

ΗΛΕΚΤΡΙΚΕΣ 
ΜΗΧΑΝΕΣ 

κ.λ. π.• ••

 
 

 
Σχ. 2.1 
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2. 2 ) Οι πηγές του Ηλεκτροµαγνητικού Πέδίου  
  
Το ηλεκτροµαγνητικό ( Η / Μ ) πεδίο συνίσταται, όπως είναι γνωστό, από δύο διαφορετικά 

πεδία:  το ηλεκτρικό πεδίο E
r

 και το µαγνητικό πεδίο H
r

. Τον ακριβή ορισµό των πεδίων αυτών  

θα τον διατυπώσουµε σε επόµενη παράγραφο. Στο σηµείο αυτό θα αναφέρουµε τις πηγές  του  

ηλεκτροµαγνητικού πεδίου, δηλαδή τα φυσικά µεγέθη που δηµιουργούν το πεδίο. 

Οι πηγές του Η/Μ πεδίου είναι οι ακόλουθες δύο: 

 
- Τα ηλεκτρικά φορτία  
 
- Τα ηλεκτρικά ρεύµατα  (δηλαδή τα φορτία σε κίνηση)  
 
 
2. 2. 1 )  Το  ηλεκτρικό φορτίο 
 
Το ηλεκτρικό φορτίο  q  ( ή η «ποσότητα ηλεκτρισµού» ) είναι ένα φυσικό µέγεθος το οποίο δεν 

έχει υλική υπόσταση, δηλαδή δεν µπορεί να υπάρξει φορτίο χωρίς την ύπαρξη µάζας η οποία να 

το «φέρει». Αντίθετα είναι δυνατή η ύπαρξη µάζας χωρίς φορτίο. Για το φορτίο γίνονται δεκτές 

οι ακόλουθες τέσσερις  παραδοχές. 

 
α) Υπάρχουν δύο διαφορετικά «είδη» φορτίου τα οποία ονοµάζουµε «θετικό» και «αρνητικό» 

φορτίο. 

 β) Το φορτίο είναι  κβαντισµένο µέγεθος, δηλαδή οποιαδήποτε τιµή φορτίου στη φύση είναι 

ακέραιο πολλαπλάσιο µιας στοιχειώδους ποσότητας η οποία είναι ίση µε την απόλυτο τιµή του 

φορτίου που φέρει ένα ηλεκτρόνιο. Η τιµή  αυτή είναι: 

Cb10602.1q 19
e

−×=  

όπου 1 Coulomb  ( 1 Cb ) η µονάδα φορτίου στο σύστηµα SI. 

 γ) Το φορτίο διατηρείται, δηλαδή το συνολικό φορτίο Q που υπάρχει µέσα σε µια κλειστή 

περιοχή του χώρου παραµένει πάντοτε σταθερό.  Εποµένως δεν είναι δυνατή η εξαφάνιση 

φορτίου ούτε και η παραγωγή φορτίου από το πουθενά.   

δ) Το φορτίο είναι ανεξάρτητο από την ταχύτητα του φορέα του ( Αυτό, ως γνωστόν, δεν ισχύει 

για την µάζα, σύµφωνα µε την θεωρία της σχετικότητας )  
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2. 2. 2 )  Κατανοµές ηλεκτρικού φορτίου 

Σε µακροσκοπικό επίπεδο  ( δηλαδή όχι σε επίπεδο ατοµικών σωµατιδίων) το ηλεκτρικό φορτίο 

κατανέµεται σε όγκους, σε επιφάνειες, και σε γραµµές. Αναφέρουµε εδώ ότι τα «σηµειακά 

φορτία» δεν υπάρχουν στον µακρόκοσµο και απλώς εισάγονται για απλοποιήση µαθηµατικών 

περιγραφών διαφόρων φαινοµένων.  

Για κάθε περίπτωση κατανοµής φορτίου ορίζεται και µια αντίστοιχη πυκνότητα φορτίου. 

Εξετάζουµε παρακάτω τις κατανοµές αυτές. 

 

 

α ) Κατανοµή φορτίου σε όγκο ( χωρική κατανοµή )     
 

dV

V

 
Σχ. 2.2 

   
 Άν είναι  dV ο στοιχειώδης όγκος, µέσα  
στον οποίο περιέχεται φορτίο dq , τότε 
ορίζεται  η χωρική πυκνότητα φορτίου  ρ 
 

              






=ρ
3m

Cb

Vd

qd
  

 
 
 
β ) Κατανοµή φορτίου σε επιφάνεια  ( επιφανειακή  κατανοµή )     
 

S

dS  
Σχ. 2.3 

 
Άν είναι  dS η στοιχειώδης επιφάνεια, στην 
οποία περιέχεται φορτίο dq , τότε ορίζεται  
η επιφανειακή πυκνότητα φορτίου  σ 
 

              






=σ
2m

Cb

Sd

qd
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γ ) Κατανοµή φορτίου σε γραµµή  ( γραµµική κατανοµή )     
 

ld

l

 
 
 

Σχ. 2.4 

 
Άν είναι ld  το στοιχειώδες µήκος τόξου, 
στο οποίο περιέχεται φορτίο dq , τότε 
ορίζεται  η γραµµική πυκνότητα φορτίου  λ 
 

              






=λ
m

Cb

d

qd

l
 

 
 

 
 
Αναφέρουµε εδώ ότι η επιφανειακή και η γραµµική πυκνότητα φορτίου είναι µαθηµατικές 

εξιδανικεύσεις και στην πράξη υπάρχουν µόνον χωρικές κατανοµές φορτίου. 

 
 
2. 2. 3 ) Το ηλεκτρικό ρεύµα – ένταση ρεύµατος 

Η έννοια του ηλεκτρικού ρεύµατος θεωρείται γενικά γνωστή. Λέγοντας ηλεκτρικό ρεύµα 

εννοούµε την προσανατολισµένη κίνηση ηλεκτρικών φορτίων (θετικών ή αρνητικών) . Ως 

συµβατική φορά ρεύµατος λαµβάνεται η φορά κίνησης των θετικών φορτίων. 

Το φαινόµενο του  ηλεκτρικού ρεύµατος   περιγράφεται ποσοτικά  από το φυσικό µέγεθος  

ένταση ηλεκτρικού ρεύµατος  i , το οποίο και  πολύ συχνά αποκαλούµε απλώς ηλεκτρικό 

ρεύµα. 

Ένταση ηλεκτρικού ρεύµατος  είναι ο ρυθµός ροής των ηλεκτρικών φορτίων διαµέσου κάποιας 

επιφάνειας  S.     

 
 
 
 

S

iu
r

 
 

Σχ. 2.5 

 
Σε κάθε σηµείο της   διατοµής  S  τα βέλη 
παριστάνουν τα διανύσµατα ταχύτητας των 
φορέων φορτίου. Τα διανύσµατα αυτά    
δεν είναι απαραίτητα κάθετα στην 
επιφάνεια S και επίσης δεν έχουν παντού 
το ίδιο µέτρο και την ίδια διεύθυνση.  
Η ένταση i του ηλεκτρικού ρεύµατος 
ορίζεται ως : 
 









==

sec1

bC1
Ampere1

td

qd
i  

 



 17 

2. 2. 4 ) Πυκνότητα ρεύµατος 

Στην θεωρία των Η/Μ  πεδίων, εκτός από την ένταση ρεύµατος  χρησιµοποιείται και το  

διανυσµατικό  µέγεθος πυκνότητα ρεύµατος. 

∆ιακρίνουµε δύο  είδη πυκνοτήτων ρεύµατος, ανάλογα µε τον τρόπο ροής. 

 

α) Χωρική πυκνότητα ρεύµατος 

Όταν το ηλεκτρικό ρεύµα ρέει σε µέσα σε όγκο τότε η χωρική πυκνότητα ρεύµατος J
r

   ορίζεται 

ως εξής:  

Θεωρούµε µια διατοµή S δια της οποίας διέρχονται οι φορείς φορτίου ( βλ. Σχ. 2.6) 

S

J
r

S
r
∆

α

u
r

nS
r

∆
p •

 
Σχ. 2.6 

 
Η φορά του διανύσµατος  J

r
, σε κάθε σηµείο της επιφάνειας S,  είναι η ίδια µε αυτήν του 

διανύσµατος u
r

 της ταχύτητας των φορέων στο ίδιο σηµείο. Το µέτρο του J
r

 θα είναι: 









∆
∆

=
2

n m

A

S

i
J
r

 

όπου ∆i  η στοιχειώδης ένταση ρεύµατος που διέρχεται από την στοιχειώδη επίπεδη επιφάνεια 

µε εµβαδόν ∆Sn ,  η οποία είναι  κάθετη στο διάνυσµα  J
r

 ( ή στο u
r

).  

 
 
 
Για κάθε σηµείο p της ( όχι επίπεδης)  επιφάνειας S  θα έχουµε: 
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nS
r
∆  :  διάνυσµα κάθετο στη στοιχειώδη επίπεδη  επιφάνεια µε εµβαδόν  ∆Sn , και µε µέτρο ∆Sn  

Η στοιχειώδης αυτή επιφάνεια  είναι, όπως προαναφέραµε, κάθετη στο  J
r

. Άρα τα διανύσµατα   

nS
r
∆  και  J

r
  ( ή u

r
 )  είναι συγγραµµικά. 

S
r
∆  :  διάνυσµα κάθετο στην επιφάνεια S, στο σηµείο p, και µε µέτρο το εµβαδόν  ∆S της 

στοιχειώδους  επίπεδης  επιφάνειας  γύρω από το σηµείο p.   

Γενικά τα διανύσµατα   nS
r
∆   και  S

r
∆  σχηµατίζουν µεταξύ τους µια  γωνία  α  διότι δεν είναι 

απαραίτητο η ροή του ρεύµατος να γίνεται κάθετα στην επιφάνεια S.    

 

Εποµένως θα ισχύει: 

SJicosSJSJi n

rrrrr
∆⋅=∆⇒α∆=∆=∆  

∆ηλαδή η στοιχειώδης ένταση  ρεύµατος ∆i  σε κάθε σηµείο p  της επιφάνειας S ορίζεται ως το 

εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων  J
r

  και  S
r
∆  

Άρα για το ολικό ρεύµα i που διέρχεται από την S  µπορούµε να γράψουµε: 

 

∫∫∑∑ ⋅=∆⋅=∆=
=∞→=∞→

S

N

1k
kk

N

N

1k
k

N
SdJSJlimilimi
rrrr

 

 

∆ηλαδή η ένταση του ηλεκτρικού ρεύµατος i  που ρέει δια της επιφάνειας S είναι  ίση µε    

το επιφανειακό ολοκλήρωµα  της πυκνότητας ρεύµατος  J
r

  στην επιφάνεια S. 

 
β) Επιφανειακή  πυκνότητα ρεύµατος 

Θεωρητικά  είναι δυνατή η περίπτωση ροής ρεύµατος σε επιφάνεια S. Στην περίπτωση αυτή 

ορίζεται η επιφανειακή πυκνότητα ρεύµατος SJ
r

.  

Θεωρούµε µία καµπύλη α-β επάνω στην επιφάνεια S ( βλ. σχ. 2.7) 
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α

β

p•

SJ
r

l
r
∆

l∆
S

 
 

Σχ. 2.7 
Το διάνυσµα SJ

r
, σε κάθε σηµείο p της καµπύλης α-β,  θα έχει φορά  ίδια µε αυτήν του 

διανύσµατος u
r

 της ταχύτητας των φορέων στο ίδιο σηµείο. Το µέτρο του SJ
r

  θα είναι: 

 









∆
∆

=
m

Ai
J

n
S

l

r
 

 
όπου ∆i  η στοιχειώδης ένταση ρεύµατος που διέρχεται από τo στοιχειώδες ευθύγραµµο τµήµα 

µε µήκος  nl∆  ,  το  οποίο είναι  κάθετο στο διάνυσµα  SJ
r

  ( ή στο u
r

).  

Σε αντιστοιχία µε την χωρική πυκνότητα ρεύµατος, η στοιχειώδης ένταση ρεύµατος σε κάθε 

σηµείο της καµπύλης  α-β ορίζεται και εδώ ως ένα εσωτερικό γινόµενο και     µπορούµε να 

γράψουµε:  

l
rr

∆⋅=∆ SJi  

όπου l
r
∆  :  διάνυσµα κάθετο στην καµπύλη α-β , στο σηµείο p, και µε µέτρο το µήκος του 

στοιχειώδους  ευθύγραµµου τµήµατος l∆   γύρω από το σηµείο p.  Προφανώς τα τµήµατα  l∆  

και  nl∆  δεν είναι απαραίτητα συγγραµµικά διότι η ροή δεν γίνεται κάθετα σε κάθε σηµείο της 

καµπύλης  α-β 

Αντίστοιχα το ολικό ρεύµα i θα δίνεται από την σχέση: 

l
rr

dJi S∫
β

α

⋅=  

∆ηλαδή η ένταση του ηλεκτρικού ρεύµατος i  που ρέει διασχίζοντας την καµπύλη α-β,  

είναι  ίση µε    το επικαµπύλιο  ολοκλήρωµα  της επιφανειακής  πυκνότητας ρεύµατος  SJ
r
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στην καµπύλη α-β. ( Προσοχή όµως!  Το διάνυσµα l
r

d δεν είναι εφαπτοµενικό αλλά κάθετο 

στην καµπύλη )   

   
 

2. 2. 5 ) Σχέσεις  πυκνοτήτων  ρεύµατος και φορτίου 

Παρακάτω θα θεωρήσουµε περιπτώσεις ηλεκτρικών ρευµάτων που ρέουν µέσα σε όγκους,  σε 

επιφάνειες ή σε γραµµές και εποµένως θα έχουµε τις αντίστοιχες πυκνότητες ρευµάτων. Σε 

κάθε περίπτωση θα διατυπώσουµε   τις σχέσεις µεταξύ των πυκνοτήτων ρεύµατος και 

πυκνοτήτων φορτίου.  

Θεωρούµε αρχικά την περίπτωση χωρικής κατανοµής  κινούµενου  φορτίου µε χωρική  

πυκνότητα ρ και πυκνότητα ρεύµατος  J
r

. 

nS

u
r

h

ρ

 
Σχ. 2.8 

 
Για απλότητα στους υπολογισµούς θεωρούµε την  γεωµετρία του σχήµατος 2.8.  Στο πρίσµα 

ορθογωνικού σχήµατος, µε µήκος h εµβαδόν  διατοµής nS , υπάρχει κατανεµηµένο  ηλεκτρικό 

φορτίο µε χωρική  πυκνότητα ρ. Θεωρούµε ότι το φορτίο αυτό κινείται µε σταθερή ταχύτητα 

u
r

 σύµφωνα µε την  µε φορά  του σχήµατος. Αυτή η παραδοχή χρειάζεται µια εξήγηση που θα 

δοθεί αργότερα. 

Το συνολικό φορτίο ∆q που περιέχεται  στον όγκο του πρίσµατος θα είναι:   

nShq ρ=∆  

Εφ΄ όσον το φορτίο αυτό κινείται µε σταθερή ταχύτητα  µε µέτρο u, τότε θα διασχίζει την 

διατοµή nS  σε χρόνο ∆t  όπου: 

t

h
u

∆
=  

άρα µπορούµε να γράψουµε: 

nStuq ∆ρ=∆  
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Η ένταση του ηλεκτρικού ρεύµατος θα είναι: 

nSu
t

q
i ρ=

∆
∆

=  

 
και η πυκνότητα ρεύµατος J θα έχει µέτρο  
 

u
S

i
J

n

ρ==  

 
Η σχέση αυτή γενικεύεται διανυσµατικά και έτσι µπορούµε να γράψουµε την ακόλουθη βασική 

σχέση: 

uJ
rr

ρ=  

∆ηλαδή, σε κάθε σηµείο, το διάνυσµα της χωρικής πυκνότητας ρεύµατος J
r

 είναι 

συγγραµµικό µε το διάνυσµα u
r

 της ταχύτητας φορέων στο σηµείο αυτό,  και έχει  µέτρο 

ίσο µε το µέτρο  της ταχύτητας u
r

 πολλαπλασιασµένο επί την χωρική πυκνότητα φορτίου 

ρ. 

 

Για την περίπτωση επιφανειακής κατανοµής κινούµενου φορτίου η τελευταία σχέση παίρνει την 

µορφή:   

uJS
rr

σ=  

 

όπου SJ
r

  η επιφανειακή πυκνότητα  ρεύµατος και σ η επιφανειακή πυκνότητα φορτίου. 

 

Τέλος για την περίπτωση γραµµικής  κατανοµής κινούµενου φορτίου θα έχουµε:                                                                                     

   

ui λ=  

 

όπου  i  η ένταση του  ρεύµατος και λ  η  γραµµική πυκνότητα φορτίου 
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2. 3 ) Νόµος διατήρησης του φορτίου 
 
Παρακάτω θα διατυπώσουµε µια µαθηµατική σχέση η οποία εκφράζει τον νόµο της 

διατήρησης του ηλεκτρικού φορτίου. 

Έστω µια κλειστή περιοχή του χώρου, µε τη µορφή «µπαλονιού»  µε όγκο V. Το συνολικό 

εµβαδόν επιφάνειας που  περιβάλλει τον όγκο αυτό  είναι S. Μέσα στην περιοχή αυτή 

περικλείεται συνολικό φορτίο  εσq , µε  χωρική πυκνότητα φορτίου ρ. 

V

S
εσωτq

J
r

Sd
r

 
 

Σχ. 2.9 
 
Το συνολικό φορτίο εσq  µέσα στον όγκο V µπορεί να γραφεί: 

∫∫∫ ρ=εσ

V

Vdq  

Αν από τον όγκο V εξέρχεται ηλεκτρικό φορτίο µε τη µορφή ηλεκτρικού ρεύµατος µε χωρική 

πυκνότητα J
r

 τότε θα ισχύει: 

∫∫ ⋅=
S

SdJi
rr

 

και επίσης:                                               
td

qd
i εσ−=  

γιατί το συνολικό φορτίο µέσα στον όγκο V θα µειώνεται ( η συνάρτηση )t(qεσ  είναι 

φθίνουσα ) 

Συνδυάζοντας τις τρεις αυτές σχέσεις θα πάρουµε: 

 

∫∫∫∫∫ ρ−=⋅
VS

Vd
td

d
SdJ
rr

 

Η σχέση αυτή εκφράζει την αρχή διατήρησης του φορτίου 
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2. 4 ) Βασικά µεγέθη του Ηλεκτροµαγνητικού πεδίου 
 
2. 4. 1 ) Η µέθοδος του πεδίου 
 
Για την µελέτη των ηλεκτροµαγνητικών φαινοµένων, που όπως προαναφέραµε κυβερνώνται 

από τις ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις, µπορούν να χρησιµοποιηθούν δύο µέθοδοι: 

 

α) Η µέθοδος των δυνάµεων από απόσταση, που εφαρµόστηκε στα πρώτα χρόνια της µελέτης 

του ηλεκτροµαγνητισµού, µε την ανακάλυψη του νόµου του Coulomb  κ.λ.π 

. 

β) Η µέθοδος του πεδίου, η οποία οφείλεται κυρίως στον Faraday, και είναι αυτή που 

χρησιµοποιείται σήµερα . Η µέθοδος αυτή έδωσε ουσιαστική ώθηση στην µαθηµατική 

επεξεργασία  της µελέτης των ηλεκτροµαγνητικών φαινοµένων. 

 

Για παράδειγµα ας εξετάσουµε τον γνωστό νόµο του Coulomb: 

°Q

• q
r

r̂  
Σχ. 2.10 

 

Η δύναµη  eF
r

  που ασκείται στο φορτίο q θα  είναι: 

                                                          r̂
r

qQ
CF

2e =
r

       (όπου  C  µια σταθερά ) 

παρατηρούµε ότι µπορούµε να γράψουµε: 

EqFe

rr
=             όπου:         r̂

r

Q
CE

2
=

r
 

το διανυσµατικό  µέγεθος   E
r

 το αποκαλούµε  ένταση του ηλεκτρικού πεδίου και µέσω αυτού 

µπορούµε να υπολογίσουµε την ηλεκτρική δύναµη. Αναφέρουµε ότι το µέγεθος  E
r

 άµεσα δεν 

υπάρχει αλλά έµµεσα το παρατηρούµε από τα αποτελέσµατά του ( εξάσκηση δυνάµεων σε 

φορτία ). 

Η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου E
r

 µπορεί να βρεθεί από τις πηγές του πεδίου. Υπάρχουν όµως 

πολλές περιπτώσεις στις οποίες οι πηγές του πεδίου δεν είναι ακριβώς γνωστές. 
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Για παράδειγµα αν ένα θετικό σηµειακό φορτίο q  τοποθετηθεί  κοντά  σε µια τέλεια  αγώγιµη 

σφαίρα  θα προκαλέσει την εµφάνιση αρνητικών φορτίων κατανεµηµένων στην επιφάνεια της 

σφαίρας  και οι δυναµικές γραµµές του πεδίου θα έχουν  τη µορφή που φαίνεται στο σχ. 2.11 

 

q+
−−−−

−
−−

E
r

σ

 
Σχ.  2.11 

 
Η επιφανειακή κατανοµή µε πυκνότητα  σ  µας  είναι άγνωστη, δηλαδη ουσιαστικά οι πηγές του 

πεδίου δεν είναι πλήρως γνωστές.  Μπορούν όµως να χρησιµοποιηθούν κάποιες άλλες  

ιδιότητες    για την εύρεση του πεδίου  E
r

. ∆εν θα εξηγήσουµε εδώ τον τρόπο χρήσης αυτών 

των ιδιοτήτων, απλώς θα αναφέρουµε ότι πρόκειται για ένα µαθηµατικό πρόβληµα οριακών 

συνθηκών.  

 
Το πεδίο λοιπόν µπορεί να βρεθεί ακόµα και όταν δεν είναι γνωστές  οι πηγές του, και αυτό 

είναι το µεγάλο πλεονέκτηµα της µεθόδου του πεδίου.  

 
Συνοπτικά η εφαρµογή της µεθόδου του πεδίου φαίνεται στο σχ. 2.12 
 

ΠΗΓΕΣ  Η/Μ  ΠΕ∆ΙΟΥ 
       ( ηλεκτρικά  
        φορτία και  
        ηλεκτρικά  
         ρεύµατα ) 

H / M  ΠΕ∆ΙΟ 
 

(υπολογισµός) 
Η / Μ    ∆ΥΝΑΜΕΙΣ

 
 
 

Σχ. 2.12 
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2. 4. 2 ) Ηλεκτροµαγνητική δύναµη Lorentz.  Ορισµός πεδίων E
r

 και B
r

 
 
Θεωρούµε ένα θετικό σηµειακό ηλεκτρικό φορτίο q  το οποίο κινείται µε ταχύτητα u

r
 µέσα σε 

ένα χώρο  όπου  είναι  εγκατεστηµένο ένα ηλεκτροµαγνητικό πεδίο. 

Από  πειραµατικές µετρήσεις  προκύπτει ότι στο φορτίο αυτό ασκούνται δύο δυνάµεις: 

 

- Η  ηλεκτρική δύναµη:       EqFe

rr
=    

- Η  µαγνητική δύναµη:       ( )BuqFm

rrr
×=  

 
Το µέγεθος  E

r
  ονοµάζεται ένταση ηλεκτρικού πεδίου  και  η µονάδα µετρήσεώς του είναι το 









Cb

Nt
  ή ισοδύναµα  το 








m

V
 

Το µέγεθος B
r

 ονοµάζεται  µαγνητική επαγωγή  ή πυκνότητα µαγνητικής ροής και  η 

µονάδα µετρήσεώς του είναι το 
( ) 







=








⋅ 2m

secV

sec/mm

V
 το οποίο αποκαλείται και Tesla   

Τα  µεγέθη  E
r

 και B
r

 είναι τα δύο πεδία µέσω των οποίων εκφράζεται η ηλεκτροµαγνητική 

δύναµη meF
r

  

( )BuEqFFF meem

rrrrrr
×+=+=  

 

Παρατηρούµε ότι η µαγνητική δύναµη είναι πάντοτε κάθετη στην ταχύτητα.  
 

Αναφέρουµε όµως εδώ το εξής σηµαντικό:   

Η µαγνητική επαγωγή B
r

 σχετίζεται άµεσα, όπως θα δούµε, µε το πεδίο H
r

, το αποκαλούµενο 

µαγνητικό πεδίο και τελικά µπορούµε να γράψουµε ότι τα δύο πεδία  της Ηλεκτροµαγνητικής 

Θεωρίας. είναι: 

- το ηλεκτρικό πεδίο  E
r

 

- το µαγνητικό πεδίο   H
r

 

 
Η έκφραση της δύναµης Lorentz για ένα σηµειακό φορτίο έχει πρακτική αξία µόνο για  µελέτη 

στο µικροκόσµο ( σωµατίδια ). Άν θέλουµε  να εκφράσουµε τη δύναµη αυτή µακροσκοπικά 

τότε θα πρέπει   να κάνουµε χρήση  κατανεµηµένων φορτίων και πυκνοτήτων ρεύµατος.  
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Θα εξετάσουµε  παρακάτω αυτές τις περιπτώσεις. 

 
α) Χωρική πυκνότητα φορτίου – δύναµη ανα µονάδα όγκου   

Έστω ότι µέσα σε ένα χώρο που είναι εγκατεστηµένο ένα ηλεκτροµαγνητικό πεδίο υπάρχει  µια 

χωρική κατανοµή φορτίου µε πυκνότητα ρ. Θεωρούµε ένα στοιχειώδη όγκο dV στον οποίο 

υπάρχει φορτίο  dq = ρ dV   και ο στοιχειώδης αυτός όγκος κινείται µε ταχύτητα  u
r

. 

 

ρ
u
r

dV

dVdq ρ=

 
 

Σχ. 2.13 
 

Η στοιχειώδης ηλεκτροµαγνητική  δύναµη   emFd
r

 στον όγκο dV θα γράφεται: 

 

( ) ( ) ( ) VdBuEBuEVdBuEqdFd em

rrrrrrrrrr
×ρ+ρ=×+ρ=×+=  

 

αλλά όπως δείξαµε στα προηγούµενα :        Ju
rr

=ρ  

 

άρα:                                          ( ) VdBJEFd em

rrrr
×+ρ=      

και  η δύναµη ανά µονάδα όγκου θα είναι:         

BJE
Vd

Fd em
rrr

r

×+ρ=  

αν δεν υπάρχει ηλεκτρικό πεδίο τότε     BJ
Vd

Fd m
rr

r

×=   

η τελευταία σχέση χρησιµοποιείται πολύ συχνά στην µελέτη των ηλεκτρικών µηχανών. 
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β) Επιφανειακή  πυκνότητα φορτίου – δύναµη ανα µονάδα επιφάνειας   

Κάνοντας αντίστοιχους συλλογισµούς προκύπτει η ακόλουθη σχέση, για την ηλεκτροµαγνητική 

δύναµη ανα µονάδα επιφάνειας , στην περίπτωση φορτίων κατανεµηµένων σε επιφάνειες: 

 

BJE
Sd

Fd
s

em
rrr

r

×+σ=  

 

γ) Γραµµική  πυκνότητα φορτίου – δύναµη ανα µονάδα µήκους   

Έστω ότι µέσα σε ένα χώρο που είναι εγκατεστηµένο ένα ηλεκτροµαγνητικό πεδίο υπάρχει  

ένας καµπυλόγραµµος  αγωγός, µε απειροστά µικρή διατοµή , ο οποίος διαρρέεται από ρεύµα  i 

. Στον αγωγό υπάρχει κατανεµηµένο φορτίο µε γραµµική πυκνότητα  λ.  Το φορτίο αυτό 

κινείται µε ταχύτητα  u
r

 και ακριβώς η κίνηση αυτή δηµιουργεί το ηλεκτρικό ρεύµα i ( βλ. σχ. 

2.14 )  

o
i

u
r

l̂

ld

lddq λ=

i  

Σχ. 2.14 

Σε ένα στοιχειώδες µήκος  ld   του αγωγού , µε φορτίο  lddq λ=  θα ασκείται η στοιχειώδης 

δύναµη: 

( ) ( ) ( ) l
rr

l
rrrr

l
rrrr

dBudEBuEdBuEqdFd em ×λ+λ=×+λ=×+=  

παρατηρούµε ότι η διανυσµατική  ποσότητα  u
r

λ  = 







χρονος
µηκος

×
µηκος
ϕορτιο

  µπορεί να γραφεί ως  

l̂







χρονος
ϕορτιο

 = ένταση ρεύµατος  l̂ .    ∆ηλαδή τελικά     l
r ˆiu =λ   

Το   l̂  είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα  εφαπτοµενικό στην καµπύλη,  αρά συγγραµµικό µε την 

ταχύτητα   u
r

 των φορτίων,  σε κάθε σηµείο της καµπύλης. 
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Συνεπώς µπορούµε να γράψουµε: 

( ) l
r

ll
rr

dBˆidEFd em ×+λ=  

και επειδή η έκφραση  ll ˆd   µπορεί να γραφεί και ως    l
r

ll dˆd =   όπου   l
r

d  απειροστό 

διάνυσµα , τελικά θα έχουµε: 

( )BdidEFd em

r
l
r

l
rr

×+λ=  

και στην περίπτωση που δέν έχουµε ηλεκτρικό πεδίο: 

( )BdiFd m

r
l
rr
×=  

όπου  mFd
r

 η στοιχειώδης µαγνητική δύναµη που ασκείται στο στοιχειώδες τµήµα ld του 

αγωγού που διαρρέεται από ρεύµα i. Η φορά του διανύσµατος l
r

d  είναι ίδια µε την φορά του 

ρεύµατος. Η τελευταία αυτή σχέση έχει σηµαντικότατη αξία στις εφαρµογές. 

 

2. 5 ) Συντακτικές σχέσεις των πεδίων 

Όπως προαναφέρθηκε, δύο είναι τα πεδία  που εξετάζει η Ηλεκτροµαγνητική Θεωρία 

- το ηλεκτρικό πεδίο  E
r

 

- το µαγνητικό πεδίο H
r

 

Επειδή η παρατήρηση  των ηλεκτρικών και µαγνητικών “δράσεων”  ξεκίνησε ( αρχές 19ου 

αιώνα) µε εφαρµογές συνεχών ρευµάτων , που λαµβάνονταν από συσσωρευτές,  αλλά και για 

άλλους λόγους οι οποίοι θα εξηγηθούν στα επόµενα, έχει δοθεί µια ιδιαίτερη σηµασία στην 

µελέτη της ροής του συνεχούς ( χρονικά σταθερού ή µόνιµου )  ρεύµατος  µέσα σε αγωγούς,   

και των αποτελεσµάτων που αυτή  προκαλεί.   

Μπορούµε λοιπόν να θεωρήσουµε εδώ, σαν ιδιαίτερη κατηγορία  µελέτης,  το λεγόµενο πεδίο 

ροής ( συνεχούς) ηλεκτρικού ρεύµατος µέσα σε αγωγούς.  

Άρα λοιπόν  έχουµε, από πλευράς µελέτης, τα 3 “είδη” πεδίων   

 

•  ηλεκτρικό πεδίο 

                                                     •  µαγνητικό πεδίο 

•  πεδίο ροής  συνεχούς ηλεκτρικού ρεύµατος µέσα σε αγωγούς 
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Τα δύο βασικά πεδία είναι βέβαια το ηλεκτρικό και το µαγνητικό. Το πεδίο ροής συνεχούς 

ρεύµατος έχει γενεσιουργό αιτία  το ηλεκτρικό πεδίο. Αναφερόµενοι στα δύο αυτά πεδία E
r

 και 

H
r

 έχουµε τις ακόλουθες παρατηρήσεις: 

 Τα πεδία  E
r

 και H
r

 θεωρείται ότι αναπτύσσονται στο απόλυτο κενό. Όταν  έχουµε ανάπτυξη 

πεδίων µέσα σε υλικά σώµατα, τότε για την µαθηµατική περιγραφή χρησιµοποιούνται 

διαφορετικά µεγέθη από τα E
r

 και  H
r

. Συγκεκριµένα για το ηλεκτρικό πεδίο χρησιµοποιείται το 

µέγεθος  D
r

 το οποίο ονοµάζεται πυκνότητα ηλεκτρικής ροής ή αλλιώς διηλεκτρική 

µετατόπιση, ενώ για το µαγνητικό πεδίο το µέγεθος  B
r

, το οποίο αντίστοιχα ονοµάζεται 

πυκνότητα µαγνητικής ροής ή µαγνητική επαγωγή.  

Μέσω των  µεγεθών  D
r

 και  B
r

 περιγράφεται η επίδραση της ύλης στο ηλεκτρικό και στο 

µαγνητικό πεδίο αντίστοιχα. Μπορούµε να πούµε ότι τα µεγέθη E
r

 και H
r

 αποτελούν τα αίτια 

και αντίστοιχα τα  D
r

 και  B
r

 είναι τα αποτελέσµατα.  Παρατηρούµε επίσης ότι τα µεγέθη D
r

 

και  B
r

 φέρουν και  το όνοµα  πυκνότητα ροής δηλαδή ροή ανά µονάδα επιφάνειας. Αυτό 

σηµαίνει ότι αν ληφθούν τα επιφανειακά ολοκληρώµατα των µεγεθών D
r

 και  B
r

 σε κάποια 

επιφάνεια το αποτέλεσµα θα είναι η ηλεκτρική και η µαγνητική ροή αντίστοιχα δια µέσου της 

επιφάνειας αυτής.. Η σηµασία των µεγεθών της ηλεκτρικής και της µαγνητικής ροής  είναι 

σηµαντικότατη για την διατύπωση των βασικών εξισώσεων του Ηλεκτροµαγνητισµού  

(εξισώσεις Maxwell ) όπως θα δούµε σε επόµενο κεφάλαιο.   

Συνοψίζοντας λοιπόν,  κάθε πεδίο έχει 3 βασικά χαρακτηριστικά µεγέθη:   
 

- Ενταση 

- Ροή 

- Πυκνότητα ροής 

 

Οι σχέσεις που συνδέουν την ένταση κάθε πεδίου µε την αντίστοιχη πυκνότητα ροής 

ονοµάζονται συντακτικές σχέσεις. 

Παρακάτω θα εξετάσουµε τις συντακτικές σχέσεις για κάθε πεδίο ξεχωριστά: 
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α) Ηλεκτρικό πεδίο 
Ένταση ηλεκτρικού πεδίου:                     E

r
  ( V / m ) ή  ( Nt / Cb) 

 

Πυκνότητα ηλεκτρικής ροής :                  D
r

  ( A sec / m 2   ή   Cb / m2  ) 

( ή διηλεκτρική µετατόπιση)  

 

Ηλεκτρική Ροή:                                        ∫∫ ⋅=ψ
S

e SdD
rr

   ( Α sec ή  Cb ) 

Συντακτική σχέση:                                    ED
rr

ε=   

 

όπου:                                                          ( )e0r0 1 χ+ε=εε=ε  

ε   =  διηλεκτρική σταθερά του µέσου   ( Farad / m ) 

=ε0   απόλυτη διηλεκτρική σταθερά του κενού,   µε τιµή  )m/F(108542.8 12
0

−×=ε   

=εr 1 + eχ    σχετική διηλεκτρική σταθερά του µέσου ( αδιάστατη) 

=χe  ηλεκτρική επιδεκτικότητα του µέσου (αδιάστατη) 

Τα διανύσµατα  E
r

 και  D
r

 είναι συγγραµικά εφ’ όσον το µέγεθος  ε r  είναι ένας απλός αριθµός . 

Υπάρχουν όµως και υλικά, στα οποία το  ε r  έχει την µορφή τανυστή και τότε τα E
r

 και  D
r

 δεν 

είναι συγγραµικά. Τα  υλικά αυτά λέγονται ανισότροπα.  

 
β) Μαγνητικό  πεδίο 

Ένταση µαγνητικού πεδίου:                     H
r

  ( Α / m )  

 

 Πυκνότητα  µαγνητικής ροής:                B
r

  ( V sec / m 2    ή   Tesla  ) 

( ή µαγνητική επαγωγή)  

 

Μαγνητική  Ροή:                                        ∫∫ ⋅=ψ
S

m SdB
rr

   ( V sec  ή  Weber ) 

Συντακτική σχέση:                                    HB
rr

µ=   

 

όπου:   ( )m0r0 1 χ+µ=µµ=µ  
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 µ   =   µαγνητική διαπερατότητα  του µέσου   ( Henry  / m ) 

=µ0   απόλυτη  µαγνητική διαπερατότητα του κενού,   µε τιµή  )m/H(104 7
0

−×π=µ   

=µr 1 + mχ    σχετική µαγνητική διαπερατότητα του µέσου ( αδιάστατη) 

=χm  µαγνητική επιδεκτικότητα του µέσου (αδιάστατη) 

Τα διανύσµατα  H
r

 και  B
r

 είναι συγγραµικά εφ’ όσον το µέγεθος  µ r  είναι ένας απλός αριθµός 

. Υπάρχουν όµως και υλικά, στα οποία το  µ r  έχει την µορφή τανυστή και τότε τα   H
r

 και  B
r

 

δεν είναι συγγραµικά. Τα  υλικά αυτά λέγονται ανισότροπα.  

 

γ) Πεδίο ροής συνεχούς  ηλεκτρικού ρεύµατος µέσα σε αγωγούς 

Όπως είναι γνωστό για να δηµιουργηθεί  ηλεκτρικό ρεύµα, πρέπει να ικανοποιούνται οι δύο 

ακόλουθες συνθήκες: 

- να υπάρχει διαφορά δυναµικού ( ηλεκτρική τάση )  µεταξύ δύο σηµείων 

- να υπάρχουν ελεύθεροι  φορείς φορτίου µε δυνατότητα κίνησης ώστε να δηµιουργηθεί  

ένας  αγώγιµος δρόµος  

Η ηλεκτρική τάση µεταξύ δύο σηµείων, σε ένα υλικό µέσο, δηµιουργείται άµεσα µε την 

εγκατάσταση ενός ηλεκτρικού πεδίου στο µέσο αυτό. Αν το µέσο διαθέτει και ελεύθερα 

κινούµενους φορείς φορτίου τότε έχουµε ροή ηλεκτρικού ρεύµατος. 

Στην περίπτωση που το επιβαλλόµενο ηλεκτρικό  πεδίο είναι χρονικά αµετάβλητο τότε, 

αποδεικνύεται πειραµατικά, ότι  οι φορείς φορτίου  κινούνται µε σταθερή ταχύτητα και το 

ηλεκτρικό ρεύµα θα έχει σταθερή τιµή ή όπως  λέγεται, θα είναι  συνεχές ρεύµα.  

Στο σηµείο αυτό όµως κάνουµε την ακόλουθη  παρατήρηση: 

 - Για να συντηρηθεί  η ροή του ηλεκτρικού ρεύµατος σε έναν  αγωγό θα  πρέπει να δρουν 

συνεχώς ( στην περιοχή των πηγών! )   οι λεγόµενες « ηλεκτροδιαχωριστικές»   δυνάµεις        

( βλ. παραγρ 2.6.2 ) οι οποίες και διατηρούν την διαφορά δυναµικού στον αγωγό.    

Σε αντιστοιχία  µε το ηλεκτρικό πεδίο όπου η συντακτική σχέση γράφεται   ED
rr

ε= , όπου  E
r

 

το αίτιο και  D
r

 το αποτέλεσµα , στην περίπτωση του πεδίου ροής συνεχούς ρεύµατος όπου 

έχουµε: 

- αίτιο η ένταση  ηλεκτρικού πεδίου  E
r

 

- αποτέλεσµα το ηλεκτρικό ρεύµα, που εδώ θα περιγραφεί µέσω της χωρικής  πυκνότητας 

ρεύµατος J
r

 ( πυκνότητα ροής ρεύµατος ) 
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θα πρέπει να ισχύει µια συντακτική σχέση της µορφής: ( *) 

 

EJ
rr

γ=  

 

όπου γ  ένας  συντελεστής  που θα χαρακτηρίζει το υλικό  µέσα στο οποίο γίνεται η ροή του 

ρεύµατος. Η ανωτέρω σχέση είναι γνωστή και σαν Νόµος του Ohm  (εδώ σε πεδιακή µορφή ) 

Ο συντελεστής  γ ονοµάζεται  ειδική αγωγιµότητα του υλικού  µε µονάδες  ( Ω m ) –1 

Σε υλικά στα οποία το γ έχει πολύ µεγάλη τιµή ( καλοί αγωγοί ) , η ένταση του ηλεκτρικού 

πεδίου λαµβάνει πολύ µικρές τιµές. Στην ( θεωρητική )  περίπτωση άπειρης αγωγιµότητας, ή 

τέλειου αγωγού όπως λέγεται,  ( ∞=γ )  για πεπερασµένο  J
r

,  θα πρέπει η ένταση E
r
να πάρει 

µηδενική τιµή. Μπορεί να δειχθεί τότε, ότι στην περίπτωση αυτή η αγωγή του ρεύµατος γίνεται 

µόνον στην επιφάνεια  του αγωγού, µέσω επιφανειακής πυκνότητας ρεύµατος SJ
r

 

(*) Για µια πιο λεπτοµερή ανάλυση του θέµατος  βλ. ΑΣΚ. 2-1  

 

Ο ακόλουθος πίνακας  συνοψίζει όλες τις συντακτικές σχέσεις για τα τρία είδη πεδίων που 

προαναφέρθηκαν :  

 

 
 

 
Πεδίο 
 

 
Αίτιο: 

Ένταση πεδίου 

 
Αποτέλεσµα: 
Πυκνότητα 

ροής 

 
Συντακτική 

Σχέση 
πυκνότητα ροής =  
ένταση πεδίου επί  
έναν συντελεστή 

 
Ροή του πεδίου 

 επιφανειακό 
ολοκλήρωµα  της 
πυκνότητας ροής  

 
 
Ηλεκτρικό 
 

 
E
r

  ( V / m ) 
 
D
r

(A sec / m2 ) 
 

ED
rr

ε=  

 

∫∫ ⋅=ψ
S

e SdD
rr

 

 
Μαγνητικό 
 

 
H
r

  ( Α / m ) 
 
B
r

( V sec / m2 ) 
 

HB
rr

µ=  

 

∫∫ ⋅=ψ
S

m SdB
rr

 

 
Πεδίο ροής 
συνεχούς 

ηλεκτρικού 
ρεύµατος 

 

 
 

E
r

  ( V / m ) 

 
 

J
r

 ( A / m2 ) 

 
 

EJ
rr

γ=  

 
 

∫∫ ⋅=
S

SdJi
rr
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2. 6 ) Ηλεκτρική τάση – Ηλεκτρεγερτική δύναµη 
 
Οι έννοιες της ηλεκτρικής τάσης και της ηλεκτρεγερτικής δύναµης είναι πολύ σηµαντικές στην 

θεωρία των ηλεκτρικών πεδίων, αλλά βέβαια και στην θεωρία των κυκλωµάτων.  

 
2. 6. 1) Ηλεκτρική τάση 

Αναφέρουµε αρχικά ότι για να οριστεί η ηλεκτρική τάση, µεταξύ δύο σηµείων   µέσα σε ένα  

χώρο όπου επικρατεί ένα ηλεκτρικό πεδίο θα πρέπει το πεδίο αυτό να είναι στατικό, δηλαδή  

ανεξάρτητο του χρόνου. Αυτό είναι απαραίτητη προϋπόθεση για τον αυστηρό ορισµό της 

τάσης. Παρ’ όλα  αυτά όµως  είναι δυνατόν, υπό ορισµένες συνθήκες,  να χρησιµοποιηθεί  η 

έννοια  της τάσης και για χρονικά µεταβαλλόµενα πεδία. 

Θα διατυπώσουµε παρακάτω τον ορισµό της ηλεκτρικής τάσης   

Έστω ότι σε µία περιοχή του χώρου επικρατεί ένα στατικό  ηλεκτρικό πεδίο µε ένταση  E
r

. 

Είναι γνωστό ότι για να εγκατασταθεί ένα πεδίο απαιτείται προσφορά ενέργειας η οποία 

αποθηκεύεται ως δυναµική ενέργεια του πεδίου.  

 Αν εισάγουµε ένα φορτίο q  µέσα στο πεδίο αυτό, τότε στο φορτίο θα ασκούνται δύο δυνάµεις  

- η ηλεκτρική δύναµη     eF
r

 

- η  εξωτερική δύναµη    εξF
r

 

A

B

AW

BW

•
o

o

EqFe

rr
=

εξF
r

q

l
r

d
 

 
Σχ. 2.15 

 
Σε κάθε µετακίνηση του φορτίου µέσα στο πεδίο, από ένα σηµείο Α σε ένα σηµείο Β, µε 

σταθερή ταχύτητα ( άρα χωρίς µεταβολή της κινητικής ενέργειας) θα έχουµε παραγωγή ή 

κατανάλωση έργου από τις δύο αυτές δυνάµεις και προφανώς όταν η µία παράγει έργο ή άλλη 

θα καταναλώνει έργο. Παράλληλα θα έχουµε αύξηση ή µείωση της δυναµικής ενέργειας του 

πεδίου 
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Θεωρούµε λοιπόν  ότι οι δύο δυνάµεις eF
r

και εξF
r

  ισορροπούν ( κίνηση χωρίς επιτάχυνση) και  

θα ισχύει: 

εξ−= FFe

rr
 

Αν κατά την κίνηση του φορτίου, από το σηµείο Α στο  σηµείο Β ,ελαττώνεται η δυναµική 

ενέργεια του φορτίου αυτού ( δηλαδή ουσιαστικά ελαττώνεται η δυναµική ενέργεια του πεδίου) 

τότε αυτό σηµαίνει ότι η ηλεκτρική  δύναµη του πεδίου eF
r

 παράγει έργο, το οποίο 

καταναλώνει η εξωτερική δύναµη εξF
r

. 

Μπορούµε να πούµε, µε άλλα λόγια, ότι το ηλεκτρικό πεδίο προσφέρει ενέργεια στον 

εξωτερικό κόσµο µε ισόποση µείωση της  αποθηκευµένης δυναµικής του ενέργειας. 

Αν το φορτίο q  στο σηµείο Α έχει  δυναµική  ενέργεια WA, και στο σηµείο Β έχει  δυναµική  

ενέργεια WΒ, και ισχύει  WA > WΒ , τότε το παραγόµενο έργο από την ηλεκτρική δύναµη eF
r

, 

κατά την µετακίνηση από το Α στο Β,  ισούται µε την διαφορά  WA - WΒ 

Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε: 
 

∫∫ ⋅=⋅=−
B

A

B

A

eBA dEqdFWW l
rr

l
rr

 

Ορίζεται ως ηλεκτρική τάση  VAB  µεταξύ των σηµείων Α και Β  το µέγεθος: 
 

∫ ⋅=
−

=
B

A

BA
AB dE

q

WW
V l

rr
      








=

Cb1

Joule1
Volt1  

 
∆ηλαδή η ηλεκτρική τάση VAB  µεταξύ δύο σηµείων Α – Β, µέσα σε ένα στατικό ηλεκτρικό 

πεδίο, ισούται µε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της έντασης E
r

 του πεδίου, κατά µήκος µιας 

καµπύλης που συνδέει τα σηµεία Α και Β ( µε φορά  από το Α προς το Β ). 

Προφανώς όταν  0VAB >   τότε  WA > WΒ   και  όταν 0VAB <   τότε  WA < WΒ 

 

Όπως προαναφέραµε ο ανωτέρω ορισµός της ηλεκτρικής τάσης ισχύει αυστηρά µόνον σε 

στατικά ηλεκτρικά πεδία. Μπορεί όµως να χρησιµοποιηθεί και σε χρονικά µεταβαλλόµενα 

πεδία αρκεί αυτά να έχουν «βραδεία» χρονική µεταβολή. Η ποσοτική έκφραση της  «βραδείας 

µεταβολής»  διατυπώνεται ως εξής: 

Αν το ηλεκτρικό πεδίο µεταβάλλεται µε µια συχνότητα f, τότε στη συχνότητα αυτή αντιστοιχεί 

ένα µήκος κύµατος  λ = c / f , όπου  c η ταχύτητα του φωτός. Με δεδοµένο το µήκος κύµατος λ, 
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συγκρίνεται το µήκος της διαδροµής  Α- Β µε το µήκος λ. Αν το µήκος κύµατος   λ  είναι κατά 

πολύ µεγαλύτερο του µήκους της διαδροµής  Α- Β, τότε ο ορισµός της ηλεκτρικής τάσης που 

προαναφέρθηκε µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε ένα πολύ µικρό ( πρακτικά αµελητέο ) σφάλµα. 

Αν όµως το µήκος κύµατος   λ,  είναι  συγκρίσιµο µε το µήκος της διαδροµής  Α- Β  τότε δεν  

µπορεί να οριστεί η ηλεκτρική τάση µεταξύ των σηµείων Α και Β. ∆ηλαδή στην περίπτωση 

αυτή δεν έχει έννοια η ηλεκτρική τάση  VAB.    

Για παράδειγµα αναφέρουµε π.χ .ένα ηλεκτρικό πεδίο που έχει ηµιτονοειδή χρονική µεταβολή 

µε συχνότητα 50 Hz. Το αντίστοιχο µήκος κύµατος είναι  λ = 6000 km. Είναι προφανές ότι για 

διαδροµές Α –Β της τάξεως ακόµα και µερικών  εκατοντάδων µέτρων µπορεί άνετα να 

χρησιµοποιηθεί ο ορισµός της ηλεκτρικής τάσης.       

 
 
2. 6. 2 ) Ηλεκτρεγερτική δύναµη 

Η ηλεκτρική τάση, όπως είδαµε, έχει ως αίτιο δηµιουργίας της την ηλεκτρική δύναµη ή 

συνεπακόλουθα την ένταση του ηλεκτρικού πεδίου.  

Η ηλεκτρεγερτική δύναµη, αντίθετα, έχει ως αίτιο δηµιουργίας της δυνάµεις οι οποίες 

αναπτύσσονται µέσα στις πηγές της ηλεκτρικής ενέργειας. Οι δυνάµεις αυτές οφείλουν την 

ύπαρξή τους  σε   χηµικές, µηχανικές , µαγνητικές κ.λ.π. δράσεις. και προσδίδουν δυναµική 

ενέργεια στα ηλεκτρικά φορτία διαχωρίζοντας τα θετικά από τα αρνητικά φορτία. Για τον λόγο 

αυτό οι δυνάµεις αυτές ονοµάζονται και ηλεκτροδιαχωριστικές δυνάµεις και τις 

συµβολίζουµε µε το σύµβολο SF
r

.   

Σε αντιστοιχία µε την ένταση του ηλεκτρικού πεδίου  E
r

 ορίζουµε την ηλεκτρεγερτική πεδιακή 

ένταση SE
r

 ως  εξής: 

q

F
E S

S

r
r

=  

 

και σε αντιστοιχία µε την ηλεκτρική  τάση ABV  ορίζουµε την ηλεκτρεγερτική δύναµη  BAe  ως 

εξής: 

∫
∫

⋅=

⋅

=
A

B

S

A

B

S

BA dE
q

dF

e l
rr

l
rr
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∆ηλαδή η ηλεκτρεγερτική δύναµη BAe  µεταξύ δύο σηµείων Β - Α , ισούται µε το επικαµπύλιο 

ολοκλήρωµα της ηλεκτρεγερτικής πεδιακής έντασης SE
r

 του πεδίου, κατά µήκος µιας 

καµπύλης που συνδέει τα σηµεία Β και Α ( µε φορά  από το Β προς το Α). 

Αναφέρουµε εδώ ότι ο όρος ηλεκτρεγερτική «δύναµη» ίσως δεν είναι απόλυτα επιτυχηµένος 

διότι το µέγεθος  BAe  δεν έχει καµία σχέση µε  «µηχανική δύναµη» 

Όταν   0eBA >  τότε η δύναµη SF
r

 παράγει έργο το οποίο προσδίδεται στο ηλεκτρικό πεδίο µε 

την µορφή αύξησης της δυναµικής του ενέργειας. Άρα λοιπόν όταν 0eBA >  τότε το σηµείο Α 

θα έχει µεγαλύτερη δυναµική ενέργεια ηλεκτρικού πεδίου από το σηµείο Β.  

 

∆ηλαδή:    0eBA >   σηµαίνει:  WA > WΒ       και    0eBA <    σηµαίνει   WA <  WΒ 

 

 Για παράδειγµα σε µια ιδανική πηγή  τάσεως συνδεδεµένη µε αντίσταση R  θα  έχουµε: 

 

A

B

+

−

BAe ABVR

 

 

Σχ. 2.16 

 

  BAAB eV =     ή      ABAB eV −=  

 

∆ηλαδή  το έργο που παράγει η ηλεκτροδιαχωριστική 

δύναµη FS  µέσα στην πηγή  είναι ίσο µε το έργο που 

παράγει η ηλεκτρική δύναµη  Fe µέσα στον 

καταναλωτή R  ( και γίνεται τελικά θερµότητα) 

 

Αναφέραµε στα προηγούµενα ότι η ηλεκτρεγερτική δύναµη οφείλει την ύπαρξή της σε δράσεις 

( δυνάµεις)  µη ηλεκτρικές.  

Υπάρχει όµως, όπως θα δούµε,  και µία  περίπτωση εµφάνισης ηλεκτρεγερτικής δύναµης µε 

αίτιο ένα  αναπτυσσόµενο ηλεκτρικό πεδίο. Πρόκειται για την περίπτωση της ηλεκτρεγερτικής 

δύναµης  εξ΄ επαγωγής που περιγράφεται από τον νόµο του Faraday. Σε επόµενο κεφάλαιο θα 

µελετηθεί πλήρως η περίπτωση αυτή.  
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2. 7 ) Νόµος των Biot - Savart 

 

Ο νόµος αυτός  διατυπώθηκε  αφού είχε προηγηθεί  το γνωστό ιστορικό πείραµα του Oersted το 

1820 ( απόκλιση µαγνητικής βελόνης όταν αυτή βρίσκεται κοντά σε ρευµατοφόρο αγωγό).   Ο 

νόµος αυτός «εντάχθηκε» αργότερα  µέσα  σε µια πιο γενικευµένη διατύπωση που ονοµάστηκε   

νόµος του Ampere. Παρ’ όλα αυτά  η αρχική διατύπωση του νόµου είναι ιδιαίτερα χρήσιµη  σε 

πολλές περιπτώσεις.   

Ο νόµος των Biot - Savart  δίνει µια µαθηµατική έκφραση για το µαγνητικό πεδίο που 

δηµιουργεί το συνεχές (σταθερό ) ρεύµα  και διατυπώνεται ως εξής:  

 
- Έστω ένας απειροστά λεπτός αγωγός ( νηµατοειδής αγωγός) καµπυλόγραµµου γενικά 

σχήµατος. Ο αγωγός διαρρέεται από συνεχές ρεύµα  i.       

Το στοιχειώδες µήκος ld  του αγωγού  (που διαρρέεται  από ρεύµα i )  δηµιουργεί  σε  ένα 

σηµείο P σε  απόσταση  r  από τον αγωγό,   στοιχειώδες µαγνητικό πεδίο µε µαγνητική επαγωγή  

Bd
r

 (βλ.  σχ.  2.17 ) 

• P
r̂l̂

ld
i

r
Bd
r

 

 

Σχ. 2.17 

 

Η τιµή του  Bd
r

 δίδεται από την σχέση:  

 

( )
l

lr
d

r

r̂ˆi

4
Bd

2
0 ×
π

µ
=  

όπου: 

    l̂  : µοναδιαίο διάνυσµα εφαπτοµενικό 

             στον αγωγό στην περιοχή του ld  

 

    r̂  : µοναδιαίο διάνυσµα µε κατεύθυνση  

            αυτήν της  ευθείας που ενώνει  ld  και  

            P,   και  φορά από το ld  προς το  P 

 

      r :     η απόσταση µεταξύ ld  και   P 
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Το συνολικό πεδίο B
r

 που οφείλεται σε ολόκληρο τον αγωγό υπολογίζεται από το κλειστό 

επικαµπύλιο ολοκλήρωµα : 

( )
∫

×
π

µ
= l

lr
d

r

r̂ˆ

4

i
B

2
0  

γιατί ολόκληρος ο αγωγός σχηµατίζει πάντοτε  κλειστό βρόχο. 

 

Αν µας ενδιαφέρει η συνεισφορά  µόνον ενός τµήµατος  Α-Β του αγωγού τότε θα έχουµε το 

ολοκλήρωµα:  

 

∫
×

π

µ
=

B

A
2

0 d
r

r̂ˆ

4

i
B l

lr
 

 

 

 

2. 8 )  Ασκήσεις  Κεφαλαίου 2 

 

ΑΣΚ 2.1 ) Να µελετηθεί η σχέση µεταξύ χωρικής πυκνότητας ρεύµατος J
r

 και έντασης του 

ηλεκτρικού πεδίου E
r

  στο εσωτερικό  ενός  µεταλλικού  αγωγού. 

 

Σε ένα  ηλεκτρικά  αγώγιµο υλικό ισχύει η σχέση: 
 

uJ
rr

ρ=  

όπου J
r

 η χωρική πυκνότητα ρεύµατος , ρ  η χωρική πυκνότητα κινουµένου φορτίου και  u
r

 η 

ταχύτητα των κινούµενων φορτίων.  

Για να βρούµε τη σχέση µεταξύ της χωρικής  πυκνότητας  ρεύµατος  J
r

 και της  έντασης του 

ηλεκτρικού πεδίου E
r

, που αναπτύσσεται  µέσα στο αγώγιµο υλικό και οφείλεται σε εξωτερικά 

αίτια,  σκεπτόµαστε ώς εξής: 

Οι φορείς φορτίου κινούνται, όπως προαναφέρθηκε, µε σταθερή ταχύτητα  άρα χωρίς 

επιτάχυνση. Εποµένως η ηλεκτρική δύναµη  eF
r

  που ασκείται σε ένα ελεύθερο φορέα φορτίου 
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θα πρέπει να εξισορροπείται από µια δύναµη τριβής τρF
r

 η οποία «στατιστικά» αναπτύσσεται 

λόγω των συνεχών κρούσεων των φορέων στο κρυσταλλικό πλέγµα του αγωγού. 

Θα θεωρήσουµε ότι αυτή η δύναµη τριβής  είναι ανάλογη της ταχύτητας των φορέων και έχει 

βέβαια αντίθετη φορά. Έτσι  µπορούµε να γράψουµε: 

ukF
vr

−=τρ  

όπου  k  µια σταθερά µε φυσικές διαστάσεις  [ kgr/sec ] 

EqF ee

rr
=τρF

r

em

u
r

eq

 

Σχ. 2.18 

ee m,q  το φορτίο και  η µάζα του ελεύθερου φορέα φορτίου  αντίστοιχα 

Όπως φαίνεται και από το σχήµα 2.18   θα ισχύει  

0FFe =+ τρ

rr
 

άρα                                                         0ukEqe =−
rr

 

η τελευταία σχέση δίνει                            E
k

q
u e

rr
=  

η σχέση αυτή συνδυαζόµενη µε την       uJ
rr

ρ=     θα δώσει τελικά: 

E
k

q
J e

rr
ρ=  

όπου το µέγεθος   γ  = 
k

qeρ     είναι η ειδική αγωγιµότητα του αγωγού και έτσι µπορούµε να 

γράψουµε την τελική έκφραση 

EJ
rr

γ=  

η οποία  εκφράζει τον Νόµο  του Ohm σε  πεδιακή µορφή.   
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ΑΣΚ 2.2 ) Να µελετηθεί η σχέση µεταξύ χωρικής πυκνότητας ρεύµατος J
r

 και έντασης του 

ηλεκτρικού πεδίου E
r

 στο εσωτερικό µιας ηλεκτρικής πηγής 

 

Όπως είναι γνωστό  µέσα σε µια ηλεκτρική πηγή  υπάρχει η ηλεκτροδιαχωριστική πεδιακή 

ένταση  sE
r

 η οποία δηµιουργεί την ηλεκτροδιαχωριστική δύναµη  sF
r

. Επίσης, λόγω του 

διαχωρισµού των φορτίων  αναπτύσσεται, µέσα στην πηγή, και ένα ηλεκτρικό πεδίο E
r

 µε την 

αντίστοιχη ηλεκτρική δύναµη  eF
r

. Τέλος, εφ’ όσον έχουµε κινούµενα φορτία,  υπάρχει και εδώ 

η δύναµη τριβής   ukF
vr

−=τρ   ( βλ. σχ. 2.19 ) 

α

β

•

•

sF
r

J
r

sγ

++ +++

−−−−−
αβV

F
r τρF
r

sE
r

E
r

 

Σχ. 2.19 

 

Η συνολική δύναµη που ασκείται σε  ένα ελεύθερο φορτίο  θα είναι προφανώς µηδενική άρα θα 

ισχύει: 

0FFF es =++ τρ

rrv
 

και επειδή                    ess qEF
rr

=   ,     ee qEF
rr

=     ,  ukF
vr

−=τρ     

θα  πάρουµε τελικά:     )EE(
k

q
u0uk)EE(q s

e
se

vrrrvr
+=⇒=−+   

και επειδή                                                          uJ
rr

ρ=  

θα προκύψει η σχέση:                           )EE(
k

q
J s

e
rrr

+ρ=  



 41 

ή                                                                )EE(J ss

rrr
+γ=  

όπου   γs   η  ειδική αγωγιµότητα του υλικού της  ηλεκτρικής  πηγής. 

 

 

Παρατηρήσεις 

α)  Όταν η πηγή δεν διαρέεται από ρεύµα ( ανοικτοκυκλωµένη)  θα ισχύει  J
r

 = 0 , άρα και 

0)EE( s =+
rr

  δηλ.  sEE
rr

−=  , η  ηλεκτρική  πεδιακή ένταση  εξουδετερώνει την 

ηλεκτροδιαχωριστική  πεδιακή ένταση και έχουµε κατάσταση ισορροπίας. 

 

β) Όταν η πηγή διαρρέεται από ρεύµα, δηλ. έχουµε   0J ≠
r

,  τότε  και  0)EE( s ≠+
rr

  

Στην περίπτωση αυτή το ηλεκτρικό πεδίο E
r

 εξασθενεί σε κάποιο βαθµό λόγω ακριβώς της 

ροής φορτίων έξω από την πηγή  και έτσι το πεδίο  sE
r

  υπερισχύει του E
r

.  

Από την σχέση                                          )EE(J ss

rrr
+γ=   

προκύπτει:                                                      s
s

E
J

E
r

r
r

−
γ

=  

Αν θέλουµε να υπολογίσουµε την διαφορά δυναµικού Vαβ µεταξύ των δύο πόλων της πηγής θα 

πάρουµε: 

l
rr

r

l
rr

dE
J

dEV s
s

⋅







−

γ
=⋅= ∫∫

β

α

β

α

αβ  = 

= ll
r

r

l
rr

d
S/i

ed
J

dE
ss

s ∫∫∫
α

β

βα

α

β

α

β

⋅
γ

−=⋅
γ

−⋅  

όπου στο τελευταίο ολοκλήρωµα τέθηκε η απλοποιηµένη έκφραση  J = i / S  για την πυκνότητα 

ρεύµατος ( S η  γεωµετρική διατοµή  του «υλικού» της πηγής ) 

Είναι προφανές ότι το ολοκλήρωµα ld
S/i

s
∫
α

β

⋅
γ

 κατά το γεωµετρικό  µήκος της πηγής και εφ’ 

όσον θεωρείται οµοιόµορφη κατανοµή ρεύµατος θα δώσει σαν αποτέλεσµα: 

ld
S/i

s
∫
α

β

⋅
γ

 = s
s

Ri
S
L1

i =⋅
γ
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όπου L το γεωµετρικό µήκος της πηγής και βέβαια Rs η εσωτερική αντίσταση της πηγής 

 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι η έκφραση για την τάση  Vαβ στα άκρα της πηγής, παίρνει τη γνωστή 

µορφή  από τη θεωρία  κυκλωµάτων: 

Vαβ = e βα – i Rs 

Όπου e βα  η ηλεκτρεγερτική δύναµη της πηγής. 

Όταν η εσωτερική αντίσταση της πηγής  Rs  είναι µηδενική ( ιδανική κατάσταση ) τότε 

προφανώς ισχύει : 

Vαβ = e βα 

 

 

ΑΣΚ 2. 3 ) Ρεύµα µε ένταση  i  = 40 Amp  ρέει σε χάλκινο αγωγό µε διατοµή  S = 4 mm 2. Να 

υπολογιστεί η µέση ταχύτητα u των ελευθέρων ηλεκτρονίων. Υποθέστε ότι ένα µόριο χαλκού 

δίνει ένα ελεύθερο ηλεκτρόνιο. 

∆ίδονται επίσης:   πυκνότητα µάζας χαλκού   n Cu = 33 m/kgr1098.8 ×  

                               µοριακή µάζα χαλκού         m Cu =   63.54   gr / mol  

                               Αριθµός Avogadro              NAv =  2310023.6 ×   µόρια /  mol 

 

Θα χρησιµοποιήσουµε τη σχέση                        uJ
rr

ρ=  

και παίρνοντας  µόνο τα µέτρα των διανυσµάτων       
ρ

=
J

u  

η πυκνότητα ρεύµατος  εύκολα υπολογίζεται  

27
26

m/Amp10
m104

Amp40

S

i
J =

×
==

−
 

Πρέπει να υπολογίσουµε και την πυκνότητα ελευθέρων φορτίων  Cuρ   ( Cb /m 3 ) στο χαλκό. 

Αµέσως φαίνεται ότι: 

σε  1 m 3  χαλκού που  έχει µάζα   kgr1098.8 3×  περιέχονται    

Νmoles Cu  =  moles104133.1
mol/kgr1054.63

kgr1098.8 5
3

3

×=
×

×
−

 ( γραµµοµόρια )  χαλκού 
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και δεδοµένου ότι  έχουµε    2310023.6 ×   µόρια /  mol  και  το κάθε µόριο δίνει 1 ελεύθερο 

ηλεκτρόνιο  µε φορτίο  Cb10602.1q 19
e

−×=  , το συνολικό ελέυθερο ηλεκτρικό φορτίο που 

υπάρχει σε  1 m 3  χαλκού  θα είναι: 

Cb10602.1mol/10023.6moles104133.1q 19235 −
ελευϑ ××µορια×××=  

ή τελικά                                          Cb10364.1q 10×=ελευϑ  

άρα η πυκνότητα ελευθέρων φορτίων  Cuρ   ( Cb /m 3 ) στο χαλκό  θα είναι: 

Cb10364.1 10
Cu ×=ρ / m 3 

και η µέση ταχύτητα των φορέων ( ηλεκτρονίων ) θα είναι: 

sec/m10333.7
m/Cb10364.1

m/Amp10J
u 4

310

27
−×=

×
=

ρ
=  = 0.7333 mm/sec 

 

 

ΑΣΚ 2. 4 ) Στο σχ. 2.20  δίδεται ένα απλό µοντέλο για το άτοµο του Υδρογόνου 

Πρωτόνιο 

Ηλεκτρονικό νέφος 

r

 

Σχ. 2.20  

Στο κέντρο του ατόµου υπάρχει ένα πρωτόνιο µε φορτίο  q e = Cb10602.1 19−× . Το 

ηλεκτρονικό νέφος που το περιβάλλει εκτείνεται  µέχρι το άπειρο και έχει σφαιρική 

συµµετρία. Η χωρική πυκνότητα φορτίου του νέφους είναι: 

3
r2

e m/Cbek α
−

=ρ  

όπου  k  µια σταθερά   και  α  = m103.5 11−× , η ακτίνα του Bohr  

Ζητείται να υπολογιστεί η τιµή της σταθεράς k 
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∆ίδεται το αόριστο ολοκλήρωµα    







+−=∫ 32

2
xbxb2

b

2

b

x2

b

x
edxex  

Όπως είναι προφανές η χωρική πυκνότητα φορτίου εξαρτάται µόνον από την ακτινική 

απόσταση r. Το συνολικό φορτίο ενός ατόµου πρέπει να είναι µηδενικό άρα θα πρέπει: 

 

0qVd ee =+ρ∫∫∫
χωροςο
ολος

       ή     ee qVd −=ρ∫∫∫
χωροςο
ολος

 

 

Το τριπλό ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογιστεί σχετικά εύκολα λόγω της συµµετρίας που 

παρουσιάζει η συνάρτηση   ρ e ( r ). 

Για να υπολογίσουµε τον  στοιχειώδη όγκο dV σκεπτόµαστε  ως εξής: 

dr

dV

r

 

Σχ. 2.21 

Ένα σφαιρικό κέλυφος µε πάχος d r  και µέση ακτίνα  r θα έχει στοιχειώδη όγκο  

d V  = 4 π r 2 d r 

άρα το ολοκλήρωµα ∫∫∫
χωροςο
ολος

ρ Vde γράφεται  

=ρ∫∫∫
χωροςο
ολος

Vde drr4ek 2

0

r2

π∫
∞

α
−

 

και χρησιµποιώντας το δεδοµένο ολοκλήρωµα έχουµε: 

drr4ek 2

0

r2

π∫
∞

α
−

 = 

∞

α
−





















 α
−

α
+

α
−π

0

322r2

8

2

4

r2

2

r
ek4 = 

8

2
k4

3α
π  

και επειδή πρέπει να ισχύει 
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drr4ek 2

0

r2

π∫
∞

α
−

 = - q e         άρα         e

3

q
8

2
k4 −=

α
π  

προκύπτει αµέσως  ότι  

311
311

19

3
e m/Cb1042.3

)m103.5(

Cb10602.1q
k ×−=

×⋅π

×
−=

απ
−=

−

−

 

ΑΣΚ 2.5) Σε σφαίρα µε ακτίνα α υπάρχει κατανεµηµένο ηλεκτρικό φορτίο µε χωρική 

πυκνότητα  

)m/Cb()
2

(cosrk),r( 3ϑ
=ϑρ  

όπου k µία σταθερά. Να υπολογιστεί το συνολικό φορτίο  Q   εντός της σφαίρας. 

 

Το φορτίο  Q θα δίδεται από το ολοκλήρωµα: 

∫∫∫ ∫ ∫ ∫
α π π

ϕϑϑ
ϑ

=ρ=
V 0 0

2

0

2 dddrsinr)
2

(cosrkdVQ  

η ως προς φ ολοκλήρωση εκτελείται αµέσως διότι η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι ανεξάρτητη 

του φ. Άρα: 

∫ ∫
α π

ϑϑ
ϑ

π=
0 0

3 ddrsin)
2

(cosrk2Q  

Για να εκτελέσουµε στη συνέχεια την ως προς ϑ  ολοκλήρωση χρησιµοποιούµε την 

τριγωνοµετρική σχέση: 

])
2

(sin)
2

3
(sin[

2

1
sin)

2
(cos

ϑ
+

ϑ
=ϑ

ϑ
 

άρα: 

πα απ






 ϑ
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ϑ
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ϑ
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ϑ
π= ∫ ∫∫
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0
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1
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3
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drrkddr])

2
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2

3
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1
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r
k

6

7
drrk
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7
)
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1
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2
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0
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0
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π
=

π
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  ΤΗΣ  ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΗΣ   

∆ΥΝΑΜΗΣ  LORENTZ   

 
3. 1 ) ∆ύναµη που ασκείται σε  ευθύγραµµο αγωγό µήκους  L  εντός πεδίου 
µε µαγνητική επαγωγή  B

r
  

 
Έστω ευθύγραµµος αγωγός µε µήκος L ο οποίος διαρρέεται από συνεχές  ρεύµα i  και 

βρίσκεται µέσα πεδίο µαγνητικής επαγωγής B
r

. Το διάνυσµα l
r

d  εκφράζει  την φορά του 

ρεύµατος  i και στην περίπτωσή µας είναι κάθετο στο διάνυσµα B
r

. Η σχετική γεωµετρία 

φαίνεται και στο σχήµα 3.1        

o•B
r

mF
r

i

i

i

L

l
r

d

•B
r

l
r

d

mFd
r

 
Σχ. 3.1 

 
Η σχέση που δίνει τη στοιχειώδη δύναµη mFd

r
 για ένα στοιχειώδες µήκος  ld  του αγωγού 

είναι:  

)Bd(iFd m

r
l
rr
×=  

 λόγω της καθετότητας των διανυσµάτων l
r

d  και  B
r

, εύκολα προκύπτει ότι  η φορά της 

δύναµης  mFd
r

 θα είναι όπως στο σχήµα, και το µέτρο της θα είναι  dFm  = B i dl    

Για να υπολογίσουµε την ολική δύναµη mF
r

 για το  µήκος L του αγωγού θα ολοκληρώσουµε 

το µέγεθος της στοιχειώδους δύναµης mFd
r

 για όλο το µήκος L. Προφανώς, λόγω της 

ευθύγραµµης µορφής του αγωγού,  η φορά της mF
r

 θα είναι ίδια µε αυτήν της mFd
r

  Το µέτρο 

της mF
r

 θα είναι:  

∫∫ ===
L

0

L

0

mm LiBdiBdFF l  
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3. 2 ) Όργανο κινητού πηνίου 
Τα όργανα κινητού πηνίου χρησιµοποιούνται ευρύτατα στις ηλεκτρικές µετρήσεις. Στο σχ. 

3.2  φαίνεται η κατασκευαστική δοµή ενός οργάνου κινητού πηνίου. Σε ένα κύλινδρο µε 

ακτίνα α και ύψος d  είναι περιτυλιγµένες Ν σπείρες από αγώγιµο σύρµα . Ο κύλινδρος  

βρίσκεται µέσα σε πεδίο µε µαγνητική επαγωγή B
r

, και µπορεί να περιστρέφεται περί τον 

άξονά του. Στην περιστροφή του κυλίνδρου αντιτίθεται  ένα σπειροειδές ελατήριο. Ο δείκτης 

του οργάνου  είναι στερεωµένος  επάνω στον κύλινδρο. 

⊗
⊗
⊗

o•o•o• α
•

i

B
r

mF
r

mF
r

mT
r

d
Ν σπείρες 

      σπειροειδές ελατήριο 

ϑ

α

 
 

Σχ  3.2 
 

Όπως φαίνεται και από το σχήµα και λόγω της καθετότητας  του B
r

 µε τη διεύθυνση του 

ρεύµατος, σε κάθε αγωγό, µήκους d,   θα ασκείται δύναµη µε µέτρο 

BdiFm =  
και φορά όπως στο σχήµα. Άρα σε Ν αγωγούς η δύναµη θα είναι    
 

BdiNF ,m =ολ  

Όπως βλέπουµε αναπτύσσεται ένα ζεύγος δυνάµεων. Η ροπή του ζεύγους θα έχει µέτρο  
 

BiNd22FT ,mm α=α= ολ  

Η ροπή αυτή τείνει να περιστρέψει τον κύλινδρο σύµφωνα µε την φορά που φαίνεται στο 

σχήµα. Στη ροπή αυτή αντιτίθεται  η ροπή του ελατηρίου η οποία ακολουθεί την γραµµική 

σχέση  

ϑ=ελατ kT  

όπου k  µία σταθερά και  ϑ  η γωνία στροφής.  

Στην κατάσταση ισορροπίας θα ισχύει:        ελατ= TTm   

 
Άρα:                                                            BiNd2k α=ϑ  
και τελικά  η στροφή του δείκτη σε ( µοίρες / Amp) θα είναι  

 

i

ϑ
 ( µοίρες / Amp)

k

BNd2α
=  
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3. 3 ) Κίνηση φορτίου q σε οµογενές µαγνητοστατικό πεδίο µε µαγνητική 
επαγωγή  B

r
 

 
Έστω ένα σωµατίδιο µε µάζα  m και φορτίο q  το οποίο εισέρχεται  µε ταχύτητα 0u

r
 µέσα σε 

χώρο που  επικρατεί πεδίο  B
r

. Η γεωµετρία του προβλήµατος φαίνεται στο σχήµα  3.3 

xy0u
r

mF
r

x

y

o•ẑBB 0=
r

•0q >

 
Σχ. 3.3 

 
Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούµε ότι q > 0 και ότι η ταχύτητα 0u

r
 αναλύεται σε δύο 

συνιστώσες. 

ẑuuu z0xy00 +=
rr

 

Η συνιστώσα xy0u
r

 είναι κάθετη στο B
r

, ενώ η συνιστώσα  ẑu z0  είναι παράλληλη στο B
r
και 

εποµένως δεν επηρεάζεται από αυτό. Άρα αρχικά συµπεραίνουµε ότι η κίνηση κατά τον z-

άξονα είναι οµαλή ευθύγραµµή µε  ταχύτητα ẑu z0 .         

 Στο επίπεδο x-y θα αναπτυχθεί η µαγνητική δύναµη  

( )BuqF xy0m

rrr
×=  

Η δύναµη αυτή θα είναι συνεχώς  κάθετη στην ταχύτητα xy0u
r

 άρα θα δρα ως κεντροµόλος. 

Συνεπώς η κίνηση του σωµατιδίου στο x-y  επίπεδο θα είναι οµαλή κυκλική. 

Θα ισχύουν οι σχέσεις (εδώ χρησιµοποιούµε τα µέτρα των δυνάµεων) 

0xy0

2
xy0

m Buq
r

um
F ==  

όπου r είναι η ακτίνα περιστροφής του σωµατιδίου. 

άρα                                                          
m

qB

r

u
0xy0 ==ω  

Όπου ω  η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής  

Συνδυάζοντας τις δύο κινήσεις που εκτελεί το σωµατίδιο συµπεραίνουµε ότι η κίνηση του 

είναι µια σπειροειδής καµπύλη στο χώρο. 
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3. 4) Αρχή λειτουργίας ηλεκτρικής γεννήτριας 
 
Στις ηλεκτρικές γεννήτριες εφαρµόζουµε µηχανικές δυνάµεις θέτοντας σε κίνηση αγωγούς 

που βρίσκονται µέσα σε πεδία B
r

.   Τότε στα ελεύθερα φορτία των αγωγών αναπτύσσονται 

δυνάµεις Lorentz οι οποίες δρουν ως ηλεκτροδιαχωριστικές (διαχωρίζουν τα θετικά από τα 

αρνητικά φορτία, δίνοντάς τους ηλεκτρική  ενέργεια). Το αποτέλεσµα είναι να αναπτυχθεί 

ηλεκτρεγερτική δύναµη και εποµένως να έχουµε λειτουργία ηλεκτρικής πηγής (γεννήτριας). 

Στο σχήµα 3. 4  φαίνεται ένα απλοποιηµένο µοντέλο ηλεκτρικής γεννήτριας. 
 
3. 4. 1 ) Λειτουργία χωρίς φορτίο 

πλακες

αγωγιµες

τελεια

+++++

−−−−−

γτααγωγιµοτηειδ

υλικοαγωγιµο

.

l

+

−

bae

b

a

⊗ B
r

SE
r

E
r

+

mF
r

eF
r

µηχF
r

τριβηςF
r

u
r

S

 
Σχ .3.4 

 
Τεµάχιο αγωγού µήκους l  και ειδικής αγωγιµότητας  γ  κινείται µε σταθερή ταχύτητα u

r
 

εντός πεδίου B
r
και βρίσκεται συνεχώς σε επαφή µε δύο τέλεια αγώγιµες πλάκες. Το εµβαδόν 

της επιφάνειας επαφής µε κάθε πλάκα είναι S. Θεωρούµε ότι υπάρχει δύναµη τριβής τριβηςF
r

 η 

οποία σε κάθε χρονική στιγµή είναι αντίθετη από την κινούσα δύναµή µηχF
r

 δηλαδή  

τριβηςµηχ −= FF
rr

 

και έτσι εξασφαλίζεται οτι έχουµε κίνηση µε σταθερή ταχύτητα  u
r

    
 
Ας θεωρήσουµε,  χωρίς βλάβη της γενικότητας,  ότι ο αγωγός φέρει θετικά ελεύθερα φορτία 

( πρόκειται για εφαρµογή  του γνωστού κανόνα της συµβατικής φοράς ρεύµατος).   Σε ένα  

ελεύθερο θετικό φορτίο  του αγωγού εφαρµόζεται  µαγνητική δύναµη  mF
r

 όπου: 

( )BuqF em

rrr
×=      όπου  Cbqe

19106.1 −×=   

 

Η φορά της δύναµης  mF
r

 θα είναι προς τα επάνω ( βλ. σχ. 3.4) 
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Εύκολα προκύπτει ότι θα έχουµε συσσώρευση θετικών φορτίων στην άνω επιφάνεια και 

συσσώρευση αρνητικών φορτίων στην κάτω επιφάνεια του αγωγού. Εποµένως η δύναµη 

mF
r
δρα ως ηλεκτροδιαχωριστική δύναµη και δηµιουργεί την ηλεκτροδιαχωριστική πεδιακή 

ένταση SE
r

.  

Η συσσώρευση όµως αντιθέτων φορτίων , στα δύο άκρα του αγωγού  θα   δηµιουργήσει, 

µέσα στον αγωγό,  ένα ηλεκτρικό  πεδίο µε ένταση E
r

 και φορά όπως στο σχ. 3.4      

Το πεδίο E
r

 ασκεί στα ελεύθερα φορτία  του αγωγού µια ηλεκτρική δύναµη eF
r

. Συνεπώς σε 

κάθε ελεύθερο φορτίο θα ασκούνται δύο δυνάµεις η µαγνητική δύναµη mF
r

 και η ηλεκτρική 

δύναµη eF
r

. Στις δύο αυτές δυνάµεις αντιστοιχούν  οι δύο πεδιακές εντάσεις  SE
r

 και  E
r

.   

Σε κάποια στιγµή θα επέλθει µια  κατάσταση ισορροπίας  κατά την οποία  η δύναµη eF
r

  θα 

είναι αντίθετη από την δύναµη  mF
r

, η οποία όπως προαναφέραµε δρα ως 

ηλεκτροδιαχωριστική. 

meme FF0FF
rrrr

−=η=+  

 

και  αντίστοιχα µπορούµε να γράψουµε:        SEE
rr

−=  

 

άρα:                                ( )BuqEq ee

rrr
×−=      ή      ( )BuE

rrr
×−=    

 

και συνεπώς η ηλεκτροδιαχωριστική  πεδιακή  ένταση SE
r

θα είναι  BuEES

rrrr
×=−= . 

 
Η ηλεκτρεγερτική δύναµη bae , λόγω της απλής γεωµετρίας, θα είναι 

 

    ( )∫∫ =⋅×=⋅=
a

b

a

b

Sba BudBudEe ll
rrr

l
rr

 

 
∆εν θα κυκλοφορήσει ρεύµα διότι δεν υπάρχει συνδεδεµένο φορτίο στη γεννήτρια.  
 
 
 
 
3. 4. 2 ) Λειτουργία µε  φορτίο 
 
Έστω τώρα ότι συνδέουµε µία αντίσταση R στα άκρα των δύο τέλειων αγωγών. (βλέπε 

σχήµατα 3.5α  και 3.5β    όπου φαίνεται και το ισοδύναµο κύκλωµα της γεννήτριας ) 
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πλακες

αγωγιµες

τελεια

+++++

−−−−−

γααγωγιµοτητειδ

υλικοαγωγιµο

.

S

l

b

a

⊗ B
r

SE
r

E
r

µηχF
r

τριβηςF
r

u
r

mF
r

J
r

•

•

R

i

 
Σχ. 3.5α 

 
Στην περίπτωση αυτή θα κυκλοφορήσει ηλεκτρικό ρεύµα ( µε τη φορά του σχήµατος ) . ∆εν 

θα ισχύει τώρα η σχέση   0EE S =+
rr

  διότι , λόγω της διαρροής φορτίων προς τα έξω , το 

ηλεκτρικό πεδίο E
r

 εξασθενεί ενώ το SE
r

 παραµένει σταθερό ( εφ’ όσον u
r

= σταθερό)   

Προφανώς θα ισχύει  ο νόµος του Ohm 

0)EE(J S ≠+γ=
rrr

 

 

Το ρεύµα   i  θα δίνεται από τη σχέση   
S

ba

RR

e
i

+
=    όπου    

S

1
RS

l

γ
=  

 

R

SR
i

+

lBueba =

 
 

Σχ. 3.5β 
 
Όπου  SR  αντίσταση του τεµαχίου αγωγού ( εσωτερική αντίσταση της γεννήτριας)   

Τώρα όµως  έχουµε την περίπτωση  αγωγού µήκους l  που διαρρέεται από ρεύµα i και 

ευρίσκεται σε πεδίο B
r

. Προφανώς θα αναπτυχθεί δύναµη Lorentz  mF
r

  

(ΠΡΟΣΟΧΗ! η δύναµη αυτή δεν έχει σχέση µε την δύναµη mF
r

, που αναφέρθηκε  στα προηγούµενα  να 

επιδρά στα ηλεκτρόνια του αγωγού)  
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Η δύναµη αυτή θα έχει φορά αντίθετη από την κίνηση όπως εύκολα προκύπτει. Το µέτρο της 

δύναµης θα είναι , κατα τα γνωστά. 

liBFm =  
 

Στην κατάσταση  ισορροπίας (κίνηση µε σταθερή ταχύτητα)  θα ισχύει 
 

mFFF
rrr

−−= τριβηςµηχ  

 
 
3. 4. 3 ) Ισοζύγιο ισχύος της γεννήτριας 
 
Παρακάτω θα κάνουµε ένα ισοζύγιο ισχύος της γεννήτριας υπό φορτίο. 
 
Στο σύστηµα προσφέρεται απο τον «εξωτερικό κόσµο» µηχανική ισχύς 

 
uFP µηχµηχ =  

 
Η µηχανική ισχύς που απορροφάται θα είναι :  

 

( ) ( ) ( ) uFiBuuFuiBuFFm τριβηςτριβηςτριβης +=+=+ ll  = uFieba τριβης+  

 
 

Παρατηρούµε ότι   ieP ba=ηλ   είναι η ισχύς που µετατρέπεται  σε ηλεκτρική 

                               uFP τριβηςτριβης =    είναι η ισχύς που χάνεται ως απώλεια λόγω τριβών 

 
 
 
 
Η καθαρή ηλεκτρική ισχύς µπορεί να γραφεί ως εξής 
 

S
22

S
2

ba RiRi)RR(iieP +=+==ηλ   

όπου  RiP 2
, =ωϕεληλ  είναι η ωφέλιµη ισχύς στο φορτίο R 

και     S
2

. RiP =απωληλ    είναι η ισχύς ωµικών απωλειών στην εσωτερική αντίσταση της  

                                     γεννήτριας.   
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3. 5 ) Αρχή λειτουργίας ηλεκτρικού κινητήρα 
 
3. 5. 1 )  Εισαγωγικά 

Αναφερόµαστε και πάλι στην  διάταξη της ηλεκτρικής γεννήτριας. Αν εφαρµόσουµε µια 

εξωτερική τάση V  ( βλ. σχήµα 3.6 )  και η  τιµή της τάσης αυτής  είναι µεγαλύτερη από την  

ηλεκτρεγερτική δύναµη bae  ( στην περίπτωση αυτή ονοµάζεται αντί-ηλεκτρεγερτική δύναµη)  

τότε θα έχουµε µια ροή ρεύµατος i  µε φορά όπως στο σχήµα 3.6.  

Έχουµε τώρα την περίπτωση αγωγού τοποθετηµένου µέσα  σε µαγνητικό πεδίο µε επαγωγή  

Β, και διαρρεόµενου από ρεύµα i. Προφανώς θα αναπτυχθεί  µαγνητική δύναµη Lorentz mF
r

 

µε φορά όπως στο σχήµα.  

Η δύναµη mF
r

  µπορεί να µετακινήσει το σηµείο εφαρµογής µιας µηχανικής δύναµης µηχF
r

, και 

έτσι να προκαλέσει  κατανάλωση έργου (ή ισχύος ) από την µηχF
r

. Την ισχύ αυτή προφανώς 

την κερδίζει ο «εξωτερικός κόσµος»  ενώ η δύναµη mF
r

 παράγει τώρα  ισχύ.    

πλακες

αγωγιµες

τελεια

+++++

−−−−−

γαταγωγιµοτηειδ

υλικοαγωγιµο

.

S

l

b

a

⊗ B
r

SE
r

E
rµηχF

r

τριβηςF
r

u
r
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r

J
r

•

•

i

+

V

 

Σχ. 3.6 

Το ισοδύναµο κύκλωµα του ηλεκτρικού κινητήρα θα είναι το παρακάτω:  
 

SR
i

+

lBueba =

+

V

 
Σχ. 3.7 

 

όπου το ρεύµα i  θα είναι:                  
S

ba

R

eV
i

−
=    µε  baeV >   
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ΠΡΟΣΟΧΗ! Η παρακάτω ανάλυση αναφέρεται στη «µόνιµη κατάσταση» δηλαδή δεν 

εξετάζεται εδώ η εκκίνηση του κινητήρα 

   
Στην κατάσταση  ισορροπίας (κίνηση µε σταθερή ταχύτητα)  θα ισχύει 

 

µηχτριβης −−= FFFm

rrr
 

 
3. 5. 2 ) Ισοζύγιο ισχύος του ηλεκτρικού κινητήρα 

Παρακάτω  εξετάζουµε το ισοζύγιο ισχύος του συστήµατος 
 
Η πηγή V δίνει ηλεκτρική ισχύ  

iVP =ηλ  

 
και η ηλεκτρική  ισχύς που απορροφάται θα είναι  

=+=+=+ S
2

S
2

S
2

ba Riu)iB(Rii)Bu(Riie ll  

 
                                          S

2
S

2
S

2
m RiuFuFRiu)FF(RiuF ++=++=+= τριβηςµηχτριβηςµηχ  

 
Παρατηρούµε ότι: 

                               uFP µηχµηχ =          είναι η ωφέλιµη µηχανική  ισχύς  

                               uFP τριβηςτριβης =    είναι η ισχύς που χάνεται ως απώλεια λόγω τριβών 

                               S
2

. RiP =απωληλ      είναι  η ισχύς ωµικών απωλειών στην εσωτερική  

                                                              αντίσταση του κινητήρα. 
 
Ο βαθµός απόδοσης του κινητήρα  θα είναι 

iV

uF

P

P
n µηχ

ηλ

µηχ ==  

Συνοψίζοντας τις δύο προηγούµενες περιπτώσεις αναφέρουµε ξανά τα ακόλουθα: 

Λειτουργία ηλεκτρικής γεννήτριας  →   Κίνηση ( µε κάποια εξωτερική µηχανική δύναµη )  

                                                                αγωγών µέσα σε µαγνητικό πεδίο  →  Ανάπτυξη  

                                                                 ηλεκτρεγερτικής δύναµης e  

 
Λειτουργία ηλεκτρικού κινητήρα   →   Ρευµατοφόρος αγωγός  µέσα σε µαγνητικό πεδίο →   

                                                       Ανάπτυξη µηχανικής δύναµης  
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3. 6) Αρχή λειτουργίας ηλεκτρικής πέδης 

 
Θεωρούµε ότι βρισκόµαστε στη λειτουργία κινητήρα. Αν διακόψουµε την παροχή τάσης V 

από την  πηγή  και συνδέσουµε στα άκρα  α –β  µια ωµική αντίσταση R ( βλ. Σχ. 3.8) τότε θα 

συµβούν τα ακόλουθα: 
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Σχ. 3.8 
 
- Το κινούµενο αγώγιµο σώµα θα έχει ,την στιγµή της διακοπής της τάσεως V, µια αρχική 

ταχύτητα  uαρχική  προς τα δεξιά. Αυτό θα έχει σαν συνέπεια τη λειτουργία ηλεκτρικής 

γεννήτριας υπό φορτίο R  ( βλ. παραγρ. 3.4.2) 

- Η φορά του ρεύµατος  i  θα αντιστραφεί  και θα αναπτυχθεί  δύναµη Lorentz  µε φορά 

αντίθετη στην κίνηση. 

- Επειδή όµως δεν υπάρχει τώρα κινούσα εξωτερική  δύναµη  (όπως στην περίπτωση της 

παργρ 3.4.2)  είναι προφανές ότι  το αγώγιµο σώµα θα εκτελέσει οµαλή επιβραδυνόµενη 

κίνηση και τελικά θα σταµατήσει.  

Η µέθοδος  αυτή χρησιµοποιείται για την πέδηση ηλεκτρικών σιδηροδρόµων.        

 
 

3. 7 ) Φαινόµενο Hall 
 
Σύµφωνα µε το φαινόµενο αυτό όταν ένα ορθογώνιο τεµάχιο ηµιαγωγού (τύπου p ή τύπου n), 

που διαρρέεται από συνεχές ρεύµα i , τεθεί µέσα σε πεδίο B
r

  κάθετο στη διεύθυνση του 

ρεύµατος, παρατηρείται η ανάπτυξη  τάσης HV   (τάση Hall) µεταξύ των απέναντι εδρών του 

ορθογωνίου. Η σχετική γεωµετρία φαίνεται στο σχήµα  3.9 
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Σχ.  3.9 

 
Το φαινόµενο εξηγείται εύκολα µε βάση τη δύναµη Lorentz που ασκείται στα κινούµενα 

φορτία  πλειονότητας του ηµιαγωγού. (οπές µε θετικό φορτίο για ηµιαγωγό τύπου p , 

ηλεκτρόνια µε αρνητικό φορτίο για ηµιαγωγό τύπου n)    

Παρατηρώντας τα  σχήµατα 3.10α , 3.10β  προκύπτει εύκολα ότι σε κάθε περίπτωση οι 

φορείς πλειονότητας συγκεντρώνονται στην κάτω πλευρά ( z = 0 ) του ορθογωνίου. 

Εποµένως το πρόσηµο της τάσης HV  ( µε την σηµειούµενη στο σχήµα φορά αναφοράς) µας 

δίνει και τον τύπο του ηµιαγωγού. Αν  0VH >  έχουµε τύπο p ενώ αν  0VH <  έχουµε τύπο n 
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Σχ. 3.10β 
 

Στην κατάσταση ισορροπίας η ένταση του πεδίου που δηµιουργείται θα έχει µέτρο  

Bu
d

V
E H

H ==  

Η πυκνότητα του ρεύµατος θα έχει µέτρο   
dw

i
uJ =ρ=      άρα     

dw

i
u

ρ
=     
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Επίσης θα ισχύει:                  
w

iB

dw

diB
duBdEV HH ρ

=
ρ

===  

Από την τελευταία σχέση παρατηρούµε ότι µετρώντας τα µεγέθη i,B,VH  µπορούµε να 

βρούµε την  χωρική πυκνότητα φορτίου  ρ 

Επίσης άλλη σηµαντικότατη εφαρµογή είναι η µέτρηση της µαγνητικής επαγωγής B , µέσω 

της µέτρησης της τάσης HV  ( µε την προϋπόθεση ότι είναι γνωστή η πυκνότητα ρ)  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4 

ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ MAXWELL ΣΕ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΗ ΜΟΡΦΗ 

 
 

4. 1 ) Εισαγωγή 

Οι εξισώσεις Maxwell αποτελούν τη βάση όλης της Ηλεκτροµαγνητικής Θεωρίας και 

παρουσιάστηκαν  από τον Βρετανό Φυσικό και Μαθηµατικό , καθηγητή του Πανεπιστηµίου του 

Cambridge,  James Clerk Maxwell ( 1831 – 1879), στο βιβλίο του “A Treatise on Electricity and 

Magnetism” που εκδόθηκε στην Οξφόρδη το 1873.  Ο Maxwell επεξεργάστηκε τους νόµους του 

Ηλεκτρισµού και Μαγνητισµού  που είχαν διατυπωθεί  στα προηγούµενα χρόνια από τους 

Oersted, Ampere, Faraday και  πολλούς άλλους ερευνητές  και κατάφερε να παρουσιάσει ένα 

σύνολο τεσσάρων εξισώσεων που περιγράφουν όλα τα ηλεκτροµαγνητικά φαινόµενα και έτσι 

θεωρείται ο θεµελειωτής της Επιστήµης του Ηλεκτροµαγνητισµού Η τεράστια  συµβολή του 

Maxwell  έγκειται στο ότι: 

 α) Οι εξισώσεις που διατύπωσε έχουν  γενικότατη µορφή , αυστηρή µαθηµατική διατύπωση και 

έτσι «συγκεντρώνουν» πολλούς νόµους του Ηλεκτροµαγνητισµού που έως τότε ήταν διάσπαρτοι  

( όπως π.χ. ο νόµος του Coulomb, ο νόµος Biot – Savart  κ.λ.π.)  

β) Ο Maxwell διατύπωσε για πρώτη φορά την υπόθεση ότι ένα µεταβαλλόµενο ηλεκτρικό 

πεδίο παράγει ένα  µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο. Επειδή ήταν, ήδη, τότε γνωστό το 

αντίστροφο φαινόµενο ( µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο παράγει  µεταβαλλόµενο ηλεκτρικό 

πεδίο ) η υπόθεση του Maxwell οδήγησε, θεωρητικά,  στη ύπαρξη των ηλεκτροµαγνητικών 

κυµάτων. Η πειραµατική επαλήθευση της υποθέσεως του Maxwell, και η ανακάλυψη των 

ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων  έγινε το 1888 από τον Γερµανό Φυσικό Heinrich Hertz (1857- 

1894 ) 

Παρακάτω διατυπώνονται οι εξισώσεις του Maxwell στην ολοκληρωτική τους µορφή, δηλαδή µε 

την  χρήση επιφανειακών και επικαµπυλίων ολοκληρωµάτων. Πριν γίνει όµως αυτό θα 

αναφέρουµε κάποιες στοιχειώδεις έννοιες σχετικές µε επιφάνειες και καµπύλες στον  χώρο. 

 

 

 



 60 

4. 2 ) Επιφάνειες και καµπύλες στον χώρο 

Η έννοια της επιφάνειας θεωρείται γενικά  γνωστή. Επίσης είναι γνωστό ότι κάθε επιφάνεια έχει 

δύο όψεις.  Μια οποιαδήποτε επιφάνεια που εκτείνεται  στον χώρο, µπορεί να ανήκει σε µία από 

τις  δύο ακόλουθες  κατηγορίες  

α) Ανοικτή επιφάνεια  

Στις επιφάνειες αυτές µπορούµε να µεταβούµε από την µία όψη στην άλλη χωρίς να 

«τρυπήσουµε» την επιφάνεια ( βλ. σχήµα  4.1.α  ) 

β) Κλειστή επιφάνεια  

Στις επιφάνειες αυτές για να µεταβούµε από την µία οψη στην άλλη πρέπει να «τρυπήσουµε» την 

επιφάνεια Οι κλειστές επιφάνειες  συχνά αποκαλούνται και «µπαλλόνια» ( βλ. σχηµα  4.1.β ) 

1οψη

2οψη

 

α) Ανοικτή  επιφάνεια 

 

 

β) Κλειστή επιφάνεια 

Σχ. 4.1 

Μια ανοικτή επιφάνεια, καταλήγει ή, όπως λέγεται διαφορετικά, έχει σύνορο  µια κλειστή 

καµπύλη  (σχ. 4.2 ) 

επιϕανεια

ανοικτη

καµπυλη

κλειστη

 

Σχ. 4.2 
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Επίσης είναι προφανές ότι σε µία κλειστή καµπύλη καταλήγουν άπειρες ανοικτές επιφάνειες. Στο 

σχ. 4.3 φαίνεται ένα παράδειγµα. 

 

1Sεπιϕανεια

2Sεπιϕανεια
3Sεπιϕανεια

4Sεπιϕανεια

καµπυλη

κλειστη

 

Σχ. 4. 3 

 

Θα αποκαλέσουµε «λεία» µια επιφάνεια όταν αυτή δεν έχει ακµές ή αιχµές ( βλ. σχ. 4.4 ) 

 

ακµη

 

 

αιχµη

 

Σχ. 4.4 

 

Σε κάθε σηµείο µιας λείας επιφάνειας υπάρχουν άπειρα εφαπτοµενικά διανύσµατα και ένα 

κάθετο διάνυσµα. Αντίθετα σε  σηµεία που βρίσκονται επάνω  σε ακµές ή αιχµές  δεν είναι 

δυνατόν να οριστούν κάθετα και εφαπτοµενικά διανύσµατα. Γενικά  σε τέτοια σηµεία αποτελεί 

µεγάλο πρόβληµα ο υπολογισµός του  ηλεκτροµαγνητικού πεδίου 
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Μπορεί να αποδειχθεί ότι  από τα άπειρα εφαπτοµενικά διανύσµατα  σε κάθε σηµείο µιας λείας 

επιφάνειας  µόνον  δύο είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Άρα µπορούµε να πούµε ότι σε κάθε 

σηµείο υπάρχουν δύο εφαπτοµενικά και ένα κάθετο διάνυσµα. 

Σε κάθε σηµείο της  κλειστής καµπύλης  στην οποία καταλήγει µια ανοικτή επιφάνεια ορίζεται 

επίσης το εφαπτοµενικό διάνυσµα l
r

d .  

Στο σχήµα  4.5 φαίνεται µια ανοικτή επιφάνεια και  έχουν σηµειωθεί σε διάφορα σηµεία της τα 

δύο εφαπτοµενικά διανύσµατα  21 t̂,t̂  ( µοναδιαία)  και το κάθετο µοναδιαίο  διάνυσµα n̂ . 

Επίσης έχει σηµειωθεί το εφαπτοµενικό διάνυσµα l
r

d  σε διάφορα σηµεία της κλειστής καµπύλης 

στην οποία καταλήγει η ανοικτή επιφάνεια.  

n̂

n̂

n̂
1t̂

1t̂

1t̂

2t̂

2t̂
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Σχ. 4. 5 

 

4. 3 ) ∆ιατύπωση των εξισώσεων Maxwell 

4.3.1) Εισαγωγικά 

Αναφέρουµε αρχικά  ότι οι δύο από  τις τέσσερις  εξισώσεις του Maxwell, στην ολοκληρωτική 

τους µορφή, συνδέουν επικαµπύλια ολοκληρώµατα, του ηλεκτρικού  και του µαγνητικού 

πεδίου, σε κλειστές καµπύλες,  µε την χρονική παράγωγο αντιστοίχων επιφανειακών 

ολοκληρωµάτων ( δηλαδή «ροών» ) των πεδίων αυτών, σε ανοικτές επιφάνειες που έχουν 

σύνορο τις κλειστές καµπύλες. Οι  υπόλοιπες δύο εξισώσεις υπολογίζουν επιφανειακά 

ολοκληρώµατα του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου  σε κλειστές επιφάνειες. 
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Επειδή συσχετίζονται επικαµπύλια και επιφανειακά ολοκληρώµατα θα πρέπει να ισχύει µια 

σύµβαση, ένας κανόνας, που να συνδέει τις φορές των καθέτων διανυσµάτων n̂  στις επιφάνειες 

µε τα εφαπτοµενικά διανύσµατα  l
r

d  στις κλειστές καµπύλες. Ο κανόνας αυτός δεν είναι άλλος 

από τον γνωστό κανόνα του δεξιόστροφου κοχλία και φαίνεται στο σχ. 4.6 

l
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d
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n̂
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Σχ.  4.6 

Εποµένως όταν το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα υπολογίζεται µε την φορά του l
r

d  , όπως στο 

σχήµα 7.6 , τότε το επιφανειακό θα υπολογιστεί µε την φορά του n̂ .  

Παρακάτω θα διατυπώσουµε τις 4 εξισώσεις του Maxwell. 
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4. 3. 2 )  Νόµος Faraday 

Πρόκειται για τον γνωστό νόµο της ηλεκτροµαγνητικής επαγωγής ο οποίος  διατυπώνεται στην 

γενικότατη µορφή του ως  εξής: 
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Σχ. 4.7 

- Έστω µια ανοικτή επιφάνεια  S  η οποία καταλήγει στην κλειστή καµπύλη γ ( βλ. Σχ 4.7 ) 

Θεωρούµε ότι στον χώρο που βρίσκεται η S επικρατεί ένα µαγνητικό πεδίο µε µαγνητική 

επαγωγή B
r

. Το πεδίο αυτό δηµιουργεί  δια της επιφάνειας S  µια µαγνητική ροή  Ψm.  Η ροή 

αυτή είναι ίση µε  το επιφανειακό ολοκλήρωµα του  B
r

 στην επιφάνεια  S 

∫∫ ⋅=Ψ
S

m SdB
rr

 

όπου το απειροστό διάνυσµα  dSn̂Sd =
r

  ( dS  το εµβαδόν της απειροστής επιφάνειας στην 

οποία είναι κάθετο το n̂  ) 

Eαν η µαγνητική αυτή ροή Ψm,  µεταβάλλεται χρονικά, τότε  έχουµε ανάπτυξη ενός 

ηλεκτρικού πεδίου E
r

 στο χώρο.  

Το πεδίο αυτό E
r

 ,  το οποίο λέγεται και επαγόµενο πεδίο ,  συνδέεται µε το πεδίο B
r

,  ή µε την 

µαγνητική ροή  Ψm , µε την ακόλουθη µαθηµατική σχέση: 

dt

d
SdB

td

d
dE m

S

Ψ
−=⋅−=⋅∫ ∫∫

rr
l
rr

        Νόµος Faraday 

∆ηλαδή το επικαµπύλιο  ολοκλήρωµα του επαγόµενου ηλεκτρικού  πεδίου E
r

 στην κλειστή 

καµπύλη  γ  στην οποία καταλήγει η επιφάνεια S,  είναι ίσο µε την αρνητική παράγωγο ( ρυθµός 

ελάττωσης ) της µαγνητικής ροής Ψm  δια της  S. 
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4. 3. 3 )  Νόµος Ampere – Maxwell 

Ο νόµος αυτός αρχικά διατυπώθηκε από τον Ampere και πήρε την τελική του µορφή µε την 

προσθήκη ενός επί πλέον όρου, που προσέθεσε ο Maxwell. 

Αναφέρουµε αρχικά τον νόµο του Ampere: 

 - Έστω µια ανοικτή επιφάνεια  S  η οποία καταλήγει στην κλειστή καµπύλη γ ( βλ. Σχ. 4.8 ) 
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Σχ. 4. 8 

 
∆ια της επιφάνειας S  διέρχονται γραµµές ροής χωρικής  πυκνότητας  σταθερού χρονικά 

ρεύµατος  J
r

. Το πείραµα ( Oersted κ.λ.π.) έδειξε  ότι  σταθερό αυτό ρεύµα δηµιουργεί ένα 

στατικό µαγνητικό πεδίο H
r

 και ισχύει η σχέση: 

iSdJdH
S

=⋅=⋅ ∫∫∫
rr

l
rr

 

∆ηλαδή το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του µαγνητικού πεδίου στην κλειστή καµπύλη γ , στην 

οποία καταλήγει η επιφάνεια S,  είναι ίσο µε το συνολικό ηλεκτρικό ρεύµα που διέρχεται από 

την ανοικτή επιφάνεια S. 

Ο νόµος αυτός ήταν αρκετά καλά γνωστός την εποχή του Maxwell, αλλά παρακάτω αναφέρουµε 

µια πολύ απλή  περίπτωση την οποία δεν µπορεί να εξηγήσει: 

Θεωρούµε την περίπτωση ενός πυκνωτή κατά την φάση της φόρτισής του. ( βλ. σχ.  4.9 ).  

Μπορούµε να θεωρήσουµε την κλειστή καµπύλη , όπως φαίνεται στο σχήµα 4.9 , στην οποία 

καταλήγουν δύο διαφορετικές  ανοικτές επιφάνειες,  η  S 1   και η  S 2 . 

Ο πυκνωτής διαρρέεται από χρονικά µεταβαλλόµενο ρεύµα i ( t ) κατά τη διάρκεια της φόρτισής 

του. Αν εφαρµόσουµε τον νόµο του Ampere  για την επιφάνεια  S 1 , δεν υπάρχει κανένα 
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πρόβληµα στην εφαρµογή του και µπορεί να υπολογιστεί το µαγνητικό πεδίο Η που 

δηµιουργείται. Βέβαια εδώ υπάρχει ένα λεπτό σηµείο: 

Το ρεύµα i  στην περίπτωσή µας δεν είναι χρονικά σταθερό , όπως απαιτεί ο νόµος του Ampere. 

Μπορούµε όµως να παρακάµψουµε την δυσκολία αυτή θεωρώντας αρκετά «αργό» τον ρυθµό 

µεταβολής του ρεύµατος αυτού.  

 Αν, τώρα, εφαρµόσουµε πάλι  τον νόµο του Ampere  για την επιφάνεια S 2 , η οποία εκτείνεται 

και στον χώρο µεταξύ των οπλισµών του πυκνωτή, αµέσως φαίνεται η αδυναµία εφαρµογής του 

διότι προφανώς δεν διέρχονται γραµµές χωρικής  πυκνότητας  ρεύµατος αγωγιµότητας  J
r

 , δια 

της επιφάνειας S 2.   
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Σχ. 4. 9 

 

Την απάντηση στο πρόβληµα αυτό έδωσε ο Maxwell εισάγοντας την έννοια του ρεύµατος 

«µετατοπίσεως» ( displacement current )  το οποίο θεώρησε ίσο µε τον ρυθµό µεταβολής της 

ηλεκτρικής ροής  Ψe . 

 

 Σύµφωνα µε τον Maxwell το ρεύµα µετατοπίσεως  παράγει µαγνητικό    πεδίό ακριβώς 

όπως και το ρεύµα αγωγιµότητας,  και έτσι ο  νόµος του Ampere γράφεται : 
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Νόµος Ampere – Maxwell 

 

Ο όρος που πρόσθεσε ο Maxwell εµφανίζεται µόνον στην περίπτωση χρονικά µεταβαλλόµενων 

ηλεκτρικών πεδίων πράγµα το οποίο και συµβαίνει στην περίπτωση φόρτισης ή και εκφόρτισης 

ενός πυκνωτή. 

Έτσι λοιπόν το ρεύµα  i ( t )  που διαρρέει τον πυκνωτή  έχει την µορφή ρεύµατος αγωγιµότητας 

στους οπλισµούς του πυκνωτή και τους αγωγούς που τους συνδέουν , και την µορφή ρεύµατος 

µετατοπίσεως στον χώρο µεταξύ των οπλισµών του πυκνωτή , όπως φαίνεται και στο σχ. 4.10 

ρεύµα  αγωγιµότητας  

ρεύµα  µετατοπίσεως 

 

                                                                                  Σχ  4. 10 

 

Στη σηµερινή εποχή ο όρος «ρεύµα µετατοπίσεως» έχει σχεδόν εγκαταλειφθεί , µε την έννοια ότι 

δεν πρόκειται για ηλεκτρικό ρεύµα µε την γνωστή σηµασία ( µεταφορά ηλεκτρικού φορτίου ).  
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Πιο ορθολογικά µπορούµε να διατυπώσουµε την ακόλουθη πρόταση (α) : 

(α) «Ένα χρονικά µεταβαλλόµενο ηλεκτρικό πεδίο παράγει ένα χρονικά µεταβαλλόµενο 

µαγνητικό πεδίο» 

Η πρόταση αυτή σε συνδυασµό µε τον Νόµο του Faraday (β)  : 

(β) «Ένα χρονικά µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο παράγει ένα χρονικά µεταβαλλόµενο 

ηλεκτρικό  πεδίο» 

οδηγεί άµεσα στην ύπαρξη των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων, η θεωρητική ανακάλυψη των 

οποίων οφείλεται στον Maxwell. 

 

4. 3. 4 )  Νόµος Gauss ( για το ηλεκτρικό πεδίο ) 

Ο νόµος αυτός διατυπώνεται ως εξής: 

Η συνολική ηλεκτρική ροή που διέρχεται  από µία κλειστή επιφάνεια ( «µπαλόνι») είναι ίση µε 

το συνολικό ηλεκτρικό φορτίο που περικλείεται µέσα στην επιφάνεια αυτή. 

Sd
r

S
V

D
r

εσωτq

 

 

Σχ. 4.11 

Μαθηµατικά διατυπώνεται ως εξής: 

 

εσωτ=ρ=⋅ ∫∫∫∫∫ qdVSdD
VS

rr
 

 

Μπορούµε στο, ακόλουθο απλό παράδειγµα, να δούµε µια εφαρµογή του Ν. Gauss:  
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Ας θεωρήσουµε τις δυναµικές γραµµές του ηλεκτρικού πεδίου που παράγεται από δύο σηµειακά 

φορτία ( σχ. 4.12) 

q+ q−1S

2S

3S

 

Σχ.  4.12 

Από το σχήµα φαίνεται ότι στην κλειστή επιφάνεια S1 ( που περικλείει το φορτίο +q ) µόνον 

εξέρχεται  ροή, ενώ στην S2 ( που περικλείει το φορτίο -q ) µόνον εισέρχεται ροή. Στην κλειστή 

επιφάνεια S3 ( η οποία δεν περικλείει κανένα φορτίο εσωτερικά, δηλ qεσωτ = 0 ) όση ηλεκτρική 

ροή εισέρχεται,  τόση ακριβώς και εξέρχεται. 

 

4. 3. 5 )  Νόµος Gauss ( για το µαγνητικό πεδίο ) 

Ο νόµος αυτός διατυπώνεται ως εξής: 

Η συνολική µαγνητική ροή που διέρχεται  από µία κλειστή επιφάνεια ( «µπαλόνι») είναι πάντοτε 

ίση µε το µηδέν ( δηλ. όση ροή εισέρχεται ακριβώς ίση εξέρχεται ) 

Μαθηµατικά διατυπώνεται ως εξής: 

0SdB
S

=⋅∫∫
rr

 

Η σχέση αυτή  είναι ισοδύναµη µε την ακόλουθη πρόταση: 

«Οι δυναµικές γραµµές οποιουδήποτε µαγνητικού πεδίου δεν έχουν αρχή και τέλος και ρέουν 

µέσα σε κλειστούς σωλήνες ( σωληνωτή ροή)»  

Το σχήµα  4.13 βοηθά στην εξήγηση  της  πρότασης  αυτής : 

SB
r

πεδιου

γραµµεςδυναµικες

 

Σχ. 4.13 
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Άµεση συνέπεια του Νόµου του Gauss για το µαγνητικό πεδίο, είναι η µη ύπαρξη ενός 

µεµονωµένου µαγνητικού πόλου. 

Αναφέρουµε τέλος ότι  οι τέσσερις εξισώσεις  του Maxwell συνοδεύονται και από την αρχή 

διατήρησης του φορτίου: 

 

∫∫∫∫∫ εσωτ−=ρ−=⋅
VS

q
dt

d
dV

dt

d
SdJ
rr

 

 
 

 
4. 4 ) Αλληλοεξάρτηση των εξισώσεων Maxwell 
 
Οι πέντε εξισώσεις που προαναφέρθηκαν ( 4 Μaxwell + διατήρηση φορτίου ) δεν είναι 

ανεξάρτητες. Μπορεί να δειχθεί ότι ανεξάρτητες σχέσεις είναι: 

   
- Ο νόµος του Faraday. 

- Ο νόµος των Ampere – Maxwell 

- Η αρχή διατήρησης του φορτίου 
 
Για την απόδειξη των ανωτέρω θεωρήστε µια ανοικτή  επιφάνεια που καταλήγει σε ένα µικρό 

βρόχο  ( βλ. σχήµα  4.14  ) 

 

n̂

S V
ανοικτή επιφάνεια  

µικρός βρόχος  
 

Σχ. 4. 14 
 

 

Όταν ο βρόχος µικραίνει συνεχώς και τελικά καταλήγει γίνει ένα σηµείο τότε η επιφάνεια από 

ανοικτή γίνεται κλειστή. 
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Γράφουµε το νόµο του Faraday  
 

∫∫∫
ανοικτηβροχος

⋅−=⋅
S

SdB
dt

dˆdE
rr

l
r

 

 
όταν ο βρόχος τείνει να γίνει σηµείο τότε θα έχουµε 
 

∫∫∫
κλειστησηµειο

⋅−==⋅
S

SdB
dt

d
0ˆdE

rr
l

r

 

 

∆ηλαδή το ολοκλήρωµα  ∫∫ ⋅
S

SdB
rr

  πρέπει να διατηρεί σταθερή τιµή στο χρόνο ή πιο απλά να 

είναι ανεξάρτητο του χρόνου. Η σταθερή αυτή τιµή πρέπει να είναι ίση µε το µηδέν αφού  0B =
r

  

πριν την εφαρµογή του πεδίου κάποια στιγµή στο παρελθόν. 

Άρα λοιπόν η  2η εξίσωση ροής δεν είναι ανεξάρτητη από το νόµο του Faraday. 

Αντίστοιχα γράφοντας το νόµο των Ampere – Maxwell 
 

∫∫∫∫∫
ανοικτηανοικτηβροχος

⋅+⋅=⋅
SS

SdD
dt

d
SdJˆdH

rrrr
l

r

 

 
όταν ο βρόχος τείνει να γίνει σηµείο τότε θα έχουµε 

∫∫∫∫∫
κλειστηκλειστησηµειο

⋅+⋅==⋅
SS

SdD
dt

d
SdJ0ˆdH

rrrr
l

r

 

 

επειδή όµως       ∫∫∫∫∫ ρ−=⋅
κλειστη VS

dV
dt

d
SdJ
rr

   (αρχή διατήρησης του φορτίου) 

 
προκύπτει ότι  

0dVSdD
dt

d

VS

=













ρ−⋅ ∫∫∫∫∫

κλειστη

rr

 

 

∆ηλαδή  η ποσότητα ∫∫∫∫∫ ρ−⋅
κλειστη VS

dVSdD
rr

  πρέπει να διατηρεί σταθερή τιµή στο χρόνο ή πιο 

απλά να είναι ανεξάρτητη του χρόνου. Η σταθερή αυτή τιµή πρέπει να είναι ίση µε το µηδέν 

αφού 0=ρ  και  0D =
r

  πριν την εφαρµογή του πεδίου κάποια στιγµή στο παρελθόν. 
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Άρα λοιπόν η  1η εξίσωση ροής  (Νόµος  του  Gauss) δεν είναι ανεξάρτητη από το νόµο των  

Ampere – Maxwell. 

 

4. 5 ) Εξειδίκευση των εξισώσεων Maxwell σε  στατικά πεδία 
 
Όπως  είναι προφανές, στη γενική περίπτωση,  στις εξισώσεις Maxwell τα πεδία E

r
 και H

r
 είναι 

συζευγµένα και αυτό οδηγεί στην εξαγωγή της κυµατικής εξίσωσης της οποίας λύσεις είναι τα 

ηλεκτροµαγνητικά κύµατα. 

Όταν όµως έχουµε στατικές καταστάσεις (δηλ τα πεδία είναι ανεξάρτητα του χρόνου, και όλες οι 

χρονικές παράγωγοι µηδενίζονται) τότε υπάρχει αποσύζευξη των πεδίων E
r

 και H
r

. Οι τρεις 

ανεξάρτητες εξισώσεις στην περίπτωση αυτή γράφονται: 

 
 

-    Νόµος του Faraday                    0ˆdE =⋅∫ l
r

 

 

- Νόµος του Ampere                   ∫∫∫ ⋅=⋅
S

SdJˆdH
rr

l
r

 

 

- Αρχή διατήρησης του φορτίου         0SdJ
S

=⋅∫∫
rr

 

 
∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες  περιπτώσεις: 
 
 
α) Ηλεκτροστατικό πεδίο 
 

  Χρησιµοποιούνται οι σχέσεις        0ˆdE =⋅∫ l
r

   (αστρόβιλο του ηλεκτροστατικού πεδίου) 

 

                                                         ∫∫∫∫∫ εσωτ=ρ=⋅
VS

qdVSdD
rr

  (Νόµος Gauss) 

 
 
β) Πεδίο ροής συνεχούς ρεύµατος 
 

Χρησιµοποιούνται οι σχέσεις        0ˆdE =⋅∫ l
r

  (αστρόβιλο του ηλεκτροστατικού πεδίου,  εδώ  

                                                                            εκφράζει το νόµο τάσεων του Kirchhoff ) 
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                                                       0SdJ
S

=⋅∫∫
rr

 (αρχή διατήρησης του φορτίου, εδώ εκφράζει  

                                                                             το νόµο ρευµάτων του  Kirchhoff ) 

                                                      EJ
rr

γ=        (Γενικευµένος νόµος  του Ohm) 
  
 
 
γ) Στατικό µαγνητικό πεδίο µονίµων µαγνητών 
 

Χρησιµοποιούνται οι σχέσεις        0ˆdH =⋅∫ l
r

              ( Νόµος του Ampere αλλά µε 0J =
r

) 

                                                       0SdB
S

=⋅∫∫
rr

 

 
 
δ) Στατικό µαγνητικό πεδίο συνεχούς  ρεύµατος 
 

Χρησιµοποιούνται οι σχέσεις        ∫∫∫ ⋅=⋅
S

SdJˆdH
rr

l
r

     (Νόµος του Ampere) 

                                                       0SdB
S

=⋅∫∫
rr
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4. 6 ) Ασκήσεις Κεφαλαίου 4 

 

ΑΣΚ 4.1)  Να δειχθεί ότι µε  χρήση του Νόµου του Gauss, για το ηλεκτρικό πεδίο, µπορεί 

άµεσα να προκύψεί ο  γνωστός νόµος  του  Coulomb. 

Θεωρούµε ένα σηµειακό φορτίο q  το οποίο βρίσκεται στο κέντρο µιας νοητής σφαίρας µε 

ακτίνα  r  ( βλ. σχ.  4.15  ). Έστω ότι  ο χώρος έχει διηλεκτρική σταθερά  εr . 

q+

r

)r(E
r

S
•a

 

Σχ. 4.15 

Το ηλεκτρικό πεδίο που παράγει το σηµειακό φορτίο q θα παρουσιάζει προφανώς  σφαιρική 

συµµετρία δηλαδή το µέτρο του θα έχει την ίδια τιµή σε όλα τα σηµεία της σφαιρικής 

επιφάνειας. Η φορά του διανύσµατος E
r

, σε τυχόν σηµείο a, θα συµπίπτει µε την ευθεία που 

ενώνει το σηµειακό q  και το τυχόν σηµείο a επί της επιφανείας.   Το µέτρο του  E
r

  θα εξαρτάται  

από την απόσταση r. 

Υπολογίζουµε το επιφανειακό ολοκλήρωµα του D
r

 επάνω στην επιφάνεια σφαίρας  µε ακτίνα r. 

Λόγω της σφαιρικής συµµετρίας θα ισχύει: 

)r(Er4Sd)r(ESdD r0
2

S

r0

S

εεπ=⋅εε=⋅ ∫∫∫∫
rrrrr

 

και  λόγω του Νόµου του Gauss           qSdD
S

=⋅∫∫
sr

 

άρα  τελικά                                    )r(Er4q r0
2 εεπ=             

ή                                                    
2

r0 r

q

4

1
)r(E

επε
=  

που είναι η γνωστή έκφραση του ηλεκτρικού πεδίου που παράγει ένα  σηµειακό φορτίο ( πεδίο   

Coulomb ) 
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ΑΣΚ 4.2 ) Να υπολογιστεί το ηλεκτρικό πεδίο που παράγεται από µιά  ευθεία  γραµµή   

απείρου µήκους. Η  γραµµή  φέρει  κατανεµηµένο ηλεκτρικό  φορτίο µε γραµµική πυκνότητα  

λ Cb/m.  

 

Παρακάτω ( Σχ. 4.16)  φαίνεται η απλή γεωµετρία του προβλήµατος. Θεωρούµε ότι η γραµµή 

συµπίπτει µε τον άξονα z ενός καρτεσιανού συστήµατος. 

 
 

x y

z

)m/Cb(λ

•

•

1dq

2dq
1Ed
r

2Ed
r

Ed
r0

 
 
 

Σχ.  4.16 

 
Για κάθε στοιχειώδες φορτίο dq1, 
επί της γραµµής, που δηµιουργεί 
το στοιχειώδες ηλεκτρικό πεδίο 

1Ed
r

, θα υπάρχει πάντοτε το 
συµµετρικό του  dq2 που θα 
δηµιουργεί  το στοιχειώδες πεδίο 

2Ed
r

. Αυτό ισχύει προφανώς 
λόγω του  απείρου µήκους της 
γραµµής. 
 
Οι κατακόρυφες συνιστώσες των 
πεδίων θα αλληλοαναιρούνται και 
τελικά το πεδίο θα έχει µόνον µια 
οριζόντια συνιστώσα   
(παράλληλη στο επίπεδο x-y) 
 
Επίσης είναι φανερό ότι:  
 
i) Η τιµή του πεδίου θα είναι 
ανεξάρτητη από την τιµή του z  
  
ii)  Θα υπάρχει αξονική συµµετρία 
δηλ. η τιµή του πεδίου θα είναι η 
ίδια  πάνω στα σηµεία µιας 
κυλινδρικής επιφάνειας µε άξονα 
την γραµµική  κατανοµή. 
Αυτό φαίνεται και στο επόµενο  
σχήµα 4.17       
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x y

z

)m/Cb(λ

ρE
r0

r

l
ρE

r

ρE
r

ρE
r

ρ̂

 
Σχ. 4.17 

 
Σε ένα κυλινδρικό σύστηµα αξόνων το 
ηλεκτρικό  πεδίο  θα  γράφεται: 
 

ρ= ρρ ˆEE
r

 

δηλ. θα  έχει µόνον την ρ -συνιστώσα  
 
Για να υπολογίσουµε το µέτρο ρE  

εφαρµόζουµε τον Νόµο του Gauss σε 
µια κλειστή κυλινδρική επιφάνεια µε 
ακτίνα  r  και ύψος l . 
 

Νόµος Gauss:     ∫∫ εσωτ=⋅
S

qSdD
rr

 

 Άρα:  

∫∫ ∫∫∫∫
βαση
κατω

βαση
ανω

⋅+⋅=⋅ SdDSdDSdD
S

rrrrrr
+ 

∫∫
επιϕαν
παραπλ

⋅+

.
.

SdD
rr

 

Οι δύο πρώτοι όροι του αθροίσµατος  
είναι προφανώς µηδενικοί διότι το 

διάνυσµα ED 0

rr
ε=  έχει µηδενική 

κατακόρυφη  (+z  ή – z)   συνιστώσα. 
  

 
Στην παράπλευρη επιφάνεια του κυλίνδρου θα ισχυέι, όπως προαναφέραµε 

ρε= ρ ˆED 0

r
 

και λόγω της αξονικής συµµετρίας του πεδίου και της ανεξαρτησίας του από το  z θα προκύψει: 
 

∫∫ =⋅
S

SdD
rr

εσωτρ

επιϕαν
παραπλ

=πε=⋅∫∫ qr2ESdD 0

.
.

l
rr

 

Το συνολικό φορτίο που περιέχεται µέσα στον κύλινδρο ( µήκος l  της γραµµής )  θα είναι: 

ll

l

λ=λ= ∫εσωτ
0

dq  

 

Άρα τελικά 
r2

Er2E
0

0 επ
λ

=⇒λ=πε ρρ ll  

 

και  σε κυλινδρικές συντεταγµένες                  ρ= ρ ˆEE
r
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ΑΣΚ 4.3) Να υπολογιστεί η χωρητικότητα , ανά  µονάδα µήκους,  ενός κυλινδρικού πυκνωτή. 
 
Αρχικά αναφέρουµε ότι ο κυλινδρικός πυκνωτής αποτελείται από δύο τέλεια αγώγιµες      

κυλινδρικές  επιφάνειες τοποθετηµένες η µία µέσα στην άλλη και έχοντας κοινό άξονα. Μεταξύ 

των δύο επιφανειών παρεµβάλλεται διηλεκτρικό υλικό µε διηλεκτρική σταθερά εr.                   

(βλ. Σχ. 4.18). Οι δύο αυτές επιφάνειες αποτελούν τους δύο οπλισµούς του πυκνωτή 

 

lrε
a

b

z

q+

q−
r

ρ̂

 
 

Σχ. 4.18 
 

 
Η ακτίνα του εξωτερικού κυλίνδρου είναι a και 
αντίστοιχα αυτή του εσωτερικού είναι b.    
Για ένα δεδοµένο  µήκος l  θα  υπάρχει φορτίο 
+q στον εσωτερικό κύλινδρο και φορτίο –q 
στον εξωτερικό. Τα φορτία αυτά θα 
κατανέµονται οµοιόµορφα στις κυλινδρικές 
επιφάνειες. 
 
Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι η πυκνότητα 
φορτίου (φορτίο ανά µονάδα µήκους) , στον 
εσωτερικό κύλινδρο,  θα είναι λ όπου: 

m/Cb
q

l
=λ  

 
Με χρήση  των αποτελεσµάτων της  άσκησης 
4.2   βρίσκουµε αµέσως το ηλεκτρικό πεδίο 
στο χώρο µεταξύ των δύο οπλισµών.  

ρ
εεπ

λ
= ˆ

r2
E

r0

r
       για     b < r < a  

 
Η ηλεκτρική τάση baV  µεταξύ των δύο 

αγωγών θα είναι: 

∫ ⋅=
a

b
ba rdEV

rr
 

 
Το πεδίο έχει µόνον ακτινική συνιστώσα και έτσι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα υπολογίζεται 

εύκολα κατά µήκος µιας ακτίνας   

Άρα:    [ ]
b

a
ln

2
rln

2
rd

r

1

2
rdEV

r0

a
b

r0

a

b

a

br0
ba εεπ

λ
=

εεπ
λ

=
εεπ

λ
=⋅= ∫ ∫

rr
 

 

Άρα  η χωρητικότητα για το µήκος  l  θα είναι  
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b

a
ln

2

b

a
ln

2
V

q
C r0

r0

ba

ll εεπ
=

εεπ
λ

λ
==     ( Farad) 

και η χωρητικότητα ανά µονάδα µήκους θα είναι :  

C / µήκος = 

b

a
ln

2C r0 εεπ
=

l
     ( Farad / m ) 

Αναφέρουµε εδώ ότι το σύστηµα αυτό των δύο οµόκεντρων κυλινδρικών αγωγών 

χρησιµοποιείται και στα  λεγόµενα  οµοαξωνικά  καλώδια  τα οποία χρησιµοποιούνται ευρύτατα 

στις τηλεπικοινωνιακές εγκαταστάσεις για µεταφορά σηµάτων υψηλής συχνότητας. 

Μια απο τις σηµαντικότερες προδιαγραφές των καλωδίων αυτών είναι τιµή της χωρητικότητας 

που παρουσιάζουν ανά µονάδα µήκους. Για τον υπολογισµό της µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο 

ανωτέρω τύπος. 

Παράδειγµα:  για τιµές  a = 3 mm ,  b = 0.5 mm  και  εr = 3  προκύπτει µια τιµή  C  = 93   pF / m 

 

 

ΑΣΚ 4.4) Να υπολογιστεί το µαγνητικό πεδίο ενός απέραντου ευθύγραµµου  αγωγού που 
διαρρέεται από συνεχές ρεύµα i . Ο αγωγός θεωρείται αµελητέας διατοµής              

(νηµατοειδής αγωγός).      
 
Στο σχ. 4.19  φαίνεται η γεωµετρία του προβλήµατος. 
 

i

r l̂

r̂
H
r

a• rd
r

 
Σχ. 4.19 

 
Εφαρµόζοντας τον νόµο των Biot- Savart , υπολογίζουµε 

το στοιχειώδες µαγνητικό πεδίο Hd
r

 που  οφείλεται σε 
ένα στοιχειώδες µήκος ld  του αγωγού:                                                                    

( )
l

lr
d

r

r̂ˆi

4

1
Hd

2

×
π

=  

παρατηρούµε ότι το, Hd
r

, θα είναι ένα διάνυσµα κάθετο 
στο επίπεδο που ορίζεται από την ευθεία του αγωγού και 
το σηµείο  a.  
Αυτό εύκολα  γενικεύεται για το συνολικό µαγνητικό 
πεδίο H

r
 (που οφείλεται σε ολόκληρο τον αγωγό)   στο 

τυχόν σηµείο a . 
Σε απόσταση r, κάθετα στον αγωγό, το µαγνητικό πεδίο 

θα έχει το ίδιο µέτρο  H
r

 ανεξάρτητα από 
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την κατεύθυνση του µοναδιαίου  διανύσµατος  r̂ . Το πρόβληµα λοιπόν,  έχει κυλινδρική  

συµµετρία και οι δυναµικές  γραµµές θα είναι οµόκεντροι κύκλοι κάθετοι στον αγωγό. Το κέντρο 

αυτών των κύκλων  είναι ακριβώς το σηµείο που περνά ο αγωγός. 

Για να υπολογίσουµε το µέτρο του H
r

 σε απόσταση r χρησιµοποιούµε  τον νόµο του Ampere για 

µια κλειστή κυκλική  καµπύλη µε ακτίνα r , και µε κέντρο τον αγωγό. 

∫ =⋅ irdH
rr

    άρα     ir2H =π  

Συνεπώς  η ένταση του µαγνητικού πεδίου  H
r

, σε απόσταση r,   θα είναι: 

ϕ
π

= ˆ
r2

i
H
r

 

όπου ϕ̂  το µοναδιαίο διάνυσµα στις κυλινδρικές συντεταγµένες. Η συσχέτιση των φορών µεταξύ  

i  και  H
r

 καθορίζεται κατά τα γνωστά από τον κανόνα του δεξιόστροφου κοχλία 

 
 
ΑΣΚ. 4.5)  Να υπολογιστεί το µαγνητικό πεδίο απέραντου αγωγού κυκλικής διατοµής µε 

ακτίνα α, που διαρρέεται από συνεχές ρεύµα 0i , οµοιόµορφα κατανεµηµένο στη διατοµή. 

 

 

α

α
r

ϕ̂

0i

 
Σχ. 4.20 

Στο σχ.  4.20  φαίνεται η σχετική γεωµετρία 
 
 Όταν ισχύει  α≥r  τότε το µαγνητικό πεδίο θα δίνεται από τη 
γνωστή σχέση: 
 

ϕ
π

= ˆ
r2

i
H 0
r

      ( α≥r ) 

 
Όταν ισχύει  α<r  (δηλ. βρισκόµαστε µέσα στον αγωγό)  
τότε  σκεπτόµαστε ως εξής: 
Εφ΄ όσον το ρεύµα κατανέµεται οµοιόµορφα στη διατοµή, θα ισχύει: 

2

2

0
r

i)r(i
απ

π
=  

Εφαρµόζουµε το νόµο του Ampere σε περιφέρεια ακτίνας r µε α<r  

2

2

0
r

i)r(ir2HdH
απ

π
==π=⋅∫ l

rr
 

άρα τελικά: 
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       ϕ
απ

=⇒
α

=π ˆ
2

r
i)r(H

r
ir2H

202

2

0

r
       ( α<r ) 

 
 

ΑΣΚ. 4.6) Να υπολογιστεί το ηλεκτρικό  πεδίο που δηµιουργείται από έναν  απέραντο  

ευθύγραµµο  αγωγό που διαρρέεται από σταθερό ρεύµα µε πυκνότητα J
r

. Ο αγωγός έχει 

κυκλική διατοµή µε ακτίνα α.               

Στο σχ. 4.21   φαίνεται η σχετική γεωµετρία του αγωγού 

α

J
r

J
r

J
r

L

 

Σχ. 4.21 

 

Έχουµε σηµειώσει ένα τµήµα του αγωγού µε µήκος  L. Μέσα στο τµήµα αυτό υπάρχουν 

κινούµενα και ακίνητα ηλεκτρικά  φορτία .  

Επειδή ισχύει παντού στον αγωγό,  J
r

= σταθερό (ανεξάρτητο του χρόνου )  η αρχή διατηρήσεως 

του ηλεκτρικού  φορτίου στον κύλινδρο µήκους L  θα γραφεί: 

0SdJ
S

=⋅∫∫
rr

 

διότι όσες γραµµές του  J
r

 «µπαίνουν» από την κάτω βάση του κυλίνδρου, ακριβώς ίσες 

«βγαίνουν» από την άνω βάση. 
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Επειδή ισχύει ο νόµος του Ohm                      D
1

EJ
r0

rrr

εε
γ=γ=  

άρα                                                                        JD r0
rr

γ
εε

=  

Ο νόµος του  Gauss, για την ηλεκτρική ροή  γράφεται: 

0SdJqSdD
S

r0

S

=⋅
γ

εε
==⋅ ∫∫∫∫ εσωτ

rrrr
 

∆ηλαδή το συνολικό ηλεκτρικό φορτίο µέσα στον κύλινδρο είναι µηδενικό. Η φυσική 

εξήγηση αυτού του γεγονότος είναι ότι το ακίνητο φορτίο στον αγωγό  ( ιόντα  µεταλλικού  

πλέγµατος ) εξουδετερώνει σε κάθε στιγµή το κινούµενο φορτίο ( ηλεκτρόνια) και έτσι ο αγωγός 

εµφανίζεται εξωτερικά ως ηλεκτρικά ουδέτερος ( αφόρτιστος) .  

Εποµένως το ηλεκτρικό πεδίο που δηµιουργεί  ένας αγωγός που διαρρέεται από συνεχές ρεύµα 

είναι µηδενικό 

Σηµείωση: Υπενθυµίζεται ότι η σχέση 0SdJ
S

=⋅∫∫
rr

   εκφράζει τον Νόµο ρευµάτων του Kirchhoff 

της θεωρίας κυκλωµάτων. 

 

ΑΣΚ 4.7) Να υπολογιστεί η δύναµη µε την οποία αλληλεπιδρούν δύο παράλληλοι ευθύγραµµοι  

αγωγοί που διαρρέονται από συνεχή ρεύµατα 1i  και  2i . Οι αγωγοί απέχουν απόσταση  α και η 

διατοµή τους θεωρείται αµελητέα.  

Στο σχ. 4.22  φαίνεται η γεωµετρία του προβλήµατος  

x

y

z

1 2

1i 2i

α

2B
r

ẑdzd =l
r

21Fd
r

αγωγος αγωγος

 
 

Σχ 4.22 
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Ο αγωγός  2  προκαλεί ένα πεδίο µαγνητικής  επαγωγής 2B
r

  στα σηµεία του αγωγού  1 όπου: 

x̂
2

i
ˆ

2

i
B 2

0
2

02 απ
µ=ϕ

απ
µ=

r
 

 

άρα η στοιχειώδης δύναµη   21Fd
r

 που ασκείται σε  ένα στοιχειώδες τµήµα l
r

d  του αγωγού 1  
λόγω του 2B

r
 θα είναι  (εξίσωση δύναµης Lorentz σε γραµµικό αγωγό) 

 

)Bd(iFd 2121

r
l
rr
×=  

 

ή                                               








απ
µ×= x̂

2

i
ẑdziFd 2

0121

r
 

και επειδή    ŷx̂ẑ =×   θα πάρουµε: 

ŷ
2

dzii
Fd 210

21 απ

µ
=

r
 

 
αν ολοκληρώσουµε για ένα µήκος  l   θα έχουµε: 
 
 

ŷ
2

ii
dz

2

ii
ŷF 210

z

z

210
21 απ

µ
=

απ

µ
= ∫

+
lr l

 

 
Εποµένως η δύναµη ανά µονάδα µήκους θα είναι: 
 

ŷ
2

ii
F 210

m/21 απ

µ
=

r
 

 
και θα έχουµε έλξη για οµόρροπα  ρεύµατα  21 i,i  και άπωση για αντίρροπα ρεύµατα 21 i,i  
 

Αν ισχύει  iii 21 ==          τότε:           ŷ
2

i
F

2
0

m/21 απ

µ
=

r
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ   5 

ΜΑΓΝΗΤΙΚΑ ΥΛΙΚΑ 
 
 
5. 1 ) Εισαγωγικά  

Αρχικά αναφέρουµε ότι δεν υπάρχει η λεγόµενη «ποσότητα µαγνητισµού», ενώ αντίθετα 

υπάρχει η «ποσότητα ηλεκτρισµού» (ή ηλεκτρικό φορτίο). Το  στατικό µαγνητικό πεδίο 

οφείλεται στο συνεχές ηλεκτρικό ρεύµα, όπως φαίνεται και από το νόµο του Ampere, ο 

οποίος προήλθε από το πείραµα των Biot και Savart. Στατικό µαγνητικό πεδίο παράγεται και 

από τους µόνιµους µαγνήτες. Στην περίπτωση αυτή έχουµε ηλεκτρικό ρεύµα ; Η απάντηση 

στο ερώτηµα αυτό είναι καταφατική. Συγκεκριµένα στην περίπτωση αυτή έχουµε ρεύµατα 

που ρέουν σε κλειστούς βρόχους σε επίπεδο ατόµου. Στα επόµενα θα εξηγήσουµε 

αναλυτικότερα το φαινόµενο αυτό. 

 
5. 2 ) Μαγνητική ροπή - Μαγνήτιση 
 
Έστω ένας  κλειστός βρόχος που διαρρέεται  από συνεχές ρεύµα  i . Στο  σχήµα 5.1 φαίνονται 

οι δυναµικές γραµµές  του µαγνητικού πεδίου που δηµιουργεί ο βρόχος αυτός . 

→

→

i

↑

↑
↑

↑↑ ↑

↑
↑

↑↑↑

↑↑

H
r

→
→ → →

↑
↑↑ ↑↑

↑

 
 

Σχ. 5.1 
 

Ορίζουµε τη µαγνητική ροπή   m
r

   ενός βρόχου ρεύµατος  (σχ. 5.2) 

→

→

i

S

m
r

n̂

 
Σχ. 5.2 
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  Μαγνητική ροπή:         Silimm

i
0S

rr

∞→
→

=  =   πεπερασµένο  ( 2mA  ) 

όπου n̂SS=
r

     µε   S  το εµβαδόν  επιφάνειας του βρόχου και  n̂  το κάθετο µοναδιαίο 

διάνυσµα  στην  S,  µε φορά  «δεξιόστροφα»  συνδεδεµένη µε την φορά του ρεύµατος i  

Ο στοιχειώδης αυτός βρόχος που διαρέεται από ρεύµα i αποτελεί ένα µαγνητικό δίπολο. 

Αποδεικνύεται ότι δύο βρόχοι µε διαφορετικά σχήµατα αλλά µε ίδια γινόµενα   i S  

εµφανίζουν το ίδιο µαγνητικό πεδίο σε µακρινές αποστάσεις.     

Η φορά του διανύσµατος m
r

 συνδέεται µε τη φορά του ρεύµατος i  µε τον κανόνα του 

δεξιόστροφου κοχλία. Όταν ο βρόχος τεθεί µέσα σε µαγνητικό πεδίο θα δεχθεί µια µαγνητική 

δύναµη. Ο λεπτοµερής υπολογισµός της δεν θα γίνει εδώ. 

 
Παραδείγµατα µαγνητικών ροπών: 
 
α) Κίνηση (περιστροφή)  ηλεκτρονίου γύρω από πυρήνα µε γραµµική ταχύτητα  u  ( σχ. 5.3)  

 

o

•

u
r

r

eq−

m
r

 
 

Σχ. 5.3 

Αν  Τ είναι η περίοδος περιστροφής του ηλεκτρονίου τότε  
u

r2
T

π
=  και µπορούµε να 

θεωρήσουµε ότι η κίνηση αυτή ισοδυναµεί µε ένα ηλεκτρικό ρεύµα   
r2

uq

T

q
i ee

π
==  

και η µαγνητική ροπή  που παράγεται θα έχει µέτρο  2rim π=
r

  

Η αριθµητική τιµή του µεγέθους αυτού είναι της τάξεως του  10- 23  A m2 
 
β) Ηλεκτρονικό spin  ( ιδιοστροφορµή ) 

m
r

 
 

Σχ. 5.4 



 85 

Λόγω της περιστροφής  του ηλεκτρονίου γύρω από τον εαυτό του παράγεται µαγνητική ροπή 

που έχει τάξη µεγέθους ίση µε αυτή που προκαλείται από την κίνηση του ηλεκτρονίου γύρω 

από τον πυρήνα. 

 
Με βάση τη µαγνητική ροπή ορίζεται το µέγεθος  Μαγνήτιση    

Μαγνήτιση:      
V

m
limM

0V ∆
=

→∆

r
r

    (A / m) 

 
∆ηλ. η µαγνήτιση εκφράζει τη µαγνητική ροπή ανά µονάδα όγκου, και µε το µέγεθος αυτό 

περιγράφεται η συµπεριφορά των διαφόρων υλικών στο µαγνητικό πεδίο. 

 

5. 3 ) Συµπεριφορά των υλικών στο Μαγνητικό πεδίο  
 
Όταν ένα  µαγνητικό πεδίο H

r
  (που δηµιουργείται από κάποιο ηλεκτρικό ρεύµα) 

αναπτύσσεται σε χώρους που υπάρχουν υλικά µέσα (όχι το απόλυτο κενό) τότε εµφανίζεται 

το µέγεθος  M
r

. Η σχέση µεταξύ του µαγνητικού πεδίου και της µαγνήτισης γράφεται: 

HM m

rr
χ=  

 
όπου το µέγεθος mχ  (αδιάστατο) λέγεται  µαγνητική επιδεκτικότητα του υλικού. 

Σηµειώνουµε ότι υπάρχουν υλικά στα οποία το mχ  παίρνει τη µορφή τανυστή. Τα υλικά αυτά 

ονοµάζονται ανισότροπα δηλ. οι µαγνητικές  ιδιότητές τους εξαρτώνται από την κατεύθυνση. 

Η  µαγνήτιση,  σε ένα υλικό, προκαλείται από τον προσανατολισµό των στοιχειωδών 

µαγνητικών ροπών ( ή διπόλων)  λόγω του επιβαλλόµενου µαγνητικού πεδίου. Στο απόλυτο 

κενό προφανώς ισχύει πάντοτε    0M =
r

. 

Σε ένα υλικό µέσο λόγω της µαγνήτισης προκαλείται πύκνωση των δυναµικών γραµµών και 

εµφανίζεται το µέγεθος µαγνητική επαγωγή (η πυκνότητα µαγνητικής ροής)  B
r

. 

Μπορούµε να γράψουµε: 

 

H)1(HHMH)MH(B m0m00000

rrrrrrrr
χ+µ=χµ+µ=µ+µ=+µ=  

 
η ποσότητα  )1( mr χ+=µ  ονοµάζεται σχετική  µαγνητική διαπερατότητα του υλικού   

άρα : 

HB r0

rr
µµ=  

 

Στο απόλυτο κενό προφανώς  1,0 rm =µ=χ      και      HB 0

rr
µ=  
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Τα διάφορα υλικά κατατάσσονται σε 3 κατηγορίες ανάλογα µε την τιµή της σχετικής 

µαγνητικής διαπερατότητας που εµφανίζουν 

 
5. 3. 1 ) ∆ιαµαγνητικά υλικά 

Στα υλικά αυτά το 1r <µ   αλλά πολύ κοντά στη µονάδα. Συνεπώς θα είναι 0m <χ .  Tα υλικά 

αυτά εµφανίζουν µια ασθενέστατη  µαγνήτιση µε αντίθετη φορά από το επιβαλλόµενο 

εξωτερικό πεδίο. Παραδείγµατα τέτοιων υλικών  

Νερό           999991.0109.0 r
5

m =µ×−=χ −  

Χαλκός       9999905.01095.0 r
5

m =µ×−=χ −  

Άργυρος      999974.0106.2 r
5

m =µ×−=χ −  

Μόλυβδος   999983.0107.1 r
5

m =µ×−=χ −  
 
5. 3. 2 ) Παραµαγνητικά υλικά 
 
Στα υλικά αυτά το 1r >µ   αλλά πολύ κοντά στη µονάδα. Συνεπώς θα είναι 0m >χ .  Tα υλικά 

αυτά εµφανίζουν µια ασθενέστατη  µαγνήτιση µε  φορά οµόρροπη µε αυτή   του 

επιβαλλόµενου εξωτερικού πεδίου. Παραδείγµατα τέτοιων υλικών  

 
Αέρας                0000004.1104.0 r

6
m =µ×=χ −  

Οξυγόνο            0000018.1108.1 r
6

m =µ×=χ −  

Αλουµίνιο         000022.1102.2 r
5

m =µ×=χ −  

Λευκόχρυσος    0003.1103.0 r
3

m =µ×=χ −  
 
Συµπεραίνουµε ότι τα διαµαγνητικά και τα παραµαγνητικά υλικά συµπεριφέρονται στο 

µαγνητικό πεδίο σχεδόν όπως το απόλυτο κενό.     

 
5. 3. 3 ) Σιδηροµαγνητικά υλικά 
 
Στα υλικά αυτά το rµ   παίρνει πολύ µεγάλες τιµές που µπορούν να φτάσουν τις αρκετές 

χιλιάδες. Συνεπώς εµφανίζουν εντονότατο το φαινόµενο της µαγνήτισης. Εδώ  το  rµ  δεν 

είναι  σταθερό αλλά είναι µια πολύπλοκη συνάρτηση  του επιβαλλόµενου µαγνητικού  

πεδίου.  Τα υλικά  αυτά παρουσιάζουν σηµαντικότατο ενδιαφέρον στις τεχνικές εφαρµογές. 

Τέτοια υλικά είναι ο σίδηρος (Fe), το κοβάλτιο (Co), το νικέλιο (Ni), και κράµατα αυτών,  το 

τιτάνιο (Ti),το χρώµιο (Cr), οι σπάνιες γαίες όπως το γαδολίνιο, και µερικά οξείδια όπως  π.χ. 

το διοξείδιο του χρωµίου  (Cr02 ). Παρακάτω δίνουµε µερικές τιµές του rµ  για τέτοια υλικά. 
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Σίδηρος (95% καθαρός)                 200000r =µ  

Κοβάλτιο                                        250r =µ  

Νικέλιο                                           600r =µ  
  
Τέλος αναφέρουµε ότι υπάρχουν και υλικά που παρουσιάζουν µαγνητική συµπεριφορά  

εντελώς όµοια µε αυτήν του κενού ( µη µαγνητικά υλικά ). Τα υλικά αυτά είναι κυρίως τα 

πλαστικά. 

 
5. 4 ) Εξήγηση του φαινοµένου του σιδηροµαγνητισµού 
 
Η πλήρης  εξήγηση του φαινοµένου αυτού είναι αρκετά πολύπλοκη και βασίζεται στην 

κβαντοµηχανική. Παρακάτω θα δώσουµε µια απλοποιηµένη περιγραφή. 

Η βάση για την εξήγηση είναι, σε ατοµικό επίπεδο, οι µαγνητικές ροπές που προέρχονται από 

τα spins των ηλεκτρονίων. Στα διαµαγνητικά και παραµαγνητικά υλικά υπάρχει σχεδόν 

πλήρης αλληλοεξουδετέρωση αυτών  των ροπών και έτσι µακροσκοπικά  εµφανίζεται µια 

ελάχιστη  µαγνήτιση (οµόρροπη ή αντίρροπη) του υλικού όταν επιβληθεί ένα  εξωτερικό 

µαγνητικό πεδίο.     

Στα σιδηροµαγνητικά υλικά όµως αυτό δεν συµβαίνει. Σε κάθε άτοµο υπάρχουν spins που 

δεν εξουδετερώνονται π.χ. στο άτοµο του σιδήρου 4 spins,  στο άτοµο του κοβαλτίου 3 spins, 

στο άτοµο του νικελίου  2 spins κλπ. Παρατηρείται επίσης το φαινόµενο να παραλληλίζονται 

τα spins γειτονικών ατόµων. Η αλληλεπίδραση αυτή δεν οφείλεται σε µαγνητικές δράσεις  

αλλά στην κυµατική φύση των ηλεκτρονίων και η πλήρης εξήγησή του, µέσω της 

κβαντοµηχανικής, εκφεύγει από τα όρια του µαθήµατος. 

Σε ένα κοµµάτι σιδηροµαγνητικού υλικού παρατηρούνται περιοχές µε όγκους που 

κυµαίνονται από 10-6 cm3  έως  10-2 cm3 , στις οποίες υπάρχει πλήρης παραλληλισµός των 

µαγνητικών ροπών. Είναι προφανές ότι µέσα σε µια τέτοια περιοχή υπάρχουν 

δισεκατοµµύρια άτοµα Οι περιοχές αυτές, που µπορούµε να τις ονοµάζουµε και 

«κρυστάλλους», αποκαλούνται περιοχές Weiss. Οι  µαγνητικές ροπές των περιοχών αυτών 

είναι εντελώς τυχαία προσανατολισµένες  και έτσι µακροσκοπικά δεν παρατηρείται 

συνιστάµενη µαγνητική ροπή. 

Άν όµως επιβληθεί ένα εξωτερικό αυξανόµενο µαγνητικό πεδίο Η τότε παρατηρείται ένας 

διαδοχικός προσανατολισµός των µαγνητικών ροπών των περιοχών αυτών στη διεύθυνση  

του πεδίου. Για κάποια τιµή του πεδίου θα έχουµε πλήρη προσανατολισµό όλων των 

περιοχών αυτών. Τότε λέµε ότι βρισκόµαστε στο σηµείο του κόρου, και µεγαλύτερες τιµές 

του πεδίου δεν φέρνουν κανένα επιπλέον αποτέλεσµα.  ( βλ.σχ. 5.5 α, β, γ ) 
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Weissπεριοχες

 

Σχ 5.5α 
H
r

 

Σχ. 5.5β 

H
r

 

Σχ. 5.5γ 

 

Καθώς γίνεται ο βαθµιαίος προσανατολισµός των περιοχών, αυτές αλλάζουν όγκο µε 

συνέπεια να προκαλούνται κάποιοι χαρακτηριστικοί ήχοι. Το φαινόµενο ονοµάζεται 

µαγνητοσυστολή. 

Όταν η θερµοκρασία του υλικού ξεπεράσει ένα όριο, τότε οι περιοχές Weiss καταστρέφονται  

λόγω της θερµικής διέγερσης που οδηγεί σε  «αταξία» και το υλικό χάνει τις 

σιδηροµαγνητικές του ιδιότητες και γίνεται παραµαγνητικό. Όταν η θερµοκρασία πέσει κάτω 

από το όριο  αυτό οι σιδηροµαγνητικές ιδιότητες επανέρχονται. Η οριακή αυτή θερµοκρασία 

ονοµάζεται σηµείο Curie. Το σηµείο Curie για το σίδηρο είναι 770 οC, για το νικέλιο 358 οC 

και για το κοβάλτιο 1120 οC . 

 
5. 5) Καµπύλη µαγνήτισης των σιδηροµαγνητικών υλικών 
 
Η καµπύλη αυτή εκφράζει τη σχέση που συνδέει το µέτρο της  µαγνητικής επαγωγής  Β µε το 

µέτρο του επιβαλλόµενου µαγνητικού πεδίου H  για ένα σιδηροµαγνητικό υλικό που 

µαγνητίζεται για πρώτη φορά. Η καµπύλη προκύπτει πειραµατικά και δεν υπάρχει ακριβής 

αναλυτική σχέση που την περιγράφει. 

Τυπική µορφή µιας τέτοιας καµπύλης φαίνεται στο σχήµα  5.6 

H

B

0 SH

•
•

→→ →→

σηµείο κόρου 

      Μαγνήτιση 
 

εύκολη     δύσκολη 

A S

 
Σχ. 5.6 
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Το τµήµα ΟΑ της καµπύλης λέγεται  τµήµα εύκολης µαγνήτισης γιατί εκεί η κλίση της 

καµπύλης είναι µεγάλη δηλ. έχουµε µεγάλο ρυθµό αύξησης της µαγνητικής επαγωγής. Στο 

τµήµα AS έχουµε την περιοχή δύσκολης µαγνήτισης. Εδώ έχουµε  αρκετά βραδύτερο ρυθµό 

αύξησης του Β. Από το σηµείο S και µετά έχουµε µια βραδύτατη αύξηση του Β συναρτήσει 

του Η. Εδώ έχει συµβεί προσανατολισµός όλων των περιοχών Weiss και πλέον το B αυξάνει 

ακολουθώντας τη σχέση HB 0µ= . Το σηµείο S λέγεται σηµείο κόρου και αντιστοιχεί σε µία 

ένταση SH        

 
 
5. 6) Βρόχος υστέρησης των σιδηροµαγνητικών υλικών 
 
Έστω ότι έχουµε ένα τεµάχιο σιδηροµαγνητικού υλικού και εφαρµόζουµε σ’ αυτό ένα 

βαθµιαία αυξανόµενο  εξωτερικό µαγνητικό πεδίο H
r

. Καταγράφουµε σε ένα x-y διάγραµµα  

τη σχέση µεταξύ του  Η και της µαγνητικής επαγωγής Β που επάγεται στο υλικό. ( βλ. σχ 5.7) 
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Σχ. 5.7 

 
Αρχικά θα πάρουµε, όπως προαναφέρθηκε,  την αρχική καµπύλη µαγνήτισης OS φθάνοντας 

µέχρι το σηµείο κόρου S. Αν τώρα αρχίσουµε να ελαττώνουµε την τιµή του Η θα 

παρατηρήσουµε ότι δεν ακολουθείται η αντίστροφη πορεία αλλά κινούµαστε επάνω στην 
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καµπύλη rBS→ , δηλ όταν το Η µηδενιστεί,  το Β θα έχει την τιµή  rB  που ονοµάζεται 

παραµένουσα µαγνητική επαγωγή. Αυτό συµβαίνει διότι οι µαγνητικές περιοχές Weiss δεν 

επιστρέφουν όλες  στις αρχικές τους θέσεις. 

Αν θέλουµε να µηδενίσουµε την παραµένουσα µαγνητική επαγωγή πρέπει να εφαρµόσουµε 

στο υλικό µια αντίθετη ένταση µαγνητικού πεδίου CH−  η οποία λέγεται  συνέχουσα ένταση. 

Η καµπύλη από το σηµείο ( 0, Βr ) έως το σηµείο ( CH−  , 0 ) λέγεται καµπύλη 

αποµαγνήτισης. 

Αν συνεχίσουµε να αυξάνουµε την τιµή του Η  προς τις αρνητικές τιµές,  θα φθάσουµε στο 

σηµείο κόρου S’ (απολύτως συµµετρικό του S). 

Αν στη συνέχεια µειώνουµε διαδοχικά  την αρνητική τιµή του Η µέχρι να φθάσουµε στο 

µηδέν θα περάσουµε από το σηµείο   - rB . 

Περαιτέρω αύξηση του Η  (θετικές τιµές) θα µας οδηγήσει, περνώντας από το αντίστοιχο 

σηµείο   CH  και πάλι στο σηµείο κόρου  S. 

Η κλειστή καµπύλη που σχηµατίζεται ονοµάζεται βρόχος  µαγνητικής υστέρησης και 

χαρακτηρίζει πλήρως κάθε σιδηροµαγνητικό υλικό. Σηµαντικό τµήµα  του βρόχου αυτού, 

όπως προαναφέρθηκε,  είναι ή  καµπύλη αποµαγνήτισης του υλικού. 

Η καµπύλη αρχικής µαγνήτισης ενός σιδηροµαγνητικού  υλικού λαµβάνεται µόνον την 

πρώτη φορά που το υλικό τίθεται υπό την επίδραση εξωτερικού µαγνητικού πεδίου. Στην 

καµπύλη αυτή υπάρχει µονοσήµαντη σχέση µεταξύ του επιβαλλόµενου µαγνητικού πεδίου Η 

και της µαγνητικής επαγωγής Β.   

Παρατηρούµε επίσης ότι η µαγνητική διαπερατότητα rµ  ενός σιδηροµαγνητικού υλικού δεν 

είναι σταθερή κατά τη διάρκεια ενός πλήρους κύκλου µαγνήτισης. Στο σχήµα 5.8 φαίνεται η 

µεταβολή της µαγνητικής διαπερατότητας για την περίπτωση της αρχικής καµπύλης 

µαγνήτισης. 

H

B

rµ

rµµεγιστο

κλιση

µεγιστη

•

 
Σχ. 5.8 
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Τα σιδηροµαγνητικά υλικά χωρίζονται σε «µαλακά»  και «σκληρά»   (  βλ. και σχ. 5.9 ) 
 
Τα µαλακά σιδηροµαγνητικά υλικά µαγνητίζονται και αποµαγνητίζονται εύκολα και δεν 

διατηρούν τη µαγνήτισή τους για πολύ χρόνο µετά την αποµάκρυνση του εξωτερικού πεδίου. 

Ο βρόχος υστερήσεως τους είναι µικρός σε εµβαδόν.  Χρησιµοποιούνται σε εφαρµογές όπου 

έχουµε εναλλασσόµενο µαγνητικό πεδίο,  όπως ακριβώς  στην περίπτωση συσκευών που 

λειτουργούν στο εναλλασσόµενο ή γενικά µεταβαλλόµενο ρεύµα. Παραδείγµατα είναι  οι 

πυρήνες των µετασχηµατιστών  και  των ηλεκτρικών µηχανών,  οι συσκευές µαγνητικής 

εγγραφής  ( π.χ  κεφαλές εγγραφής των σκληρών δίσκων ) κλπ. Μαλακά σιδηροµαγνητικά 

υλικά είναι ο µαλακός σίδηρος, και τα κράµατα σιδήρου- νικελίου ( τύπου Permalloy). 

Ειδική περίπτωση µαλακών σιδηροµαγνητικών υλικών είναι οι φερρίτες (κεραµικά 

σιδηροµαγνητικά υλικά ) . Οι φερίττες παρουσιάζουν πολύ  µεγάλη ειδική αντίσταση και έτσι 

µικρές απώλειες λόγω δινορρευµάτων και για το λόγο αυτό χρησιµοποιούνται σε εφαρµογές 

υψηλών συχνοτήτων. 

Τα σκληρά σιδηροµαγνητικά υλικά διατηρούν τη µαγνήτισή τους για πολύ χρόνο µετά την 

αποµάκρυνση του εξωτερικού πεδίου. Ο βρόχος υστερήσεως τους έχει µεγάλο εµβαδόν  και 

παρουσιάζουν µεγάλη παραµένουσα µαγνητική επαγωγή και συνέχουσα ένταση. 

Χρησιµοποιούνται για την κατασκευή µονίµων µαγνητών. Κλασσική περίπτωση σκληρού 

σιδηροµαγνητικού υλικού είναι το κράµα Alnico 

   

υλικο

σκληρο

υλικο

µαλακο

1rB

2rB

1CH− 2CH−

 
 

Σχ. 5.9 
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5. 7)  Το µαγνητικό πεδίο της γής 
 
Είναι γνωστό ότι ο πλανήτης µας διαθέτει ένα µαγνητικό πεδίο του οποίου η ακριβής 

προέλευση δεν είναι, ακόµη, µε  απόλυτη  ακρίβεια γνωστή.(*) Στο σχήµα 5.10 φαίνονται οι 

δυναµικές γραµµές του πεδίου αυτού.  

Άξονας περιστροφής 

Μαγνητικός άξονας 

 

Σχ. 5.10 

 

Το µαγνητικό πεδίο της Γης εµφανίζει την ίδια ακριβώς µορφή µε το µαγνητικό πεδίο ενός 

βρόχου ρεύµατος (µαγνητικό δίπολο) 

Παρατηρούµε ότι οι δυναµικές γραµµές του πεδίου ξεκινούν από ένα σηµείο κοντά στον 

Νότιο  γεωγραφικό πόλο της Γης και καταλήγουν σε ένα σηµείο κοντά στον Βόρειο 

γεωγραφικό πόλο. Ο µαγνητικός άξονας σχηµατίζει µε τον άξονα περιστροφής της Γης γωνία 

11 µοιρών. 

Μια τυπική µέση τιµή για την µαγνητική επαγωγή του πεδίου αυτού είναι περί το 10-4 Tesla.  

Έχει αποδειχθεί πειραµατικά ότι το µαγνητικό  πεδίο της Γης  επηρεάζεται από τις ηλιακές 

κηλίδες, η έξαρση των οποίων µπορεί να προκαλέσει απότοµες µεταβολές του (µαγνητικές 

καταιγίδες ). Επίσης ένα άλλο γεγονός που έχει αδιαµφισβήτητα αποδειχθεί πειραµατικά 

είναι αυτό  της αναστροφής των Γήινων µαγνητικών πόλων ( δηλαδή της αντιστροφής της 

φοράς του µαγνητικού πεδίου της Γης). Αυτό συµβαίνει κάθε 200000 χρόνια  περίπου και 

φαίνεται ότι  συνοδεύεται από µεγάλες καταστροφές στον πλανήτη µας.     

Το µαγνητικό πεδίο της Γης προκαλεί, πάντοτε, µια ασθενή  µαγνήτιση σε κάθε  

κατασκεύασµα από σιδηροµαγνητικό υλικό που βρίσκεται στην επιφάνεια της. Μια τέτοια 



 93 

περίπτωση είναι και τα πλοία και αυτό βρίσκει µεγάλη εφαρµογή στον ναρκοπόλεµο 

(µαγνητικές νάρκες). 

Ένα πολεµικό πλοίο δεν  θα πρέπει ποτέ να εµφανίζει µαγνήτιση γιατί τότε καθίσταται 

ευπρόσβλητο σε µαγνητικές νάρκες. Για τον λόγο αυτό έχουν αναπτυχθεί πολλές µέθοδοι και 

συστήµατα αποµαγνήτισης πλοίων.            

 
 

(*) Περισσότερες πληροφορίες για το Γήινο µαγνητικό πεδίο µπορούν να βρουν οι ενδιαφερόµενοι στο βιβλίο «Εισαγωγή στη 
Γεωφυσική»  Β. Παπαζάχου  Εκδόσεις Ζήτη  Θεσσαλονίκη 1995   

 

 

5.8) Ασκήσεις Κεφαλαίου 5  

ΑΣΚ 5.1) Ένας κυκλικός βρόχος µε ακτίνα α διαρρέεται από συνεχές ρεύµα i . Να 

υπολογιστεί η ένταση του µαγνητικού πεδίου στον άξονα του βρόχου. 

 
Παρακάτω φαίνεται η γεωµετρία του προβλήµατος. 

α

i
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d

.d συµµl
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Θεωρούµε ότι ο άξονας του βρόχου 
συµπίπτει µε τον άξονα z και στο 
κέντρο του βρόχου έχουµε z = 0. 
Έστω P τυχαίο σηµείο πάνω στον 
άξονα.  
Εφαρµόζουµε τον νόµο των Biot – 

Savart, για ένα στοιχειώδες µήκος l
r

d  
του βρόχου, για να υπολογίσουµε την 

στοιχειώδη ένταση Hd
r

 στο σηµείο P. 
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( διότι lll
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dˆd = )  

το διάνυσµα Hd
r

 θα είναι κάθετο στο 

επίπεδο που σχηµατίζουν τα l
r

d  και  r̂  
και θα έχει µέτρο:  

ld
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i

4

1
Hd

2π
=  

 

Αν θεωρήσουµε και το συµµετρικό στοιχείο  .d συµµl
r

 που παράγει αντίστοιχα το  .Hd συµµ

r
 

εύκολα θα καταλήξουµε στο συµπέρασµα ότι οι οριζόντιες συνιστώσες 
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αλληλοεξουδετερώνονται  και το στοιχειώδες µαγνητικό πεδίο, στον άξονα του βρόχου, έχει 

µόνον την κατακόρυφη  z- συνιστώσα.  

⊗

z

α

r

r̂

l̂d
β

β Hd
r

z

zHd
r

 
 
 

Το µέτρο  ZH  της z- συνιστώσας θα υπολογιστεί 
από το ολοκλήρωµα σε όλο το µήκος του βρόχου: 
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και επειδή   22 zr +α=  τελικά θα έχουµε:  
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ẑi
H

+α

α
=

r
         και   όταν      z = 0                 ẑ
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6 

ΜΑΓΝΗΤΙΚA  ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ 
 

6. 1 ) Εισαγωγικά 

6. 1. 1 ) Ορισµός µαγνητικού κυκλώµατος 

∆ύο από τις βασικότερες εφαρµογές του Ηλεκτροµαγνητισµού, στις χαµηλές συχνότητες, 

είναι οι µετασχηµατιστές και οι ηλεκτρικές µηχανές ( κινητήρες, γεννήτριες ) . Οι δύο αυτές 

εφαρµογές στηρίζονται σε δύο διαφορετικούς νόµους του Ηλεκτροµαγνητισµού: 

- τον  νόµο της µαγνητικής δύναµης  Lorentz ( δύναµη σε ρευµατοφόρο αγωγό) 

)Bd(iFd m

r
l
rv
×=  

- τον νόµο της ηλεκτροµαγνητικής επαγωγής  ( Faraday )  

dt

d
SdB

dt

d
dE m

S

Ψ
−=⋅−=⋅∫ ∫∫

rr
l
rr

 

 
Παρατηρείται ότι και στους δύο αυτούς νόµους εµπλέκεται το µέγεθος  B

r
, η µαγνητική 

επαγωγή ή αλλιώς η πυκνότητα της µαγνητικής ροής, αλλά  και  το επιφανειακό ολοκλήρωµα 

του B
r

 δηλαδή  η µαγνητική ροή. 

Βλέπουµε λοιπόν ότι το φυσικό  µέγεθος   «µαγνητική ροή» παίζει κυρίαρχο ρόλο σε όλες τις 

εφαρµογές του Ηλεκτροµαγνητισµού. Για το λόγο αυτό έχουν, για τις  εφαρµογές,   µεγάλη 

σπουδαιότητα  τα  θέµατα :  

α) της παραγωγής της µαγνητικής ροής σε µία επιθυµητή τιµή   

β) της µεταφοράς της σε καθορισµένα  σηµεία  ώστε να χρησιµοποιηθεί κατάλληλα. 

Οι διατάξεις µέσω των οποίων παράγεται και µεταφέρεται η µαγνητική ροή ονοµάζονται 

µαγνητικά κυκλώµατα.  Μπορούµε εδώ να πούµε ότι τα µαγνητικά κυκλώµατα 

παρουσιάζουν αρκετές οµοιότητες µε τα ηλεκτρικά κυκλώµατα αν κάνουµε την ακόλουθη 

αντιστοιχία: 

                                       Μαγνητικό κύκλωµα ↔  Μαγνητική ροή 

Ηλεκτρικό κύκλωµα  ↔     Ηλεκτρικό ρεύµα 

Είναι γνωστό ότι η µαγνητική επαγωγή  B
r

 και εποµένως και η µαγνητική ροή Ψm ,  

λαµβάνουν µεγάλες συγκριτικά τιµές µέσα στα σιδηροµαγνητικά υλικά.  

Επίσης είναι προφανές ότι για τη λειτουργία µιας ηλεκτρικής µηχανής ( κινητήρα ή 

γεννήτριας) απαιτούνται και ελεύθερες  περιοχές του χώρου, δηλαδή περιοχές που υπάρχει 

αέρας και όχι σιδηροµαγνητικό υλικό, και στις οποίες αναπτύσσεται   µαγνητική ροή.         
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Στις περιοχές αυτές υπάρχουν πάντοτε κάποιοι αγωγοί. Αν οι αγωγοί αυτοί διαρρέονται  από 

ηλεκτρικό ρεύµα , προερχόµενο από εξωτερική πηγή, τότε ασκείται σ΄ αυτούς η µαγνητική 

δύναµη  Lorentz, άρα προκαλείται κίνηση των αγωγών  και έχουµε λειτουργία ηλεκτρικού 

κινητήρα. Αν οι αγωγοί κινούνται, από µια εξωτερική δύναµη, τότε αναπτύσσεται σ΄ αυτούς 

ηλεκτρεγερτική δύναµη και έχουµε  λειτουργία  ηλεκτρικής γεννήτριας.   

Οι περιοχές αυτές, ενός µαγνητικού κυκλώµατος,   στις οποίες, όπως προαναφέραµε, υπάρχει 

µαγνητική ροή στον αέρα ονοµάζονται διάκενα αέρα. 

Συνοψίζοντας τα προηγούµενα µπορούµε να διατυπώσουµε τον ακόλουθο, πιο πλήρη, ορισµό 

του µαγνητικού κυκλώµατος:   

Μαγνητικό κύκλωµα είναι µια κατασκευή από σιδηροµαγνητικά υλικά και ενδεχοµένως 

διάκενα αέρα, που σκοπό έχει να κατευθύνει τη µαγνητική ροή από τις πηγές της στο 

σηµείο που πρέπει να χρησιµοποιηθεί. 

Οι πηγές της µαγνητικής ροής είναι, προφανώς, οι πηγές του µαγνητικού πεδίου και της 

µαγνητικής επαγωγής,  δηλαδή  οι µόνιµοι µαγνήτες και οι ρευµατοφόροι αγωγοί  που σχεδόν 

πάντα έχουν τη µορφή πηνίου. 

 

6. 1. 2 ) Παραδείγµατα µαγνητικών κυκλωµάτων 

Στα σχήµατα  6.1 και 6.2  φαίνονται δύο παραδείγµατα µαγνητικών κυκλωµάτων 

α) Μετασχηµατιστής 

Εδώ η  µαγνητική ροή δηµιουργείται από το πηνίο L1 µε Ν1 σπείρες  (πρωτεύον πηνίο)  και 

κατευθύνεται µέσω του σιδηροµαγνητικού υλικού στο πηνίο L2  µε Ν2  σπείρες (δευτερεύον 

πηνίο) 

 

1N

i

2N

ροης

δηµιουργια

1L 2L

υλικο

ητικοσιδηροµαγν

ροης

κυκλοϕορια

 

 

Σχ. 6.1 
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β) Ηλεκτρική  Μηχανή 

Εδώ η µαγνητική ροή που δηµιουργείται από το πηνίο L κατευθύνεται στο διάκενο αέρα. 

Στην περιοχή του διακένου υπάρχουν κινούµενοι αγωγοί (λειτουργία κινητήρα ή γεννήτριας) 

N

i

0l αεραδιακενο

υλικο

ητικοσιδηροµαγν

ροης

κυκλοϕορια

 

Σχ. 6.2 

 

6. 2 ) Επίλυση µαγνητικών κυκλωµάτων 

6. 2. 1 ) ∆ιεγέρσεις και αποκρίσεις σε µαγνητικό κύκλωµα  

Αναφέραµε στα προηγούµενα ότι τα µαγνητικά κυκλώµατα παρουσιάζουν αρκετές 

οµοιότητες µε τα ηλεκτρικά κυκλώµατα. Σε ένα ηλεκτρικό κύκλωµα ως διεγέρσεις 

λαµβάνονται πάντοτε οι ηλεκτρικές πηγές ( τάσεως ή ρεύµατος ) και ως αποκρίσεις οι τάσεις 

ή τα ρεύµατα σε κάποιους κλάδους.  

Σε ένα µαγνητικό κύκλωµα διεγέρσεις είναι οι πηγές µαγνητικού πεδίου ή ισοδύναµα 

µαγνητικής επαγωγής η ακόµα πιο συγκεκριµένα οι πηγές µαγνητικής ροής.  Στην πρακτική 

της µορφή µια  πηγή µαγνητικής ροής είναι ένα πηνίο Ν σπειρών µε σιδηροµαγνητικό 

πυρήνα, διαρρεόµενο από ρεύµα i. Προφανώς ο σιδηροµαγνητικός αυτός πυρήνας αποτελεί 

τµήµα του µαγνητικού κυκλώµατος. Για λόγους που θα γίνουν κατανοητοί αµέσως παρακάτω 

η διέγερση, ή διαφορετικά , η πηγή ροής ( δηλ.  το πηνίο ) χαρακτηρίζεται ποσοτικά από το 

γινόµενο  N i  ( αριθµός σπειρών ×  ένταση ρεύµατος ). Το µέγεθος αυτό προφανώς έχει 

φυσικές  διαστάσεις  Ampere αλλά στην συγκεκριµένη περίπτωση ονοµάζεται  

αµπερελίγµατα ( A- turns ) 

Οι αποκρίσεις ενός µαγνητικού κυκλώµατος είναι οι τιµές της µαγνητικής ροής Ψm  σε 

κάποια σηµεία του.   

Η επίλυση ενός  µαγνητικού κυκλώµατος  περιλαµβάνει δύο διαφορετικά προβλήµατα , που 

αναφέρονται παρακάτω: 
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α) ∆ίδεται η διέγερση ( ή οι διεγέρσεις )  N i  ( αµπερελίγµατα ), και ζητείται  η απόκριση Ψm, 

( µαγνητική ροή ) σε κάποιο σηµείο του µαγνητικού κυκλώµατος. 

β) ∆ίδεται η επιθυµητή απόκριση ( µαγνητική ροή ) Ψm σε κάποιο σηµείο του µαγνητικού 

κυκλώµατος, και ζητούνται τα απαιτούµενα  αµπερελίγµατα  N i  για να επιτευχθεί  η ροή 

αυτή  

 

6. 2. 2 ) Βασικές παραδοχές επίλυσης µαγνητικών κυκλωµάτων 

Λόγω της µη  γραµµικότητας που εµφανίζουν τα σιδηροµαγνητικά υλικά η ακριβής επίλυση 

ενός µαγνητικού κυκλώµατος είναι πολύ δύσκολη αν όχι αδύνατη. Στην πράξη 

χρησιµοποιούνται προσεγγιστικές λύσεις µε βάση  κάποιες απλοποιητικές παραδοχές. Οι 

βασικότερες παραδοχές είναι: 

 
α) Η πρώτη βασική  παραδοχή αφορά την µαγνητική ροή. Είναι προφανές ότι οι δυναµικές 

γραµµές ενός πεδίου µαγνητικής επαγωγής B
r

, µπορούν να εκτείνονται ελεύθερα σε όλα τα 

σηµεία του  χώρου. Είναι επίσης γνωστό ότι στα σιδηροµαγνητικά υλικά εµφανίζεται  

πάντοτε  πύκνωση των δυναµικών γραµµών του B
r

. Στην περίπτωση των µαγνητικών 

κυκλωµάτων γίνεται η ακόλουθη προσεγγιστική  παραδοχή: 

-  Σε κάθε τµήµα του µαγνητικού κυκλώµατος,  που αποτελείται από σιδηροµαγνητικό υλικό, 

όλες οι δυναµικές γραµµές του πεδίου B
r

, και εποµένως όλη η µαγνητική ροή , διέρχονται  

µέσα από το σιδηροµαγνητικό  υλικό και όχι από τον αέρα  που το περιβάλλει Το φαινόµενο 

της  «εξόδου» κάποιων δυναµικών γραµµών στον αέρα ονοµάζεται σκέδαση των δυναµικών 

γραµµών.  Σύµφωνα  µε την παραδοχή αυτή το φαινόµενο της σκέδασης  αγνοείται εντελώς. 

Τα σχήµατα  6.3α  και  6.3β  βοηθούν στην κατανόηση των ανωτέρω. 

 

 

 

 

 

Στην περίπτωση αυτή δεν υπάρχει σκέδαση των 
δυναµικών γραµµών του Β  ( όλες οι δυναµικές 
γραµµές βρίσκονται µέσα στο σιδηροµαγνητικό υλικό)  
 

Σχ. 6.3α 

 

 
Στη περίπτωση αυτή κάποιες δυναµικές γραµµές 
εξέρχονται στον αέρα ( Υπάρχει σκέδαση των 
δυναµικών γραµµών του Β ) 
 

Σχ. 6.3β 
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β) Η δεύτερη βασική παραδοχή κάνει µια σηµαντική απλοποίηση όσον αφορά την µορφή των 

πεδίων B
r

  και  H
r

  στα διάφορα σηµεία του µαγνητικού κυκλώµατος. Συγκεκριµένα  

θεωρείται ότι , σε κάθε σηµείο του µαγνητικού  κυκλώµατος , τα πεδία B
r

  και  H
r

 είναι 

οµογενή πεδία . Αυτό έχει σαν άµεση συνέπεια  την µεγάλη απλούστευση του τρόπου     

υπολογισµού της µαγνητικής ροής  Ψm. Έτσι η µαγνητική ροή, στα διάφορα σηµεία,  αντί να 

υπολογιστεί από τον βασικό ορισµό της   Ψm  = ∫∫ ⋅
S

SdB
rr

 , υπολογίζεται από το απλό 

γινόµενο  Ψm  =  B S   

 
6. 2. 3 ) Νόµοι επίλυσης µαγνητικών κυκλωµάτων 

Η επίλυση των µαγνητικών κυκλωµάτων βασίζεται σε δύο νόµους που µπορούµε να πούµε 

ότι αντιστοιχούν στους δύο νόµους του Kirchhoff  που χρησιµοποιούνται στα ηλεκτρικά 

κυκλώµατα. Οι   δύο αυτοί  νόµοι είναι: 

 
 

- Ο νόµος του Ampere    iNdH∫ =⋅ l
rr

     

όπου εδώ θεωρείται ότι το ρεύµα  i διαπερνά N φορές την επιφάνεια επί της οποίας  

ευρίσκεται η κλειστή καµπύλη στην οποία υπολογίζεται  επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του Η.   

Το µέγεθος  N i   είναι , όπως προαναφέρθηκε, τα  αµπερελίγµατα    ( A-turns )    

Ο νόµος του Ampere στα µαγνητικά κυκλώµατα αντιστοιχεί στον νόµο τάσεων του Kirchhoff 

στα ηλεκτρικά κυκλώµατα. 

 
 

- Ο νόµος του Gauss για τη µαγνητική ροή           ∫∫ =⋅
S

0SdB
rr

 

Ο νόµος του Gauss στα µαγνητικά κυκλώµατα αντιστοιχεί στον νόµο ρευµάτων του 

Kirchhoff στα ηλεκτρικά κυκλώµατα. 
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6. 3 ) Εισαγωγικό παράδειγµα µαγνητικού κυκλώµατος 

6. 3. 1 ) Αρχική πορεία επίλυσης 

σπειρεςN

i

r,m,B,H µΨ µµµ

rr
µµ S,l

00 S,l
o,mooo ,B,H µΨ

rr

Gauss.ν

εϕαρµογηγιαροηςµαγν

ϕορα

.

 
 

Σχ. 6.4 
 

Στο σχήµα 6.4  έχουµε ένα µαγνητικό κύκλωµα που αποτελείται από ένα τµήµα 

σιδηροµαγνητικού υλικού, µε µαγνητική διαπερατότητα µr , και ένα διάκενο αέρα. 

Η πηγή της µαγνητικής ροής είναι ένα πηνίο Ν – σπειρών που διαρρέεται  από συνεχές ρεύµα  

i  µε τη φορά του σχήµατος  Εποµένως έχουµε εδώ συνολικά  N i  αµπερελίγµατα. 

Με τη δεδοµένη φορά του ρεύµατος i, η φορά της µαγνητικής ροής θα είναι αυτή που 

δείχνουν τα βέλη στην διακεκοµµένη γραµµή. 

Η διαδροµή της µαγνητικής  ροής στο σιδηροµαγνητικό υλικό έχει µήκος µl  και αντίστοιχα 

στο διάκενο αέρα 0l  ( µέσα µήκη  διαδροµών ροής ). 

Τα εµβαδά των διατοµών, µέσα από τα οποία διέρχεται η µαγνητική ροή, είναι µS  και 0S , για 

το σιδηροµαγνητικό υλικό και τον αέρα αντίστοιχα. 

 Οι τιµές του µαγνητικού πεδίου , της µαγνητικής επαγωγής και της µαγνητικής ροής στο 

σιδηροµαγνητικό υλικό είναι αντίστοιχα: µµµ Ψm,, BH
rr

. Στο διάκενο αέρα  έχουµε  τις τιµές   

0m,0,0 BH Ψ
rr

.   

Θεωρούµε γνωστό µέγεθος τη διέγερση   N i  ( αµπερελίγµατα ) , τη γεωµετρία του 

προβλήµατος  ( 00 S,S,, µµ ll  )  και τα  υλικά  ( µr , µ0 ) 

Ζητούµενα µεγέθη είναι οι µαγνητικές ροές  0mm ,ΨΨ µ  και τα πεδία µµ BH ,

rr
και 0,0 BH

rr
 

 
Παρακάτω επιλύουµε το πρόβληµα µε βάση τους δύο νόµους  που προαναφέρθηκαν 
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α) Εφαρµόζουµε τον νόµο του Ampere στον  βρόχο που σχηµατίζει η διαδροµή της 

µαγνητικής ροής  

iNHHdH 00 =+=⋅∫ µµ lll
rr

 

 
Προφανώς εδώ έγινε προσεγγιστικός υπολογισµός του επικαµπυλίου ολοκληρώµατος, 

λαµβάνοντας υπ΄ όψη τις παραδοχές που προαναφέρθηκαν ( οµογενή πεδία Η και Β) 

 
β) Εφαρµόζουµε και τον νόµο του Gauss για την µαγνητική ροή σε µια κλειστή επιφάνεια SA 

στον χώρο του  διακένου. Στην κλειστή αυτή επιφάνεια οι γραµµές  ροής εισέρχονται  από 

την περιοχή του σιδηροµαγνητικού υλικού και εξέρχονται στον αέρα  ( βλ. σχήµα 6.5 ) 

µΨm

0mΨ

ASεπιϕανεια

κλειστη

αερας

υλικο

σιδηρ. µS

0S

 

Σχ. 6.5 

Ο νόµος Gauss γράφεται :  

∫∫ =⋅
AS

0sdB
rr

 

 
Εποµένως  θα έχουµε:   00mm =Ψ−Ψ µ   άρα    0mm Ψ=Ψ µ  

∆ηλαδή η µαγνητική ροή θα έχει την  ίδια τιµή  στο σιδηροµαγνητικό υλικό  και στον αέρα. 

Επειδή χρησιµοποιούµε την προσεγγιστική σχέση υπολογισµού της µαγνητικής  ροής: 

 

∫∫ =⋅=Ψ SBsdBm

rr
 

Θα έχουµε:                                    000mm SBSB =⇒Ψ=Ψ µµµ  

όπου  Sµ  και  S0  τα αντίστοιχα εµβαδά δια των οποίων διέρχεται η ροή στο σιδηροµαγνητικό 

υλικό  και στον αέρα. 
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Το  µαγνητικό πεδίο στο διάκενο  θα έχει µέτρο:   
0

0
0

B
H

µ
=   

Αντίστοιχα το µαγνητικό πεδίο στο σιδηροµαγνητικό υλικό  θα έχει  µέτρο:   
r0

B
H

µµ
= µ

µ   

Η σχέση όµως που συνδέει τα µεγέθη  µµ και BH   είναι µη γραµµική  

Μπορούµε όµως να θεωρήσουµε  ότι για µια περιοχή τιµών των µεγεθών µµ και BH  

ισχύει η γραµµικότητα  (βλ. σχήµα 6.6 ) Στην περιοχή αυτή ο συντελεστής  σχετικής  

µαγνητικής διαπερατότητας   
µ

µ

µ
=µ

H

B

0
r   θα έχει σταθερή τιµή 

µH

µB

0

.r σταϑ≈µ

 
Σχ. 6.6 

 
Εφ΄ όσον  βρισκόµαστε  µέσα στην περιοχή αυτή µπορούµε να γράψουµε τον νόµο του 

Ampere για το παράδειγµά µας: 

iN
BB

HH 0
0

0

r0
00 =

µ
+

µµ
=+ µ

µ
µµ llll  

 
και επειδή από τον νόµο του Gauss έχουµε:  

00 SBSB =µµ  

 

άρα προκύπτει:                                          
µ

µ = S

SB
B 00  

Αντικαθιστώντας την τελευταία σχέση στην έκφραση του ν. Ampere  θα πάρουµε: 

0

0

r0

0
00

0

0

r0

00

S

S
iN

BiN
B

S

SB

µ
+

µµ

=⇒=
µ

+
µµ

µ

µ
µ

µ ll
ll  
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Έτσι υπολογίζεται  το πεδίο 0Β  στο διάκενο  και µπορούµε τώρα να βρούµε και  την 

µαγνητική ροή  00m SB=Ψ   καθώς και τα µεγέθη  µµ και BH . 

 

6. 3. 2 ) Σκέδαση των δυναµικών γραµµών  

Στις περιοχές των διακένων, ενός µαγνητικού κυκλώµατος, λαµβάνει χώρα το φαινόµενο της 

σκέδασης  των δυναµικών γραµµών του µαγνητικού πεδίου ( βλ. σχήµα  6.7 )  

 

0l0S

ενS
 

Σχ. 6.7 
 

Ένας αριθµός δυναµικών γραµµών του Β εξέρχεται εκτός της διατοµής  S0  και εποµένως η 

µαγνητική ροή Ψm0  στην περιοχή του διακένου είναι µικρότερη της αναµενόµενης ( διότι 

χωρίς σκέδαση θα πρέπει να ισχύει  Ψm0 = Ψmµ ) 

Ορίζεται  εδώ ο συντελεστής σκέδασης  κ  

µµµ

=
Ψ

Ψ
=κ

SB

SB 00

m

0m  

προφανώς  ισχύει πάντοτε   : 10 ≤κ<   

Στην περίπτωση που θέλουµε να λάβουµε υπ΄ όψη την σκέδαση των δυναµικών γραµµών 

στην περιοχή του διακένου  µπορούµε  αντί της διατοµής µε εµβαδόν S0  στο διάκενο  να 

θεωρήσουµε  διατοµή  Sεν   που υπολογίζεται από τον εµπειρικό τύπο 

)b()a(S 00 ll ++=εν    

όπου  a ,b  οι διαστάσεις της διατοµής  S0  = a b 

 

6. 3. 3 ) Συντελεστής πλήρωσης 

Το τµήµα του µαγνητικού  κυκλώµατος που αποτελείται από σιδηροµαγνητικό υλικό 

κατασκευάζεται πάντοτε από ένα αριθµό φύλλων µεταξύ των οποίων παρεµβάλλεται  

µονωτικό βερνίκι. Αυτό γίνεται για να µειωθούν οι απώλειες λόγω των δινορευµάτων.  Για το 
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λόγο αυτό,  η  καθαρή διατοµή  σιδηροµαγνητικού υλικού είναι λίγο µικρότερη από την 

γεωµετρική διατοµή και ορίζεται ο συντελεστής πλήρωσης  πC  όπου: 

µπεν = SCS  

ενS : η διατοµή που πρέπει να χρησιµοποιηθεί για ορθότερο υπολογισµό της µαγνητικής ροής 

στο σιδηροµαγνητικό υλικό λαµβάνοντας υπ’ όψη την κατασκευή µε αριθµό φύλλων   

µS  : η γεωµετρική διατοµή του σιδηροµαγνητικού υλικού  

Τυπικές τιµές για τον συντελεστή  Cπ     είναι    Cπ = 0.9 – 0.95   
 
 
6. 4 ) Αντιστοιχίες µεγεθών µεταξύ ηλεκτρικών και µαγνητικών 

κυκλωµάτων       

Όπως αναφέρθηκε και στα προηγούµενα υπάρχουν πολλές οµοιότητες µεταξύ ενός 

µαγνητικού  και  ενός ηλεκτρικού κυκλώµατος. Στα ηλεκτρικά κυκλώµατα µεταξύ των τριών 

βασικών µεγεθών: ηλεκτρική  τάση, ηλεκτρικό ρεύµα και αντίσταση ισχύει ο γνωστός νόµος 

του Ohm. Επίσης, στις ηλεκτρικές πηγές,   ορίζεται και το µέγεθος ηλεκτρεγερτική δύναµη. 

Τα  4 αυτά µεγέθη πρέπει να έχουν τα αντίστοιχά τους στην περίπτωση µαγνητικού 

κυκλώµατος.  

Είδαµε  ότι  το ηλεκτρικό ρεύµα έχει αντίστοιχο µέγεθος την µαγνητική ροή. Αντίστοιχα µε 

την ηλεκτρική τάση, η οποία ορίζεται ως το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του ηλεκτρικού 

πεδίου, θα υπάρχει η µαγνητική τάση που θα ορίζεται ως το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του 

µαγνητικού πεδίου. Το αντίστοιχο µέγεθος της ηλεκτρεγερτικής δύναµης ( αίτιο δηµιουργίας 

ηλεκτρικού  ρεύµατος )  είναι τα αµπερελίγµατα  Ni  ( αίτιο δηµιουργίας µαγνητικής ροής)  

που αποκαλούνται και µαγνητεγερική δύναµη   

Σε αναλογία µε την ηλεκτρική αντίσταση,  που ορίζεται ως το πηλίκο της ηλεκτρικής τάσης 

προς το ηλεκτρικό ρεύµα, έχουµε την µαγνητική αντίσταση που ορίζεται ως το πηλίκο της 

µαγνητικής τάσης προς την µαγνητική ροή. Παρακάτω  εξετάζουµε πιο αναλυτικά τον ορισµό 

του µεγέθους αυτού.  

Η  µαγνητική αντίσταση  Rm   για ένα τεµάχιο υλικού µε µορφή πρίσµατος  µε µήκος l  

εµβαδόν διατοµής  S και  µαγνητική διαπερατότητα  r0 µµ=µ  ( βλ.  σχ. 6.8)  θα είναι: 
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Σχ. 6.8 
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Στον παρακάτω πίνακα συνοψίζουµε όλες τις αντιστοιχίες µεγεθών µεταξύ ηλεκτρικών και 

µαγνητικών κυκλωµάτων  

Μαγνητικό κύκλωµα 
 

Ένταση µαγνητικού πεδίου H
r

 
 

Μαγνητική ροή  ∫∫ ⋅=Ψ
S

m dsB
r

 

 
Πυκνότητα µαγνητικής ροής  B

r
 

 

Συντακτική σχέση  HB r0

rr
µµ=  

 
Μαγνητεγερτική δύναµη   (ΜΕ∆) 

 
iN=ΜΕ∆  

 
Μαγνητική τάση  

∫ ⋅=
b

a

mab dHV l
rr

 

 
Μαγνητική διαπερατότητα  r0 µµ=µ  

 

Μαγνητική αντίσταση 
m

mab
m

V
R

Ψ
=  

 

Ηλεκτρικό κύκλωµα 
 

Ένταση ηλεκτρικού πεδίου E
r

 
 

Ηλεκτρικό ρεύµα  ∫∫ ⋅=
S

dsJi
r

 

 

Πυκνότητα ροής ηλ. ρεύµατος   J
r

 
 

Συντακτική σχέση  EJ
rr

γ=  

 
Ηλεκτρεγερτική δύναµη   (ΗΕ∆) 

∫
+

−

⋅= l
rr

dEe S  

Ηλεκτρική τάση 

∫ ⋅=
b

a

ab dEV l
rr

 

 
 

Ειδική αγωγιµότητα  γ  
 

Ηλεκτρική αντίσταση  
i

V
R ab=  
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Παρατηρούµε λοιπόν ότι υπάρχουν πολλές οµοιότητες  µεταξύ ηλεκτρικών και µαγνητικών  

κυκλωµάτων. Υπάρχουν όµως και σηµαντικές διαφορές. Οι δύο βασικότερες είναι: 

 
α) Στα ηλεκτρικά κυκλώµατα όλο το ηλεκτρικό ρεύµα ρέει µέσα στους αγωγούς διότι ο 

περιβάλλων χώρος έχει µηδενική ειδική αγωγιµότητα. ( γ = 0 ) 

Αντίθετα στα µαγνητικά κυκλώµατα παρατηρείται το φαινόµενο της σκέδασης των 

δυναµικών γραµµών του µαγνητικού πεδίου, και ένα (µικρό) µέρος της µαγνητικής ροής 

βγαίνει έξω από το κύκλωµα και κυκλοφορεί στον αέρα  (διότι 00 ≠µ ) 

 

β) Τα ηλεκτρικά κυκλώµατα είναι κατά κανόνα γραµµικά διότι ο νόµος του Ohm 

EJ
rr

γ= ,  είναι µε µεγάλη προσέγγιση µια γραµµική σχέση, ενώ αντίθετα η σχέση   

HB r0

rr
µµ=   είναι µη γραµµική. 

 
 
6. 5 ) Επίλυση  µαγνητικού κυκλώµατος µέσω του αντίστοιχου ισοδύναµου  

      ηλεκτρικού κυκλώµατος       

Λαµβάνοντας  υπ΄ όψη τις αντιστοιχίες µεγεθών µεταξύ  ηλεκτρικών και µαγνητικών 

κυκλωµάτων  το  εισαγωγικό  παράδειγµα µαγνητικού κυκλώµατος  της παραγράφου 6.3 

θα έχει το παρακάτω  ισοδύναµο ηλεκτρικό κύκλωµα ( σχ. 6.9) 
 

µmR

0mR

mΨ

iN=ΜΕ∆
+

 
 

Σχ. 6.9 
 

∆ηλαδή έχουµε δύο µαγνητικές αντιστάσεις συνδεδεµένες σε σειρά και τροφοδοτούµενες από 

µια πηγή ΜΕ∆.  

 Οι µαγνητικές αντιστάσεις θα έχουν τιµές:   
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µ

µ
µ µµ
=

S

1
R

r0
m

l
            και           

0

0

0
0m S

1
R

l

µ
=   

 
άρα   η µαγνητική ροή  θα είναι:     

 

00

0

r0

0mm
m

SS

iN

RR

iN

µ
+

µµ

=
+

=Ψ

µ

µµ ll
 

 
και τα µεγέθη Β, Η  υπολογίζονται  εύκολα: 

µ
µ

Ψ
=

S
B m ,  

0

m
0 S

B
Ψ

=    
r0

B
H

µµ
= µ

µ ,   
0

0
0

B
H

µ
=  

 
 

Γενικεύοντας  λοιπόν µπορούµε σε κάθε µαγνητικό κύκλωµα  να βρούµε το αντίστοιχο 

ισοδύναµο ηλεκτρικό.  

Σηµειώνουµε ότι ισχύουν όλοι  οι κανόνες και νόµοι  των ηλεκτρικών κυκλωµάτων και 

µπορούµε να τους χρησιµοποιήσουµε. 

 
 
6. 6 ) Μη γραµµικό µαγνητικό κύκλωµα  

 
Στην περίπτωση που λάβουµε υπ’ όψη τη µή γραµµικότητα του σιδηροµαγνητικού υλικού  θα 

πρέπει να µας έχει δοθεί  η λεπτοµερής γραφική παράσταση της καµπύλης µαγνήτισης. 

Εξετάζουµε και πάλι το προηγούµενο  παράδειγµα αλλά τώρα θεωρούµε γνωστή τη 

µαγνητική ροή mΨ   και θέλουµε να υπολογίσουµε τα αµπερελίγµατα που την προκαλούν 

σπειρεςN

i

m,B,H Ψµµ

rr µµ S,l

00 S,l
omoo ,B,H µΨ

rr

 
 

Σχ. 6.10 
 
Ισχυόυν και πάλι οι δύο βασικές σχέσεις: 
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iNHH 00 =+µµ ll    (  Ν. Ampere ) 

00 SBSB =µµ          ( N. Gauss ) 

 
Γνωρίζουµε όµως και την καµπύλη µαγνήτισης του σιδηροµαγνητικού υλικού (σχ. 6.11) 

H

B

0 µH

µB

 
Σχ. 6.11 

Εφ’ όσον γνωρίζουµε τη µαγνητική ροή  mΨ  υπολογίζουµε το  
µ

µ

Ψ
=

S
B m  και από τη δοθείσα 

καµπύλη µαγνήτισης  βρίσκουµε γραφικά το  µH  

Στο διάκενο θα έχουµε  
0

0
0

B
H

µ
=   όπου  

0

m
0 S

B
Ψ

=     άρα  
00

m
0 S

H
µ

Ψ
=  

Άρα µε γνωστά τα  µH  και  0H  εφαρµόζουµε το νόµο του  Ampere και βρίσκουµε τα 

ζητούµενα αµπερελίγµατα 

 

0
00

m
00 S

HHHiN llll
µ

Ψ
+=+= µµµµ  

 
6. 7 ) Ασκήσεις Κεφαλαίου 6   

ΑΣΚ 6.1) 

1i

2i

1N

2N

µµ S,l

00 S,l

 
Σχ. 6.12 

 

Στο µαγνητικό κύκλωµα 
του σχήµατος 6.12 
δίδονται: 
 

turnsA100iN 11 −=  
turnsA50iN 22 −=  

cm50=µl (πυρήνας) 

mm50 =l    (διάκενο) 
2

0 cm10SS ==πυρην  

9.0c =π (συντελεστής 
πλήρωσης) 
 2000r =µ , 

m/H104 7
0

−×π=µ  
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Ζητείται να υπολογιστεί η µαγνητική ροή mΨ  του κυκλώµατος  
 
Αρχικά υπολογίζουµε την ενεργό διατοµή µS  (καθαρό σιδηροµαγνητικό υλικό) για τον 

πυρήνα. 22 cm9cm109.0ScS =⋅== πυρηνπµ  

Το ισοδύναµο ηλεκτρικό κύκλωµα θα είναι ( σχ. 6.13): 
 

µmR

0mR

mΨ

11 iN
+

+

22 iN
 

 
Σχ. 6.13 

 
Εδώ υποθέσαµε για τη µαγνητική ροή µια αυθαίρετη φορά. Άν προκύψει  αρνητικό 

αποτέλεσµα για τη ροή τότε αυτή θα έχει αντίθετη φορά απο αυτήν του σχήµατος. 

Εφαρµόζουµε το νόµο του Ampere (ο οποίος αντιστoιχεί στον νόµο τάσεων Kirchhoff ) στον 

µοναδικό βρόχο του κυκλώµατος χρησιµοποιώντας τη φορά διαγραφής που φαίνεται 

 

0mm

2211
m0mmm2211 RR

iNiN
)RR(iNiN

+

−
=Ψ⇒+Ψ=−

µ
µ  

 

όπου:    15

r0
m H1021.2

S

1
R −

µ

µ
µ ×=

µµ
=

l
    και      16

0

0

0
0m H1098.3

S

1
R −×=

µ
=

l
 

 
παρατηρούµε ότι  µ>> m0m RR  δηλ. η µαγνητική αντίσταση του αέρα είναι πολύ µεγαλύτερη 

από αυτήν του  µαγνητικού υλικού (οι γραµµές  µαγνητικής ροής συγκεντρώνονται  στο 

υλικό ) 

 

Άρα τελικά προκύπτει: Weber1019.1
RR

iNiN
5

0mm

2211

m
−

µ

×=
+

−
=Ψ  

 
Μπορούµε τώρα εύκολα να υπολογίσουµε και τα πεδία 
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 Tesla1032.1
S

B 2m −

µ
µ ×=

Ψ
=  

  Tesla1019.1
S

B 2

0

m
0

−×=
Ψ

=   

  m/A25.5
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H
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=
µµ

= µ
µ   

 m/A9469
B

H
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0
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µ
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Ένας καλός τρόπος ελέγχου της λύσης είναι να δούµε αν επαληθεύεται ο νόµος του Ampere. 
 

002211 HHiNiN ll +=− µµ  

 
Εδώ το αριστερό µέλος δίνει:   turnsA50iNiN 2211 −=−  

Το δεξιό µέλος δίνει:           turnsA97.49HH 00 −=+µµ ll  

 
 
 
ΑΣΚ 6.2) 
 

2i

2N

1i

1N
0l1l

2l 3l

4l

5l

5l

→

→

→

→
→ →

1mΨ 3mΨ

2mΨ

 
 

Σχ. 6.14 
 

Στο µαγνητικό κύκλωµα του σχήµατος  6.14  δίδονται οι τιµές: 

turnsA50iN 11 −= ,  turnsA20iN 22 −=  

cm5.0cm75.4cm10cm4cm5cm10 054321 ====== llllll , 

 οι διατοµές    2
0 cm4SS ==µ      και    2000r =µ . 

 
Ζητείται να υπολογιστούν οι µαγνητικές ροές   3m2m1m ΨΨΨ  που διαρρέουν τα 3 σκέλη 

του κυκλώµατος 
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Το ισοδύναµο ηλεκτρικό κύκλωµα θα είναι ( σχ. 6.15) : 
 

→ →

→+

+
11 iN 22 iN

1mR 2mR 3mR
4mR

5mR

6mR

1mΨ

2mΨ

3mΨ
•

1 2

A

 
 

Σχ. 6.15 
 
Οι φορές των µαγνητικών ροών   3m2m1m ΨΨΨ  έχουν τεθεί αυθαίρετα. Οι µαγνητικές 

αντιστάσεις υπολογίζονται κατά τα γνωστά από τις σχέσεις: 
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S

21
R −

µ
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µµ
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l

, 14

r0
4m H99500

S

1
R −

µ

=
µµ
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l
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r0
5m H94525

S

21
R −

µ

=
µµ

=
l

,   16

0

0

0
6m H1095.9

S

1
R −×=

µ
=

l
(στο διάκενο) 

 
Καταστρώνουµε τις εξισώσεις για την επίλυση του µαγνητικού  κυκλώµατος  

χρησιµοποιώντας την ίδια ακριβώς µεθοδολογία των ηλεκτρικών κυκλωµάτων. 

 
Νόµος Gauss στον κόµβο Α:   03m2m1m =Ψ−Ψ−Ψ    (αντίστοιχος µε Νόµο ρευµάτων   

                                                                                          του Kirchhoff) 
 
Νόµος Ampere στον βρόχο 1:  116m5m2m2m1m1m iN)RR()RR( =+Ψ++Ψ    

                                                                (αντίστοιχος µε Νόµο τάσεων του Kirchhoff) 
 
Νόµος Ampere στον βρόχο 2:  224m3m3m6m5m2m iN)RR()RR( =+Ψ++Ψ−    

                                                                (αντίστοιχος µε Νόµο τάσεων του Kirchhoff) 
 
Λύνοντας αυτό το γραµµικό σύστηµα µε αγνώστους  τις ροές  3m2m1m ΨΨΨ  βρίσκουµε: 

 
Weber10857.1 4

1m
−×=Ψ ,     Weber10297.1 6

2m
−×=Ψ ,       Weber10844.1 4

3m
−×=Ψ  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7 

ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΗ  ΕΠΑΓΩΓΗ 
 
 
7. 1 ) Εισαγωγικά 

Το φαινόµενο της ηλεκτροµαγνητικής επαγωγής, ένα από τα σπουδαιότερα φαινόµενα του 

Ηλεκτροµαγνητισµού,  ανακαλύφθηκε πειραµατικά από τους Faraday και Henry  οι οποίοι 

εργάζονταν ανεξάρτητα  O  Άγγλος  ερευνητής   Michael  Faraday  εκτέλεσε κατά την 

δεκαετία του 1830 µια σειρά από πειράµατα,  τα αποτελέσµατα των οποίων δηµοσίευσε στο 

βιβλίο του “ Experimental Researches in Electricity” που εκδόθηκε στο Λονδίνο το 1839. 

Την εποχή εκείνη ήταν καλά  γνωστές οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ στατικών ηλεκτρικών 

φορτίων, δηλαδή η ηλέκτριση εξ΄ επαγωγής ( ένα  ηλεκτρικό φορτίο - θετικό ή αρνητικό- 

έλκει γύρω του αντίθετα ηλεκτρικά  φορτία ). Ο Faraday πίστευε ότι παρόµοιο φαινόµενο 

πρέπει να συµβαίνει και µε το ηλεκτρικό ρεύµα. Εδώ λέγοντας ηλεκτρικό ρεύµα εννοείται το 

συνεχές ηλεκτρικό ρεύµα το οποίο λαµβάνονταν από συσσωρευτές. Το εναλλασσόµενο ή 

γενικά µεταβαλλόµενο ηλεκτρικό ρεύµα δεν είχε ακόµα µελετηθεί. 

Παρακάτω φαίνεται, ( σχ. 7.1 )  µία από τις πειραµατικές διατάξεις του Faraday. 

••
+

δ

1πηνιο

2πηνιο

βελονα

νηµαγνητισµε

πυρηνας

ξυλινος

 

Σχ. 7.1 

Στη διάταξη αυτή ο Faraday προσπάθησε να φέρει σε πολύ µικρή απόσταση  µεταξύ τους δύο 

αγώγιµα σύρµατα και για τον σκοπό αυτό τα τύλιξε γύρω από ένα ξύλινο κύλινδρο 

σχηµατίζοντας έτσι δύο πηνία ( πηνίο1 , πηνίο2). Το πηνίο1 συνδέθηκε  µέσω ενός διακόπτη 

µε ένα ηλεκτρικό συσσωρευτή. Ο Faraday ανάµενε ότι όταν το πηνίο1 διαρρέεται από 

συνεχές ρεύµα τότε θα «επάγοταν» συνεχές ρεύµα στο πηνίο2. Για την ανίχνευση αυτού του 

ρεύµατος  το πηνίο2 συνδέθηκε µε ένα πρωτότυπο όργανο ( ένα είδος γαλβανοµέτρου) που 

αποτελούνταν από ένα µικρό πηνίο µε πολλές σπείρες µέσα στο οποίο είχε τοποθετηθεί µια 

µαγνητισµένη βελόνα. Η εµφάνιση συνεχούς ρεύµατος στο πηνίο2  θα µετακινούσε αµέσως 
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την βελόνα αυτή. ( ήταν ήδη γνωστό τότε ότι το συνεχές ηλεκτρικό ρεύµα παράγει µαγνητικό 

πεδίο) 

Ο  Faraday δεν παρατήρησε καµιά  κίνηση της βελόνας όταν το πηνίο1 διαρρέοταν από 

συνεχές ρεύµα. Παρ’ όλα αυτά επαναλαµβάνοντας το πείραµα αρκετές φορές παρατήρησε 

µια πολύ µικρή κίνηση της βελόνας ακριβώς την χρονική στιγµή που έκλεινε ή άνοιγε τον 

διακόπτη δ. Παρατήρησε επίσης  ή κίνηση αυτή ακολουθούσε αντίθετη φορά κατά το 

κλείσιµο και κατά  το άνοιγµα του διακόπτη δηλαδή όταν είχαµέ  αύξηση ή ελάττωση του 

ρεύµατος ή  εν γένει µεταβολή του ρεύµατος . Με  την παρατήρηση αυτή  το φαινόµενο της 

ηλεκτροµαγνητικής επαγωγής είχε ήδη ανακαλυφθεί.      

 

7. 2 ) ∆ιατύπωση του Νόµου της Επαγωγής         

Η αυστηρή µαθηµατική διατύπωση του Νόµου της  ηλεκτροµαγνητικής επαγωγής, που 

ονοµάζεται και Νόµος του Faraday,  έγινε από τον Maxwell  µε χρήση των εννοιών του 

πεδίου και της ροής. Ο νόµος περιλαµβάνεται   βέβαια  στις  4 εξισώσεις που διατύπωσε ο  

Maxwell το 1865. 

Η διατύπωση του νόµου είναι η ακόλουθη:  

- Έστω µια ανοικτή επιφάνεια  S  η οποία καταλήγει στην κλειστή καµπύλη γ ( βλ. σχήµα 

7.2 ). Θεωρούµε ότι στον χώρο που βρίσκεται η S επικρατεί ένα µαγνητικό πεδίο µε 

µαγνητική επαγωγή B
r

. Το πεδίο αυτό δηµιουργεί  δια της επιφάνειας S  µια µαγνητική ροή  

Ψm.  

l
r

d

l
r

d

Sd
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r Sd
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B
r

B
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B
r

E
r

E
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εδιοΠ

παγοµενοΕ

 

Σχ. 7.2 

Το πείραµα του  Faraday  έδειξε ότι εάν η µαγνητική αυτή ροή Ψm,  µεταβάλλεται χρονικά, 

τότε  έχουµε ανάπτυξη ενός ηλεκτρικού πεδίου E
r

 στο χώρο.  
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Το πεδίο αυτό,  το οποίο λέγεται και επαγόµενο πεδίο ,  συνδέεται µε το πεδίο B
r

,  ή µε την 

µαγνητική ροή  Ψm , µε την ακόλουθη µαθηµατική σχέση: 

dt

d
SdB

dt

d
dE m

S

Ψ
−=⋅−=⋅∫ ∫∫

rr
l
rr

 

∆ηλαδή το επικαµπύλιο  ολοκλήρωµα του επαγόµενου ηλεκτρικού  πεδίου E
r

 στην κλειστή 

καµπύλη  γ  στην οποία καταλήγει η επιφάνεια S,  είναι ίσο µε την αρνητική παράγωγο           

( ρυθµός ελάττωσης ) της µαγνητικής ροής Ψm  δια της  S.  

Για τον σωστό  υπολογισµό των δύο αυτών ολοκληρωµάτων απαιτείται  ο σαφής καθορισµός 

των διανυσµάτων l
r

d  και  Sd
r

. Τα  δυο αυτά  διανύσµατα  πρέπει να συνδέονται µε τον 

κανόνα του δεξιόστροφου κοχλία ( βλ. σχήµα 7.3 ) 

l̂d

l̂d

S

Sd
r

 
 

Σχ. 7.3 

Η µεταβολή της µαγνητικής ροής Ψm ( η οποία ονοµάζεται και «πεπλεγµένη ροή» ) δια της 

επιφάνειας S ,  µπορεί να οφείλεται στους λόγους που αναφέρονται παρακάτω:  

α) Χρονική µεταβολή της  µαγνητικής  επαγωγής B
r

 

β) Μεταβολή (παραµόρφωση) της επιφάνειας  S 

γ) Κίνηση της επιφάνειας S ως προς το πεδίο B
r

  

δ) Συνδυασµός  όλων των προηγουµένων.     

Στις περιπτώσεις β και γ , και εφ’ όσον έχουµε στατικό, ( χρονικά αµετάβλητο )  πεδίο B
r

, η 

ανάπτυξη του πεδίου E
r

, σε ένα αγώγιµο µέσο , µπορεί να εξηγηθεί µέσω της µαγνητικής 

δύναµης Lorentz.  Πρόκειται για την γνωστή περίπτωση κινούµενου αγωγού εντός πεδίου B
r

. 

Προφανώς αν το µέσο είναι µη αγώγιµο δεν αναπτύσσεται ηλεκτρικό πεδίο E
r

. 

Η περίπτωση α όµως, και εφ’ όσον δεν έχουµε κίνηση της επιφάνειας S , δεν µπορεί να 

εξηγηθεί µέσω της δύναµης Lorentz. Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση α ( χρονική µεταβολή 

µαγνητικής ροής µέσω χρονικής µεταβολής του B
r

)  αναπτύσσεται πεδίο E
r

 στον χώρο, είτε 

έχουµε αγώγιµο µέσο , είτε όχι. 

Συνοπτικά σε κάθε περίπτωση µπορεί να εφαρµοστεί η γενική σχέση: 

dt

d
SdB

dt

d
dE m

S

Ψ
−=⋅−=⋅∫ ∫∫

rr
l
rr
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7. 3 ) Ανάπτυξή Ηλεκτρεγερτικής ∆ύναµης  εξ’  Επαγωγής         

 
Όταν ο κλειστός  βρόχος ( καµπύλη γ ) στον οποίο υπολογίζεται το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα  

του επαγόµενου πεδίου  E
r

 είναι αγώγιµος  τότε προκαλείται ροή ηλεκτρικού ρεύµατος στο 

βρόχο αυτό. Η ροή ηλεκτρικού ρεύµατος απαιτεί, όπως είναι γνωστό,  την παρουσία 

ηλεκτρεγερτικής δύναµης ( Η.Ε.∆.)  e.  Η  Η.Ε.∆. αυτή, που ονοµάζεται και Η.Ε.∆. εξ΄ 

επαγωγής,  οφείλει την ύπαρξή της ακριβώς  στο επαγόµενο  ηλεκτρικό πεδίο E
r

, και είναι 

ίση µε  το  επικαµπύλιο  ολοκλήρωµά του στην  κλειστή καµπύλη γ.    

 

∫ ⋅= l
rr

dEe  

 

Παρατηρούµε ότι  στην περίπτωση αυτή  έχουµε ανάπτυξη Η.Ε.∆. από καθαρά  ηλεκτρικά 

αίτια και όχι από µη ηλεκτρικά ( χηµικά, µηχανικά , µαγνητικά κ.λ.π. , όπως είδαµε στην 

παράγραφο 2.6.2 , ορισµός Η.Ε.∆.) 

 

Επίσης στο σηµείο αυτό κάνουµε την ακόλουθη σηµαντικότατη παρατήρηση: 

 

- Στον ορισµό της Η.Ε.∆. ( όπως και της ηλεκτρικής τάσης  V )  θέσαµε την προϋπόθεση  

στατικών ( χρονικά  αµετάβλητων πεδίων ). Είναι προφανές ότι µια Η.Ε.∆. εξ’ επαγωγής 

είναι αδύνατον να είναι χρονικά σταθερό µέγεθος , διότι ορίζεται ως χρονική παράγωγος ενός 

άλλου µεγέθους ( της µαγν. ροής ). Άρα λοιπόν, για να ευσταθεί ο ορισµός της Η.Ε.∆ εξ’ 

επαγωγής  θα πρέπει  να ισχύει  η παραδοχή  της «βραδείας  χρονικής µεταβολής» . Αυτό 

σηµαίνει ότι θα  πρέπει  ο ρυθµός   µεταβολής  ( ή η συχνότητα )  της µαγνητικής ροής να 

είναι αρκετά αργός, ώστε το µήκος κύµατος  λ = c / f  (  f  η συχνότητα ) να είναι πολύ 

µεγαλύτερο από το συνολικό  µήκος της κλειστής καµπύλης  γ  επί της οποίας ορίζεται η   

Η.Ε.∆.  e.  Σε διαφορετική περίπτωση δεν ορίζεται  Η.Ε.∆.  και πρέπει   να χρησιµοποιηθεί η  

κυµατική θεωρία.            
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7. 4 ) Κανόνας του Lenz         

 Το ηλεκτρικό  ρεύµα που δηµιουργείται από  µια Η.Ε.∆. εξ’ επαγωγής ( επαγόµενο ρεύµα )  

προφανώς παράγει  ένα µαγνητικό πεδίο άρα και µια µαγνητική ροή. Στη διατύπωση του 

νόµου του Faraday   η µαγνητική  ροή mΨ  είναι η ολική µαγνητική  ροή,  δηλαδή η ροή που 

προκαλεί ένα εξωτερικό πεδίο και η ροή που προκαλεί το  επαγόµενο ρεύµα.  

Το αρνητικό πρόσηµο στο νόµο Faraday, εκφράζει τον κανόνα του Lenz. Σύµφωνα µε αυτόν 

το επαγόµενο ηλεκτρικό ρεύµα , παράγει ένα µαγνητικό πεδίο που προσπαθεί να «αναιρέσει» 

κάθε µεταβολή στη ροή. 

 

Στα παρακάτω σχήµατα 7.4α και 7.4β   δίνεται µια σχηµατική εξήγηση του κανόνα Lenz. 

 

µειωνεταιΤ εξBo
r

i i

B

ρευµααπο

παραγοµενο
r

επαγοµενο
 

 
Σχ. 7.4α 

 
Στην περίπτωση που το εξB  µειώνεται, το 

παραγόµενο Β προστίθεται σε αυτό 
προσπαθώντας να  κρατήσει αµετάβλητη 

τη µαγνητική ροή 

αυξανειΤ εξBo
r

i i

B

ρευµααπο

παραγοµενο
r

επαγοµενο
 

 
Σχ. 7.4β 

 
Στην περίπτωση που το εξB  αυξάνει, το 

παραγόµενο Β αφαιρείται από αυτό 
προσπαθώντας  και εδώ να  
κρατήσει αµετάβλητη τη ροή 

 
 
 
Το φαινόµενο αυτό ονοµάζεται και αδράνεια του µαγνητικού πεδίου (ή της µαγνητικής ροής) 
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7. 5 ) Παραδείγµατα Ηλεκτροµαγνητικής Επαγωγής 
 
Παρακάτω θα εξετάσουµε µε κάποια λεπτοµέρεια διάφορες περιπτώσεις ηλεκτροµαγνητικής 

επαγωγής. 

 

7. 5. 1 ) Κινούµενο ορθογώνιο  πλαίσιο σε οµογενές στατικό πεδίο B
r

 
 
Έστω ότι ένα  αγώγιµο ορθογώνιο πλαίσιο  a-b-c-d , µε απειροστό πάχος σε κάθε πλευρά 

του,  κινείται µε ταχύτητα u
r

 και ένα τµήµα του βρίσκεται µέσα σε  οµογενές στατικό πεδίο 

µε µαγνητική επαγωγή B
r

( βλ.σχ. 7.5 ). Ο χώρος που καταλαµβάνει το πεδίο B
r

 είναι αυτός 

που φαίνεται µε διαγράµµιση και το διάνυσµα B
r

 είναι κάθετο στην επιφάνεια του πλαισίου.  

Αρχικά θα εξετάσουµε το πρόβληµα µε χρήση της µαγνητικής δύναµης Lorentz που θα 

ασκηθεί στα  κινούµενα µε ταχύτητα u
r

  ελεύθερα φορτία του πλαισίου. 

B
r

Sd
r

u
rmF

r

l
r

d

a

b c

d
h

B
r

x

l
r

d

l
r

d

l
r

d

 
 

Σχ. 7.5 
 

Παρατηρώντας τις φορές των διανυσµάτων u
r

 και B
r

 και εφαρµόζοντας τη γνωστή σχέση που 

δίνει την µαγνητική δύναµη Lorentz  σε ένα κινούµενο φορτίο q  

)Bu(qFm

rrr
×=  

 

παρατηρούµε ότι  η δύναµη mF
r

θα ασκηθεί µε τη φορά που φαίνεται στο σχήµα, στα θετικά 

ελεύθερα φορτία που βρίσκονται  στην πλευρά  a-b του πλαισίου. 

Στις πλευρές a-d  και b-c, εφ΄ όσον έχουµε απειροστό πάχος κατά την διεύθυνση της 

δύναµης, δεν πραγµατοποιείται  καµία κίνηση φορτίου. Στην πλευρά c – d  προφανώς δεν 

αναπτύσσεται δύναµη διότι δεν υπάρχει πεδίο B
r

.  

Η δύναµη mF
r

 δρα ως ηλεκτροδιαχωριστική δύναµη και δηµιουργεί την  ηλεκτροδιαχωριστική 

πεδιακή ένταση sE
r
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Bu
q

F
E m

s

rr
r

r
×==  

Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της έντασης  sE
r

 στην περιφέρεια του πλαισίου µας δίνει την 

ΗΕ∆ e που αναπτύσσεται . Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος αυτού εκλέγεται το 

διάνυσµα l
r

d   µε την φορά που φαίνεται στο σχήµα. Θα έχουµε λοιπόν. 

∫ ∫ ⋅×=⋅= l
rrr

l
rr

d)Bu(dEe s  

Επειδή έχουµε ένταση sE
r

 µόνον στο τµήµα a-b, µε  µήκος  h, και λόγω της καθετότητας των 

διανυσµάτων u
r

 και B
r

, εύκολα  θα προκύψει το τελικό αποτέλεσµα: 

∫ =⋅= hBudEe s l
rr

 

Ας εξετάσουµε τώρα το ίδιο φαινόµενο εισάγοντας τη µαγνητική ροή που εµπλέκεται µε το 

πλαίσιο (πεπλεγµένη ροή). 

Η ροή αυτή θα είναι: 

∫∫ ⋅=Ψ
1S

m SdB
rr

 

όπου S1  το τµήµα του πλαισίου που βρίσκεται µέσα στον χώρο του πεδίου B
r

. Το διάνυσµα 

Sd
r

 πρέπει να «συνδέεται»  µε το διάνυσµα l
r

d  σύµφωνα µε τον δεξιόστροφο κανόνα. 

Εποµένως το Sd
r

 πρέπει να έχει φορά προς τα επάνω. 

 Επειδή το πεδίο B
r
είναι οµογενές και κάθετο στην επιφάνεια S1 προκύπτει αµέσως  το 

αποτέλεσµα 

∫∫ ⋅=Ψ
1S

m SdB
rr

=  B h x 

 Το πλαίσιο κινείται µε ταχύτητα u, άρα  θα ισχύει  

uhB
dt

dx
hB

dt

d m −==
Ψ

 

όπου το αρνητικό πρόσηµο µπαίνει  διότι  0
dt

dx
<   ( το µήκος x  µειώνεται συναρτήσει του 

χρόνου) 

Τελικά  λοιπόν  θα προκύψει:  

∫ ⋅==
Ψ

− l
rr

dEhBu
td

d
s

m  = e 

δηλαδή  η έκφραση του νόµου Faraday.  
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Παρατηρούµε λοιπόν ότι το φαινόµενο της ανάπτυξης ΗΕ∆, σε αγώγιµο ορθογώνιο  πλαίσιο, 

όταν ένα τµήµα του κινείται οµογενές πεδίο B
r

, µπορεί να εξηγηθεί  µε χρήση της 

µαγνητικής δύναµης Lorentz   αλλά και απ΄ ευθείας από τον νόµο του Faraday. 

        

7. 5. 2 ) Κινούµενο ορθογώνιο  πλαίσιο σε µη  οµογενές στατικό πεδίο B
r

 

Στην περίπτωση αυτή θα εξετάσουµε την κίνηση, µε σταθερή ταχύτητα u, ενός ορθογώνιου 

αγώγιµου πλαισίου µέσα σε χώρο όπου επικρατεί ένα µη οµογενές πεδίο B
r

( βλ. σχ. 7.6 ) 

1B
r

Sd
r

u
r1mF

r

l
r

da

b c

d
h

2B
r

2mF
r

dtu

l
r

d

l
r

d

l
r

d

 
 

Σχ. 7.6 

 

Αν εξετάσουµε τις µαγνητικές δυνάµεις Lorentz στα ελεύθερα φορτία του πλαισίου θα 

συµπεράνουµε ότι αναπτύσσονται: 

- η δύναµη  1mF
r

 = )Bu(q 1

rr
×   στην πλευρά   a – b 

- η δύναµη  2mF
r

 = )Bu(q 2

rr
×   στην πλευρά   c – d 

όπου  1B
r

  και   2B
r

 οι αντίστοιχες τιµές του πεδίου B
r

 

Εποµένως στην πλευρά  a – b  έχουµε την ηλεκτροδιαχωριστική  πεδιακή  ένταση 

11s BuE
rrr

×=   και αντίστοιχα  στην  πλευρά  c – d   την  22s BuE
rrr

×=    

Χρησιµοποιώντας τα συµπεράσµατα από το προηγούµενο παράδειγµα, το επικαµπύλιο 

ολοκλήρωµα  της έντασης sE
r

 στην περιφέρεια του πλαισίου θα είναι:  

hBuhBudEe 21s −=⋅= ∫ l
rr

= u h (  B1 -  B2 )    

Το ολοκλήρωµα αυτό µας δίνει την αναπτυσσόµενη ΗΕ∆  στο πλαίσιο 

Εξετάζουµε τώρα την µεταβολή της µαγνητικής ροής δια του πλαισίου σε χρονικό διάστηµα 

dt.  Εφ’ όσον στο απειροστό αυτό χρονικό διάστηµα το πλαίσιο κινείται σε απειροστό µήκος 

u dt,  αυτό σηµαίνει ότι  
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- χάνεται µαγνητική ροή        u dt h B1 

- κερδίζεται µαγνητική ροή   u dt h B2 

-  

συνεπώς σε χρόνο dt  η µεταβολή dΨm  της µαγνητικής ροής είναι: 

dΨm =  Ψm τελική - Ψm αρχική  = u dt h ( B2 - B1 ) 

και                                                         )BB(hu
dt

d
12

m −=
Ψ

  

παρατηρούµε ότι αµέσως προκύπτει: 

)BB(hudEe 21s −=⋅= ∫ l
rr

=   
dt

d mΨ
−  

δηλαδή η έκφραση του νόµου του Faraday 

 

- Μπορεί να αποδειχθεί ότι η παραπάνω σχέση ισχύει για οποιοδήποτε σχήµα βρόχου 

που κινείται µέσα σε µη οµογενές στατικό πεδίο B
r

 

 
 

7. 5. 3 )  Ακίνητος  βρόχος  σε χρονικά µεταβαλλόµενο  πεδίο B
r

 
 
Ένα βασικό ερώτηµα που µπορεί να τεθεί εδώ είναι το ακόλουθο: 

- Τι θα συµβεί αν έχουµε έναν ακίνητο αγώγιµο βρόχο µέσα σε ένα χρονικά µεταβαλλόµενο 
πεδίο B

r
; 

 
Το πείραµα αποδεικνύει ότι θα έχουµε το ίδιο ακριβώς αποτέλεσµα. Αυτό όµως δεν µπορεί 

να εξηγηθεί τώρα µε χρήση της µαγνητικής δύναµης mF
r

 διότι δεν έχουµε κίνηση  αγωγού (η 

µαγνητική δύναµη ασκείται µόνον σε κινούµενα φορτία).  

Ποια δύναµη ασκείται σε ακίνητα φορτία;  προφανώς η ηλεκτρική δύναµη. Άρα έχουµε  

τώρα την εµφάνιση ενός ηλεκτρικού πεδίου  το οποίο δηµιουργείται επαγωγικά από το 

χρονικά µεταβαλλόµενο πεδίο  B
r

 και ισχύει η σχέση: 

 

∫∫∫ ∫∫ ⋅
∂
∂

−=⋅−=⋅=
SS

Sd
t

B
SdB

dt

d
dEe

r
r

rr
l
rr

 

 
Το ηλεκτρικό αυτό πεδίο αυτό δεν µπορεί να είναι στατικό διότι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµά 

του σε µια κλειστή καµπύλη δεν είναι µηδέν. 

 
Συνοψίζουµε όλα τα προηγούµενα  
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- Όταν ένας αγώγιµος βρόχος κινείται µέσα σε χρονικά µεταβαλλόµενο πεδίο B
r

 τότε το 

επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του  επαγόµενου  ηλεκτρικού πεδίου E
r

 στον βρόχο αυτό  θα είναι: 

 

∫∫∫∫ ⋅
∂
∂

−⋅×=⋅=
S

Sd
t

B
d)Bu(dEe

r
r

l
rrr

l
rr

   

 

ο όρος   ∫ ⋅× l
rrr

d)Bu(   εκφράζει τη συνεισφορά που οφείλεται στην κίνηση του βρόχου 

( Η.Ε.∆.  λόγω µαγνητικής  δύναµης ) 

ο όρος   ∫∫ ⋅
∂
∂

−
S

Sd
t

B r
r

     εκφράζει τη συνεισφορά που οφείλεται στην χρονική µεταβολή του 

πεδίου B
r

.  ( Η.Ε.∆.  λόγω ηλεκτρικής δύναµης )  
 
Συνοπτικά  λοιπόν µπορούµε να γράψουµε: 
 

dt

d
SdB

dt

d
dEe m

S

Ψ
−=⋅−=⋅= ∫ ∫∫

rr
l
rr

      

 
Η τελευταία αυτή σχέση αποτελεί , όπως προαναφέρθηκε, την γενική διατύπωση του Νόµου 

της Ηλεκτροµαγνητικής Επαγωγής ( Νόµος Faraday ) 

 
 
7. 5. 4 ) Ανοικτός βρόχος 
 
Αν έχουµε ένα βρόχο  ανοικτό  για ένα απειροστά µικρό  τµήµα του (σχ. 7.7) , ώστε να µην 

αλλάζει η τιµή του επικαµπυλίου ολοκληρώµατος,   ∫ ⋅ l
rr

dE ,  τότε στα άκρα  a- b θα 

εµφανιστεί η ΗΕ∆  abe   όπου: 

ooa
b

l
r

d

Sd
r

B
r

abe

E
r

 
Σχ. 7.7 

 

∫ ∫∫ ⋅−=⋅=
b

a S

ab sdB
dt

d
dEe

rr
l
rr
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Τα διανύσµατα  Sdd
r

l
r

και  συνδέονται, όπως πάντα,  «δεξιόστροφα» 
 

Αν τα σηµεία a και b ενωθούν  τότε προφανώς  0eab =  αλλά   0dE∫ ≠⋅ l
rr

 

Υπενθυµίζεται ότι εφ’ όσον η  abe  είναι µία ΗΕ∆ αυτό σηµαίνει ότι αν  0eab >  τότε το 

σηµείο b  έχει υψηλότερο δυναµικό από το  a , και αντίστροφα.  

 
 
 
 
7. 6 ) Αυτεπαγωγή 
 
7. 6. 1 ) Γενικά για το φαινόµενο της αυτεπαγωγής 

Είναι γνωστό ότι όταν ένας αγωγός διαρρέεται από ηλεκτρικό ρεύµα δηµιουργεί γύρω του 

ένα µαγνητικό πεδίο. Όταν το ρεύµα του αγωγού είναι χρονικά µεταβαλλόµενο τότε θα 

έχουµε αντίστοιχα και ένα χρονικά µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο µε µαγνητική επαγωγή 

)t(B
r

  (  σηµείωση:  εδώ µε τον όρο «µεταβαλλόµενο ρεύµα»  εννοείται «βραδέως µεταβαλλόµενο» όπως έχει 

εξηγηθεί στα προηγούµενα )  

Είναι προφανώς  δυνατόν η χρονικά µεταβαλλόµενη µαγνητική επαγωγή  )t(B
r

 να 

δηµιουργεί χρονικά µεταβαλλόµενη  µαγνητική ροή  Ψm ( t ) η οποία όµως να «εµπλέκεται» 

µε αυτό ακριβώς το γεωµετρικό σχήµα του αγωγού ( πεπλεγµένη ροή )  

Το αποτέλεσµα θα είναι να αναπτυχθεί στον αγωγό µία ΗΕ∆  εξ΄ επαγωγής  η οποία θα 

οφείλεται στο ίδιο το ( χρονικά µεταβαλλόµενο)   ρεύµα του αγωγού. Το φαινόµενο αυτό 

ονοµάζεται  αυτεπαγωγή . Το µέγεθος της αναπτυσσόµενης ΗΕ∆ εξ’ αυτεπαγωγής, όπως 

ορθότερα λέγεται, εξαρτάται  σε µεγάλο βαθµό από το γεωµετρικό σχήµα του αγωγού αλλά 

και τον προσανατολισµό του σε σχέση µε τις δυναµικές γραµµές του πεδίου  )t(B
r

.  

Γενικά το φαινόµενο της αυτεπαγωγής εµφανίζεται «εντονότερο» σε αγωγούς µε σχήµα 

σπείρας.  
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7. 6. 2 ) Σπειροειδής αγωγός 

Έστω ότι έχουµε µια σπείρα µε εµβαδόν S (σχ. 7.8) συνδεδεµένη µε µια ηλεκτρική πηγή η 

οποία δίνει χρονικά µεταβαλλόµενο ρεύµα  i  στη σπείρα. Τα άκρα a – b  της σπείρας, 

θεωρείται ότι βρίσκονται πολύ κοντά µεταξύ τους. 

 

o
o
a

b B
r

⋅o
abe

i
+

l
r

d

o•Sd
r

 
 

Σχ. 7.8 
 

Σύµφωνα µε τη φορά του ρεύµατος i ( t )  στο σχήµα, αν i ( t ) > 0, τότε  το πεδίο )t(B
r

 που 

δηµιουργεί το i ( t )  θα έχει φορά προς τα επάνω. Η µεταβαλλόµενη µαγνητική ροή του 

πεδίου )t(B
r

, στην επιφάνεια της σπείρας,  θα προκαλέσει την ανάπτυξη, όπως είναι γνωστό,  

ενός ηλεκτρικού πεδίου  E
r

( t )  Αν ορίσουµε  τα διανύσµατα Sdd
r

l
r

και  όπως φαίνεται στο 

σχήµα,  τότε  το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα, του ηλεκτρικού αυτού πεδίου στην περιφέρεια 

της σπείρας και  µε φορά από το a προς το b,  θα δίνεται από την σχέση: 

dt

d
sdB

dt

d
dEe m

S

b

a

ab

Ψ
−=⋅−=⋅= ∫∫∫

rr
l
rr

 

 
Παρατηρούµε ότι:  

- Αν  i ( t ) αυξάνει,  άρα 0
dt

)t(id
> , τότε και τα  )t(B

r
, Ψm ( t ) αυξάνουν  εποµένως 

ισχύει 0
dt

)t(d m >
Ψ

 , άρα  0
dt

d
e m

ab <
Ψ

−= . 

Επειδή η  abe  είναι µία ΗΕ∆  η σχέση  abe  < 0  σηµαίνει ότι το ηλεκτρικό δυναµικό Va του 

σηµείου a  είναι υψηλότερο από αυτό του σηµείου b, δηλαδή Va > Vb  ή   Vab > 0 

 

- Αν  i ( t ) µειώνεται ,  άρα 0
dt

)t(id
< , τότε και τα  )t(B

r
, Ψm ( t ) µειώνονται,   εποµένως 

ισχύει 0
dt

)t(d m <
Ψ

 , άρα  0
dt

d
e m

ab >
Ψ

−= . 

Προκύπτει τώρα ότι  Va < Vb    ή   Vab <  0 
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7. 6. 3 ) Πηνίο Ν σπειρών  

Αν έχουµε Ν όµοιες σπείρες  ,δηλαδή ένα πηνίο,  τότε: 
 

dt

d

dt

d
Ne m

ab

Ψ
−=

Ψ
−=     όπου  mN Ψ=Ψ  

Παρατηρούµε ότι το πηνίο συµπεριφέρεται σαν µια πηγή τάσης µε  ΗΕ∆:  
dt

d
eab

Ψ
−=  

και µηδενική εσωτερική αντίσταση. 

+

•

•

+

_

abV

a

b B
r

 
 

Σχ.  7.9 
  

Γνωρίζουµε όµως ότι στις πηγές ισχύει γενικά  (βλ. Σχ. 7.10) 

•

•

a

b

SE
r

E
r

+

_

bae abVπηγη ϕορτιο

 

∫∫ =⋅=⋅=
b

a

ab

a

b

Sba VdEdEe l
rr

l
sr

 

Σχ. 7.10 
∆ηλαδή η ηλεκτροδιαχωριστική πεδιακή ένταση  sE

r
 (µέσα στην πηγή) ανυψώνει το δυναµικό από το b στο a  

ενώ η ηλεκτρική πεδιακή ένταση (στο φορτίο)  E
r
προκαλεί πτώση του δυναµικού από το  a  στο b 

 
Άρα        abababba VeVe −=⇒=  

 
Με βάση τα προηγούµενα µπορούµε να γράψουµε: 

 

abab V
dt

d
e −=

Ψ
−=        άρα        

dt

d
Vab

Ψ
=  

 
 

∆ηλαδή η πτώση τάσεως στο πηνίο είναι ίση µε τον ρυθµό µεταβολής της µαγνητικής  

ροής 
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Σε ένα γραµµικό και χρονικά σταθερό πηνίο η µαγνητική ροή και το ρεύµα συνδέονται µε 

την γραµµική σχέση: 

iL=Ψ  

όπου  
i

L
Ψ

=    ο συντελεστής αυτεπαγωγής του πηνίου µε µονάδα το  

Henry
A

secvolt
=

⋅
 

 

άρα         
dt

d
Vab

Ψ
=          ή             

dt

di
LVab =  

 
Το φαινόµενο της αυτεπαγωγής παίζει πολύ σηµαντικό ρόλο στο άνοιγµα διακοπτών (δηλ. 

στη διακοπή του ρεύµατος ενός κυκλώµατος). Στην περίπτωση που η παράγωγος  dt/di   έχει 

µεγάλη τιµή (απότοµη διακοπή) και ταυτόχρονα έχουµε µια σηµαντική τιµή του συντελεστή 

αυτεπαγωγής  L τότε είναι δυνατόν να αναπτυχθούν ΗΕ∆ µε πολύ µεγάλη τιµή  που µπορούν 

να είναι πολύ επικίνδυνες για τον χειριστή του διακόπτη  αλλά και για όλη την ηλεκτρική 

εγκατάσταση. Αντίθετα δεν παρουσιάζεται πρόβληµα κατά το κλείσιµο ενός διακόπτη  

(γιατι;) 

 
7. 7 ) Αµοιβαία  επαγωγή 
 
Έστω ότι έχουµε δύο πηνία (ή και δύο απλούς βρόχους)  C 1  και  C 2  ( βλ. Σχ. 7.11) 

1C

2C

2i

1i
 

Σχ. 7.11 
 

O βρόχος  C 1  διαρρέεται  από ρεύµα  i 1 και ο βρόχος C 2 διαρρέεται από ρεύµα i 2.             

Τα ρεύµατα αυτά θεωρούνται χρονικά µεταβαλλόµενα. Οι δυναµικές γραµµές του πεδίου Β 

που δηµιουργεί το ρεύµα  i 1  στο βρόχο C 1 είναι δυνατόν να διέρχονται και δια του βρόχου 

C 2 και επίσης οι δυναµικές γραµµές του πεδίου Β που δηµιουργεί το ρεύµα  i 2  στο βρόχο    
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C 2 είναι δυνατόν να διέρχονται και δια του βρόχου C 1. Το φαινόµενο λέγεται αµοιβαία 

επαγωγή ή αλληλεπαγωγή. 

Έστω 1Ψ  η ολική πεπλεγµένη µαγνητική ροή που διέρχεται από το βρόχο C 1.  

Μπορούµε να γράψουµε: 
 

12111 Ψ+Ψ=Ψ  
 

και αντίστοιχα για την ολική πεπλεγµένη µαγνητική  ροή του βρόχου 2c  
 

22212 Ψ+Ψ=Ψ  
 
όπου εδώ χρησιµοποιείται ο συµβολισµός  Ψκλ  όπου 

κ :  σε ποιο βρόχο αναφερόµαστε και  

λ :   από ποιο βρόχο (ή  ρεύµα)  προέρχεται ή ροή 

Θεωρώντας ότι ισχύει η γραµµικότητα  µπορούµε να γράψουµε: 

 

2121111 iLiL +=Ψ  

2221212 iLiL +=Ψ  
 

όπου   1
1

11
11 L

i
L =

Ψ
= ,    2

2

22
22 L

i
L =

Ψ
= ,     

2

12
12 i

L
Ψ

= ,    
1

21
21 i

L
Ψ

=  

οι συντελεστές  2211 L,L  και γενικά Lκκ  είναι πάντοτε θετικοί, ενώ οι συντελεστές Lκλ  

µπορούν να είναι θετικοί η αρνητικοί. 

Ο συντελεστής  Lκλ  είναι θετικός όταν ή ροή Ψκλ  διαρρέει το βρόχο κ κατά την ίδια φορά 

που διαρρέει το βρόχο κ και η ροή Ψκκ . ∆ιαφορετικά είναι αρνητικός. 

Αν οι βρόχοι C 1 και  C 2  ανοικτοκυκλωθούν  για µια απειροστά µικρή απόσταση τότε θα 

αναπτυχθούν στα άκρα τους ηλεκτρεγερτικές δυνάµεις e 1 και  e 2  αντίστοιχα 

Θα έχουµε:  

)
dt

id
L

dt

id
L(

dt

d
e 2

12
1

11
1

1 +−=
Ψ

−=  

 

)
dt

id
L

dt

id
L(

dt

d
e 2

22
1

21
2

2 +−=
Ψ

−=  

 
 
Αποδεικνύεται ότι  MLL 2112 ==  (συντελεστής αµοιβαίας επαγωγής). Αυτό σηµαίνει ότι 

ανεξάρτητα από τα σχήµατα και τις σχετικές θέσεις των δύο βρόχων C 1 και  C 2, η µαγνητική 

ροή που διέρχεται από τον  C 2 όταν ο C 1  διαρρέεται από ρεύµα i είναι ακριβώς η ίδια µε τη 

µαγνητική  ροή που διέρχεται από τον C 1  όταν ο C 2  διαρρέεται από το ίδιο ρεύµα. 
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Ο συντελεστής Μ εξαρτάται µόνον από τη γεωµετρία της διάταξης των δύο βρόχων. Επίσης 

ορίζεται εδώ και ο συντελεστής σύζευξης  k  όπου:   

 

21 LL

M
k =  

 
 

7. 8 ) Εφαρµογές της ηλεκτροµαγνητικής επαγωγής 
 
Το φαινόµενο της ηλεκτροµαγνητικής επαγωγής έχει, όπως είναι γνωστό,  τεράστια σηµασία 

στις εφαρµογές του Ηλεκτρισµού. Στο φαινόµενο αυτό βασίζεται η λειτουργία δύο 

σηµαντικότατων ηλεκτρικών ( ή γενικότερα ηλεκτροµηχανικών ) διατάξεων: 

α) του µετασχηµατιστή 

β) της ηλεκτρικής γεννήτριας  

Η λειτουργία του µετασχηµατιστή βασίζεται στο φαινόµενο της αµοιβαίας επαγωγής.  Ο 

µετασχηµατιστής είναι µια διάταξη αποτελούµενη από δύο πηνία, 1 και 2,  τα οποία είναι 

µαγνητικά συζευγµένα δηλαδή οι δυναµικές γραµµές του µαγνητικού πεδίου του  πηνίου 1 

διέρχονται µέσα από τις σπείρες του πηνίου 2 και αντίστροφα. Τα δύο αυτά πηνία µπορούν 

να έχουν κοινό σιδηροπυρήνα ( όπως συνήθως συµβαίνει στην πράξη ) , αλλά µπορούν  και 

να  είναι σε σύζευξη µέσω του αέρα. ( βλ. σχηµα 7.12 ) 

1N
2N)t(V1

)t(e2

+

−

πυρηνας

πηνιο

πρωτευον

πηνιο

δευτερευον

ροηςµαγν

γραµµες

.

∼

 

Σχ. 7.12 

 

Αν π.χ. το πηνίο 1 ( πρωτεύον πηνίο ) τροφοδοτηθεί µε χρονικά  µεταβαλλόµενο ηλεκτρικό 

ρεύµα ( και χρονικά  µεταβαλλόµενη ηλεκτρική τάση  V1 ) αυτό θα έχει σαν αποτέλεσµα την 

ανάπτυξη ΗΕ∆ εξ΄ επαγωγής e2  στο πηνίο 2 ( δευτερεύον πηνίο ) λόγω της χρονικής 

µεταβολής της µαγνητικής ροής. Η τιµή αυτής της  ΗΕ∆ µπορεί να είναι µεγαλύτερη ή και 
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µικρότερη από την  τάση  V1 και αυτό εξαρτάται από τους αριθµούς  σπειρών Ν1  και Ν2   των 

δύο πηνίων. 

 Η µεγάλη χρησιµότητα του µετασχηµατιστή είναι ακριβώς  δυνατότητα που παρέχει στην 

αλλαγή ( αύξηση ή µείωση )   της τιµής µιας ηλεκτρικής τάσεως, µε απλό τρόπο και χωρίς 

µεγάλες απώλειες ενέργειας. Προφανώς ο µετασχηµατιστής λειτουργεί µόνον µε 

µεταβαλλόµενες τάσεις  ή , ακριβέστερα για τις εφαρµογές,  µε εναλλασσόµενες τάσεις. Είναι 

δε  γεγονός ότι το εναλλασσόµενο ρεύµα οφείλει την επικράτησή του, στις εφαρµογές του 

ηλεκτρισµού, στην ύπαρξη του µετασχηµατιστή.         

Τα δύο πηνία που διαθέτει ένας µετασχηµατιστής είναι προφανώς ακίνητα και η ανάπτυξη 

ΗΕ∆ οφείλεται στην χρονική µεταβολή µαγνητικής ροής.  

Είναι όµως δυνατόν να έχουµε χρονική µεταβολή µαγνητικής ροής η οποία να οφείλεται σε 

µηχανική κίνηση. Στην περίπτωση αυτή συµβαίνει πάντοτε ηλεκτροµηχανική µετατροπή 

ενέργειας  και έχουµε την λειτουργία ηλεκτρικής γεννήτριας . 

 

Στο  σχήµα 7.13  φαίνεται σε απλοποιηµένη µορφή µια στρεφόµενη ηλεκτρική γεννήτρια. 

o

).( ροηςµαγνπηγη

στατη

τυλιγµα

δροµεα

τυλιγµα

αερα

διακενο

•

•

+

−
e

ροηςµαγν

γραµµες

.

∼

 

 

Σχ. 7.13 

 

Τα βασικά µέρη µιας ηλεκτρικής γεννήτριας είναι: 

1) το σταθερό τµήµα ( ή ο «στάτης» ) µε το πηνίο  (τύλιγµά ) του  

2) το στρεφόµενο τµήµα ( ή ο «δροµέας» ) µε το πηνίο ( τύλιγµά )  του 

3) το διάκενο αέρα απαραίτητο για την σχετική κίνηση µεταξύ στάτη και δροµέα 
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Το ένα από τα  δύο πηνία ( η  τυλίγµατα όπως ειδικότερα αποκαλούνται ) χρησιµεύει για την 

παραγωγή της µαγνητικής ροής . Το τύλιγµα αυτό µπορεί να είναι το σταθερό ή το 

στρεφόµενο. Το άλλο τύλιγµα είναι αυτό επί του οποίου επάγεται η ΗΕ∆ . Και αυτό το 

τύλιγµα µπορεί να είναι το σταθερό ή το στρεφόµενο. Προφανώς σηµασία έχει η σχετική 

κίνηση µεταξύ των δύο τυλιγµάτων  

Στο παράδειγµα του σχήµατος το τύλιγµα του στάτη παράγει την µαγνητική ροή και στο 

τύλιγµα του δροµέα αναπτύσσεται η ΗΕ∆  e  εξ’ επαγωγής.  

 

7. 9 ) Επιδερµικό φαινόµενο 

Το επιδερµικό φαινόµενο, που περιγράφεται παρακάτω, είναι άµεση συνέπεια του 

φαινοµένου της επαγωγής 

Όταν ένας αγωγός διαρρέεται από εναλλασσόµενο ρεύµα µε σχετικά υψηλή συχνότητα, 

παρατηρείται ότι η ωµική  αντίστασή του παίρνει µεγαλύτερες τιµές από αυτές που έχει στο 

συνεχές ρεύµα.  

Το φαινόµενο αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι οι δυναµικές γραµµές της πυκνότητας 

ρεύµατος  J
r

, που υπάρχουν µέσα στον αγωγό, συγκεντρώνονται προς την επιφάνεια του 

αγωγού, µε αποτέλεσµα να µειώνεται η «ενεργός» διατοµή S  του  αγωγού, άρα να αυξάνει η 

αντίστασή του. Αυτό αποκαλείται «επιδερµικό φαινόµενο» 

Θα δούµε παρακάτω µια εξήγηση του φαινοµένου αυτού για την περίπτωση ενός αγωγού µε 

κυκλική διατοµή (βλ. σχ. 7.14)  

↓↓↓↓↓↓↓↓↓

αγωγουορια

αποσταση

ακτινικη

ρευµατος

πυκνοτητα

H
r

ροης

γραµµες

 
Σχ. 7.14 

 
Παρατηρούµε ότι δυναµικές γραµµές του µαγνητικού πεδίου (γραµµές ροής) υπάρχουν και 

µέσα στην επιφάνεια του αγωγού. Οι γραµµές αυτές εµπλέκουν δυναµικές γραµµές της 

πυκνότητας ρεύµατος περισσότερο προς το κέντρο του αγωγού και λιγότερο προς τα σηµεία 

κοντά στην επιφάνεια του αγωγού. 
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Εποµένως η «κατανεµηµένη»  αυτεπαγωγή του αγωγού θα έχει  µεγαλύτερη  τιµή σε σηµεία 

κοντά στο κέντρο παρά σε σηµεία κοντά στην επιφάνεια (το κέντρο του αγωγού περιβάλλεται 

από όλες τις γραµµές ροής ). 

Στις υψηλές συχνότητες αυτή η «επί πλέον αυτεπαγωγή» του κεντρικού τµήµατος του 

αγωγού έχει σηµαντική  επίδραση στη ροή του ρεύµατος. Το περιφερειακό τµήµα του αγωγού 

παρουσιάζει µικρότερη επαγωγική αντίδραση από ότι το κεντρικό. 

Οι δυναµικές γραµµές της πυκνότητας ρεύµατος   J
r

 ανακατανέµονται έτσι ώστε να έχουµε  

µεγαλύτερο αριθµό δυναµικών γραµµών του J
r

 εκεί  όπου αυτές  περιβάλλονται από το 

µικρότερο αριθµό γραµµών ροής του µαγνητικού πεδίου 

Στο σχήµα 7.15  φαίνεται η κατανοµή των γραµµών της πυκνότητας ρεύµατος σε σχέση µε 

τις γραµµές ροής του µαγνητικού πεδίου για ένα αγωγό  µε διατοµή σε µορφή ταινίας  
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•
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•
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•
•
•
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•
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•
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H
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Σχ. 7.15 

 
Οι µαύρες κουκίδες δείχνουν την κατανοµή των   γραµµών  της πυκνότητας ρεύµατος  
 

Σε αρκετά υψηλές συχνότητες το µεγαλύτερο ποσοστό του ρεύµατος συγκεντρώνεται στην 

επιφάνεια του αγωγού και ισχύει η σχέση(*) :  

δ−=
επιϕανειαστηνρευµα

βαϑοςσερευµα /ze
z  

 
όπου τα µήκη  z  και  δ   έχουν την ίδια µονάδα µέτρησης  και το  δ  ονοµάζεται «βάθος 

διεισδύσεως». Το  δ  δίνεται από τη σχέση: 

f
5033

rµ

ρ
=δ  

όπου:  δ = βάθος διεισδύσεως σε cm  
           ρ = ειδική αντίσταση αγωγού σε  Ω cm   
           f  =  συχνότητα λειτουργίας  σε Hz 
           µr  =  συντελεστής σχετικής µαγνητικής διαπερατότητας του αγωγού  (αδιάστατο) 
 
Π.χ. για αγωγό χαλκού σε συχνότητα  1 MHz προκύπτει  δ = 0.0064 cm  

 
(*) F. E. TERMAN  “Electronic and Radio  Engineering”   Mc Graw – Hill Book Comp.   New York  1955 
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7. 10 ) Ασκήσεις Κεφαλαίου 7  

ΑΣΚ 7. 1)  Να υπολογιστεί η ηλεκτρεγερτική δύναµη εξ’ επαγωγής  σε ένα ορθογώνιο 

πλαίσιο διαστάσεων  ba×  που στρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω µέσα σε σταθερό πεδίο 

µε µαγνητική επαγωγή Β. 

 
Παρακάτω ( σχ. 7.16)  φαίνεται η γεωµετρία του προβλήµατος: 
 

ω

B
r

a

b

u
r

u
r

mF
r

κ

λ

µ

ν

+
− )t(e

mF
r

ϑ

 
 

Σχ. 7.16 
 

Χρησιµοποιούµε τη γενική  σχέση για την ΗΕ∆  ∫ ×= l
rrr

d)Bu(e  

Παρατηρούµε ότι αναπτύσσεται ΗΕ∆ στις πλευρές  κ - λ  και  µ - ν   του πλαισίου. Οι ΗΕ∆ 

αυτές προστίθενται όπως φαίνεται και από τις φορές των µαγνητικών δυνάµεων mF (βλ. 

σχήµα). 

Έτσι θα έχουµε: 

asinBu2d)Bu(e ∫ ϑ=⋅×= l
rrr

 

(ο παράγοντας 2 οφείλεται στην ανάπτυξη ΗΕ∆ σε δύο πλευρές του πλαισίου)  

επειδή  tω=ϑ  

θα πάρουµε τελικά:                              tsinBu2ae ω=  

και εφ’ όσον  η γραµµική ταχύτητα u  θα είναι:     ω=
2

b
u  
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προκύπτει τελικά:   tsinBbae ωω=    ή    tsinBSe ωω=  

 

όπου    baS=     εµβαδόν του πλαισίου 

 

ΑΣΚ 7. 2 )  Μια αγώγιµη ράβδος , µήκους L,  περιστρέφεται, µε γωνιακή ταχύτητα ω,  

γύρω από το ένα άκρο της. Η ράβδος βρίσκεται µέσα σε οµογενές  µαγνητικό πεδίο µε 

µαγνητική επαγωγή B
r

. Το διάνυσµα B
r

 είναι κάθετο στη ράβδο ( βλ. και σχήµα 7.17). 

Να υπολογιστεί η αναπτυσσόµενη ΗΕ∆ στα άκρα  α – β της  ράβδου.    

ω

α

β

•

L
•B

r

 

Σχ. 7.17 

Θεωρούµε ένα τυχαίο σηµείο κ επάνω στη ράβδο. Το σηµείο αυτό έστω ότι βρίσκεται σε 

απόσταση  r  από το κέντρο περιστροφής α. ( βλ. σχήµα 7.18)  

ω

α

β

•

L
•B

r

•κ
u
r

rmF
r

 

Σχ. 7.18 

Εφ΄ όσον η περιστροφή γίνεται σύµφωνα µε τη φορά του σχήµατος  η γραµµική ταχύτητα 

στο σηµείο κ θα έχει την φορά που φαίνεται στο σχήµα 7.18 και θα έχει µέτρο 

u = ω r 

Προφανώς τα διανύσµατα B
r

 και u
r

 είναι πάντοτε κάθετα.  Η  δύναµη που θα ασκείται σε ένα 

στοιχειώδες  θετικό φορτίο  q  µέσα στη ράβδο  θα είναι:                                                     

                                                                )Bu(qFm

rrr
×=  
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Λόγω της καθετότητας των  B
r

 και u
r

 η δύναµη   mF
r

 θα έχει φορά παράλληλη προς τη ράβδο 

και  µέτρο  BuqFm =   

Επίσης εύκολα προκύπτει ότι η φορά της δύναµης mF
r

 θα είναι προς το άκρο α  της ράβδου     

( κέντρο περιστροφής) . Συνεπώς, και µε τις δεδοµένες φορές των B
r

 και ω,  θα έχουµε 

συσσώρευση θετικών φορτίων στο άκρο α και αρνητικών φορτίων στο άκρο β  της ράβδου.  

Η ηλεκτροδιαχωριστική πεδιακή  ένταση  SE
r

 µέσα στη ράβδο θα έχει µέτρο: 

BrBu
q

F
E m

S ω===  

Η ηλεκτρεγερτική δύναµη  eβα  που θα αναπτυχθεί υπολογίζεται από το  ολοκλήρωµα: 

BL
2

1

2

r
BdrBrrdEe 2

L

0

2L

0

S ω=







ω=ω=⋅= ∫∫

α

β

βα

rr
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  8 

ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΟΥ ΠΕ∆ΙΟΥ 

 
8. 1 ) Γενικά 

Για να εγκατασταθεί ένα ηλεκτρικό ή ένα µαγνητικό πεδίο σε µια περιοχή  του   χώρου 

απαιτείται η προσφορά ενέργειας. Η ενέργεια αυτή αποθηκεύεται στο πεδίο. Είναι προφανές 

ότι ένα ηλεκτρικό ή µαγνητικό πεδίο είναι χώρος αποθήκευσης ενέργειας και ποτέ δεν 

µπορεί να γίνει πηγή ενέργειας.  

Υπενθυµίζεται ότι στην περίπτωση χρονικά µεταβαλλόµενων πεδίων το ηλεκτρικό και το 

µαγνητικό πεδίο συνυπάρχουν. 

Παρακάτω θα διατυπώσουµε, χωρίς απόδειξη, 4 προτάσεις σχετικές µε την ενέργεια των 

ηλεκτρικών και µαγνητικών πεδίων. Οι προτάσεις αυτές µπορούν να προκύψουν από τις 

εξισώσεις του Maxwell και φυσικά δέχονται πειραµατική επαλήθευση.  

Αναφέρουµε  αρχικά ότι  τα υλικά µε τα οποία θα ασχοληθούµε,  και  µέσα στα οποία θα 

αναπτύσσονται τα πεδία, θα είναι ισοτροπικά. Αυτό σηµαίνει ότι τα διανύσµατα E
r

(ένταση 

ηλεκτρικού πεδίου)   και D
r

( διηλεκτρική µετατόπιση ) για το ηλεκτρικό πεδίο,  και H
r

 

(ένταση µαγνητικού πεδίου) και B
r

(µαγνητική επαγωγή) για το µαγνητικό πεδίο θα  είναι 

παράλληλα.  Στα ισοτροπικά υλικά,  η σχετική διηλεκτρική σταθερά rε   και η σχετική 

µαγνητική διαπερατότητα rµ  είναι βαθµωτά µεγέθη. Στα ανισοτροπικά υλικά  ( τα οποία δεν 

θα εξετάσουµε εδώ)  το  rε ,  ή το rµ , ή και τα δύο ταυτόχρονα είναι τανυστές ( δηλ έχουν τη 

µορφή τετραγωνικού πίνακα 3×3 ). Αυτό σηµαίνει ότι   τα διανύσµατα E
r

 και  D
r

 δεν θα 

είναι παράλληλα, και αντίστοιχα τα διανύσµατα  H
r

 και  B
r

 δεν  θα είναι παράλληλα. 

Για  τα ισοτροπικά υλικά µε τα οποία θα ασχοληθούµε θα  διακρίνουµε 3 διαφορετικές 

περιπτώσεις ( βλ. σχ. 8.1 α, β, γ) 

HE η&

BD η&

 
 

Γραµµικό υλικό 
 

Σχ. 8.1α 

HE η&

BD η&

 
 
 

Μη γραµµικό υλικό 
 

Σχ. 8.1β 

HE η

BD η

•

•

•

•

 
 

Υλικό µε υστέρηση 
 

Σχ. 8.1γ 
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Στα γραµµικά υλικά ισχύουν οι σχέσεις: 
 
- Για το ηλεκτρικό πεδίο    ED r0 εε=     όπου  το rε  σταθερό και ανεξάρτητο του  Ε 
 
- Για το µαγνητικό πεδίο    HB r0 µµ=     όπου  το rµ  σταθερό και ανεξάρτητο του Η 
 
 
Στα µη γραµµικά υλικά θα έχουµε: 
 
- Για το ηλεκτρικό πεδίο    ED r0 εε=     όπου  το )E(rr ε=ε  δηλ. rε  το είναι µια µη 

γραµµική συνάρτηση του    Ε 

 
- Για το µαγνητικό πεδίο    HB r0 µµ=     όπου  το )H(rr µ=µ  δηλ. rµ  το είναι µια µη 

γραµµική συνάρτηση του    Η 

 
 Τέλος στα υλικά µε υστέρηση έχουµε βεβαίως τη µη γραµµικότητα αλλά επιπλέον  έχουµε 

και το φαινόµενο της υστέρησης. 

 
 
8. 2 ) Οι 4 βασικές προτάσεις για την ενέργεια και τις απώλειες στο 

Ηλεκτροµαγνητικό πεδίο. 

 
∆ιατυπώνουµε παρακάτω τις ακόλουθες 4 προτάσεις: 
 
 
8. 2. 1 ) Πυκνότητα αποθηκευµένης ενέργειας ηλεκτρικού πεδίου 
 
Σε ένα χώρο όπου είναι εγκατεστηµένο ένα ηλεκτρικό πεδίο η πυκνότητα της 

αποθηκευµένης ενέργειας  (ενέργεια / µονάδα όγκου)   του πεδίου δίδεται από τη σχέση: 








′′= ∫ 3

D

0

e
m

Joule
DdEw   

 
όπου η µεταβολή της διηλεκτρικής µετατόπισης στο διάστηµα  από  0 έως D απαιτήθηκε για 

την εγκατάσταση του πεδίου. 

Παρατηρούµε ότι στο διάγραµµα  Ε, D  (σχ. 8.2)  η  πυκνότητα ενέργειας είναι το 

γραµµοσκιασµένο εµβαδόν.   
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E

D

ew

0

D

 
Σχ. 8.2 

 
Στην περίπτωση γραµµικού υλικού όπου  ED r0 εε=  η προηγούµενη σχέση γίνεται: 
 

r0

2
2

r0e 2

D
E

2

1
w

εε
=εε=  

 
8. 2. 2 ) Πυκνότητα αποθηκευµένης ενέργειας µαγνητικού πεδίου 
 
Σε ένα χώρο όπου είναι εγκατεστηµένο ένα µαγνητικό πεδίο η πυκνότητα της 

αποθηκευµένης ενέργειας  (ενέργεια / µονάδα όγκου)   του πεδίου δίδεται από τη σχέση: 








′′= ∫ 3

B

0

m
m

Joule
BdHw   

 
όπου η µεταβολή της µαγνητικής επαγωγής  στο διάστηµα  από  0 έως Β απαιτήθηκε για την 

εγκατάσταση του πεδίου. 

Παρατηρούµε ότι στο διάγραµµα  Η, Β  (σχ. 8.3)  η  πυκνότητα ενέργειας είναι το 

γραµµοσκιασµένο εµβαδόν.   

H

B

mw

0

B

 
Σχ. 8.3 

 
Στην περίπτωση γραµµικού υλικού όπου  HB r0 µµ=   η προηγούµενη σχέση γίνεται: 
 

r0

2
2

r0m 2

B
H

2

1
w

µµ
=µµ=  

 
Παρατηρούµε ότι η ενέργεια αποθηκεύεται ανάλογα µε το τετράγωνο των Ε και Η  

Εποµένως στα σηµεία µε µεγάλη τιµή των Ε και Η  έχουµε και σηµαντικά µεγαλύτερη τιµή 
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των ew  και mw  . Για παράδειγµα αναφέρεται η περίπτωση ενός µαγνητικού κυκλώµατος µε 

διάκενα αέρος. Στην περίπτωση αυτή η τιµή του Η είναι πολύ µεγαλύτερη στα διάκενα από 

ότι στο σιδηροµαγνητικό υλικό. Άρα στα διάκενα θα έχουµε και το µεγαλύτερο ποσοστό της 

αποθηκευµένης ενέργειας µαγνητικού πεδίου.      

 
 

8. 2. 3 )  Ειδική ισχύς απωλειών Joule 
 
Σε ένα ηλεκτρικό πεδίο Ε  η ανά µονάδα όγκου ισχύς που µετατρέπεται σε θερµότητα, και 

χάνεται υπό µορφή απωλειών, δίνεται από τη σχέση: 

 









⋅=απ 3m

W
JEP
rr

 

όπου J
r

 η πυκνότητα  ρεύµατος. 
 
Στην περίπτωση που έχουµε γραµµικό µέσο και ισχύει ο νόµος του Ohm  
                                                        

EJ
rr

γ=   

η προηγούµενη σχέση γίνεται:                   2EP γ=απ  

όπου  γ  η ειδική αγωγιµότητα του υλικού  στο οποίο αναπτύσσεται το ηλεκτρικό πεδίο. 

 
 
8. 2. 4 ) Πυκνότητα διαδιδόµενης ισχύος 
 
Σε  ένα χρονικά µεταβαλλόµενο ηλεκτροµαγνητικό πεδίο παρατηρείται συνεχής ροή  

ενέργειας από την πηγή του πεδίου προς το άπειρο, µέσω του εκπεµπόµενου  

ηλεκτροµαγνητικού κύµατος. Για σηµεία αρκετά µακριά από την πηγή το κύµα αυτό 

θεωρείται επίπεδο, δηλαδή τα διανύσµατα των πεδίων E
r

 και H
r

 είναι κάθετα µεταξύ τους 

και επίσης κάθετα στη διεύθυνση διαδόσεως  του κύµατος.  Ορίζεται εδώ ένα διανυσµατικό 

µέγεθος που ονοµάζεται πυκνότητα διαδιδόµενης ισχύος,  δηλαδή ισχύς ανά µονάδα 

επιφάνειας. Η εν λόγω επιφάνεια θεωρείται κάθετη προς την διεύθυνση διαδόσεως του 

κύµατος (ή της ενέργειας).  

Το διανυσµατικό αυτό µέγεθος ονοµάζεται διάνυσµα Poynting P
r

 και δίνεται από τη σχέση:        

 









×=

2m

W
HEP
rrr
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8. 3 )  Απώλειες υστερήσεως σιδηροµαγνητικού υλικού 
 
Στο εδάφιο αυτό θα  εξειδικεύσουµε τη µελέτη του θέµατος  «αποθηκευµένη ενέργεια 

µαγνητικού πεδίου»   για την περίπτωση ενός σιδηροµαγνητικού υλικού µε υστέρηση. Για 

το σκοπό αυτό θα θεωρήσουµε ένα δακτυλιοειδές πηνίο Ν – σπειρών µε σιδηροµαγνητικό 

πυρήνα µε συντελεστή rµ  .Το πηνίο τροφοδοτείται µε ρεύµα i   και η τάση στα άκρα του 

είναι abV  . Το πηνίο αυτό αποκαλείται και τοροειδές πηνίο. (βλ. σχ. 8.4 ) Η µέση ακτίνα του 

δακτυλίου είναι r και η µέση διαδροµή ροής έχει µήκος  2 π r.   Η διατοµή του δακτυλίου, µε 

εµβαδόν S, είναι κυκλική  µε ακτίνα πολύ µικρότερη από r  Έτσι το µαγνητικό πεδίο µέσα 

στο δακτύλιο µπορεί να θεωρηθεί οµοιόµορφο  

 

•

ri
H
r

σπειρεςN

a

b

+

_

abV

S

ιατοµης∆

µβαδονΕ

 
Σχ. 8.4 

 
Σύµφωνα µε τον κανόνα του δεξίόστροφου κοχλία το µαγνητικό πεδίο στο δακτύλιο θα έχει 

τη φορά που φαίνεται στο σχήµα. 

 
Εφαρµόζουµε το νόµο του Ampere  για την µέση διαδροµή της µαγνητικής ροής: 
 

iNHr2dH =π=⋅∫ l
rr

    άρα   
r2

iN
H

π
=  

 
και η µαγνητική ροή θα είναι: 
 

r2

SiN
SHSB r0

r0m π

µµ
=µµ==Ψ  

 
Μεταβάλλοντας το ρεύµα  i  θα έχουµε µεταβολή του µαγνητικού πεδίου Η µέσα στον 

σιδηροµαγνητικό πυρήνα, άρα και µεταβολή της µαγνητικής επαγωγής B. Έτσι µπορούµε να 
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έχουµε ένα πλήρη κύκλο µαγνήτισης του  σιδηροµαγνητικού υλικού δηλαδή να 

διαγράψουµε ένα πλήρη βρόχο υστερήσεως. (βλ. σχ. 8.5 ) 

Θα εξετάσουµε τη διαδροµή   a – b – c – d  η οποία καλύπτει τον µισό ακριβώς βρόχο και τα 

συµπεράσµατα που θα προκύψουν προφανώς επεκτείνονται, λόγω συµµετρίας, και στον 

υπόλοιπο µισό βρόχο.  

H

B

•

•

•

0

•

•

•a

b

c

d

1S

2S

3S

 
 

Σχ. 8.5 
 
1) Κίνηση στο τµήµα a-b 
 
Κινούµενοι από το σηµείο a στο σηµείο b, ( όπου το µαγνητικό πεδίο έχει θετική τιµή και 

αυξάνει),   θεωρούµε µια απειροστά µικρή αύξηση του πεδίου Η στο τµήµα αυτό. 

Επειδή το µαγνητικό πεδίο  Η  έχει θετική τιµή και αυξάνει,  τα ίδια θα ισχύουν  και για το 

ρεύµα  i ,  συνεπώς:    0i >   και    0
dt

di
> . 

Η  Η.Ε.∆.  στα άκρα του πηνίου θα είναι:   
dt

di
L

dt

d
Ne m

ab −=
Ψ

−=   συνεπώς 0eab <  

Αλλά ισχύει  abab eV −=    εποµένως  θα είναι  0Vab >   
 
Παρακάτω (σχ. 8.6)  σχεδιάζουµε το  δακτυλιοειδές  πηνίο σε απλή κυκλωµατική µορφή και 

σηµειώνουµε ξανά τις φορές αναφοράς τάσεως και ρεύµατος. 
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a b
+ _

i

abV
 

 
Σχ. 8.6 

 
Παρατηρούµε ότι µε τις δεδοµένες φορές αναφοράς και επειδή ισχύει  0i >  και 0Vab >  το 

πηνίο θα απορροφά  ενέργεια  από την πηγή που το τροφοδοτεί. 

Η στοιχειώδης αυτή ενέργεια  dW  για χρονικό διάστηµα  dt  θα είναι: 
 

dtiVdW ab=  
 

όπου:                    
dt

d
N)

dt

d
N(eV mm

abab
Ψ

=
Ψ

−−=−=  

 

έχουµε όµως:                SBm =Ψ άρα   
dt

dB
S

dt

d m =
Ψ

 

από τις τρεις τελευταίες σχέσεις προκύπτει:    

 

dBiSNdti
dt

dB
SNdti

dt

d
NdtiVdW m

ab ==
Ψ

==  

Αλλά επειδή προηγουµένως  υπολογίσαµε το µαγνητικό πεδίο    
r2

iN
H

π
=  θα πάρουµε τη 

σχέση:     r2HiN π=  

Χρησιµοποιώντας  τη σχέση αυτή στην έκφραση για την ενέργεια   dBiSNdW =  

θα πάρουµε τελικά:  
dBHSr2dW π=  

Παρατηρούµε όµως ότι  USr2 =π  όπου  U  ο όγκος του δακτυλίου. 

Άρα µπορούµε να γράψουµε:  

dBHUdW =  
και για την κίνηση από το σηµείο a στο σηµείο b η συνολική ενέργεια που θα απορροφήσει 

το πηνίο θα είναι: 

∫∫ +===
b

a

21

b

a

ab )SS(UdBHUdWW  

όπου  1S  και  2S  οι αντίστοιχες γραµµοσκιασµένες περιοχές στη γραφική παράσταση του 

βρόχου υστερήσεως. 
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2) Κίνηση στο τµήµα b-c 

Κινούµενοι από το σηµείο b στο σηµείο c, ( όπου το µαγνητικό πεδίο έχει θετική τιµή και 

µειώνεται βλ. σχ. 8.5 ),   θεωρούµε µια απειροστά µικρή µείωση  του πεδίου Η στο τµήµα 

αυτό. 

Επειδή το µαγνητικό πεδίο  Η  έχει θετική τιµή και µειώνεται ,  τα ίδια θα ισχύουν  και για 

το ρεύµα  i ,  συνεπώς:    0i >   και    0
dt

di
< . 

Η  Η.Ε.∆.  στα άκρα του πηνίου θα είναι:   
dt

di
L

dt

d
Ne m

ab −=
Ψ

−=   συνεπώς 0eab >  

Αλλά ισχύει  abab eV −=    εποµένως  θα είναι  0Vab <   
 
Παρατηρούµε τώρα  ότι µε τις δεδοµένες φορές αναφοράς και επειδή ισχύει  0i >  και 

0Vab <  το πηνίο  θα δίνει  ενέργεια  στην πηγή.  

 
Χρησιµοποιώντας ακριβώς την ίδια ανάλυση όπως προηγουµένως  φθάνουµε στο 

συµπέρασµα ότι για την κίνηση  από το σηµείο b στο σηµείο c η συνολική ενέργεια που θα 

προσφέρει  το πηνίο στην πηγή   θα είναι: 

∫∫ −===
c

b

2

c

b

ab SUdBHUdWW  

θέσαµε αρνητικό πρόσηµο για να δείξουµε ότι πρόκειται για προσφορά ενέργειας από το 

πηνίο στην πηγή.  

 
3) Κίνηση στο τµήµα c - d 

Κινούµενοι από το σηµείο c στο σηµείο d, ( όπου το µαγνητικό πεδίο έχει αρνητική τιµή 

και µειώνεται),   θεωρούµε µια απειροστά µικρή µείωση  του πεδίου Η στο τµήµα αυτό. 

Επειδή το µαγνητικό πεδίο  Η  έχει αρνητική  τιµή και µειώνεται ,  τα ίδια θα ισχύουν  και 

για το ρεύµα  i ,  συνεπώς:    0i <   και    0
dt

di
< . 

Η  Η.Ε.∆.  στα άκρα του πηνίου θα είναι:   
dt

di
L

dt

d
Ne m

ab −=
Ψ

−=   συνεπώς 0eab >  

Αλλά ισχύει  abab eV −=    εποµένως  θα είναι  0Vab <   
 
Παρατηρούµε τώρα  ότι µε τις δεδοµένες φορές αναφοράς και επειδή ισχύει  0i <  και 

0Vab <  το πηνίο  θα απορροφά  ενέργεια  από την πηγή.  
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Και πάλι χρησιµοποιώντας ακριβώς την ίδια ανάλυση όπως προηγουµένως  φθάνουµε στο 

συµπέρασµα ότι για την κίνηση  από το σηµείο c στο σηµείο d η συνολική ενέργεια που θα 

απορροφήσει το πηνίο θα είναι: 

∫∫ ===
d

c

3

d

c

ab SUdBHUdWW  

Συνοψίζοντας τώρα όλα τα προηγούµενα θα έχουµε: 

Σε ένα πλήρη κύκλο µαγνήτισης  (διαγραφή όλου του βρόχου υστερήσεως ) η συνολική 

ενέργεια που θα απορροφήσει το πηνίο θα είναι:  

 
)SS(U2)SSSS(U2W 313221h +=+−+=  

( ο παράγοντας  2 µπαίνει για το υπόλοιπο µισό του βρόχου, που λόγω συµµετρίας δεν 

εξετάσαµε) 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι:                      hh SUW =  

Όπου  hS  το εµβαδόν του βρόχου υστερήσεως 

Η απορροφούµενη αυτή ενέργεια  hW  δεν ανακτάται ποτέ και χάνεται υπό µορφή 

θερµότητας.  

Προκύπτει λοιπόν το συµπέρασµα  ότι στα υλικά µε υστέρηση (όπως είναι τα 

σιδηροµαγνητικά υλικά )  εµφανίζονται απώλειες ενέργειας  που ονοµάζονται απώλειες 

υστερήσεως. Η εξήγηση για την αιτία των απωλειών αυτών βρίσκεται στις δυνάµεις τριβής 

που εµφανίζονται µεταξύ των περιοχών Weiss κατά τις διαδοχικές εναλλασσόµενες  

µαγνητίσεις του υλικού, όπου οι περιοχές αυτές πρέπει να αλλάζουν συνεχώς κατεύθυνση.  

Παρατηρούµε επίσης ότι επειδή  η απώλεια ενέργειας σε ένα κύκλο µαγνήτισης, είναι 

ανάλογη του εµβαδού του βρόχου υστερήσεως, υλικά µε µεγάλο εµβαδον βρόχου (σκληρά 

µαγνητικά υλικά ) θα παρουσιάζουν µεγαλύτερες απώλειες απο υλικά µε µικρό εµβαδον 

βρόχου (µαλακά  µαγνητικά υλικά ) 

Άν θέλουµε να υπολογίσουµε την ισχύ των απωλειών υστερήσεως τότε χρησιµποιούµε τον 

τύπο: 

)watt(WfP hh =  

όπου f  η συχνότητα λειτουργίας    

Επίσης αναφέρουµε εδώ και έναν εµπειρικό τύπο (τύπος του Steinmetz) που µας δίνει την 

ισχύ απωλειών λόγω υστερήσεως: 

 
)watt(BfkP n

maxhh =  
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όπου  hk  σταθερά εξαρτώµενη από το υλικό , f  η συχνότητα λειτουργίας και maxB  η 

µέγιστη τιµή της µαγνητικής επαγωγής. Ο εκθέτης n κυµαίνεται από 1.5  έως  2.5. 

 
Οι απώλειες υστερήσεως ενός πηνίου µε σιδηροπυρήνα δεν πρέπει να συγχέονται µε τις 

ωµικές απώλειες που επίσης έχει (λόγω της ωµικής αντίστασης του τυλίγµατος)  

 
 
8. 4 ) Απώλειες δινορρευµάτων  

Μια άλλη αιτία απωλειών σε ένα σιδηροµαγνητικό υλικό είναι τα λεγόµενα δινορρεύµατα. 

Εφ’ όσον υπάρχει χρονικά µεταβαλλόµενη µαγνητικη ροή στον πυρήνα και επειδή ο 

πυρήνας είναι αγώγιµος θα αναπτυχθούν ρεύµατα εξ΄επαγωγής µέσα σ΄αυτόν. Τα ρεύµατα 

αυτά θα έχουν κυκλικές τροχιές (βλ.  σχ. 8.7α)  και θα προκαλούν θερµικές απώλειες Joule. 

Για τον περιορισµό του µήκους διαδροµής αυτών των ρευµάτων (άρα και των απωλειών) οι 

πυρήνες δεν αποτελούνται από συµπαγές σιδηροµαγνητικό υλικό  αλλά  κατασκευάζονται 

από λεπτά ελάσµατα  πάχους περίπου 0.5 mm τα οποία µονώνονται µεταξύ τους µε βερνίκι. 

(βλ. σχ. 8.7β) 

 

 
∆ινορρεύµατα 

(η  φορά της µαγνητικής ροής είναι κάθετη 
στο επίπεδο του χαρτιού) 
 

Σχ. 8.7α 
 

 

 
Περιορισµός της διαδροµής των 

δινορρευµάτων µε  χρήση µονωµένων 
ελασµάτων 
Σχ. 8.7β 
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8. 5 ) Ασκήσεις Κεφαλαίου 8 

ΑΣΚ 8.1 Να υπολογιστεί η ένταση του µαγνητικού πεδίου στον άξονα σωληνοειδούς 

µήκους  l  και ακτίνας  α.  Το σωληνοειδές αποτελείται από Ν σπείρες και τροφοδοτείται 

µε ρεύµα  i. 

z

x

•

•
2/z l=

2/z l−=

z′

z

zd ′

0
•

α

 
Σχ. 8.8 

 
Η σχετική γεωµετρία φαίνεται στο σχήµα  8.8 
 
Το σωληνοειδές έχει συνολικά  iN   αµπερελίγµατα. Ο αριθµός των αµπερελιγµάτων ανά 

µονάδα µήκους θα είναι:   
l

iN
 

Θεωρούµε ένα στοιχειώδη βρόχο ύψους  zd ′  στη θέση zz ′=  

Ο βρόχος αυτός  θα περιλαµβάνει συνολικά   zd
iN

′
l

 αµπερελίγµατα δηλαδή θα ισοδυναµεί 

µε  zd
N

′
l

 κυκλικούς βρόχους ακτίνας  α που διαρρέονται από ρεύµα i.  Το πεδίο κυκλικού 

βρόχου όµως  θεωρείται γνωστό. ( βλ. ΑΣΚ 5.1) 
 
Ο στοιχειώδης αυτός βρόχος θα προκαλεί στο σηµείο z  (επί του άξονα)  στοιχειώδες πεδίο  

zHd
r

  όπου: 

( )( )
ẑ

zz2
zd

iN
Hd

2/322

2

z
′−+α

α
′=

l

r
 

άρα µε επαλληλία θα έχουµε: 
 
 

( )( )
ẑ

zz

zd

2

iN
HdH

2/

2/

2/

2/
2/322

2

zz ∫ ∫
− − ′−+α

′α
==

l

l

l

l
l

rr
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 Το αποτέλεσµα αυτού του ολοκληρώµατος είναι: 
 

( ) ( )
ẑ

z)2/(

z)2/(

z)2/(

z)2/(

2

iN
H

2222
z















−+α

−
+

++α

+
=

l

l

l

l

l

r
 

 
 
Στο κέντρο ακριβώς του σωληνοειδούς  ( 0z = ) θα έχουµε: 

 

ẑ
)2/(

1

2

iN
H

22z
l

r

+α
=  

 
και αν δεχτούµε  α>>l   (σωληνοειδές µεγάλου µήκους) 
τότε ο ανωτέρω τύπος δίνει:  

ẑ
iN

H z
l

r
=  

 

Mπορούµε να θεωρήσουµε προσεγγιστικά ότι η τιµή του µαγνητικού πεδίου    ẑ
iN

H z
l

r
=    

ισχύει για ολόκληρο το εσωτερικό του σωληνοειδούς ( οµογενές πεδίο) και να αγνοήσουµε 

εντελώς την σκέδαση των δυναµικών γραµµών. 

 

Παρακάτω θα υπολογίσουµε µε  βάση την  υπόθεση αυτή τον συντελεστή αυτεπαγωγής του 

σωληνοειδούς. 

 

Η πεπλεγµένη µαγνητική ροή µέσα στο σωληνοειδές θα είναι: 

 

SBNm =Ψ  

όπου:    
l

iN
HB r0zr0 µµ=µµ=     η µαγνητική επαγωγή  στο εσωτερικό του 

σωληνοειδούς  

και            2S απ=    το εµβαδόν µιας σπείρας         

 

άρα:                                               2
r0m

iN
N απµµ=Ψ

l
 

 

και ο συντελεστής αυτεπαγωγής   L   θα είναι: 
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=
Ψ

=
i

L m

l

22

r0
N απ

µµ  

 

Αν θέλουµε να υπολογίσουµε την αποθηκευµένη ενέργεια µαγνητικού πεδίου στο 

σωληνοειδές µπορούµε να  χρησιµοποιήσουµε  τη γνωστή σχέση που δίνει την 

αποθηκευµένη ενέργεια ανά µονάδα όγκου: 

 

)m/Joule(H
2

1
w 32

r0m µµ=  

 

άρα η συνολική ενέργεια που αποθηκεύεται στο σωληνοειδές θα είναι: 

 

2
mmm wUwW απ== l          όπου    2U απ= l    ο όγκος του σωληνοειδούς 

Χρησιµοποιώντας  τη σχέση    
l

iN
H =   θα πάρουµε τελικά: 

2
2

22

r0
2

mm
iN

2

1
wW απµµ=απ= l

l
l  

αλλά γνωρίζοντας ότι ο συντελεστής αυτεπαγωγής L   είναι:  
l

22

r0
N

L
απ

µµ=  

καταλήγουµε στη γνωστή σχέση από τη θεωρία κυκλωµάτων: 

2
m iL

2

1
W =  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  9 

ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ MAXWELL ΣΕ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ  ΜΟΡΦΗ  

 
 

9. 1 ) Γενικά 

Οι ολοκληρωτικές εξισώσεις Maxwell συνδέουν τις τιµές του  ηλεκτροµαγνητικού  πεδίου σε 

µια περιοχή 1  µε τις τιµές των πηγών του πεδίου, αλλά  και τις τιµές του ίδιου του πεδίου σε 

µια άλλη περιοχή 2.  Για παράδειγµα ο νόµος του Faraday συνδέει την ένταση του 

ηλεκτρικού πεδίου επάνω στα σηµεία µιας κλειστής καµπύλης µε την παράγωγο της 

µαγνητικής επαγωγής στα σηµεία µια οποιασδήποτε επιφάνειας που περικλείεται από την 

κλειστή καµπύλη.  

Συνοπτικά µπορούµε να πούµε ότι οι ολοκληρωτικές εξισώσεις Maxwell συνδέουν αίτιο και 

αποτέλεσµα σε διαφορετικά σηµεία του χώρου. 

Είναι όµως δυνατή η διατύπωση των εξισώσεων αυτών και σε µία άλλη ισοδύναµη µορφή 

έτσι ώστε να έχουµε αλληλοσύνδεση του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου και των πηγών του στο 

ίδιο ακριβώς σηµείο του χώρου. Η µορφή αυτή διατύπωσης των εξισώσεων Maxwell 

πραγµατοποιείται µε χρήση παραγώγων  και για το λόγο αυτό οι εξισώσεις λέγεται ότι 

διατυπώνονται σε διαφορική µορφή. Επίσης λέγονται και σηµειακές εξισώσεις Maxwell 

,διότι όπως προαναφέραµε  αναφέρονται σε ένα σηµείο του χώρου. Οι διαφορικές εξισώσεις 

συνοδεύονται, όπως θα δούµε, και από τις  λεγόµενες «οριακές συνθήκες»   

 
 
9. 2 ) Εξισώσεις Απόκλισης      

Έχουµε  το νόµο του Gauss για την ηλεκτρική ροή: 
 

∫∫∫∫∫ εσωτ=ρ=⋅
VS

qdVSdD
rr

 

 
Για να βρούµε τη σχέση µεταξύ των µεγεθών D

r
 και ρ  στο ίδιο σηµείο χρησιµοποιούµε ένα 

πολύ µικρό όγκο V∆  και έστω S∆   η επιφάνεια που  περιβάλλει τον µικρό αυτό όγκο. Άρα: 

 

VSdD
S

∆ρ=⋅∫∫
∆

rr

 

∆ιαιρώντας µε V∆  θα έχουµε: 
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ρ=
∆

⋅∫∫
∆

→∆ V

SdD

lim S

0V

rr

 

 
Το αριστερό µέλος αυτής της σχέσης είναι ακριβώς ο ορισµός της απόκλισης ( div ) της  

διανυσµατικής συναρτήσεως  D
r

 

V

SdD

limDdiv S

0V ∆

⋅

=
∫∫
∆

→∆

rr

r
 

Άρα η διαφορική µορφή του νόµου του Gauss για την πυκνότητα της ηλεκτρικής ροής θα 

είναι: 

 
ρ=Ddiv

r
 

 
Αν ολοκληρώσουµε αυτή τη σχέση σε ένα όγκο  V θα πάρουµε:   

 

∫∫∫∫∫∫ ρ=
VV

dVdVDdiv
r

 

 
Γράφουµε και το νόµο του Gauss ολοκληρωτική µορφή:    

 

∫∫∫∫∫ ρ=⋅
VS

dVSdD
rr

 

 
Με σύγκριση  των δύο τελευταίων σχέσεων  θα προκύψει ο γνωστός από τα Μαθηµατικά 

τύπος του  Gauss. 

 

∫∫∫∫∫ ⋅=
SV

SdDdVDdiv
rrr

 

 
Η απόκλιση µιας διανυσµατικής συναρτήσεως 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ẑz,y,xDŷz,y,xDx̂z,y,xDz,y,xD zyx ++=

r
 

 
υπολογίζεται στα διάφορα συστήµατα συντεταγµένων. Ειδικά για το καρτεσιανό σύστηµα 

αποδεικνύεται ότι ο τύπος υπολογισµού είναι: 

 

z
D

y

D

x
D

Ddiv zyx

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=
r

 

 
και εισάγοντας τον διαφορικό τελεστή «ανάδελτα» 
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ẑ
z

ŷ
y

x̂
x ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇  

 

Μπορούµε να γράψουµε:                 ρ=⋅∇= DDdiv
rr

 
 
 
Στη συνέχεια εξετάζουµε τον νόµο του Gauss για την πυκνότητα της µαγνητικής ροής. 

0SdB
S

=⋅∫∫
rr

 

ακολουθώντας την ίδια ακριβώς διαδικασία όπως προηγουµένως, θα πάρουµε: 

 
0Bdiv =

r
    ή  ισοδύναµα     0B =⋅∇

r
  

 
Η µηδενική απόκλιση ενός διανυσµατικού πεδίου  σε κάθε σηµείο του χώρου σηµαίνει ότι το 

πεδίο αυτό είναι «σωληνοειδές» δηλαδή οι δυναµικές γραµµές του πεδίου δεν έχουν αρχή και 

τέλος και σχηµατίζουν κλειστούς σωλήνες ροής. 

 
Γράφουµε τώρα και την αρχή διατήρησης του ηλεκτρικού φορτίου σε ολοκληρωτική µορφή: 

∫∫∫∫∫ ρ−=⋅
VS

dV
dt

d
SdJ
rr

 

 
και πάλι µε την ίδια διαδικασία θα πάρουµε την ακόλουθη ισοδύναµη διαφορική σχέση: 

 

t
Jdiv

∂

ρ∂
−=

r
 

 
 

 
9. 3 ) Εξισώσεις Περιστροφής      
 
Οι διαφορικές εξισώσεις περιστροφής θα προκύψουν από τις ολοκληρωτικές εξισώσεις 

κυκλοφορίας. 

 
Γράφουµε το νόµο του  Faraday  σε ολοκληρωτική µορφή: 
 

∫∫∫ ⋅−=⋅
S

SdB
dt

dˆdE
rr

l
r

 

 
Εξετάζουµε αρχικά τη συνιστώσα  xB  της µαγνητικής επαγωγής. Θεωρούµε µια µικρή 

επιφάνεια  ∆S κάθετη στον άξονα  x ( βλ. σχ. 9.1  ) 
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x

y

z

xB

S∆←

←

 
Σχ. 9.1 

 
 
Ο νόµος Faraday γράφεται:  

S
t

BˆdE x ∆
∂

∂
−=⋅∫ l

r

 

όπου εδώ το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα  του Ε υπολογίζεται σε µια κλειστή καµπύλη που 

περιβάλλει την επιφάνεια ∆S. 

∆ιαιρώντας δια ∆S θα πάρουµε: 

t

B

S

dE
lim x

0S ∂

∂
−=

∆

⋅∫
→∆

l
rr

 

 
Το αριστερό µέλος αυτής της σχέσης είναι η  x – συνιστώσα (κάθετη στο ∆S) της 

περιστροφής (rot) της διανυσµατικής συναρτήσεως   E
r

  

 

∆ηλαδή µπορούµε να γράψουµε:  ( )
t

B
Erot x

x ∂

∂
−=

r
 

 
Θεωρώντας επιφάνειες ∆S κάθετες στους άξονες y και z  θα πάρουµε αντίστοιχα: 
 

( )
t

B
Erot

y
y ∂

∂
−=

r
 

 

( )
t

B
Erot z

z ∂

∂
−=

r
 

 
Άρα  από τις τρεις αυτές βαθµωτές εξισώσεις προκύπτει η διανυσµατική εξίσωση: 

 

t

B
Erot

∂

∂
−=

r
r

 

 
Αυτή είναι και η διαφορική µορφή του νόµου του Faraday. 

 
Αν ολοκληρώσουµε τα δύο µέλη της εξίσωσης αυτής σε µία επιφάνεια  
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∫∫ ∫∫ ⋅
∂

∂
−=⋅

S S

SdB
t

Sd)Erot(
rrrr

 

 
και ξαναγράψουµε το νόµο του Faraday σε ολοκληρωτική µορφή  
 

∫∫∫ ⋅
∂

∂
−=⋅

S

SdB
t

ˆdE
rr

l
r

 

 
Συγκρίνοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει ο γνωστός  από τα Μαθηµατικά τύπος 

του Stokes   

∫∫ ∫ ⋅=⋅
S

dESd)Erot( l
rrrr
 

 
Η περιστροφή ( ή στροβιλισµός) µιας διανυσµατικής συναρτήσεως 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ẑz,y,xEŷz,y,xEx̂z,y,xEz,y,xE zyx ++=

r
 

 
υπολογίζεται στα διάφορα συστήµατα συντεταγµένων. Ειδικά για το καρτεσιανό σύστηµα 

αποδεικνύεται ότι ο τύπος υπολογισµού είναι: 

 

E

EEE

zyx

ẑŷx̂

Erot

zyx

rr
×∇=

∂

∂

∂

∂

∂

∂
=  

 
 
 

Τέλος αν γράψουµε το νόµο των Ampere -  Maxwell ολοκληρωτική µορφή: 

 

∫∫∫∫∫ ⋅+⋅=⋅
SS

SdD
dt

d
SdJˆdH

rrrr
l

r

 

 
και ακολουθήσουµε την ίδια διαδικασία όπως προηγουµένως θα πάρουµε την ισοδύναµη 

έκφραση σε διαφορική µορφή: 

 

t

D
JHrot

∂

∂
+=

r
rr

 

 
Συνοψίζουµε εδώ τις 4 εξισώσεις του Maxwell  σε διαφορική µορφή και τον νόµο 

διατήρησης του φορτίου:  
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Νόµος Faraday:    
t

B
Erot

∂

∂
−=

r
r

 

Νόµος  Ampere -  Maxwell:     
t

D
JHrot

∂

∂
+=

r
rr

 

 
Νόµος Gauss:     ρ=Ddiv

r
 

 
Νόµος Gauss για το Β :     0Bdiv =

r
 

 

Νόµος διατήρησης του φορτίου:     
t

Jdiv
∂

ρ∂
−=

r
 

 
 

Μπορεί να αποδειχθεί  και πάλι ότι από αυτές τις 5 εξισώσεις ανεξάρτητες είναι 3 και 

συγκεκριµένα  ο Νόµος Faraday,  ο Νόµος  Ampere -  Maxwell  και ο Νόµος διατήρησης του 

φορτίου . Οι δύο νόµοι του Gauss µπορούν να θεωρηθούν σαν αρχικές συνθήκες. 

 
9. 4 ) Οριακές συνθήκες 
 
Στο χώρο που αναπτύσσεται ένα ηλεκτροµαγνητικό πεδίο είναι δυνατόν να υπάρχουν και 

σηµεία όπου τα πεδιακά µεγέθη να παρουσιάζουν ανωµαλίες ή ασυνέχειες. Π.χ.  σε  

επιφάνειες µε κατανοµές φορτίων και ρευµάτων ή σε διαχωριστικές επιφάνειες µεταξύ 

υλικών µε διαφορετικές ιδιότητες κ.λ.π. 

Στα σηµεία αυτά δεν µπορούν να υπολογιστούν παράγωγοι των πεδιακών µεγεθών και 

εποµένως δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι εξισώσεις Maxwell σε διαφορική µορφή. Αντί 

αυτών χρησιµοποιούνται κάποιες ειδικές σχέσεις που περιγράφουν την µεταβολή των 

πεδιακών µεγεθών στις επιφάνειες ασυνέχειας. Οι σχέσεις αυτές λέγονται οριακές συνθήκες.   

 
Παρακάτω θα διατυπώσουµε χωρίς απόδειξη τις οριακές συνθήκες για τα πεδιακά µεγέθη  

 
9. 4. 1 ) Κάθετες συνιστώσες  

Θεωρούµε µια διαχωριστική επιφάνεια η οποία χωρίζει δύο διαφορετικές περιοχές 1 και 2 και 

έστω  n̂  το κάθετο διάνυσµα σε ένα σηµείο της επιφάνειας αυτής. Το n̂  κατευθύνεται από 

την περιοχή 1 προς την περιοχή 2  (βλ. σχ. 9.2) 
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1εριοχηΠ

2εριοχηΠ
n̂

1nD

2nD σ

 
 

Σχ. 9.2 
 
Αποδεικνύεται ότι για τις κάθετες συνιστώσες της πυκνότητας ηλεκτρικής ροής ισχύει: 

 
σ=− 1n2n DD        ή  ισοδύναµα          ( ) σ=−⋅ 12 DDn̂

rr
  

 
όπου σ  είναι η επιφανειακή πυκνότητα φορτίου που ενδεχοµένως υπάρχει στην διαχωριστική 

επιφάνεια. 

 
Αντίστοιχα αποδεικνύεται ότι για τις κάθετες συνιστώσες της πυκνότητας µαγνητικής ροής 

ισχύει: 

 
0BB 1n2n =−        ή  ισοδύναµα          ( ) 0BBn̂ 12 =−⋅

rr
 

 
∆ηλαδή οι κάθετες συνιστώσες της πυκνότητας µαγνητικής ροής  (ή της µαγνητικής 

επαγωγής) είναι πάντα συνεχείς. 

 
Τέλος για τις κάθετες συνιστώσες της πυκνότητας ρεύµατος ισχύει: 

 

s1n2n J
t

JJ
r
⋅∇−

∂

σ∂
−=−        ή  ισοδύναµα          s12 J

t
)JJ(n̂

rrr
⋅∇−

∂

σ∂
−=−⋅  

 
όπου σ και   sJ

r
  οι  επιφανειακές πυκνότητες φορτίου και  ρεύµατος που ενδεχοµένως 

υπάρχουν  στην διαχωριστική επιφάνεια. 

 
 
9 .4. 2 ) Εφαπτοµενικές  συνιστώσες 
 
Αντίστοιχα θα έχουµε (σχ. 9.3) : 

 
Για τις εφαπτοµενικές συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου 

 
0EE 1t2t =−        ή  ισοδύναµα          ( ) 0EEn̂ 12 =−×

rr
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1εριοχηΠ

2εριοχηΠ
n̂

1tE

2tE

 
 

Σχ. 9.3 
 
∆ηλαδή οι εφαπτοµενικές συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου είναι πάντα συνεχείς. 

 
Αντίστοιχα για τις εφαπτοµενικές συνιστώσες του µαγνητικού  πεδίου 
 

( ) S12 JHHn̂
rrr

=−×  

 
 
9. 5  ) Εξειδίκευση των εξισώσεων Maxwell σε  στατικά πεδία 

Όταν έχουµε στατικές καταστάσεις  ( δηλ. πεδία ανεξάρτητα του χρόνου ) οι χρονικές 

παράγωγοι µηδενίζονται και υπάρχει αποσύζευξη των πεδίων Ε και Η. Οι τρείς ανεξάρτητες 

εξισώσεις στην περίπτωση αυτή  γράφονται: 

 
- Νόµος Faraday:  0Erot =

r
 

 
 
- Νόµος  Ampere -  Maxwell:     JHrot

rr
=  

 
 
- Αρχή διατήρησης του φορτίου:    0Jdiv =

r
 

 
 
∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 
 
α) Ηλεκτροστατικό πεδίο 
 
Χρησιµοποιούνται οι σχέσεις      0Erot =

r
  (αστρόβιλο του ηλεκτροστατικού πεδίου) 

 
                                                     ρ=Ddiv

r
    (Νόµος Gauss) 

 
 
β) Πεδίο ροής συνεχούς ρεύµατος 
 
Χρησιµοποιούνται οι σχέσεις     0Erot =

r
   (αστρόβιλο του ηλεκτροστατικού πεδίου,    

                                                                        εδώ εκφράζει το νόµο τάσεων του  
                                                                        Kirchhoff )                                                                    
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                                                    0Jdiv =
r

       (αρχή διατήρησης του φορτίου, εδώ  

                                                                          εκφράζει  το νόµο ρευµάτων του   
                                                                          Kirchhoff ) 
                                                                           

                                                  EJ
rr

γ=       (Γενικευµένος νόµος  του Ohm) 
  
 
γ) Στατικό µαγνητικό πεδίο µονίµων µαγνητών 

 
Χρησιµοποιούνται οι σχέσεις     0Hrot =

r
     ( Νόµος του Ampere αλλά µε 0J =

r
) 

                                                    0Bdiv =
r

    
 
 
δ) Στατικό µαγνητικό πεδίο συνεχούς  ρεύµατος 

 
Χρησιµοποιούνται οι σχέσεις     JHrot

rr
=         (Νόµος του Ampere) 

                                                        
                                                    0Bdiv =

r
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Σ.Ν.∆. 
ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΟ ΗΛΕΚΤΡΟΤΕΧΝΙΑΣ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΟ ΠΕΙΡΑΜΑ 
 
 
 
 
 
 
 

ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ  
ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΩΝ  

ΜΕΓΕΘΩΝ 
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1) ΚΑΤΑΓΡΑΦΗ ΤΟΥ ΒΡΟΧΟΥ ΥΣΤΕΡΗΣΕΩΣ ΣΙ∆ΗΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΟΥ ΥΛΙΚΟΥ 
 
Στο πείραµα  αυτό θα γίνει µια «ποιοτική» καταγραφή του βρόχου υστερήσεως ενός 
σιδηροµαγνητικού υλικού . Στην περίπτωση αυτή το σιδηροµαγνητικό υλικό είναι αυτό που 
αποτελεί τον πυρήνα ενός µετασχηµατιστή. Ή όλη διάταξη του πειράµατος φαίνεται στο 
παρακάτω σχήµα: 
 

~
+

Hz50

V2200 −

• •

α

β

iLi

L

YX −

λειτουργιασε

αλµογραϕοςΠ

H~i
B~i L

XY

αβV

+

−
σπειρεςN

 
 

Το τύλιγµα του πρωτεύοντος του µετασχηµατιστή τροφοδοτείται από πηγή εναλλασσόµενης 
τάσης  µε συχνότητα 50 Hz και δυνατότητα ρύθµισης από 0 έως 220 Volts.  
Η ένταση του µαγνητικού πεδίου H στον πυρήνα του µετασχηµατιστή είναι ανάλογη του 
ρεύµατος του πρωτεύοντος  i. Εποµένως θα έχουµε και ένα εναλλασσόµενο µαγνητικό πεδίο 
στον πυρήνα του µετασχηµατιστή. Αν καταγράψουµε το ρεύµα i µε ένα probe ρεύµατος και 
το οδηγήσουµε στον  άξονα  X ενός παλµογράφου σε λειτουργία X-Y έχουµε αρχικά την 
καταγραφή της µεταβολής του  Η για ένα πλήρη κύκλο µαγνήτισης. 
Στη συνέχεια χρειαζόµαστε και ένα µέγεθος ανάλογο της µαγνητικής επαγωγής B το οποίο 
πρέπει να οδηγηθεί στον άξονα Y του παλµογράφου. 

 Έχουµε ότι:    
S

B mΨ=     όπου  mΨ   η µαγνητική ροή στον πυρήνα  και  S  το εµβαδόν της 

διατοµής του πυρήνα. 

Επίσης ισχύει:  [ ]
dt

dB
SNSB

dt

d
N

dt

d
NV m ==

Ψ
=αβ   άρα ∫ =αβ BSNdtV  

Άρα προκύπτει  ότι     ∫ αβ dtV~B    (1) 

Παρατηρούµε ότι αν συνδέσουµε στα σηµεία  α-β ένα γραµµικό πηνίο L θα ισχύει: 
 

∫ αβαβ =⇒= dtV
L

1
i

dt

di
LV L

L    δηλαδή    ∫ αβ dtV~i L    (2) 

 
άρα  από τις (1)  και (2)  προκύπτει ότι το ρεύµα  B~i L   
Εποµένως καταγράφοντας το ρεύµα  Li  µε ένα probe ρεύµατος και οδηγώντας το στον άξονα 
Y του παλµογράφου θα έχουµε τελικά την «ποιοτική»  καταγραφή του βρόχου υστερήσεως 
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του σιδηροµαγνητικού υλικού του πυρήνα. (∆ηλ. δεν θα έχουµε εδώ ακριβείς καταγραφές  
τιµών των Η  και Β.)  
 
 Στα παρακάτω σχήµατα φαίνονται τα ρεύµατα  i  και   Li  όπως κατεγράφησαν από τον 

παλµογράφο, καθώς και ο βρόχος υστερήσεως που προέκυψε από τη σύνθεσή τους  σε  
διάγραµµα X – Y. 

t

Li

i

 
Καταγραφή από παλµογράφο των ρευµάτων   i  και   Li  

 
 

H

B

 
Καταγραφή του βρόχου υστερήσεως 
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2) ΜΕΤΡΗΣΗ ΜΑΓΝΗΤΙΚΗΣ ΕΠΑΓΩΓΗΣ 
 
Για τη µέτρηση της µαγνητικής επαγωγής Β θα χρησιµοποιηθεί το όργανο Yokogawa 3251. 

(βλ. κατωτέρω σχήµα) 

 

 
 

Η λειτουργία του οργάνου αυτού βασίζεται στο φαινόµενο Hall. Το όργανο έχει δυνατότητα 

µέτρησης  τιµών του Β   από 0 έως  20000  Gauss σε 10 διαφορετικές κλίµακες, για στατικά 

πεδία αλλά και για µεταβαλλόµενα µέχρι τη συχνότητα των 500 Hz.  (υπενθυµίζεται ότι 1 

Tesla =  10000 Gauss). Επίσης έχει τη δυνατότητα ένδειξης και της πολικότητας  του πεδίου 

(Βόρειος ή Νότιος µαγνητικός πόλος) 

Με το όργανο αυτό θα γίνουν µετρήσεις της µαγνητικής επαγωγής Β σε µόνιµους µαγνήτες 

αλλά και στο πεδίο που αναπτύσσεται κοντά στον πυρήνα ενός µετασχηµατιστή.    
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3) ΜΕΤΡΗΤΗΣ  ΕΝΤΑΣΗΣ ΚΑΙ  ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ  ΙΣΧΥΟΣ    Η/Μ  ΠΕ∆ΙΩΝ     
CHAUVIN – ARNOUX   C.A  43 

 
 
Ο µετρητής έντασης και πυκνότητας ισχύος Ηλεκτροµαγνητικών πεδίων CHAUVIN – 
ARNOUX  CA – 43  είναι  ένα ψηφιακό φορητό  όργανο το οποίο µετρά  ένταση Ηλεκτρικού  
πεδίου σε V/m , ένταση  Μαγνητικού  πεδίου σε  A/m  και  πυκνότητα ισχύος  σε   µW/ 2m . 
Το όργανο αποτελείται  από δύο βασικά  µέρη δηλαδή  το κυρίως όργανο και τον ασθητήρα  
ο οποίος δεν είναι παρα µία κεραία λήψεως Ηλεκτροµαγνητικών  κυµάτων. 
 
Παρακάτω φαίνεται η σχηµατική παράσταση του οργάνου 
 

 
Αναφέρουµε  ότι το όργανο αυτό δέν έχει τη δυνατότητα να µετρά σε συγκεκριµένη 
συχνότητα  αλλά µετρά το συνολικό Η/Μ  πεδίο ( άθροισµα  πεδίων διαφόρων συχνοτήτων ) 
το οποίο λαµβάνει ο αισθητήρας του. 
 
Το όργανο έχει τη δυνατότητα να συνδέεται µε Η/Υ σε  on – line  σύνδεση  για 
παρακολούθηση  των µετρήσεων.  Επίσης είναι δυνατή, µέσω του Η/Υ µε κατάλληλο 
λογισµικό,  η επεξεργασία των  µετρήσεων και η χάραξη γραφικών παραστάσεων , όπως π.χ.  
της διακύµανσης των µετρήσεων σε κάποια χρονικά διαστήµατα κλπ. 
Μεταξύ των βασικών επιλογών στη διαδικασία µετρήσεων του οργάνου αναφέρουµε τις 
ακόλουθες : 
 
- Κράτηµα  ένδειξης   ( πλήκτρο  HOLD ) 
 
- Ένδειξη  µέσης τιµής των 10 τελευταίων µετρήσεων  σε ένα χρονικό διάστηµα  4 sec . αυτό 
έχει σαν συνέπεια µια  πιο  “οµαλή”   ένδειξη  ( πλήκτρο SMOOTH  )         
 
- Μετρήσεις κορυφής  (peak) µε ταυτόχρονη απενεργοποίηση ενός φίλτρου  µε συχνότητα 
αποκοπής τα 50 Hz ώστε να είναι δυνατή η µέτρηση πεδίων χαµηλής συχνότητας ( πχ.  κοντά 
σε µετασχηµατιστές , γραµµές τροφοδοσίας κλπ). Επιτυγχάνεται µε το πλήκτρο ( PEAK  ) 
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- Ένδειξη ελάχιστης , µέγιστης και  µέσης τιµής  σε τρέχον χρονικό διάστηµα ( πλήκτρο MIN  
MAX  µε διαδοχικές πιέσεις ) 
Επίσης αναφέρουµε ότι το όργανο διαθέτει ενσωµατωµένη µνήµη για αποθήκευση 
µετρήσεων οι οποίες µπορούν να διαβαστούν αργότερα από την οθόνη του  ή και να 
εκτυπωθούν σε κοινό εκτυπωτή µε τον οποίο το όργανο συνδέεται.  
 

ΒΑΣΙΚΕΣ  ΠΡΟ∆ΙΑΓΡΑΦΕΣ  ΤΟΥ  ΟΡΓΑΝΟΥ 
CAUVIN  -  ARNOUX   C.A – 43  FIELD METER 

 
 
 

Περιοχή µετρήσεων 

Ένταση  Ηλεκτρικού Πεδίου: 0.1 – 199.9    V/m 
 

Ένταση  Μαγνητικού Πεδίου: 0.1 -  19.99  Α/m 
 

Πυκνότητα  Ισχύος: 0.1 – 1999  µW/ 2cm  
 

Ζώνη συχνοτήτων 
  

100 KHz – 2.5 GHz 
 

 
Αναφέρουµε παρακάτω ενδεικτικές τιµές µετρήσεων που έγιναν µε το όργανο αυτό:  
(όλες οι µετρήσεις, εκτός της τελευταίας, έγιναν σε µηδενική απόσταση από τις 
αναφερόµενες συσκευές) 
   

 
ΣΥΣΚΕΥΗ 

 

 
E  ( V/m) 

 

P  ( µW/ 2cm ) 

Κινητό τηλέφωνο σε 
λειτουργία   συνοµιλίας 
(συχν.  1 GHz)  

 
40 

                     
άνω των 1999 

Οθόνη   Η/Υ  (CRT )  15’’ 
 

8 12 

Μετασχηµατιστής  
220 V / 40W  , 50 Hz 
( ενεργοποίηση  PEAK) 

 
35 

 
450 

Ένδειξη στον αέρα σε 
περιβάλλον  κοινού 
δωµατίου σπιτιού  στην 
Αθήνα  (χωρίς 
ενεργοποίηση  PEAK) 

 
 

0.2 

 
 

Κατω απο 0.1 

 


