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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 

Η Μηχανική αποτελεί παραδοσιακά το πρώτο στάδιο «µύησης» στη Φυσική. Και εί-
ναι ίσως το µόνο πραγµατικά αυτόνοµο κοµµάτι της Φυσικής, µε την έννοια ότι µπο-
ρεί να µελετηθεί αυτοτελώς, χωρίς την ανάγκη υποστήριξης από άλλες περιοχές της 
Φυσικής επιστήµης. Το βιβλίο αυτό αποτελεί µια εισαγωγή στη Μηχανική και απευ-
θύνεται, κατά κύριο λόγο, στους πρωτοετείς σπουδαστές της Σχολής Ναυτικών ∆οκί-
µων.   
 
    Είναι γενικά αποδεκτό ότι καµία σοβαρή προσέγγιση στη Μηχανική (τουλάχιστον, 
σε πανεπιστηµιακό επίπεδο) δεν είναι δυνατή χωρίς τη συνδροµή των Μαθηµατικών. 
Ας σκεφθούµε µόνο πως ο κεντρικός νόµος της Μηχανικής, ο δεύτερος νόµος του 
Νεύτωνα, είναι ταυτόχρονα µια διανυσµατική και µια διαφορική εξίσωση. Στο βιβλίο 
αυτό (και παρά τις χλιαρές διαµαρτυρίες που ενίοτε εισπράττω στις αίθουσες διδα-
σκαλίας!), προσπαθώ να εξοικειώσω εξαρχής το µαθητή µε τη χρήση δύο βασικών 
µαθηµατικών εργαλείων: των µοναδιαίων διανυσµάτων και των διαφορικών τελε-
στών. Στο πρώτο κεφάλαιο του βιβλίου εκτίθενται συνοπτικά οι βασικές έννοιες από 
τη διανυσµατική ανάλυση που θα χρειαστούν στη συνέχεια. Το Μαθηµατικό Συµπλή-
ρωµα στο τέλος του βιβλίου αποτελεί µια µικρή εισαγωγή στις έννοιες του διαφορι-
κού µιας συνάρτησης, των διαφορικών τελεστών, και των διαφορικών εξισώσεων. Θα 
συµβούλευα το µαθητή να εξοικειωθεί µε όλες αυτές τις έννοιες πριν ξεκινήσει τη 
µελέτη της Κινηµατικής.   
 
    Το βιβλίο χωρίζεται νοητά σε τρία µέρη. Στο πρώτο µέρος (Κεφάλαια 1-5) µελε-
τούµε τη µηχανική του σηµειακού σωµατιδίου (ή, γενικότερα, του σώµατος που ε-
κτελεί αµιγώς µεταφορική κίνηση), ενώ το δεύτερο µέρος (Κεφ.6-8) εξετάζει τη µη-
χανική των συστηµάτων σωµατιδίων (σε αυτά περιλαµβάνονται τα στερεά σώµατα, 
καθώς και τα ρευστά). Το τρίτο µέρος αποτελείται από τα Προβλήµατα και στοχεύει 
στην όσο το δυνατόν καλύτερη εµπέδωση της θεωρίας. Συνιστώ στο µαθητή να δο-
κιµάσει να τα λύσει καταρχήν µόνος του, πριν καταφύγει στις αναλυτικές λύσεις που 
τα συνοδεύουν. Προσέξτε ότι τα προβλήµατα παρατίθενται σαν ενιαίο σύνολο, δεν 
κατηγοριοποιούνται σε αντιστοιχία µε τα κεφάλαια της θεωρίας. Αυτό έγινε σκόπιµα, 
ώστε να βοηθήσει το µαθητή να συνειδητοποιήσει ότι η Μηχανική αποτελεί µια α-
διάσπαστη ενότητα (µε κεντρική αφετηρία τους νόµους του Νεύτωνα), παρόλο τον 
συνήθη, παιδαγωγικά αναγκαίο κατακερµατισµό στον οποίο την υποβάλλουµε στην 
προσπάθεια να συστηµατοποιήσουµε τη µελέτη της.    
 
    Στα τέσσερα χρόνια που µεσολάβησαν από την πρώτη έκδοσή του, το βιβλίο αυτό 
έχει υποστεί πολλές αναθεωρήσεις. Πέραν από την όποια αυτοκριτική µου διάθεση, 
έλαβα σοβαρά υπόψη τις παρατηρήσεις αυτών για τους οποίους γράφτηκε. Θα συνε-
χίσω να κάνω το ίδιο, αφού η ανταπόκριση των µαθητών είναι ο πιο αλάνθαστος κα-
θρέφτης της επιτυχίας ή αποτυχίας ενός δασκάλου!  
 
    Τελειώνοντας, δεν θα πρέπει να παραλείψω να εκφράσω τις ευχαριστίες µου σε 
όσους συνέβαλαν µε διάφορους τρόπους στη δηµιουργία αυτού του έργου, από την 
πρωταρχική του σύλληψη ως την ολοκλήρωσή του στην παρούσα µορφή:   
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    Στους µαθητές µου, που οι συχνά διαπεραστικές ερωτήσεις και παρατηρήσεις τους 
µου έδειξαν νέες κατευθύνσεις...    
 
    Στον Π. Τσιλιµίγκρα, από την εντυπωσιακή συλλογή προβληµάτων Μηχανικής του 
οποίου «δανείστηκα» ένα µέρος για τις ανάγκες της παρούσας έκδοσης...    
 
    Στον Φ. Κατσαµάνη και την K. Arapoglou, που µου αποκάλυψαν τις δυνατότητες 
του υπολογιστή και µε έπεισαν πως ο πιο σίγουρος δρόµος ήταν «να κάνω τη δουλειά 
µόνος µου»...     
     
    Στον Α. Μαγουλά, που µε εισήγαγε στο πρόγραµµα σχεδίασης SmartDraw και µου 
ενίσχυσε την πίστη στην αρχή ότι οι αληθινές φιλίες στέκονται πάνω από ποδοσφαι-
ρικές συµπάθειες...    
 
    Στους Κ. Φωστιέρη και Ν. Σολωµό, για πολύτιµη τεχνική υποστήριξη και χρήσιµες 
συµβουλές για αποτελεσµατικότερη χρήση του υπολογιστή...    
 
    Στη Σχολή Ναυτικών ∆οκίµων, που µου ανέθεσε τη συγγραφή αυτού του βιβλίου, 
ανοίγοντας νέους δρόµους στην εκπαιδευτική σταδιοδροµία µου.    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 
 

∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 
 
 
1.1  Βασικές Έννοιες 
 
Τα διανύσµατα είναι φυσικές ή µαθηµατικές ποσότητες που καθορίζονται από δύο 
στοιχεία: το µέτρο και την κατεύθυνση. Ένα διάνυσµα παρίσταται συµβολικά ως εξής: 

                                                       
V
G

     
 
Το µέτρο τού V

G
(ανάλογο, συµβατικά, µε το µήκος του βέλους) συµβολίζεται µε V

G
 

και ισχύει πάντα ότι 0V ≥
G

. Ειδικά, ένα διάνυσµα µηδενικού µέτρου ονοµάζεται µη-

δενικό διάνυσµα: 0V =
G

, και η κατεύθυνσή του είναι απροσδιόριστη. Εξ ορισµού, το 
διάνυσµα V−

G
έχει το ίδιο µέτρο µε το V

G
, αλλά αντίθετη κατεύθυνση:  

                                 
V
G

V−
G

      
 
 
    Ένα µοναδιαίο διάνυσµα (συµβολισµός: û ) είναι διάνυσµα µοναδιαίου µέτρου: 
ˆ 1u = . Ένα διάνυσµα V

G
στην κατεύθυνση του µοναδιαίου û  γράφεται   

                                                             ˆV V u=
G G

  

ενώ ένα διάνυσµα W
G
στην αντίθετη κατεύθυνση γράφεται  

                                                          ˆW W u= −
G G

 . 

Προσέξτε ότι το µοναδιαίο διάνυσµα û στην κατεύθυνση ενός διανύσµατος V
G

µπορεί 
να εκφραστεί σαν το πηλίκο  

                                                             ˆ Vu
V

=
G
G     (1.1) 

 
(Εξ ορισµού, πολλαπλασιάζοντας ή διαιρώντας ένα διάνυσµα µε έναν θετικό αριθµό 
πολλαπλασιάζουµε ή διαιρούµε, αντίστοιχα, το µέτρο του διανύσµατος µε τον αριθµό 
αυτό, χωρίς να µεταβάλουµε την κατεύθυνση του διανύσµατος.) Γενικά, ένα διάνυ-
σµα παράλληλο µε το û  ισούται µε  
 
                                                      ˆ ˆV V u V u= ± ≡

G G
     (1.2) 

 
Η ποσότητα V ονοµάζεται αλγεβρική τιµή τού V

G
ως προς το µοναδιαίο διάνυσµα û , 

και το πρόσηµό της δηλώνει αν το V
G
είναι οµόρροπο ή αντίρροπο µε το û .  
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A
G

B
GV

G

θ

A
G

B
G V

G

θ

A
G

B
G

B−
GW

G

θ θ

A
G

B
G

W
G

    Παράδειγµα: Για τα διανύσµατα του παρακάτω σχήµατος,  
 
                  
 
 
 
 
έχουµε ότι  ˆ ˆ| | | | 2 , 2 , 2 , 2 , 2V W V u W u V W= = = = − = = −

G G G G
  (όπου οι δύο τελευ-

ταίες ποσότητες παριστούν αλγεβρικές τιµές).   
 
    Το άθροισµα V A B= +

GG G
 δύο διανυσµάτων βρίσκεται γραφικά µε δύο τρόπους:  

                                                                    
 
 
 
 
 
 
 
Η διαφορά ( )W A B A B= − ≡ + −

G GG G G
 βρίσκεται γραφικά ως εξής:  

               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Προσέξτε στο δεξί σχήµα ότι το βέλος τού A B−

G G
 έχει κατεύθυνση προς την αιχµή 

τού A
G

. (Σχεδιάστε το διάνυσµα B A−
GG

.)   
 
    Ισχύει ότι 
                              
                                      2 2 1/ 2( 2 cos )A B A B AB θ± = + ±

G G
       (1.3) 

 
όπου , ,A A B B= =

G G
 και όπου θ η γωνία ανάµεσα στα A

G
και B

G
.  

 
 
1.2  Ορθογώνιες Συνιστώσες ∆ιανύσµατος 
 
Μια προσανατολισµένη ευθεία γραµµή ονοµάζεται άξονας. Ο προσανατολισµός ορί-
ζεται µε τη βοήθεια ενός µοναδιαίου διανύσµατος û  παράλληλου προς την ευθεία, 
του οποίου η κατεύθυνση προσδιορίζει τη θετική φορά του άξονα. 
 

û

V
G

W
G
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    Θεωρούµε το επίπεδο xy που ορίζεται από τους άξονες x και y, κάθετους µεταξύ 
τους, µε µοναδιαία διανύσµατα ˆxu και ˆyu , αντίστοιχα. Έστω V

G
ένα διάνυσµα στο επί-

πεδο αυτό. Είναι συχνά βολικό να εκφράζουµε το V
G
σαν άθροισµα δύο διανυσµάτων 

κάθετων µεταξύ τους και παράλληλων στους αντίστοιχους άξονες  x και y : 
 
 
                                                   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                            x yV V V= +

G G G
      όπου     ˆ ˆ,x x x y y yV V u V V u= =

G G
.  

 
Οι ποσότητες Vx και Vy  είναι οι προβολές τού V

G
 στους δύο άξονες, και αποτελούν τις 

αλγεβρικές τιµές των xV
G

 και yV
G

 (θετικές ή αρνητικές, ανάλογα µε τις φορές των xV
G

 

και yV
G

 ως προς τα ˆxu  και ˆyu , αντίστοιχα). Τα Vx και Vy ονοµάζονται ορθογώνιες συ-

νιστώσες τού V
G

. Γράφουµε:  
 
                                           ˆ ˆ ( , )x x y y x yV V u V u V V= + ≡

G
   (1.4) 

 
Παρατηρούµε ότι 
 
                                               2 2

x yV V V V≡ = +
G

    (1.5) 
 
Η γωνία θ µετριέται σε σχέση µε τη θετική κατεύθυνση του άξονα x και αυξάνει αρι-
στερόστροφα. Έτσι, ξεκινώντας από τον άξονα x, σχηµατίζουµε θετικές ή αρνητικές 
γωνίες αν κινηθούµε αριστερόστροφα ή δεξιόστροφα, αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι  
 

                           cos , sin , tan y
x y

x

V
V V V V

V
θ θ θ= = =    (1.6) 

 
    Ανάλογα ορίζονται οι ορθογώνιες συνιστώσες ενός διανύσµατος στον τρισδιά-
στατο χώρο. Στην περίπτωση αυτή χρησιµοποιούµε ένα δεξιόστροφο τρισορθογώνιο 
σύστηµα αξόνων xyz, µε µοναδιαία διανύσµατα ˆ ˆ ˆ, ,x y zu u u  : 

O

ˆ yu

ˆxu xV
G

yV
G V

G

x

y

θ
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V
G

ˆxu ˆ yu

ˆzu

x y

z

O

           
 
(Αν εναλλάσσαµε, π.χ., τα ονόµατα των αξόνων x και y, το τρισορθογώνιο σύστηµα 
xyz που θα προέκυπτε θα ήταν αριστερόστροφο, ενώ το yxz θα ήταν τώρα δεξιόστρο-
φο. Βρείτε έναν πρακτικό τρόπο για να αποφαινόµαστε αν ένα δοσµένο τρισορθογώ-
νιο σύστηµα αξόνων xyz είναι δεξιόστροφο ή αριστερόστροφο. Προσέξτε τη σειρά µε 
την οποία γράφονται τα x, y και z.) Οι προβολές Vx , Vy , Vz του V

G
 στους τρεις άξονες 

αποτελούν τις ορθογώνιες συνιστώσες τού V
G

. Γράφουµε: 
 
                                    ˆ ˆ ˆ ( , , )x x y y z z x y zV V u V u V u V V V= + + ≡

G
 

         (1.7) 
                                            2 2 2

x y zV V V V V≡ = + +
G

 
 
Ειδικά, αν  0 0x y zV V V V= ⇔ = = =

G
. 

 
    Έστω ότι  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,x x y y z z x x y y z zA A u A u A u B B u B u B u= + + = + +

G G
.  Ισχύει ότι 

            
                              , ,x x y y z zA B A B A B A B= ⇔ = = =

G G
  (1.8) 

Επίσης,  
 

                         
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

( , , )
x x x y y y z z z

x x y y z z

A B A B u A B u A B u
A B A B A B

± = ± + ± + ±

≡ ± ± ±

G G
  (1.9) 

 
Γενικά, οι συνιστώσες ενός αθροίσµατος διανυσµάτων ισούνται µε το άθροισµα των 
αντίστοιχων συνιστωσών των διανυσµάτων: Έστω ότι  

              1 2 ( , , )i x y z
i

V V V V V V V= + + ⋅⋅ ⋅ ≡ ≡∑
G G G G

   όπου   ( , , )i ix iy izV V V V≡
G

. 

Τότε, 
 
                               , ,x ix y iy z iz

i i i

V V V V V V= = =∑ ∑ ∑    (1.10) 

 
    Παράδειγµα: Για τα διανύσµατα (1, 1, 0) , (2,1, 1)A B≡ − ≡ −

G G
, έχουµε:  

                            (3,0, 1) , ( 1, 2, 1)A B A B+ ≡ − − ≡ − −
G GG G

   
και  
         2 2 2 2 23 0 ( 1) 10 , ( 1) ( 2) 1 6A B A B+ = + + − = − = − + − + =

G GG G
 .  
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1.3  ∆ιανύσµατα Θέσης 
 
Τα διανύσµατα θέσης χρησιµεύουν για τον προσδιορισµό της θέσης σηµείων του χώ-
ρου σε σχέση µε ένα σταθερό σηµείο αναφοράς Ο. 
 
    Για τα σηµεία ενός επιπέδου, χρησιµοποιούµε ένα σύστηµα αξόνων xy: 
 

                                           

θ

O ˆxu

ˆ yu
rG

i P

x x

y

y

       
 
Το διάνυσµα r OP=

JJJGG  προσδιορίζει τη θέση του σηµείου Ρ ως προς το O. Οι συνιστώ-
σες (x, y) του rG  ονοµάζονται καρτεσιανές συντεταγµένες τού P. Γράφουµε: 
         
                                              ˆ ˆ ( , )x yr xu yu x y= + ≡

G     (1.11) 
 
Εναλλακτικά, µπορούµε να προσδιορίσουµε τη θέση τού Ρ µε τις πολικές συντεταγµέ-
νες (r, θ), όπου r r=

G  και όπου, κατά συνθήκη, 0 2θ π≤ <  ή  π θ π− < ≤ , κλπ. (προ-
σέξτε ότι η γωνία θ  αυξάνει αριστερόστροφα). Παρατηρούµε ότι 
 
                                          cos , sinx r y rθ θ= =     (1.12) 
ή αντίστροφα,   

                                        2 2 , tan yr x y
x

θ= + =    (1.13) 

 
    Για σηµεία του χώρου, χρησιµοποιούµε ένα τρισορθογώνιο σύστηµα αξόνων xyz: 
 

                                        

ˆxu ˆ yu

ˆzu

x y

z

O

rG
iP

          
 
                                      

                                       
2 2 2

ˆ ˆ ˆ ( , , )x y zr xu yu zu x y z

r r x y z

= + + ≡

= = + +

G

G    (1.14) 
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Οι (x,y,z) αποτελούν τις καρτεσιανές συντεταγµένες του σηµείου P στο χώρο. (Εναλ-
λακτικά συστήµατα συντεταγµένων είναι οι σφαιρικές και οι κυλινδρικές συντεταγµέ-
νες, τις οποίες δεν θα χρησιµοποιήσουµε σ’ αυτό το βιβλίο.) 
 
    Έστω 1 2,P P  δύο σηµεία του χώρου µε διανύσµατα θέσης 1 2,r rG G  και συντεταγµένες 

1 1 1 2 2 2( , , ) , ( , , )x y z x y z , αντίστοιχα. Ζητάµε µια έκφραση για την απόσταση ανάµεσα 
στα σηµεία αυτά: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                               
 
Παρατηρούµε ότι  1 2 12 2 1PP r r r= = −

G G G .   Όµως,  
                                 
                              1 1 1 1 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,x y z x y zr x u y u z u r x u y u z u= + + = + +

G G  
έτσι ώστε 
                           12 2 1 2 1 2 1 2 1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )x y zr r r x x u y y u z z u= − = − + − + −

G G G  . 
 
Άρα,  

                           2 2 2 1/ 2
1 2 12 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )PP r x x y y z z⎡ ⎤= = − + − + −⎣ ⎦

G         (1.15)  
 
    Παράδειγµα: Για τα σηµεία P1 , P2 , µε συντεταγµένες  (x1, y1, z1) ≡ (−2, 1, −3)  και   
(x2, y2, z2) ≡ (0, −1, −2) , έχουµε ότι 2 2 2

1 2 2 ( 2) 1 3P P = + − + = .  
 
 
1.4  Εσωτερικό Γινόµενο ∆ιανυσµάτων 
 
Έστω δύο διανύσµατα A

G
 και B

G
, και έστω θ η γωνία ανάµεσά τους, όπου, κατά συν-

θήκη, 0 θ π≤ ≤ : 
                                                                                         
 
 
 
   
 
 
 
Το εσωτερικό γινόµενο των A

G
 και B

G
 ορίζεται ως εξής: 

 
 

θ 

A
G

B
G

•

•

x
y

z

O

1P

2P
1r
G

2r
G

12rG
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                                            cos cosA B A B ABθ θ⋅ = =

G GG G
   (1.16) 

όπου ,A A B B= =
G G

.  Προφανώς,   

                                   A B B A⋅ = ⋅
G GG G

  (αντιµεταθετική ιδιότητα).  
 

    Στην περίπτωση που A B=
G G

, έχουµε ότι 0, cos 1θ θ= =  και   
 

                                                      
2 2A A A A⋅ = =

G G G
    (1.17) 

Αν τα A
G

 και B
G

 είναι κάθετα µεταξύ τους, τότε / 2 , cos 0θ π θ= = , και οδηγούµαστε 
σε µια χρήσιµη συνθήκη καθετότητας: 
 

                                                 0A B A B⋅ = ⇔ ⊥
G GG G

    (1.18) 

 
    Όπως αποδεικνύεται,   
 
       ( ) ( )A B A Bλ λ⋅ = ⋅

G GG G
,   ( ) ( ) ( )A B A Bκ λ κλ⋅ = ⋅

G GG G
,   ( )A B C A B A C⋅ + = ⋅ + ⋅
G G G G GG G

,  
 
όπου ,κ λ  πραγµατικοί αριθµοί.    
 
    Για τα µοναδιαία διανύσµατα, ισχύει ότι (δείξτε το!)  
           
                  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1, 0x x y y z z x y x z y zu u u u u u u u u u u u⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = . 
 
Έτσι, αν  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,x x y y z z x x y y z zA A u A u A u B B u B u B u= + + = + +

G G
,  βρίσκουµε ότι   

 
                                       x x y y z zA B A B A B A B⋅ = + +

G G
     (1.19) 

 
Σαν ειδική περίπτωση, οδηγούµαστε και πάλι στην (1.17):  

 

                                       
22 2 2

x y zA A A A A A⋅ = + + =
G G G

        (1.20)       
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1.5  Εξωτερικό Γινόµενο ∆ιανυσµάτων  
 

                                        

i
A
G

B
G

θ

A B×
G G

B A×
GG

 
 
Το εξωτερικό γινόµενο A B×

G G
 των A

G
 και B

G
 είναι διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο που 

ορίζουν τα A
G

 και B
G

, και στη φορά που προχωρεί µια δεξιόστροφη βίδα που στρέφε-
ται από το A

G
 στο B

G
. Εναλλακτικά, η φορά τού A B×

G G
 µπορεί να προσδιοριστεί µε 

τον «κανόνα του δεξιού χεριού»: Αν λυγίσουµε τα τέσσερα δάχτυλα του δεξιού χε-
ριού κατά την περιστροφική φορά από το A

G
 προς το B

G
, ο τεντωµένος αντίχειρας θα 

δείχνει στην κατεύθυνση του A B×
G G

. Το µέτρο τού A B×
G G

 είναι   
 
                                       sin sinA B A B ABθ θ× = =

G GG G
   (1.21) 

όπου  0 θ π≤ ≤ .  Παρατηρούµε ότι  A B B A× = − ×
G GG G

  και  0A A× =
G G

. Γενικά, αν τα  
A
G

 και B
G

 είναι παράλληλα µεταξύ τους, τότε  0A B× =
G G

, αφού 0θ =  ή θ π= , έτσι 
ώστε  sin 0θ = . 
 
    Όπως αποδεικνύεται,   
 
  ( ) ( )A B A Bλ λ× = ×
G GG G

,   ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )A B A B A B C A B A Cκ λ κλ× = × × + = × + ×
G G G G G G GG G G G

. 
 
Για τα µοναδιαία διανύσµατα, ισχύει ότι (δείξτε το!)  
 
       ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, , ,x x y y z z x y z y z x z x yu u u u u u u u u u u u u u u× = × = × = × = × = × = . 
 
Έτσι, αν  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,x x y y z z x x y y z zA A u A u A u B B u B u B u= + + = + +

G G
,  βρίσκουµε ότι     

  

            ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )y z z y x z x x z y x y y x zA B A B A B u A B A B u A B A B u× = − + − + −
G G

   (1.22) 

 
Αυτό γράφεται σύντοµα στη µορφή ορίζουσας:   
 

                                         
ˆ ˆ ˆx y z

x y z

x y z

u u u
A B A A A

B B B
× =
G G

       (1.23) 
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Ασκήσεις 
 
 
1. Έστω δύο διανύσµατα ( , , )x y zA A A A≡  και ( , , )x y zB B B B≡ , και έστω θ η µεταξύ 
τους γωνία. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου, δείξτε τα πα-
ρακάτω:  

    α.   ( )1/ 22 2
2 cosA B A B A B θ± = + ±  

 

    β.   
( ) ( )1/ 2 1/ 22 2 2 2 2 2

cos x x y y z z

x y z x y z

A B A B A B

A A A B B B
θ

+ +
=

+ + + +
    

 

    γ.   Αν  A B⊥ ,  τότε   
2 2 2 2

A B A B A B+ = − = +    

         (Ποιο γνωστό θεώρηµα της Γεωµετρίας εκφράζει αυτή η πρόταση;)  

 
 
2. Έστω  ( , , ),x y zA A A A≡   ( , , )x y zB B B B≡ ,   ( , , )x y zC C C C≡ .  

    α.  ∆είξτε ότι  

                                       ( )
x y z

x y z

x y z

A A A
A B C B B B

C C C
⋅ × =     

    β.  Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των οριζουσών, δείξτε ότι  

                                  
( ) ( ) ( )

( ) 0

A B C B C A C A B

A A B

⋅ × = ⋅ × = ⋅ ×

⋅ × =
   

 
 

3. Βρείτε την τιµή τού α, έτσι ώστε τα διανύσµατα 1 3, ,
2 2

A α⎛ ⎞≡ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και ( 3,3, 1)B ≡ − −   

να είναι κάθετα µεταξύ τους.  
 
 
4. Βρείτε τις τιµές των α και β, έτσι ώστε τα διανύσµατα (1, ,3)A α≡  και 

( 2, 4, )B β≡ − −  να είναι παράλληλα µεταξύ τους.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 
 

ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ 
 
 
2.1  Ευθύγραµµη Κίνηση 
 
Η Κινηµατική µελετάει αυτή καθαυτή την κίνηση των σωµάτων, χωρίς να ενδιαφέρε-
ται για τα αίτια που την προκαλούν ή την επηρεάζουν. Η πιο απλή µορφή κίνησης 
είναι η ευθύγραµµη κίνηση, η οποία λαµβάνει χώρα κατά µήκος ευθείας γραµµής. Σαν 
τέτοια γραµµή επιλέγουµε, π.χ., τον άξονα x, στον οποίο έχουµε ορίσει µια θετική 
φορά στην κατεύθυνση του µοναδιαίου διανύσµατος ˆxu , καθώς και ένα σηµείο Ο στο 
οποίο 0x = : 

                             
• •

0x =

O ˆxu rG

x
A

x
      

 
Η θέση Α του κινητού τη χρονική στιγµή t προσδιορίζεται µε το διάνυσµα θέσης  
 
                                                        ˆxOA r xu= =

JJJG G  
 
όπου τα x και rG είναι συναρτήσεις τού t : ( ) , ( )x x t r r t= =

G G . Παρατηρούµε ότι x>0  ή  
x<0, ανάλογα µε το αν το κινητό βρίσκεται δεξιά ή αριστερά τού Ο, αντίστοιχα.  
 
    Η ταχύτητα του κινητού στο σηµείο Α τη χρονική στιγµή t είναι η χρονική παράγω-
γος (ο ρυθµός µεταβολής) του διανύσµατος θέσης, δηλαδή, το διάνυσµα  
 

                                            ˆ ˆ( )x x
dr d dxv xu u
dt dt dt

= = =
GG     

 
(όπου λάβαµε υπόψη ότι ˆ .xu σταθ= ). Γράφουµε: 
 

                                      ˆxv vu=
G     όπου    dxv v

dt
= = ±

G    (2.1) 

 
Το v είναι η αλγεβρική τιµή της ταχύτητας ως προς το ˆxu . Γενικά, τα v και vG είναι συ-
ναρτήσεις τού t. Το πρόσηµο του v δείχνει τη στιγµιαία κατεύθυνση κίνησης: αν v>0, 
το κινητό κινείται προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα (προς τα δεξιά), ενώ αν v<0, 
το κινητό κινείται προς την αρνητική κατεύθυνση (προς τα αριστερά). Σε µονάδες του 
S.I., το v εκφράζεται σε m/s=m.s -1.  
 
    Αν γνωρίζουµε τη συνάρτηση v(t), µπορούµε να βρούµε τη θέση x(t) του κινητού 
για κάθε t, ως εξής: Από την (2.1),  
 

                                              dxv dx vdt
dt

= ⇒ = .   
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Ολοκληρώνουµε την παραπάνω διαφορική εξίσωση, υποθέτοντας ότι τη στιγµή t=t0 
το κινητό διέρχεται από τη θέση  x=x0 :   
 

                                     
0 0 0

0

x t t

x t t
dx vdt x x vdt= ⇒ − = ⇒∫ ∫ ∫  

                                                          

                                                      
0

0

t

t
x x vdt= + ∫     (2.2) 

 
Η διαφορά  x−x0  ονοµάζεται µετατόπιση του κινητού από τη θέση x0 .   
    
     Η επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγµή t ορίζεται ως ο ρυθµός µεταβολής 
του διανύσµατος της ταχύτητας:  
 

                                             ˆ ˆ( )x x
dv d dva vu u
dt dt dt

= = =
GG . 

Γράφουµε: 

                                    ˆxa au=
G    όπου   

2

2
dv d xa a
dt dt

= = = ±
G   (2.3) 

 
Η µονάδα επιτάχυνσης στο S.I. είναι το m/s2=m.s -2 .  
 
    To a παριστά την αλγεβρική τιµή της επιτάχυνσης. Για δοσµένη συνάρτηση a=a(t), 
και υποθέτοντας ότι τη στιγµή t=t0 το κινητό έχει ταχύτητα v=v0, βρίσκουµε την τα-
χύτητα v(t) για κάθε χρονική στιγµή t ως εξής: 
 

                             
0 0

v t

v t

dva dv adt dv adt
dt

= ⇒ = ⇒ = ⇒∫ ∫  

 

                                                    
0

0

t

t
v v adt= + ∫     (2.4) 

 
    Αν γνωρίζουµε την επιτάχυνση σαν συνάρτηση του x, a=a(x), µπορούµε να βρούµε 
το µέτρο της ταχύτητας σαν συνάρτηση της θέσης, ως εξής: ∆ιαιρώντας τις σχέσεις  
dv=adt και dx=vdt κατά µέλη, βρίσκουµε  vdv=adx.  Ολοκληρώνουµε τώρα τη σχέση 
αυτή, υποθέτοντας ότι v=v0  στη θέση x=x0 : 
 

                               
0 0 0

2 2
0

2 2
v x x

v x x

v vvdv adx adx= ⇒ − = ⇒∫ ∫ ∫  

 

                                                 
0

2 2
0 2

x

x
v v adx= + ∫     (2.5) 

 
    Προσέξτε ότι, στις σχέσεις (2.2) και (2.4), τα x και v είναι συναρτήσεις της µετα-
βλητής t που βρίσκεται στα άνω όρια των αντίστοιχων ολοκληρωµάτων. Όµοια, στη 
σχέση (2.5), το v2 είναι συνάρτηση του x που εµφανίζεται στο άνω όριο του ολοκλη-
ρώµατος. (Γενικά, ένα ολοκλήρωµα µε µεταβλητό άνω όριο αποτελεί συνάρτηση του 
ορίου αυτού.)  
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i 0O x =

x

ˆxu

0vG

0v >

0v <

aG

2.2  Ειδικές Περιπτώσεις Ευθύγραµµης Κίνησης 
 
α) Ευθύγραµµη οµαλή κίνηση:  v=σταθερό,   a=0  
 
    Η σχέση (2.2) δίνει (θέτοντας  t0=0): 
                                     

                                        0 00 0

t t
x x vdt x v dt= + = + ⇒∫ ∫  

 
                                                        0x x vt= +     (2.6) 
 
 
β) Ευθύγραµµη, οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση:  a=σταθερό 0≠   
 
    Από τις σχέσεις (2.4) και (2.2), βρίσκουµε (θέτοντας  t0=0):  
            

                                      0 00 0

t t
v v adt v a dt= + = + ⇒∫ ∫  

 
                                                       0v v at= +     (2.7) 
 

             0 0 0 0 00 0 0 0
( )

t t t t
x x vdt x v at dt x v dt a tdt= + = + + = + + ⇒∫ ∫ ∫ ∫  

 

                                               2
0 0

1
2

x x v t at= + +     (2.8) 

 
Τέλος, η σχέση (2.5) δίνει  
 

                                
0 0

2 2 2
0 02 2

x x

x x
v v adx v a dx= + = + ⇒∫ ∫  

 
                                             2 2

0 02 ( )v v a x x= + −     (2.9) 
 
 
    Παράδειγµα:  Κατακόρυφη βολή προς τα πάνω 
            
           
 
                                                   
                                                   
                                                   Το κινητό εκτοξεύεται προς τα πάνω τη χρονική  
                                                   στιγµή  t0 =0,  από το σηµείο  Ο  όπου  x0 =0,  µε  
                                                   αρχική ταχύτητα 0 0 0ˆ ( 0)xv v u v= >

G .  
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Υποθέτουµε ότι στο κινητό ασκείται µόνο η δύναµη της βαρύτητας (π.χ., δεν υπάρχει 
αντίσταση του αέρα). Η επιτάχυνση του κινητού κατευθύνεται πάντα κατακόρυφα 
προς τα κάτω, ανεξάρτητα από τη φορά κίνησης του σώµατος, και ισούται µε    

                                             ˆ ˆx xa g u a u a g= − ≡ ⇒ = −
G    

όπου g η επιτάχυνση της βαρύτητας, ίση περίπου µε 9.8 m/s2. Παρατηρούµε ότι  
a = σταθερό, άρα η κίνηση είναι οµαλά επιταχυνόµενη. Οι εξισώσεις κίνησης είναι   

                                         

0 0

2 2
0 0 0

2 2 2
0 0 0

1 1
2 2

2 ( ) 2

v v at v gt

x x v t at v t gt

v v a x x v gx

= + = −

= + + = −

= + − = −

      

Το κινητό θα φτάσει σε ένα µέγιστο ύψος x=h, θα σταµατήσει στιγµιαία εκεί τη χρο-
νική στιγµή t=th , και στη συνέχεια η πορεία του θα αντιστραφεί προς τα κάτω. Ζη-
τούµε τα h και th : 

                                           

0
0

2
2 0

0

0

1
2 2

h h h

h h

vv v gt t
g

vh v t gt
g

= − = ⇒ =

= − =
    

Προσέξτε ότι  v>0  για  0≤ t < th , ενώ  v<0  για  t > th . Τι σηµαίνει αυτό από φυσική 
άποψη; (Θυµηθείτε ότι η θετική φορά του άξονα x είναι προς τα πάνω.)  
 
    Άσκηση:  Βρείτε τη χρονική στιγµή όπου το σώµα επιστρέφει στο Ο, καθώς και την 
ταχύτητα µε την οποία επιστρέφει. Τι παρατηρείτε; Επίσης, δείξτε ότι σε µια ελεύ-
θερη πτώση κατά ύψος h, ένα σώµα αποκτά ταχύτητα  

                                                        2v gh=  . 
 
 
2.3  Καµπυλόγραµµη Κίνηση στο Χώρο 
 
Θεωρούµε τώρα την κίνηση κατά µήκος καµπύλης γραµµής στο επίπεδο ή στο χώρο. 
Η θέση του κινητού πάνω στην καµπύλη προσδιορίζεται µε το διάνυσµα θέσης rG  ως 
προς την αρχή Ο των συντεταγµένων του χώρου µας. Το διάνυσµα αυτό, καθώς και οι 
αντίστοιχες συντεταγµένες (x,y,z), είναι συναρτήσεις του χρόνου:  
 
                           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

i

x
y

z

ˆxu ˆyu

ˆzu rG

A

aG

vG

O
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    Θέτουµε  
                                             
               ˆ ˆ ˆ( ) x y zr r t xu yu zu= = + +

G G     όπου   ( ) , ( ) , ( )x x t y y t z z t= = = .     
 
Η ταχύτητα του κινητού στο σηµείο Α τη χρονική στιγµή t είναι η χρονική παράγωγος 
του διανύσµατος θέσης: 
 

                     ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )x y z x y z
dr d dx dy dzv xu yu zu u u u
dt dt dt dt dt

= = + + = + +
GG    (2.10)  

 
Γράφουµε: 

                                          
ˆ ˆ ˆ

, ,

x x y y z z

x y z

v v u v u v u

dx dy dzv v v
dt dt dt

= + +

= = =

G

   (2.10΄) 

 
Με βάση τη ∆ιαφορική Γεωµετρία (και όπως θα δείξουµε αργότερα), το διάνυσµα της 
ταχύτητας vG  είναι εφαπτόµενο στην τροχιά του κινητού στο σηµείο Α και η φορά του 
συµπίπτει µε τη φορά κίνησης. Το µέτρο της ταχύτητας είναι   
 
                                                2 2 2

x y zv v v v= + +
G     (2.11)  

 
    Η επιτάχυνση του κινητού στο σηµείο Α τη χρονική στιγµή t είναι η χρονική παρά-
γωγος της ταχύτητας: 
 

                                      ˆ ˆ ˆyx z
x y z

dvdv dv dva u u u
dt dt dt dt

= = + +
GG     (2.12) 

Γράφουµε: 

                                      
ˆ ˆ ˆ

, ,

x x y y z z

yx z
x y z

a a u a u a u
dvdv dva a a

dt dt dt

= + +

= = =

G

   (2.12΄) 

 
Όπως θα δείξουµε αργότερα, στην καµπυλόγραµµη κίνηση το διάνυσµα της επιτά-
χυνσης aG  έχει κατεύθυνση προς το κοίλο (εσωτερικό) µέρος της τροχιάς. Το µέτρο 
της επιτάχυνσης είναι   
 
                                               2 2 2

x y za a a a= + +
G     (2.13) 

 
    Παράδειγµα: Έστω ότι οι συντεταγµένες της θέσης ενός σωµατιδίου δίνονται, σαν 
συναρτήσεις του χρόνου, από τις εξισώσεις {x=A cos ωt , y=A sin ωt , z=λt}, όπου Α, 
ω, λ  θετικές σταθερές. Από τις (2.10΄) και (2.12΄) βρίσκουµε τις συνιστώσες της τα-
χύτητας και της επιτάχυνσης, αντίστοιχα, του σωµατιδίου:  

                              (vx , vy , vz ) ≡ (−ωΑ sin ωt , ωΑ cos ωt , λ) ,   

                            (ax , ay , az ) ≡ (−ω2Α cos ωt , −ω2Α sin ωt , 0) .  
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Τα µέτρα v και a των αντίστοιχων διανυσµάτων δίνονται από τις (2.11) και (2.13):  

                                           2 2 2 2,v A a Aω λ ω= + =         
 
 
2.4  Μεταβολή του Μέτρου της Ταχύτητας 
 
Γενικά, µια κίνηση λέγεται επιταχυνόµενη όταν 0a ≠

G , έτσι ώστε το διάνυσµα vG  της 
ταχύτητας µεταβάλλεται χρονικά. Αυτός ο όρος, όµως, χρησιµοποιείται στη Μηχανι-
κή και µε διαφορετική σηµασία, πράγµα που συχνά δηµιουργεί σύγχυση. Μια (γενικά 
καµπυλόγραµµη) κίνηση, λοιπόν, ονοµάζεται «επιταχυνόµενη» ή «επιβραδυνόµενη» 
σε κάποιο χρονικό διάστηµα, ανάλογα µε το αν το µέτρο v v=

G  της ταχύτητας αυξά-
νει ή ελαττώνεται, αντίστοιχα, στο διάστηµα αυτό. Αν το µέτρο της ταχύτητας παρα-
µένει σταθερό, η κίνηση καλείται οµαλή. Θα δείξουµε τώρα ότι το είδος της κίνησης 
εξαρτάται από τη γωνία θ ανάµεσα στο διάνυσµα vG  της ταχύτητας και το διάνυσµα 
aG  της επιτάχυνσης, όπου, κατά συνθήκη, 0 θ π≤ ≤ . 
 
    Γενικά,  

                                          cos cosv a v a v aθ θ⋅ = =
G G G G    (2.14) 

 
όπου a a=

G .  Όµως, 

  
2 2( ) ( )2( ) 2 ( ) 2dv dv dv d d v d v dv dvv a v v v v v v

dt dt dt dt dt dv dt dt
⎛ ⎞⋅ = ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ = = = ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G GG G G G G G G  

                                                 

                                                dv dvv a v v
dt dt

⋅ = ⋅ =
GG G G     (2.15) 

 
Προσέξτε ότι     

                                             
d vdv dvv v v

dt dt dt
≡ ≠

G GG G      (!) 

 
Συγκρίνοντας τις (2.14) και (2.15), βρίσκουµε ότι 
 

                                                     cosdv a
dt

θ=       (2.16) 

 
∆οθέντος ότι 0a > , παρατηρούµε τα εξής:  
                            

α) Αν 0
2
πθ≤ < , τότε 0dv

dt
> : το  v αυξάνει και η κίνηση είναι επιταχυνόµενη. 

β) Αν 
2
π θ π< ≤ , τότε 0dv

dt
< : το  v ελαττώνεται και η κίνηση είναι επιβραδυνόµενη. 

γ) Αν 
2
πθ =  (δηλαδή, αν a v⊥

G G ), τότε 0dv
dt

= : το  v είναι σταθερό και η κίνηση είναι 

    οµαλή. 
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Παρατηρούµε, ιδιαίτερα, ότι 
 

όταν η επιτάχυνση είναι κάθετη στην ταχύτητα, το µέτρο της ταχύτητας µένει 
σταθερό (αν και η διεύθυνσή της µπορεί να µεταβάλλεται), και η κίνηση είναι 
οµαλή.  

                           
    Στην περίπτωση ευθύγραµµης κίνησης, η γωνία θ ανάµεσα στα vG  και aG  µπορεί να 
πάρει µόνο δύο τιµές: (α) Αν τα vG  και aG  είναι οµόρροπα, θ=0 και η κίνηση είναι επι-
ταχυνόµενη. (β) Αν τα vG  και aG  είναι αντίρροπα, θ=π και η κίνηση είναι επιβραδυνό-
µενη. Τώρα, τα vG  και aG  είναι οµόρροπα (αντίρροπα) όταν 0v a⋅ >

G G  ( 0v a⋅ <
G G ). ∆οθέ-

ντος ότι ˆxv vu=
G  και ˆxa a u=

G , όπου εδώ τα v και a είναι αλγεβρικές τιµές 
( ,v v a a= ± = ±

G G ),  έχουµε ότι v a v a⋅ =
G G . Έτσι,  

 
µια ευθύγραµµη κίνηση είναι επιταχυνόµενη ή επιβραδυνόµενη, ανάλογα µε το 
αν το γινόµενο των αλγεβρικών τιµών της ταχύτητας και της επιτάχυνσης είναι 
θετικό (va>0) ή αρνητικό (va<0), αντίστοιχα. 

                                
 
2.5  Κίνηση µε Σταθερή Επιτάχυνση  
 
Θεωρούµε τώρα την περίπτωση όπου η επιτάχυνση aG  του κινητού µένει σταθερή κα-
τά µέτρο και κατεύθυνση. Υποθέτουµε ότι τη χρονική στιγµή 0t =  το κινητό διέρχε-
ται από τη θέση 0r r=

G G , ως προς το σύστηµα συντεταγµένων µας, µε ταχύτητα 0v v=
G G . 

Ζητούµε τα ( )r tG  και ( )v tG  για κάθε 0t > .  
 
    Λαµβάνοντας υπόψη ότι το aG  είναι σταθερό διάνυσµα, έχουµε:  
 

                  
0

00

v t

v

dv a dv adt dv a dt v v at
dt

= ⇒ = ⇒ = ⇒ − = ⇒∫ ∫
G

G

G G G G G G G G G  

                                                      
                                                           0v v a t= +

G G G
    (2.17) 

 

           
0

0 0 0 0 0

r t t

r

dr v v at dr v dt atdt dr v dt a tdt
dt

= = + ⇒ = + ⇒ = + ⇒∫ ∫ ∫
G

G

G G G G G G G G G G  

 

                                                    2
0 0

1
2

r r v t a t= + +
G G G G

   (2.18) 

 
Γράφουµε:   

                                               
2

0 0 2
tr r r t v a∆ = − = +

G G G G G .   

 
Η σχέση αυτή είναι της µορφής 0r v aκ λ∆ = +

G G G , µε σταθερά 0vG , aG  και µεταβλητά κ, 
λ.  Σύµφωνα µε την Αναλυτική Γεωµετρία, το διάνυσµα 0r r r∆ = −

G G G  θα βρίσκεται πά-
ντα στο σταθερό επίπεδο το οποίο ορίζεται από τα 0vG  και aG  και διέρχεται από το ση-
µείο του χώρου µε διάνυσµα θέσης 0r

G  (αρχική θέση του κινητού). Στο ίδιο επίπεδο, 
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εποµένως, θα βρίσκεται πάντα και η άκρη του διανύσµατος θέσης rG του κινητού. Συ-
µπεραίνουµε ότι 
 

η κίνηση µε σταθερή επιτάχυνση (κατά µέτρο και κατεύθυνση) λαµβάνει χώρα 
σε σταθερό επίπεδο.  
 

    Σαν παράδειγµα αναφέρουµε την κίνηση ενός σώµατος κάτω από την επίδραση του 
πεδίου βαρύτητας της Γης, σε µια σχετικά µικρή περιοχή του χώρου όπου το πεδίο 
αυτό µπορεί να θεωρείται οµογενές. Το σώµα τότε υπόκειται στη σταθερή επιτά-
χυνση της βαρύτητας gG  (κατακόρυφη προς τα κάτω) και η τροχιά του περιορίζεται 
στο επίπεδο που ορίζεται από την αρχική του ταχύτητα 0vG  και το gG . Όπως είναι εύ-
κολο να δούµε, το επίπεδο κίνησης είναι κάθετο στην επιφάνεια της Γης. 
 
 
2.6  Εφαπτοµενικές και Κάθετες Συνιστώσες 
 
Για ένα δοσµένο παρατηρητή, η ταχύτητα vG  και η επιτάχυνση aG  ενός κινητού είναι 
διανύσµατα µε απόλυτη φυσική υπόσταση, ανεξάρτητη από την επιλογή των αξόνων 
(x,y,z) του χώρου του. Αν επιλεγεί ένα διαφορετικό σύστηµα αξόνων (x΄,y΄,z΄ ) µε δι-
αφορετικό προσανατολισµό ως προς το (x,y,z), οι συνιστώσες των vG  και aG  θα αλλά-
ξουν αλλά τα ίδια τα διανύσµατα, ως γεωµετρικές ποσότητες, θα παραµείνουν αµετά-
βλητα. Θα δούµε, τώρα, έναν εναλλακτικό τρόπο ανάλυσης των vG  και aG  σε συνι-
στώσες, που δεν προϋποθέτει την επιλογή αξόνων στο χώρο αλλά σχετίζεται µε την 
ίδια την τροχιά του κινητού.   
 
    Ένα σηµείο Α της τροχιάς µπορεί, όπως πριν, να προσδιοριστεί µε το διάνυσµα θέ-
σης του, rG , ως προς οποιοδήποτε σηµείο αναφοράς Ο. Το διάνυσµα αυτό είναι µια 
δοσµένη συνάρτηση ( )r tG  του χρόνου. Ένας εναλλακτικός τρόπος προσδιορισµού τού 
Α είναι ο εξής: Επιλέγουµε ένα τυχαίο σηµείο C της καµπύλης και µια θετική φορά 
διαγραφής της. Η θέση τότε του σηµείου Α δίνεται από την επικαµπύλια απόσταση 
s=CA του A από το C. Προσέξτε ότι το s µπορεί να είναι θετικό ή αρνητικό, ανάλογα 
µε το αν το Α βρίσκεται µπροστά ή πίσω από το C κατά τη θετική φορά διαγραφής 
της καµπύλης (στο παρακάτω σχήµα το s είναι θετικό): 
                            

                                         

ii
rG

r′G

A

A′

O

C r∆G
s s∆

+

        
 
    Θεωρούµε τώρα τα σηµεία Α και Α΄ της τροχιάς από τα οποία πέρασε το κινητό τις 
χρονικές στιγµές t και t΄, αντίστοιχα. Έστω rG και rǴ  τα διανύσµατα θέσης των Α και 
Α΄ ως προς το Ο. Καλούµε r r΄ r∆ = −

G G G  και t t΄ t∆ = − , και γράφουµε  
                             
                                ( ) , ( ) ( ) ( )r r t r΄ r t΄ r t t r t r= = = + ∆ = + ∆

G G G G G G G . 
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Η ταχύτητα στο σηµείο Α τη χρονική στιγµή t είναι   
                                

                                     
0 0

( ) ( )lim lim
t t

dr r t t r t rv
dt t t∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆
= = =

∆ ∆

G G G GG  .  

Όµως,   r r s
t s t

∆ ∆ ∆
=

∆ ∆ ∆

G G
 ,   έτσι ώστε 

                                            
0 0 0

lim lim lim
t s t

r r s
t s t∆ → ∆ → ∆ →

∆ ∆ ∆⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟∆ ∆ ∆⎝ ⎠⎝ ⎠

G G
 

 
(διότι  0s∆ →  όταν  0t∆ → ).  Έχουµε, έτσι,  
 

                                                     dr dr dsv
dt ds dt

= =
G GG     (2.19) 

 
Η σχέση αυτή εκφράζει παράγωγο σύνθετης συνάρτησης, αφού ( )r r s=

G G  και ( )s s t= , 
έτσι ώστε ( )r r t=

G G .  
 
    Θέλουµε τώρα να βρούµε τη γεωµετρική σηµασία του διανύσµατος /dr dsG . Παρα-
τηρούµε ότι το διάνυσµα αυτό είναι το όριο του /r s∆ ∆

G  για 0s∆ → . Καθώς το 
0s∆ → , το /r s∆ ∆

G  τείνει να γίνει εφαπτόµενο στην τροχιά στο σηµείο Α, µε φορά 
προς την κατεύθυνση που αυξάνει το s (∆s>0), δηλαδή, προς τη θετική φορά διαγρα-
φής της καµπύλης. Επιπλέον, / 1r s∆ ∆ →

G  καθώς 0s∆ → . Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι 
το /dr dsG  είναι µοναδιαίο διάνυσµα εφαπτόµενο στην τροχιά στο Α και προσανατο-
λισµένο στη θετική φορά διαγραφής της. Γράφουµε: 
                                                     

                                                         ˆT
dru
ds

=
G

     (2.20) 

 
    Η (2.19) τώρα παίρνει τη µορφή   
 

                                                 ˆ ˆT T
dsv u vu
dt

= =
G

    (2.21) 

 
όπου v η αλγεβρική τιµή της ταχύτητας ως προς το ˆTu :   

                                                   dsv v
dt

= = ±
G  

Έτσι, αν v>0, η κίνηση είναι κατά τη θετική φορά της καµπύλης (το s αυξάνει), ενώ 
αν v<0, η κίνηση είναι κατά την αρνητική φορά (το s ελαττώνεται). Προσέξτε ότι το 
ˆTu  είναι πάντα προς τη θετική κατεύθυνση, ανεξάρτητα από τη φορά της κίνησης! Η 

(2.21) επαληθεύει ότι η ταχύτητα είναι διάνυσµα εφαπτόµενο στην τροχιά:  

                                           

ˆTu vG

A

+        



20 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

  

(Στο σχήµα η κίνηση γίνεται στη θετική κατεύθυνση, έτσι ώστε v>0.)  
 
    Προχωρούµε τώρα στη µελέτη της επιτάχυνσης, ξεκινώντας µε µια σηµαντική πα-
ρατήρηση: 
 

1. Μια συνιστώσα της επιτάχυνσης παράλληλη προς την ταχύτητα µπορεί να αλ-
λάξει το µέτρο αλλά όχι τη διεύθυνση της ταχύτητας. (Αυτό συµβαίνει στην 
ευθύγραµµη κίνηση.) 

2. Μια συνιστώσα της επιτάχυνσης κάθετη προς την ταχύτητα µπορεί να αλλάξει 
τη διεύθυνση αλλά όχι το µέτρο της ταχύτητας. (Αυτό προκύπτει από τη συζή-
τηση της Παρ.2.4.) 

 
Με δεδοµένο ότι η ταχύτητα είναι διάνυσµα εφαπτόµενο στην τροχιά, είναι λογικό να 
αναλύσουµε την επιτάχυνση aG  σε δύο συνιστώσες: 
 

1. Μια συνιστώσα TaG  εφαπτόµενη στην τροχιά (επιτρόχια επιτάχυνση) που είναι 
υπεύθυνη για την αλλαγή του µέτρου της ταχύτητας.  

2. Μια συνιστώσα NaG  κάθετη στην τροχιά (κεντροµόλος επιτάχυνση) που ευθύνε-
ται για την αλλαγή της διεύθυνσης της ταχύτητας.  

 
Η ολική επιτάχυνση του κινητού θα είναι το διανυσµατικό άθροισµα T Na a a= +

G G G , 
όπως βλέπουµε στο παρακάτω σχήµα:  
 
 
 
 
 
      
 
 
 
 
 
 
 
    Για να υπολογίσουµε τα TaG  και NaG , παραγωγίζουµε τη σχέση (2.21) ως προς t :   
 

                                     
ˆˆ ˆ( ) T

T T
dv d dv dua vu u v
dt dt dt dt

= = = +
GG    (2.22) 

 

Το διάνυσµα 
ˆTdu

dt
 είναι κάθετο στο ˆTu . Πράγµατι: 

                                 2ˆ 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 0
2 2

T
T T T T

du d du u u u
dt dt dt

⋅ = ⋅ = =   

 

vG

aG

TaG

NaG

ˆTu

ˆNu

A
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αφού  ˆ 1Tu = = σταθερό.  Επιπλέον, το 
ˆTdu

dt
 έχει φορά προς το εσωτερικό της τροχιάς 

διότι αυτό ισχύει και για την απειροστή µεταβολή ˆTdu  του ˆTu . [Έτσι, λόγω της 
(2.22), και η ίδια η επιτάχυνση aG  του κινητού θα πρέπει να κατευθύνεται προς το εσω-
τερικό της τροχιάς.] Ορίζουµε, λοιπόν, ένα µοναδιαίο διάνυσµα ˆNu  κάθετο στην τρο-
χιά και µε κατεύθυνση προς το εσωτερικό της, και γράφουµε   
 

                                              
ˆˆ ˆ ˆ ˆTT T

N N

dudu du u u
dt dt dt

= =    (2.23) 

 
Θεωρούµε προσεγγιστικά ότι το ˆTdu  παριστά µια απειροστή µεταβολή τού ˆTu  όταν 
αυτό µετατοπίζεται ελάχιστα κατά µήκος της καµπύλης µέσα σε χρονικό διάστηµα dt:  

ˆ ˆ ˆT T Tdu u ΄ u= − , όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
 

                   

A
A΄

ds

dϕ

dϕ

dϕ

ρ

K

ˆTu
ˆTu

ˆTu ΄

ˆTu ΄

ˆTdu

i
 

 

Τα ˆTu  και ˆTu ΄  είναι µοναδιαία διανύσµατα εφαπτόµενα στην καµπύλη στα αντίστοι-
χα σηµεία Α και Α΄. Τα σηµεία αυτά απέχουν µεταξύ τους κατά µια απειροστή επικα-
µπύλια απόσταση ds, την οποία διανύει το κινητό σε χρόνο dt. Επειδή η γωνία dφ µε-
ταξύ των ˆTu  και ˆTu ΄  είναι απειροστή, µπορούµε να γράψουµε  

                      ˆ ˆT Tdu u d dϕ ϕ=�  ,   όπου το dϕ  εκφράζεται σε rad .  

Η σχέση (2.23), έτσι, γράφεται (λαµβάνοντας υπόψη και ότι v=ds/dt): 
 

                                   
ˆ ˆ ˆ ˆT

N N N
du d d ds du u v u
dt dt ds dt ds

ϕ ϕ ϕ
= = =    (2.24) 

 
Επειδή το ds είναι απειροστό, µπορεί προσεγγιστικά να θεωρηθεί σαν τόξο ενός κύ-
κλου µε κέντρο Κ  (το σηµείο τοµής των καθέτων στην καµπύλη στα σηµεία Α και 
Α΄) και ακτίνα  ρ=ΑΚ.  Το Κ  ονοµάζεται κέντρο καµπυλότητας και το ρ ακτίνα κα-
µπυλότητας της τροχιάς στο Α. Έτσι, ds dρ ϕ� , και η (2.24) γίνεται   
 

                                                      
ˆ ˆT

N
du v u
dt ρ

=     (2.25) 
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Η (2.22) δίνει, τελικά, 
 

                                                   
2

ˆ ˆT N
dv va u u
dt ρ

= +
G

    (2.26) 

Γράφουµε: 
                                    

                                           2 2

2

ˆ ˆ

,

T T N N

T N

a a u a u

dv d s va a
dt dt ρ

= +

= = =

G

   (2.27) 

 
Το µέτρο της επιτάχυνσης είναι   
 

                                     
1/ 22 4

2 2
2T N

dv va a a
dt ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞= + = +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

G    (2.28) 

 
    Συνοψίζοντας τους διάφορους τρόπους ανάλυσης της ταχύτητας και της επιτάχυν-
σης σε συνιστώσες, γράφουµε: 
 

                                 
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
x x y y z z T

x x y y z z T T N N

v v u v u v u v u

a a u a u a u a u a u

= + + =

= + + = +

G
G    (2.29) 

 
Παρατηρούµε ιδιαίτερα ότι 
 
                                     2 2 2 2 2 2

x y z T Na a a a a a= + + = +
G    (2.30) 

 
     
    Ειδικές περιπτώσεις:   
 
α) Οµαλή καµπυλόγραµµη κίνηση:  v=σταθερό.  Έχουµε: 

                                   
2

ˆ ˆ0,T N N N
dv va a a u u
dt ρ

= = = =
G    (2.31) 

Παρατηρούµε ότι στην οµαλή κίνηση η επιτάχυνση είναι κάθετη στην ταχύτητα, σε 
συµφωνία µε τα συµπεράσµατα της Παρ.2.4. 
 
β) Ευθύγραµµη κίνηση:  ˆ ˆ, , T xs x u uρ = ∞ = = .  Έτσι, 

                                    2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ0 ,

T x x

N T T x

ds dxv u u v u
dt dt

v dva a a u u
dtρ

= = =

= = = =

G

G
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2.7  Κυκλική Κίνηση   
 
Η κυκλική κίνηση είναι επίπεδη κίνηση µε σταθερή ακτίνα καµπυλότητας: ρ=R= 
σταθερό.  Η τροχιά του κινητού είναι κύκλος ακτίνας R:  
 

                                          

⋅O
R

C
s

A
ˆTu

ˆNu

vG

+
θ

 
 
Εκλέγουµε σαν θετική φορά κίνησης την αριστερόστροφη, έτσι ώστε η επικαµπύλια 
απόσταση s από το σηµείο αναφοράς C , καθώς και η γωνία θ, αυξάνουν αριστερό-
στροφα και µειώνονται δεξιόστροφα. Όπως πάντα, το µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυ-
σµα ˆTu  είναι προσανατολισµένο στη θετική φορά της καµπύλης, ανεξάρτητα από τη 
φορά της κίνησης.  
 
    Ισχύει ότι  
                                               s Rθ=      (το θ σε rad). 
 
Η ταχύτητα του κινητού είναι   
 

                                             ˆ ,T
ds dv v u v R
dt dt

θ
= = =
G    (2.32) 

 
(Γενικά, v v= ±

G , ανάλογα µε τη φορά της κίνησης.) Ορίζουµε τη γωνιακή ταχύτητα 
 

                                                          d
dt
θω =         (2.33) 

έτσι ώστε 
 
                                                         v Rω=      (2.34) 
 

Η µονάδα µέτρησης του ω είναι το  rad/s = rad.s –1. (Προσέξτε ότι το πρόσηµο του ω 
συµπίπτει µε αυτό του v και δηλώνει τη φορά της κίνησης.)  
 
    Η επιτάχυνση είναι   
 
                                                 ˆ ˆT T N Na a u a u= +

G  
όπου 

                                
2 2( ),T N

dv d v Ra R a
dt dt R R

ω ω
= = = = .    
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Ορίζουµε τη γωνιακή επιτάχυνση     
 

                                                            d
dt
ωα =     (2.35) 

Έτσι έχουµε: 
 
                                               2,T Na R a Rα ω= =      (2.36) 
 
Όπως πάντα, 
 
                                         2 2 2 4

T Na a a R α ω= + = +
G    (2.37) 

 
    Όταν η κίνηση είναι οµαλή κυκλική, τα v και ω είναι σταθερά και οι (2.35) και 
(2.36) δίνουν: 0, 0Taα = = . Έτσι, η επιτάχυνση είναι αµιγώς κεντροµόλος: 
 

                                   
2

2ˆ ˆ ( , .)N N
va u R u v
R

ω ω σταθ= = =
G   (2.38) 

 
Από τη σχέση (2.33), και λαµβάνοντας υπόψη ότι ω= σταθερό, έχουµε  
 

                               
0 0 0

t t
d dt d dt dt

θ

θ
θ ω θ ω ω= ⇒ = = ⇒∫ ∫ ∫   

 
                                                        0 tθ θ ω= +     (2.39) 
 
Τέλος, ορίζουµε την περίοδο Τ  (µονάδα: s) και τη συχνότητα  f = 1/Τ  (µονάδα: s –1 ή 
hertz, Hz) της οµαλής κυκλικής κίνησης, µε τη σχέση   
 

                                                     2 2 f
T
πω π= =     (2.40) 

 
(Περισσότερα θα πούµε στο Κεφ.5, στα πλαίσια της µελέτης της περιοδικής κίνησης.)   
 
 
2.8  Σχετική Κίνηση  
 
Θεωρούµε δύο αντικείµενα Α, Β και έναν παρατηρητή Ο που χρησιµοποιεί το σύ-
στηµα συντεταγµένων (x,y,z). Το σύστηµα αυτό θα ονοµάζεται σύστηµα αναφοράς 
τού Ο. Τα διανύσµατα θέσης των Α και Β ως προς Ο είναι Ar

G  και Br
G , ενώ οι ταχύτητες 

των Α και Β ως προς Ο είναι 

                                                ,A B
A B

dr drv v
dt dt

= =
G GG G  .    

Καλούµε  
                                                         BA B Ar r r= −

G G G  
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x
y

z

O

Ar
G

Br
G

A

B
BArG

AvG

AvGBvG

BvG

BAvG

το διάνυσµα θέσης τού Β ως προς το Α :  
                                                                                                 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
    Η σχετική ταχύτητα του Β ως προς το Α ορίζεται  
                                                      

                                                        BA
BA

drv
dt

=
GG     (2.41) 

Παρατηρούµε ότι 
 

                                        ( ) B A
BA B A

d dr drv r r
dt dt dt

= − = − ⇒
G GG G G     

                                                         
                                                       BA B Av v v= −

G G G     (2.42) 
 
Όµοια, η σχετική ταχύτητα του Α ως προς το Β είναι   
                                      
                                                  AB A B BAv v v v= − = −

G G G G     (2.43) 
 

    Με ανάλογο τρόπο ορίζουµε τη σχετική επιτάχυνση του Β ως προς το Α: 
                              

                                ( )BA B A
BA B A

dv d dv dva v v
dt dt dt dt

= = − = − ⇒
G G GG G G  

 
                                                BA B A ABa a a a= − = −

G G G G     (2.44) 
όπου 

                                              ,A B
A B

dv dva a
dt dt

= =
G GG G  

 
οι επιταχύνσεις των Α και Β ως προς το Ο.   
 
    Φανταστείτε τώρα δύο παρατηρητές Ο και Ο΄ που κινούνται µε σταθερή σχετική 
ταχύτητα O Ov ′

G  ο ένας ως προς τον άλλον. Άρα, η σχετική τους επιτάχυνση είναι µη-
δέν:  

                                                  0O O
O O

dva
dt

′
′ = =

GG .   
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Οι παρατηρητές αυτοί παρακολουθούν την κίνηση ενός σωµατιδίου Σ :  

                                    

i

i

•

O

O′

x y

z

x′

y′

z′

Σ

rΣ
G

rΣ ′
G

              
 
Έστω OaΣ

G  και OaΣ ′
G  οι επιταχύνσεις τού Σ ως προς Ο και Ο΄, αντίστοιχα. Εφαρµό-

ζουµε τη σχέση (2.44), έτσι ώστε εδώ το Ο΄ να παίζει το ρόλο τού Α και το Σ το ρόλο 
τού Β:   
 
                                             O O O O Oa a a aΣ Σ Σ′ ′= − =

G G G G  .   

 
Καταλήγουµε έτσι σε ένα σηµαντικό συµπέρασµα: 
 

Ένα σωµατίδιο κινείται µε την ίδια επιτάχυνση ως προς δύο παρατηρητές που 
διατηρούν σταθερή σχετική ταχύτητα (δεν επιταχύνονται ο ένας ως προς τον άλ-
λον). 

 
Ειδικά,  

 
αν το σωµατίδιο κινείται µε σταθερή ταχύτητα (χωρίς επιτάχυνση) ως προς τον 
ένα παρατηρητή, θα κινείται µε σταθερή ταχύτητα και ως προς τον άλλον. 
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∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΟΥ ΣΗΜΕΙΑΚΟΥ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΟΥ 
 
 
3.1  Ο Νόµος της Αδράνειας 
 
Με τον όρο σηµειακό σωµατίδιο (ή απλά σωµατίδιο, ή σωµάτιο) θα εννοούµε κάθε 
σώµα του οποίου οι διαστάσεις θεωρούνται τόσο µικρές ώστε να µπορούµε να αγνο-
ούµε την περιστροφική του κίνηση. Αλλά και ένα σώµα µε πεπερασµένες (όχι αµελη-
τέες) διαστάσεις θα αντιµετωπίζεται σαν «σωµατίδιο» στην περίπτωση που η κίνησή 
του είναι αµιγώς µεταφορική (το σώµα, δηλαδή, δεν υφίσταται περιστροφή).  
 
    Ένα σωµάτιο λέγεται ελεύθερο αν (α) δεν υπόκειται σε καµία αλληλεπίδραση µε 
τον υπόλοιπο κόσµο (πράγµα µάλλον απίθανο!), ή (β) το σύνολο των αλληλεπιδρά-
σεών του είναι αθροιστικά µηδέν (οι αλληλεπιδράσεις αλληλοαναιρούνται και το σω-
µάτιο συµπεριφέρεται σαν να µην υπόκειται σε καµία αλληλεπίδραση). Σύµφωνα µε 
το νόµο της αδράνειας ή πρώτο νόµο του Νεύτωνα, 
 

ένα ελεύθερο σωµάτιο κινείται πάντοτε µε σταθερή ταχύτητα (δηλαδή, ευ-
θύγραµµα και οµαλά) ως προς οποιοδήποτε άλλο ελεύθερο σωµάτιο.  

 
Με άλλα λόγια, η σχετική ταχύτητα µεταξύ ελεύθερων σωµατίων είναι χρονικά στα-
θερή, και η σχετική τους επιτάχυνση είναι µηδέν (τα ελεύθερα σωµάτια δεν επιταχύνο-
νται το ένα ως προς το άλλο).   
 
    Φανταστείτε τώρα έναν παρατηρητή που είναι και ο ίδιος ελεύθερο «σωµάτιο» 
(αυτό ισχύει κατά προσέγγιση για κάποιον που βρίσκεται ακίνητος πάνω στην επιφά-
νεια της Γης). Ένας τέτοιος παρατηρητής ονοµάζεται αδρανειακός παρατηρητής, και 
το σύστηµα συντεταγµένων (π.χ., xyz) που χρησιµοποιεί καλείται αδρανειακό σύ-
στηµα αναφοράς. Σύµφωνα µε το νόµο της αδράνειας, 
 

διαφορετικοί αδρανειακοί παρατηρητές κινούνται µε σταθερή ταχύτητα (δηλαδή, 
ευθύγραµµα και οµαλά) ο ένας ως προς τον άλλον (η σχετική τους ταχύτητα εί-
ναι χρονικά σταθερή, και η σχετική τους επιτάχυνση είναι µηδέν).  

 
Έτσι, για παράδειγµα, ο επιβάτης ενός λεωφορείου που κινείται µε σταθερή ταχύτητα 
ως προς τη Γη είναι ένας αδρανειακός παρατηρητής, και ένα σύστηµα αξόνων (x,y,z) 
µέσα στο λεωφορείο είναι ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. 
 
    Με βάση το νόµο της αδράνειας, ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς µπορεί τώρα 
να χαρακτηριστεί ως εξής: 
 

Αδρανειακό σύστηµα αναφοράς είναι ένα σύστηµα συντεταγµένων (ή αξόνων) 
ως προς το οποίο ένα ελεύθερο σωµάτιο κινείται µε σταθερή ταχύτητα (ευθύ-
γραµµα και οµαλά), δηλαδή δεν επιταχύνεται. 
 

Σηµειώνουµε ότι ο αδρανειακός παρατηρητής που χρησιµοποιεί το σύστηµα αναφο-
ράς είναι, εξ ορισµού, ακίνητος ως προς αυτό. 
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    Ένα σύστηµα αναφοράς που επιταχύνεται ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα, προ-
φανώς δεν είναι αδρανειακό. Τούτο συµβαίνει, π.χ., µε τη Γη λόγω της σύνθετης κί-
νησής της ως προς τον Ήλιο (αν θεωρήσουµε τον τελευταίο ως περίπου αδρανειακό 
σύστηµα αναφοράς). Επειδή όµως η επιτάχυνση της Γης είναι σχετικά µικρή, µπο-
ρούµε για πρακτικούς λόγους να θεωρούµε προσεγγιστικά τη Γη σαν αδρανειακό σύ-
στηµα. Έτσι, κάθε παρατηρητής που κινείται µε σταθερή ταχύτητα ως προς τη Γη θα 
θεωρείται αδρανειακός παρατηρητής. 
 
 
3.2  Ορµή, ∆ύναµη, και Νόµοι του Νεύτωνα 
 
Ως αφηρηµένη έννοια, η δύναµη είναι ένα µέτρο της προσπάθειας που απαιτείται για 
να µεταβληθεί η κινητική κατάσταση ενός σώµατος. Μια πρώτη σκέψη θα ήταν να 
ορίζαµε τη δύναµη ως ταυτόσηµη µε την επιτάχυνση. Από την εµπειρία µας, όµως, 
γνωρίζουµε ότι διαφορετικά σώµατα απαιτούν γενικά διαφορετική προσπάθεια για να 
αποκτήσουν την ίδια επιτάχυνση ή, πιο απλά, την ίδια ταχύτητα µέσα στο ίδιο χρο-
νικό διάστηµα. (Προσπαθήστε, π.χ., να επιταχύνετε το ίδιο ένα βιβλίο και ένα αυτο-
κίνητο σπρώχνοντάς τα!) Αυτό συµβαίνει διότι διαφορετικά σώµατα έχουν διαφορε-
τική αδράνεια, δηλαδή εµφανίζουν διαφορετική αντίσταση στη µεταβολή της κινητι-
κής τους κατάστασης. Η ιδιότητα αυτή, λοιπόν, θα πρέπει να ληφθεί υπόψη στον ορι-
σµό της δύναµης. Για το σκοπό αυτό, εισάγουµε ένα νέο φυσικό µέγεθος που το ονο-
µάζουµε γραµµική ορµή ή απλά ορµή του θεωρούµενου σώµατος: 
 
                                                         p mv=      (3.1) 
 
όπου v  η ταχύτητα του σώµατος. Ο συντελεστής m ονοµάζεται µάζα και είναι ένα 
µέτρο της αδράνειας του σώµατος. 
 
    Ο λεγόµενος δεύτερος νόµος του Νεύτωνα (ή συνήθως απλά «νόµος του Νεύτωνα»), 
που ισχύει µόνο σε αδρανειακά συστήµατα αναφοράς, ουσιαστικά ορίζει τη δύναµη 
που ασκείται σε ένα σώµα σαν το ρυθµό µεταβολής της ορµής του σώµατος:  
                                                         

                                                          
dpF
dt

=     (3.2) 

 
Αλλά, 

                                              ( )dp d dvmv m
dt dt dt

= =  

 
όπου η µάζα m του σώµατος θεωρείται δεδοµένη και σταθερή. Έτσι, 
 
                                                         F ma=     (3.3) 
 
όπου /a dv dt=  η επιτάχυνση του σώµατος. Τονίζουµε ότι (α) η µορφή (3.3) του νό-
µου του Νεύτωνα ισχύει µόνο για σώµα µε σταθερή µάζα, και (β) οι σχέσεις (3.2) και 
(3.3) ισχύουν υπό την προϋπόθεση ότι ο παρατηρητής που µετράει την ταχύτητα και 
την επιτάχυνση του σώµατος είναι αδρανειακός παρατηρητής.  
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    Η (3.3) είναι µια διανυσµατική εξίσωση που ισοδυναµεί µε τρεις αλγεβρικές εξι-
σώσεις, µία για κάθε συνιστώσα των διανυσµάτων. Γράφουµε:  
 
                            ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .x x y y z z x x y y z zF F u F u F u a a u a u a u= + + = + +    
 
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις αυτές στην (3.3) και εξισώνοντας αντίστοιχες συνι-
στώσες στα δύο µέλη, σύµφωνα µε την (1.8), έχουµε  
 
                                      , ,x x y y z zF ma F ma F ma= = =   (3.4) 
 
    Τώρα, σύµφωνα και µε το νόµο της αδράνειας, η µεταβολή της κινητικής κατά-
στασης ενός σώµατος προϋποθέτει αλληλεπίδραση του σώµατος µε τον υπόλοιπο κό-
σµο. Η δύναµη F  είναι ακριβώς ένα µέτρο αυτής της αλληλεπίδρασης. Αν το σώµα 
δεν υπόκειται σε αλληλεπιδράσεις, τότε F =0 και από την (3.3) συνάγεται ότι η ταχύ-
τητα του σώµατος ως προς αδρανειακό σύστηµα αναφοράς είναι σταθερή (δεδοµένου 
ότι η επιτάχυνση είναι µηδέν). Παρατηρούµε, λοιπόν, ότι ο δεύτερος νόµος του Νεύ-
τωνα είναι απόλυτα συµβατός µε το νόµο της αδράνειας, υπό την προϋπόθεση ότι οι 
νόµοι αυτοί εξετάζονται από τη σκοπιά ενός αδρανειακού συστήµατος αναφοράς. 
 
    Σύµφωνα µε την (3.2), αν σε ένα σώµα δεν ασκείται δύναµη ( F =0 ), η ορµή p  
του σώµατος µένει σταθερή, αφού / 0dp dt = . Η πρόταση αυτή, που είναι ένας άλλος 
τρόπος διατύπωσης του νόµου της αδράνειας, αποτελεί την πιο απλή εκδοχή µιας γε-
νικότερης αρχής που ονοµάζεται αρχή διατήρησης της ορµής :   
 

Όταν σε ένα σύστηµα σωµατιδίων δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις, η ολική 
ορµή του συστήµατος µένει σταθερή. 

 
Η αρχή αυτή (την οποία θα µελετήσουµε αναλυτικότερα στο Κεφ.6) µας οδηγεί σε 
έναν ακόµα νόµο του Νεύτωνα, και µπορεί να θεωρηθεί ισοδύναµη µε το νόµο αυτό. 
Ας θεωρήσουµε, για παράδειγµα, ένα σύστηµα δύο σωµατιδίων που υπόκεινται µόνο 
στην αµοιβαία τους αλληλεπίδραση (δεν υπάρχουν εξωτερικές δυνάµεις). Η ολική 
ορµή του συστήµατος τις χρονικές στιγµές  t  και  t+∆t  είναι   
 

                                      
1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

( ) ,

( ) .

P t p p m v m v

P t t p p m v m v

= + = +

′ ′ ′ ′+ ∆ = + = +
   

 
∆ιατήρηση της ορµής σηµαίνει ότι   
 
                                1 2 1 2( ) ( )P t P t t p p p p′ ′= + ∆ ⇒ + = + ⇒  

                                   1 1 2 2 1 2( )p p p p p p′ ′− = − − ⇔ ∆ = −∆   (3.5) 
Έτσι,   
 

                      1 2 1 2 1 2
0 0

lim lim .
t t

p p p p dp dp
t t t t dt dt∆ → ∆ →

∆ ∆ ∆ ∆
= − ⇒ = − ⇒ = −

∆ ∆ ∆ ∆
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Αλλά, από την (3.2), 

                                               1 2
12 21,dp dpF F

dt dt
= =     

 
όπου 12F  η δύναµη που ασκείται στο σωµάτιο 1 από το σωµάτιο 2, και 21F  η δύναµη 
στο σωµάτιο 2 από το σωµάτιο 1. Άρα, τελικά, 
 
                                                          12 21F F= −     (3.6) 
 
Η σχέση (3.6) εκφράζει τον τρίτο νόµο του Νεύτωνα ή νόµο δράσης-αντίδρασης. Προ-
σέξτε ότι ο νόµος αυτός είναι άµεση συνέπεια της αρχής διατήρησης της ορµής, η ο-
ποία αρχή, µε τη σειρά της, αποτελεί γενίκευση του νόµου της αδράνειας για ένα σύ-
στηµα σωµατιδίων. Λαµβάνοντας υπόψη ότι και ο δεύτερος «νόµος» του Νεύτωνα 
(που είναι, κατ’ ουσία, απλά ένας ορισµός, αυτός της έννοιας της δύναµης) αποτελεί 
µια λογική συνέχεια του πρώτου νόµου, αντιλαµβανόµαστε τη µεγάλη σπουδαιότητα 
του νόµου της αδράνειας στη θεµελίωση της Νευτώνειας Μηχανικής. Θα λέγαµε, µε 
κάποιο ρίσκο υπερβολής, ότι ολόκληρο το οικοδόµηµα της Μηχανικής στηρίζεται 
πάνω στο νόµο της αδράνειας!   
 
    Θα έχετε ίσως παρατηρήσει ότι ορίσαµε την ορµή, η οποία εµπεριέχει τη µάζα, χω-
ρίς προηγουµένως να έχουµε επακριβώς ορίσει την ίδια τη µάζα. Θα περιγράψουµε 
τώρα µια µέθοδο προσδιορισµού της µάζας µε βάση την αρχή διατήρησης της ορµής. 
Θεωρούµε και πάλι ένα αποµονωµένο σύστηµα (χωρίς, δηλαδή, εξωτερικές δυνάµεις) 
αποτελούµενο από δύο σωµατίδια µε µάζες m1, m2, τα οποία αλληλεπιδρούν (π.χ., συ-
γκρούονται, ή, αν είναι ηλεκτρικά φορτισµένα, ασκούν δυνάµεις Coulomb το ένα στο 
άλλο, κλπ.). Έστω ότι, µέσα σε χρονικό διάστηµα ∆t, οι ορµές των m1 και m2 µετα-
βάλλονται κατά 1p∆ και 2p∆ , αντίστοιχα. Σύµφωνα µε τη σχέση (3.5), 1 2p p∆ = −∆ ή  
 
                                                  1 1 2 2m v m v∆ = − ∆     (3.7) 
 
Παίρνοντας τα µέτρα των διανυσµάτων στα δύο µέλη, έχουµε:    
 
                                                 1 1 2 2m v m v∆ = ∆ ⇒  

                                                         2 1

1 2

m v
m v

∆
=
∆

    (3.8) 

 
Αποδεικνύεται πειραµατικά ότι ο λόγος των µέτρων στο δεξί µέλος τής (3.8) παίρνει 
πάντα την ίδια τιµή για δοσµένα σωµατίδια m1 και m2 , ανεξάρτητα από τον τρόπο ή 
το χρόνο αλληλεπίδρασής τους. Επίσης, τα διανύσµατα 1v∆  και 2v∆  βρίσκεται πως 
έχουν αντίθετες κατευθύνσεις, σε συµφωνία µε την (3.7). Επιβεβαιώνεται έτσι ότι, σε 
κάθε σωµατίδιο του συστήµατος αντιστοιχεί µια σταθερή ποσότητα m, η µάζα του, 
τέτοια ώστε το άθροισµα 1 1 2 2m v m v+  να µένει σταθερό όταν τα σωµατίδια υπόκεινται 
µόνο στην αµοιβαία τους αλληλεπίδραση (αρχή διατήρησης της ορµής). Η σχέση 
(3.8), τώρα, µας επιτρέπει να προσδιορίσουµε το λόγο m2/m1 µετρώντας πειραµατικά 
το λόγο των µέτρων των 1v∆  και 2v∆ . Έτσι, ορίζοντας αυθαίρετα τη µάζα του σωµα-
τιδίου 1 ίση µε τη µονάδα, προσδιορίζουµε τη µάζα του σωµατιδίου 2 ως εξής: αφή-
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νουµε τα δύο σωµατίδια να αλληλεπιδράσουν για ένα χρονικό διάστηµα ∆t και, αφού 
µετρήσουµε τις (διανυσµατικές) µεταβολές των ταχυτήτων τους στο διάστηµα αυτό, 
υπολογίζουµε το λόγο των µέτρων των µεταβολών αυτών. Το αποτέλεσµα δίνει (α-
ριθµητικά) τη µάζα m2 του σωµατιδίου 2 (αφού, εξ ορισµού, η m1 λαµβάνεται ως µο-
νάδα). Με όµοιο τρόπο προσδιορίζουµε, γενικά, τη µάζα m οποιουδήποτε σωµατιδί-
ου, αφήνοντάς το να αλληλεπιδράσει µε ένα σωµατίδιο γνωστής µάζας. Μετρώντας 
τη στιγµιαία επιτάχυνση a  του σωµατιδίου m, βρίσκουµε την αντίστοιχη στιγµιαία  
δύναµη F  που ασκείται πάνω του µε χρήση του νόµου του Νεύτωνα (3.3).   
 
    Στο σύστηµα S.I., η µονάδα µάζας είναι το 1kg=103 g, ενώ η µονάδα δύναµης είναι 
το 1Newton=1N=1kg.m.s –2 .   
                     
    Έστω τώρα ότι ένα σώµα µάζας m υπόκειται σε διάφορες αλληλεπιδράσεις µε το 
περιβάλλον του, οι οποίες αντιστοιχούν στις δυνάµεις 1 2, ,F F . Το διανυσµατικό 
άθροισµα  

                                             1 2i
i

F F F F≡ = + +∑ ∑  

 
αποτελεί τη συνισταµένη δύναµη που δρα πάνω στο σώµα. Ο δεύτερος νόµος του 
Νεύτωνα παίρνει τότε τη µορφή  
 

                                                   
dpF ma
dt

= =∑     (3.9) 

 
Έστω , ,x y za a a  οι συνιστώσες της επιτάχυνσης a . Σύµφωνα µε τη σχέση (1.10), οι 

συνιστώσες της συνισταµένης δύναµης FΣ  είναι ΣFx , ΣFy , ΣFz , όπου ΣFx το άθροι-
σµα των x-συνιστωσών των 1 2, ,F F , κλπ. Εξισώνοντας αντίστοιχες συνιστώσες στα 
µέλη τής (3.9), έχουµε  
 
                              , ,x x y y z zF ma F ma F ma= = =∑ ∑ ∑   (3.10) 
 

    Για  παράδειγµα,  έστω  ότι  ένα  σώµα  µάζας  m=2kg  υπόκειται  στις  δυνάµεις  
1 (3,1, 1)F N≡ −  και 2 ( 1,3, 1)F N≡ − − . Η συνισταµένη δύναµη είναι   

                                            1 2 (2,4, 2)F F F N= + ≡ −∑  

έτσι ώστε  ΣFx=2N,  ΣFy=4N,  ΣFz= −2N.  Από τις (3.10) βρίσκουµε την επιτάχυνση 
του σώµατος :  2( , , ) (1,2, 1)x y za a a a m s−≡ ≡ − ⋅ .   
 
    Λέµε ότι ένα σώµα βρίσκεται σε ισορροπία αν η συνισταµένη δύναµη πάνω του 
είναι µηδέν: 0FΣ = . Προσέξτε ότι ισορροπία δεν σηµαίνει απαραίτητα ακινησία 
( 0v = ): Σύµφωνα µε την (3.9), ένα σώµα που ισορροπεί απλά δεν επιταχύνεται  
( 0)a = , δηλαδή, είτε κινείται ευθύγραµµα και οµαλά, είτε, αν είναι αρχικά ακίνητο,  
παραµένει ακίνητο. Αντίστροφα, ένα σώµα µπορεί να είναι στιγµιαία ακίνητο αλλά να 
µην βρίσκεται σε ισορροπία. Η ολική δύναµη που δρα σε αυτό, τότε, θα προκαλέσει 
επιτάχυνση η οποία θα θέσει το σώµα σε κίνηση την αµέσως επόµενη στιγµή. (Για 
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παράδειγµα, αν πετάξουµε µια πέτρα προς τα πάνω, αυτή θα σταµατήσει στιγµιαία 
µόλις φτάσει σε ένα µέγιστο ύψος και αµέσως µετά θα κινηθεί προς τα κάτω υπό την 
επίδραση της βαρύτητας.)  
 
    Σηµειώσαµε νωρίτερα ότι ένα σώµα µε πεπερασµένες διαστάσεις µπορεί να αντι-
µετωπίζεται σαν σηµειακό σωµατίδιο όταν η κίνησή του είναι αµιγώς µεταφορική 
(δεν περιστρέφεται). Μια τέτοια κίνηση εξαρτάται µόνο από τη συνισταµένη δύναµη 
που δρα στο σώµα, χωρίς να µας ενδιαφέρει σε ποια ακριβώς σηµεία του σώµατος 
ασκούνται οι επιµέρους δυνάµεις. Αντίθετα, όπως θα δούµε αργότερα (Κεφ.7), τα 
σηµεία εφαρµογής των επιµέρους δυνάµεων έχουν µεγάλη σηµασία για την περι-
στροφική κίνηση του σώµατος, αφού η κίνηση αυτή καθορίζεται από την ολική ροπή 
που ασκείται στο σώµα.  
 
 
3.3  ∆ύναµη Βαρύτητας 
 
Κοντά στην επιφάνεια της Γης, όλα τα σώµατα πέφτουν προς τη Γη µε την ίδια επι-
τάχυνση g  (αν αγνοήσουµε την αντίσταση του αέρα) που ονοµάζεται επιτάχυνση της 
βαρύτητας και έχει µέτρο 29.8g m s−⋅ . Η δύναµη της βαρυτικής έλξης που υφίστα-
ται ένα σώµα από τη Γη ονοµάζεται βάρος του σώµατος και θα συµβολίζεται µε w . 
Αν m είναι η µάζα του σώµατος, τότε, σύµφωνα µε το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα,  
                                                          
                                                            w mg=     (3.11) 
 
    Για µεγαλύτερες αποστάσεις από την επιφάνεια της Γης, η τιµή τού g (άρα και του 
βάρους ενός σώµατος) µεταβάλλεται σαν συνάρτηση της απόστασης από τη Γη. Κα-
λούµε M και R τη µάζα και την ακτίνα της Γης, και h το ύψος πάνω από την επιφά-
νεια της Γης για το οποίο θέλουµε να προσδιορίσουµε το g. Σύµφωνα µε το νόµο της 
βαρύτητας του Νεύτωνα, η βαρυτική έλξη που υφίσταται ένα σώµα µάζας m στο ύψος 
αυτό είναι, κατά µέτρο,  

                                                    2( )
Mmw G

R h
=

+
     (3.12) 

 
όπου G µια σταθερά. Λαµβάνοντας υπόψη ότι  w=mg , βρίσκουµε ότι  
 

                                                     2( )
GMg

R h
=

+
    (3.13) 

 
    Προσέξτε ότι το πηλίκο w/m , που παριστά την ένταση του βαρυτικού πεδίου στη 
θεωρούµενη θέση, παριστά επίσης και την επιτάχυνση της βαρύτητας  g. Σύµφωνα µε 
την (3.13), το g είναι ανεξάρτητο από τη µάζα m του σώµατος. Το ότι, γενικά, η έ-
νταση ενός πεδίου είναι ανεξάρτητη από το υπόθεµα (π.χ., µάζα m, ηλεκτρικό φορτίο 
q, κλπ.) το οποίο υφίσταται δύναµη από το πεδίο, είναι αναµενόµενο. Το ότι, όµως, η 
επιτάχυνση του υποθέµατος, σε κάθε σηµείο του χώρου, είναι ανεξάρτητη από τις 
φυσικές ιδιότητές του και ίδια για όλα τα υποθέµατα στο σηµείο αυτό, είναι χαρα-
κτηριστική ιδιότητα του βαρυτικού πεδίου και ισχύει όταν το πεδίο αυτό είναι το µό-
νο που επιδρά πάνω στο υπόθεµα στη θεωρούµενη περιοχή του χώρου.  
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3.4  ∆υνάµεις Τριβής 
 
Η τριβή είναι δύναµη που τείνει να εµποδίσει την ολίσθηση µιας επιφάνειας πάνω σε 
µια άλλη. Είναι αθροιστικό αποτέλεσµα πολλών µικροσκοπικών αλληλεπιδράσεων 
ηλεκτροµαγνητικής φύσης ανάµεσα στα άτοµα ή µόρια των δύο επιφανειών.  
                                                                                                 
 
 
 
 
 
 
 
    Ας θεωρήσουµε, για παράδειγµα, ένα κιβώτιο βάρους w  πάνω σε µια οριζόντια 
επιφάνεια. Αρχικά το κιβώτιο ισορροπεί υπό την επίδραση δύο δυνάµεων: του βά-
ρους του και της κάθετης αντίδρασης N  από την επιφάνεια. Λόγω της ισορροπίας, η 
συνισταµένη δύναµη στο κιβώτιο είναι µηδέν : 0N w N w+ = ⇔ = − . 
 
    Σπρώχνουµε τώρα το κιβώτιο προς τα δεξιά µε µια δύναµη F , η οποία µπορεί να 
µεταβάλλεται (βλ. σχήµα). Το κιβώτιο «θέλει» να ολισθήσει προς τα δεξιά, αλλά υ-
πάρχει µια δύναµη f  που αντιτίθεται σε αυτό: η τριβή, που έχει φορά προς τα αρι-
στερά. Αν η F  δεν είναι αρκετά µεγάλη, η f  καταφέρνει να την εξουδετερώσει και 
το κιβώτιο παραµένει ακίνητο. Λέµε τότε ότι η f  είναι στατική τριβή και τη συµβολί-
ζουµε µε sf . Προφανώς, 0sF f+ = . Ανάλογα µε την εφαρµοζόµενη δύναµη F , η 

sf  κυµαίνεται από µηδέν (όταν 0F = ) µέχρι µια µέγιστη τιµή ,maxsf . 
 
    Όταν η F  ξεπεράσει (κατά µέτρο) την ,maxsf , το κιβώτιο τίθεται σε κίνηση και επι-

ταχύνεται προς τα δεξιά. Η τριβή τότε ελαττώνεται από ,maxsf  σε µια νέα, σταθερή 

τιµή kf  (επίσης προς τα αριστερά) που αντιτίθεται στην κίνηση και ονοµάζεται κινη-

τική τριβή. Η ολική δύναµη στο κιβώτιο κατά την κίνηση είναι kF F fολ = + .  Αν υπο-
θέσουµε ότι το κιβώτιο κινείται στη θετική κατεύθυνση του άξονα x, τότε 
                               
                              ˆ ˆ ˆ ˆ,x x k k x k xF F u F u f f u f u= = = − = −  

και 
                                   ˆ ˆ ˆ( ) ( )x k x k xF F u f u F f uολ = + − = −    (3.14) 
 
∆ιαιρώντας την Fολ  µε τη µάζα m του κιβώτιου, βρίσκουµε την επιτάχυνσή του a . 
Στην οριακή περίπτωση που F= fk , η Fολ  είναι µηδέν και το κιβώτιο κινείται µε στα-

θερή ταχύτητα. Αν αποσύρουµε τη δύναµη F , η τριβή kf  επιβραδύνει το σώµα ώ-
σπου τελικά αυτό παύει να κινείται.  
 
 
 

w

N

F
kf

0v ≠

w

N

F
sf

0v =
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    Όπως βρίσκεται πειραµατικά, τόσο το µέτρο ,maxsf  της µέγιστης στατικής τριβής, 
όσο και το µέτρο kf  της κινητικής τριβής, είναι ανάλογα του µέτρου N  της κάθετης 
αντίδρασης από την επιφάνεια στο σώµα. Έτσι, οι δυνατές τιµές της στατικής τριβής 
είναι   
                                         
                                                  ,max0 s s sf f Nµ≤ ≤ =    (3.15) 
 
ενώ η τιµή της κινητικής τριβής είναι   
 
                                                           k kf Nµ=     (3.16) 
 
όπου sµ  και kµ  οι συντελεστές τριβής (στατικής και κινητικής, αντίστοιχα), µε   

kµ < sµ . Προσέξτε ότι τα sµ  και kµ  είναι αδιάστατες ποσότητες (καθαροί αριθµοί). 
Οι συντελεστές αυτοί εξαρτώνται από τη φύση των δύο επιφανειών, και τυπικά κυ-
µαίνονται µεταξύ 0.05 και 1.5 .  
 
    Περιγράφουµε τώρα µια µέθοδο πειραµατικού προσδιορισµού των συντελεστών 
τριβής µεταξύ δύο επιφανειών : 
                                   

                                 

f

N

w

ˆxu

ˆ yu

θ

θ  
 
 
    Θεωρούµε κεκλιµένο επίπεδο µεταβλητής γωνίας θ, πάνω στο οποίο έχουµε τοπο-
θετήσει κιβώτιο µάζας m . Για µικρές τιµές της γωνίας θ το κιβώτιο µένει ακίνητο, 
διότι η στατική τριβή sf  εξουδετερώνει τη συνιστώσα sinxw mg θ=  του βάρους κα-
τά µήκος του κεκλιµένου επιπέδου. Αυξάνοντας βαθµιαία τη γωνία θ, παρατηρούµε 
ότι το κιβώτιο παραµένει ακίνητο µέχρις ότου η γωνία ξεπεράσει µια οριακή τιµή 
θ=θc , οπότε το σώµα αρχίζει να ολισθαίνει.  
 
    Το σώµα υπόκειται σε τρεις δυνάµεις: το βάρος του, w mg= , την κάθετη δύναµη 
N  από το κεκλιµένο επίπεδο, και την τριβή f  (στατική sf  ή κινητική kf , ανάλογα 
αν 0v =  ή 0v ≠ , αντίστοιχα). Για λόγους ευκολίας, αναλύουµε το βάρος σε δύο κά-
θετες συνιστώσες: την sinxw mg θ=  κατά µήκος του κεκλιµένου επιπέδου, και την 

cosyw mg θ=  κάθετη σε αυτό. ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
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    α) Για cθ θ≤ , το σώµα ισορροπεί ακίνητο. Η συνθήκη ισορροπίας είναι  
                                                 
                                                   0sF w N f= + + =∑  
 
ή, σε συνιστώσες,  
 

                                
0 sin 0 sin

0 cos 0 cos
x s s

y

F mg f mg f

F N mg mg N

θ θ

θ θ

= ⇒ − = ⇒ =

= ⇒ − = ⇒ =
∑
∑

 

 
∆ιαιρώντας κατά µέλη,   

                                              tan tans
s

f f N
N

θ θ= ⇒ =  .   

Αλλά,  

                                  ,max tan tans s s sf f N Nθ µ θ µ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤   .  

 
Στην οριακή περίπτωση cθ θ= , έχουµε ότι ,maxs sf f=  και  
                                                                  
                                                          tan c sθ µ=     (3.17) 
 
Μετρώντας τη γωνία cθ , προσδιορίζουµε το συντελεστή sµ .   
 
    β) Για cθ θ> , το σώµα κινείται επιταχυνόµενο κατά µήκος του κεκλιµένου επιπέ-
δου. Η τριβή τώρα είναι κινητική. Αν ελαττώσουµε βαθµιαία τη γωνία θ, θα βρούµε 
κάποια τιµή c c΄θ θ<  τέτοια ώστε το σώµα να κινείται µε σταθερή ταχύτητα. Από το 
νόµο του Νεύτωνα (λαµβάνοντας υπόψη ότι το σώµα δεν επιταχύνεται), έχουµε  
                                                
                                              0kF w N f= + + =∑   . 
 
Παίρνοντας συνιστώσες, όπως πριν, βρίσκουµε  
                                
                                 sin , cosc k k cmg ΄ f N mg ΄ Nθ µ θ= = =  
 
και διαιρώντας κατά µέλη,  
 
                                                       tan c k΄θ µ=     (3.18) 
 
Το γεγονός ότι c c΄θ θ< , σε συνδυασµό µε τις (3.17) και (3.18), µας δείχνει ότι 

k sµ µ< . Αυτό σηµαίνει ότι  fk < fs,max  .  
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3.5  Συστήµατα µε Μεταβλητές Μάζες  
 
Στην περίπτωση ενός σηµειακού σωµατιδίου ή ενός σταθερού σώµατος µάζας m, ο 
δεύτερος νόµος του Νεύτωνα µπορεί να γραφεί µε δύο ισοδύναµους τρόπους :  
  

                                     ( ) ( )dpF F ma
dt

α β= ⇔ =    

 
Στην περίπτωση, όµως, ενός συστήµατος σωµατιδίων που κινούνται ανεξάρτητα, η 
σχέση (β) δεν είναι εφαρµόσιµη, αφού δεν προσδιορίζει τι ακριβώς παριστά η επιτά-
χυνση a  (στο Κεφάλαιο 6, όµως, θα δούµε ότι η σχέση αυτή αποκτά νόηµα µε την 
εισαγωγή της έννοιας του κέντρου µάζας). Έτσι, στη µηχανική των συστηµάτων χρη-
σιµοποιούµε, γενικά, τη σχέση (α), στη µορφή  
 

                                                         dPF
dt

=      (3.19) 

 
όπου P  η ολική ορµή του συστήµατος τη χρονική στιγµή t, και F  η ολική εξωτερική 
δύναµη που δρα στο σύστηµα τη στιγµή αυτή (θα αποδείξουµε αναλυτικά τη σχέση 
αυτή στο Κεφ.6).  
 
    Υπάρχουν συστήµατα των οποίων τα µέρη έχουν µεταβλητές µάζες λόγω ανακατα-
νοµής της ολικής µάζας του συστήµατος (η οποία, για το χρονικό διάστηµα που µας 
ενδιαφέρει, µένει σταθερή). Σαν απλό παράδειγµα του τρόπου εργασίας µας σε τέ-
τοιες περιπτώσεις, θεωρούµε µια κινούµενη πλατφόρµα πάνω στην οποία πέφτει άµ-
µος µε αµελητέα ταχύτητα και µε ρυθµό α kg/s. Θέλουµε να βρούµε τη δύναµη F  
που πρέπει να ασκήσουµε στην πλατφόρµα έτσι ώστε αυτή να κινείται µε σταθερή 
ταχύτητα v .                                                               

                               

⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅ ⋅⋅
⋅
⋅⋅⋅ ⋅ ⋅⋅

⋅

⋅ ⋅ ⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅

⋅⋅
⋅

⋅⋅

F

.v σταθ=

m
M

 
 
Καλούµε Μ τη (σταθερή) µάζα της πλατφόρµας, m τη µάζα της άµµου που έχει ήδη 
πέσει στην πλατφόρµα τη χρονική στιγµή t, και dm την επιπλέον µάζα άµµου που πέ-
φτει µέσα σε χρονικό διάστηµα dt. Από τα δεδοµένα του προβλήµατος,  

                                                 ( / )dm kg s
dt

α=     (3.20) 

Τώρα, για να χρησιµοποιήσουµε τη σχέση (3.19) θα πρέπει πρώτα να αποφασίσουµε 
σε ποιο ακριβώς σύστηµα µαζών θα την εφαρµόσουµε. Η ολική µάζα του συστήµατος 
αυτού µένει σταθερή µέσα στο χρονικό διάστηµα dt, αλλά υφίσταται ανακατανοµή. 
Σαν σύστηµα θεωρούµε αυτό που αποτελείται από τα M, m και dm. Τη χρονική στιγ-
µή t, η µάζα (M+m) κινείται µε ταχύτητα v  ενώ η dm είναι σχεδόν ακίνητη (η ποσό-
τητα αυτή δεν έχει πέσει ακόµα πάνω στην πλατφόρµα). Τη στιγµή t+dt, όµως, η συ-
νολική µάζα (M+m+dm) κινείται µε ταχύτητα v . Αν ( )P t  και ( )P t dt+  είναι η ολική 
ορµή του συστήµατος τις δύο αυτές χρονικές στιγµές, έχουµε:  
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                   ( ) ( ) ( ) 0 , ( ) ( )P t M m v dm P t dt M m dm v= + + ⋅ + = + + .   

Η µεταβολή της ορµής του συστήµατος µέσα στο διάστηµα dt είναι  

                       ( ) ( ) ( ) dP dmdP P t dt P t dm v v v
dt dt

α= + − = ⇒ = =   

όπου χρησιµοποιήσαµε την (3.20). Σύµφωνα µε την (3.19), το /dP dt  παριστά την 
ολική εξωτερική δύναµη στο σύστηµα τη χρονική στιγµή t, που δεν είναι άλλη από τη 
δύναµη F  που ασκούµε στην πλατφόρµα. Έτσι,  

                                                     dmF v v
dt

α= =     (3.21) 

Προσέξτε στην (3.21) ότι η δύναµη είναι ανάλογη όχι της επιτάχυνσης (η οποία εδώ 
είναι µηδέν), αλλά της ταχύτητας!  
 
 
3.6  Επιτρόχια και Κεντροµόλος ∆ύναµη  
 
Θυµίζουµε (Παρ.2.6) ότι η επιτάχυνση a  στην καµπυλόγραµµη κίνηση µπορεί, γενι-
κά, να αναλυθεί σε επιτρόχια συνιστώσα Ta , εφαπτόµενη στην τροχιά, και κεντροµό-
λο συνιστώσα Na , κάθετη στην τροχιά:  
 

                                   

•
m ˆTu

ˆNu

Ta

Na

TF

NF

v

a

F

 
 
 
                                          ˆ ˆT N T T N Na a a a u a u= + = +    (3.22) 
 
όπου 

                                             
2

,T N
dv va a
dt ρ

= =     (3.23) 

 
 ( v v= ±  και ρ=ακτίνα καµπυλότητας). Συνδυάζοντας την (3.22) µε το νόµο του Νεύ-

τωνα, βρίσκουµε την έκφραση για την ολική (συνισταµένη) δύναµηF που ασκείται 
σε σωµατίδιο µάζας m το οποίο εκτελεί καµπυλόγραµµη κίνηση:  
 
                                   ˆ ˆT N T T N NF ma F F F u F u= = + = +     (3.24) 

όπου 
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2

,T T N N
dv vF ma m F ma m
dt ρ

= = = =      (3.25) 

 
Η επιτρόχια συνιστώσα TF  είναι υπεύθυνη για τη µεταβολή του µέτρου της ταχύτη-
τας, ενώ η κεντροµόλος συνιστώσα NF  ευθύνεται για τη µεταβολή της διεύθυνσης της 
ταχύτητας.  
 
    Στην περίπτωση που η ολική δύναµη F  είναι κάθετη στην τροχιά (δηλαδή, κάθετη 
στην ταχύτητα του σωµατιδίου), έχουµε ότι FT = 0 και, σύµφωνα µε την πρώτη από 
τις εξισ.(3.25), το µέτρο της ταχύτητας µένει σταθερό (παρόλο που η διεύθυνσή της 
µεταβάλλεται). Με άλλα λόγια, η κίνηση είναι οµαλή καµπυλόγραµµη. Χαρακτηριστι-
κό παράδειγµα είναι η οµαλή κυκλική κίνηση, στην οποία η ολική δύναµη F  είναι εξ 
ολοκλήρου κεντροµόλος και διέρχεται πάντα από το κέντρο της κυκλικής τροχιάς:   
                                                                         

               

•

•

v

ˆTu

ˆNu
F

m
R

ω

            
 

Από τις σχέσεις (3.24) και (3.25) έχουµε, στην περίπτωση αυτή,                                     
                                         

                                           
2

2ˆ ˆN N
vF m u mR u
R

ω= =         (3.26) 

 

    Άσκηση:  ∆είξτε ότι µια επίπεδη, οµαλή καµπυλόγραµµη κίνηση που λαµβάνει χώ-
ρα κάτω από την επίδραση ολικής δύναµης σταθερού µέτρου, είναι οµαλή κυκλική 
κίνηση. (Υπόδειξη: Ποια χαρακτηριστική ιδιότητα έχει η ακτίνα καµπυλότητας σε 
µια τέτοια κίνηση;)  
 
 
3.7  Στροφορµή και Ροπή ∆ύναµης ως προς Σηµείο 
 
Θεωρούµε σωµατίδιο µάζας m που εκτελεί γενικά καµπυλόγραµµη κίνηση στο χώρο. 
Η στιγµιαία θέση του προσδιορίζεται µε το διάνυσµα θέσης r  ως προς τη σταθερή 
αρχή Ο ενός αδρανειακού συστήµατος αναφοράς (θυµίζουµε ότι µόνο σε ένα τέτοιο 
σύστηµα ισχύουν οι νόµοι του Νεύτωνα). Έστω v  η ταχύτητα του σωµατιδίου σε κά-
ποιο σηµείο της τροχιάς. Η ορµή του στο σηµείο αυτό είναι p mv= . 
 

R

v R

ρ σταθερο
ω σταθερο

ω σταθερο

′= =
′=

′= =
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    Η στροφορµή του σωµατιδίου ως προς το σηµείο Ο ορίζεται σαν το εξωτερικό γι-
νόµενο 
 
                                                  ( )L r p m r v= × = ×    (3.27) 
 
Προσέξτε ότι, σε αντίθεση µε την ορµή, η στροφορµή L  δεν ορίζεται µε απόλυτο 
τρόπο, αφού εξαρτάται πάντα από την εκλογή του σηµείου αναφοράς Ο.  
                                                     

                            

û

L

r vO

m
θ•

•

 
 
    Το διάνυσµα L  είναι κάθετο στο στιγµιαίο επίπεδο που ορίζεται από τα r και v , 
και η φορά του καθορίζεται µε τον κανόνα του δεξιού χεριού. Ο κανόνας αυτός µπο-
ρεί εδώ να αναδιατυπωθεί ως εξής: Αν λυγίσουµε τα τέσσερα δάχτυλα του δεξιού χε-
ριού κατά τη φορά που περιστρέφεται στιγµιαία το m ως προς το Ο, ο τεντωµένος α-
ντίχειρας θα δείχνει στην κατεύθυνση του L . (Προσέξτε ότι η διατύπωση αυτή είναι 
άµεση συνέπεια του ορισµού του εξωτερικού γινοµένου που δόθηκε στην Παρ.1.5.) 
Αν θ είναι η γωνία που σχηµατίζεται από τα r  και v  (όπου 0 θ π≤ ≤ ), και αν καλέ-
σουµε r και v τα µέτρα των r  και v , αντίστοιχα, τότε το µέτρο της στροφορµής δίνε-
ται από τη σχέση  
 
                                                    sinL mrv θ=     (3.28) 
 
    Ορίζουµε ένα µοναδιαίο διάνυσµα û  κάθετο στο επίπεδο των r  και v , εκλέγοντας 
τη φορά του αυθαίρετα. Μπορούµε τότε να γράψουµε  
                                               
                                                  ˆ ˆL L u Lu= ± ≡     (3.29) 
 
όπου  L  η αλγεβρική τιµή τής L  ως προς το û . Παρατηρούµε ότι το û  καθορίζει µια 
θετική φορά στιγµιαίας περιστροφής ως προς το Ο µε βάση τον κανόνα του δεξιού 
χεριού. Έτσι, στο παραπάνω σχήµα η αριστερόστροφη κίνηση ως προς Ο είναι στη 
θετική κατεύθυνση, διότι εκλέξαµε τη φορά τού û  προς τα πάνω (αν εκλέγαµε το û  
προς τα κάτω, θετική φορά κίνησης θα ήταν η δεξιόστροφη ως προς Ο). Στο σχήµα, 
το σωµάτιο m κινείται σύµφωνα µε τη θετική φορά και ισχύει ότι L>0.   
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    Μια εναλλακτική έκφραση για το µέτρο της στροφορµής βρίσκεται ως εξής:  
                    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Παρατηρούµε ότι sinr lθ = , όπου l η κάθετη απόσταση του Ο από τον άξονα του v . 
Έτσι, η (3.28) γράφεται   
                                                     
                                                          L mvl=     (3.30) 
 
(Προσέξτε ότι το διάνυσµα L  είναι κάθετο στη σελίδα µε φορά προς τα έξω, δηλαδή 
προς εµάς. Ποια θα ήταν η φορά τού L  αν αντιστρέφαµε τη φορά τού v ;) 
 
    Οι ορθογώνιες συνιστώσες της στροφορµής  βρίσκονται µε τη βοήθεια της σχέσης 
(1.23): Αν (x,y,z) και (px , py , pz) είναι οι συνιστώσες των r  και p , αντίστοιχα, τότε  
                         

                          
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
x y z

x x y y z z

x y z

u u u
L r p x y z L u L u L u

p p p
= × = = + +  

όπου  

                      , ,x z y y x z z y xL yp zp L zp xp L xp yp= − = − = −   (3.31) 
 
Ειδικά, αν η κίνηση γίνεται στο επίπεδο xy, τότε  z=0  και  pz=0, έτσι ώστε  Lx=Ly=0 
και η L  είναι στη διεύθυνση του άξονα z.  
 
    Θεωρούµε τώρα την περίπτωση που το σωµατίδιο εκτελεί κυκλική κίνηση ακτίνας 
R  γύρω από το Ο : 
                                       

                                      

•
O

ω

r
m

v
L

•

 
                                                    
Παρατηρούµε ότι  θ = π/2  και  r = l = R . Η στροφορµή L  του m ως προς το Ο είναι 
διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο του κύκλου, µε φορά που εξαρτάται από τη φορά της 
κίνησης. Από την (3.28) ή την (3.30), και από τη σχέση  v=Rω, έχουµε ότι  
 
 

•

•

O
r

m
θ

l

v
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                                                   2L mRv mR ω= =     (3.32) 
 
    Επιστρέφοντας στη γενική περίπτωση καµπυλόγραµµης κίνησης, καλούµε F  τη 
συνισταµένη δύναµη στο m στη θεωρούµενη θέση r  της τροχιάς του. Η ροπή της δύ-
ναµης F  ως προς το σηµείο Ο ορίζεται σαν το εξωτερικό γινόµενο  
    
 
                                                                 (3.33) 
 
                                                                        
          
 
 
           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Το διάνυσµα T  είναι κάθετο στο επίπεδο των r  και F , και η φορά του καθορίζεται 
µε τον κανόνα του δεξιού χεριού: Αν λυγίσουµε τα τέσσερα δάχτυλα του δεξιού χε-
ριού κατά τη φορά που τείνει να περιστρέψει η F  το m ως προς το Ο, ο τεντωµένος 
αντίχειρας θα δείχνει στην κατεύθυνση του T . Αν θ είναι η γωνία που σχηµατίζεται 
από τα r  και F  (όπου 0 θ π≤ ≤ ), και αν καλέσουµε r και F τα µέτρα των r  και F , 
αντίστοιχα, τότε το µέτρο της ροπής είναι  
 
                                                      sinT rF θ=     (3.34) 
 
Αν û  είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο των r  και F  (µε φορά ε-
κλεγµένη αυθαίρετα), γράφουµε  
 
                                                    ˆ ˆT T u T u= ± ≡     (3.35) 
 
όπου  Τ  η αλγεβρική τιµή τής T  ως προς το û .  
 
    Μια εναλλακτική έκφραση για το µέτρο της ροπής βρίσκεται ως εξής:  
                                                                   
 
 
 
 
 
 

T r F= ×

•
O

û

T

r

m
θ

F

•
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m
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F
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Παρατηρούµε ότι sinr lθ = , όπου l η κάθετη απόσταση του Ο από τον άξονα της  
F . Η (3.34), έτσι, γράφεται  
 
                                                              T Fl=     (3.36) 
 
Κατ’ αναλογία µε την (3.31), οι ορθογώνιες συνιστώσες τής T  είναι  
 
                         , ,x z y y x z z y xT yF zF T zF xF T xF yF= − = − = −   (3.37) 
 
    Ανάµεσα στη στροφορµή και τη ροπή υπάρχει µια σχέση ανάλογη µε αυτήν ανά-
µεσα στην ορµή και τη δύναµη, /F dp dt= . Παραγωγίζοντας τη στροφορµή ως προς  
t,  έχουµε:  

                                     ( )dL d dr dpr p p r
dt dt dt dt

= × = × + ×     

(προσέξτε ότι, κατά την παραγώγιση, δεν αλλάζουµε τη σειρά µε την οποία γράφο-
νται τα r  και p , αφού το εξωτερικό γινόµενο δεν είναι αντιµεταθετικό). Αλλά,  

                                ( ) ( ) 0dr p v p v mv m v v
dt

× = × = × = × =  .  

Επίσης, από το νόµο του Νεύτωνα (3.2) και τον ορισµό της ροπής (3.33),  

                                                 dpr r F T
dt

× = × =    

όπου, από υπόθεση, η F  είναι η συνισταµένη δύναµη στο m. Άρα, τελικά,  
 

                                                         
dLT
dt

=     (3.38) 

 
    Προσέξτε ότι η παραπάνω εξίσωση ισχύει υπό την προϋπόθεση ότι τα L  και T  
λαµβάνονται ως προς το ίδιο σηµείο Ο, το οποίο αποτελεί αρχή των συντεταγµένων 
για το αδρανειακό σύστηµα αναφοράς που χρησιµοποιούµε. Προσέξτε επίσης ότι η 
(3.38) είναι άµεση συνέπεια του νόµου του Νεύτωνα, δεν αποτελεί δηλαδή ένα νέο 
θεµελιώδες αξίωµα της Μηχανικής.  
 
    Στην περίπτωση που 0T = , η (3.38) δίνει  

                                           0dL L
dt

σταθερο′= ⇒ = .   

Οδηγούµαστε έτσι στην αρχή διατήρησης της στροφορµής :  
 

Όταν η ροπή της ολικής δύναµης σε ένα σωµάτιο, ως προς κάποιο σηµείο, είναι 
µηδέν, η στροφορµή του σωµατίου ως προς το σηµείο αυτό µένει σταθερή.  

 
Είναι δυνατό, βέβαια, να υπάρχουν άλλα σηµεία ως προς τα οποία ούτε η ροπή να 
µηδενίζεται, ούτε η στροφορµή να µένει σταθερή!  
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    Άσκηση: Στο σηµείο Ο βρίσκεται σταθερά τοποθετηµένο ένα ηλεκτρικό φορτίο Q, 
ενώ ένα άλλο φορτίο q κινείται ελεύθερα στο χώρο. Αγνοώντας το βάρος τού q και 
την αντίσταση του αέρα, δείξτε ότι η στροφορµή τού q ως προς το Ο µένει σταθερή. 
Ισχύει το ίδιο για τη στροφορµή ως προς ένα διαφορετικό σηµείο Ο΄ ;   
 
 
3.8  Κεντρικές ∆υνάµεις 
 
Θεωρούµε σωµατίδιο µάζας m που εκτελεί καµπυλόγραµµη κίνηση κάτω από την ε-
πίδραση κάποιας δύναµης F . Η στιγµιαία θέση τού m προσδιορίζεται µε το διάνυσµα 
θέσης r  ως προς την αρχή των συντεταγµένων Ο ενός αδρανειακού συστήµατος ανα-
φοράς. Η δύναµη F  µεταβάλλεται, γενικά, κατά µήκος της τροχιάς τού m, είναι δη-
λαδή συνάρτηση του r : F = F ( r ) . Έτσι, είναι σωστότερο να µιλάµε για ένα πεδίο 
δυνάµεων, παρά για µια µεµονωµένη δύναµη.  
                                                                   

  
 
   
 
 
  
 
 
 
 
    Φανταστείτε τώρα ότι είναι δυνατό να εκλέξουµε το σηµείο αναφοράς Ο έτσι ώστε  

1. η διεύθυνση (ο άξονας) της F να περνάει πάντα από το Ο, σε όποια θέση κι 
αν βρίσκεται το m ,  

2. το µέτρο τής F  να εξαρτάται µόνο από την απόσταση r του m από το Ο, όπου 
r r= . 

Ορίζοντας το µοναδιαίο διάνυσµα ˆru  στην κατεύθυνση του r ,  

                                                         ˆr
r ru
r r

= =   ,    

µπορούµε να συνοψίσουµε τις παραπάνω συνθήκες µε τη σχέση  
 

                                                 ( )ˆ( ) r
F rF F r u r

r
= =    (3.39) 

 
όπου  ( )F r F= ±  , ανάλογα µε το αν η F  είναι οµόρροπη ή αντίρροπη µε το r  (στο 
παραπάνω σχήµα είναι οµόρροπη). Μια δύναµη (σωστότερα, ένα πεδίο δυνάµεων) 
της µορφής (3.39) ονοµάζεται κεντρική δύναµη µε κέντρο το Ο.  
 
    Η κίνηση ενός σωµατιδίου κάτω από την επίδραση κεντρικής δύναµης έχει τα εξής 
χαρακτηριστικά:  

O
ˆru r F

v

m
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1. Η στροφορµή L  του σωµατιδίου ως προς το κέντρο Ο της δύναµης µένει στα-
θερή κατά τη διάρκεια της κίνησης.  

2. Η κίνηση γίνεται σε σταθερό επίπεδο.  
 
Πράγµατι: Η ροπή τής F  ως προς το Ο είναι  

                                  ( ) ( ) ( ) 0F r F rT r F r r r r
r r

= × = × = × =  .    

Τότε, σύµφωνα µε την (3.38), L = σταθερό  ως προς το Ο. Επιπλέον, το διάνυσµα L  
είναι κάθετο στο επίπεδο που ορίζεται από τα r  και v . Η σταθερότητα, έτσι, του L  
σηµαίνει ότι και το επίπεδο αυτό είναι σταθερό. Άρα, η κίνηση λαµβάνει χώρα σε 
σταθερό επίπεδο.  
     
    Ένα γνωστό παράδειγµα κεντρικής δύναµης είναι η δύναµη Coulomb F  που δέχε-
ται ένα ηλεκτρικό φορτίο q µέσα στο ηλεκτροστατικό πεδίο που δηµιουργεί ένα άλλο 
φορτίο Q  τοποθετηµένο στο σηµείο Ο :  
 
 
 
 
 
 

                                                     2
0

1 ˆ ˆ( )
4 r r

QqF u F r u
rπε

= ≡    (3.40) 

 
Όπως ήδη γνωρίζουµε (βλ. Άσκηση στο τέλος της Παρ.3.7), η στροφορµή τού q ως 
προς το Ο µένει σταθερή κατά την κίνηση του φορτίου µέσα στο πεδίο.   
 
 

F
ˆru r

O
Q q
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ΕΡΓΟ ΚΑΙ ΕΝΕΡΓΕΙΑ 
 
 
4.1  Εισαγωγή 
 
Θεωρητικά, µε το νόµο του Νεύτωνα µπορούµε να προβλέψουµε την κίνηση ενός 
σωµατιδίου για κάθε χρονική στιγµή t, αρκεί να γνωρίζουµε (α) τη θέση και την τα-
χύτητα του σωµατιδίου τη στιγµή t=0, και (β) το πεδίο δυνάµεων µέσα στο οποίο 
βρίσκεται το σωµατίδιο. Στην πράξη, όµως, η λύση του προβλήµατος δεν είναι πάντα 
εύκολη, αφού ο νόµος του Νεύτωνα δεν είναι µια απλή αλγεβρική σχέση (όπως φαί-
νεται µε πρώτη µατιά από τη µορφή F ma=

G G ) αλλά, στην ουσία, ένα σύστηµα διαφο-
ρικών εξισώσεων:  

                                               ( ) , .dv drm F r v
dt dt

= =
G GG G G      

Λύνοντας το σύστηµα για δοσµένες αρχικές συνθήκες ( 0r r=
G G  και 0v v=

G G  για t=0), 
προσδιορίζουµε τη θέση και την ταχύτητα του σωµατιδίου για κάθε  t >0.  
 
    Η δυσκολία επίλυσης του προβλήµατος (εκτός από ορισµένες απλές περιπτώσεις) 
µας οδηγεί στην αναζήτηση µαθηµατικών τεχνασµάτων. Το πιο βασικό από αυτά, 
που εφαρµόζεται όµως κάτω από ορισµένες µόνο προϋποθέσεις, είναι η αρχή διατή-
ρησης της µηχανικής ενέργειας, η οποία προκύπτει ως άµεση συνέπεια του νόµου του 
Νεύτωνα (δεν αποτελεί, δηλαδή, ένα νέο, ανεξάρτητο αξίωµα της Μηχανικής).  
 
    Μια πιο γενική αρχή, επίσης συνέπεια του νόµου του Νεύτωνα, είναι το θεώρηµα 
µεταβολής της κινητικής ενέργειας. Πέρα από τη θεωρητική του αξία, το θεώρηµα αυ-
τό είναι ιδιαίτερα χρήσιµο σε προβλήµατα όπου υπεισέρχεται η τριβή και, ως εκ τού-
του, η αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας δεν µπορεί να εφαρµοστεί.   
 
 
4.2  Έργο µιας ∆ύναµης 
 
Θεωρούµε σωµατίδιο µάζας m που κινείται κάτω από την επίδραση δύναµης F

G
 η 

οποία, γενικά, µεταβάλλεται κατά µήκος της τροχιάς του. Για να είµαστε ακριβέστε-
ροι, το m βρίσκεται σε ένα πεδίο δυνάµεων ( )F r

G G , όπου rG  το διάνυσµα θέσης τού m 
ως προς την αρχή των συντεταγµένων ενός αδρανειακού συστήµατος αναφοράς. Κα-
λούµε drG  το απειροστό διάνυσµα που παριστά τη στοιχειώδη µετατόπιση του σωµα-
τιδίου κατά µήκος της τροχιάς του µέσα σε απειροστό χρονικό διάστηµα dt. Το drG  
µπορεί οριακά να θεωρηθεί εφαπτόµενο στην τροχιά, έχει δηλαδή την κατεύθυνση 
της ταχύτητας vG  του σωµατιδίου:  

                                                

•

O

rG

m drG vG

θ

F
G
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    Ορίζουµε το στοιχειώδες έργο της δύναµης F
G

 κατά τη µετατόπιση drG  σαν το εσω-
τερικό γινόµενο  
                                               
                                                cosdW F dr F ds θ= ⋅ =

G G    (4.1) 
 
όπου F F=

G
 και ds dr=

G  (το ds µπορεί να θεωρηθεί σαν το µήκος ενός απειροστού 

τµήµατος της καµπύλης τροχιάς τού m). Λέµε ότι η F
G

 παράγει έργο dW στο χρονικό 
διάστηµα dt.  Σύµφωνα µε το πρόσηµο του cosθ, το έργο αυτό είναι θετικό αν 
0 / 2θ π≤ <  και αρνητικό αν / 2 .π θ π< ≤   Προσέξτε ότι µια δύναµη κάθετη στην 
ταχύτητα δεν παράγει έργο, διότι / 2, cos 0,θ π θ= =  οπότε dW=0. Αυτό συµβαίνει, 
για παράδειγµα, στην περίπτωση µιας οµαλής καµπυλόγραµµης κίνησης, όπου η α-
σκούµενη ολική δύναµη F

G
 είναι εξ ολοκλήρου κεντροµόλος (δηλαδή, κάθετη στην 

ταχύτητα), κι έτσι το έργο που παράγεται από την F
G

 κατά την κίνηση είναι µηδέν.   
 
    Θεωρούµε τώρα ένα πεπερασµένο τµήµα ΑΒ της τροχιάς τού m. Χωρίζουµε την 
επικαµπύλια διαδροµή ΑΒ σε ένα µεγάλο πλήθος από στοιχειώδεις µετατοπίσεις 

1 2, , ,dr drG G "  κατά µήκος των οποίων οι δυνάµεις που ασκούνται στο σωµατίδιο είναι, 
αντίστοιχα, 1 2, ,F F

G G
" : 

                                          

•
•

A
B

1drG 2drG 3drG

1F
G

2F
G 3F
G

 
Τα στοιχειώδη έργα που παράγονται κατά τις µετατοπίσεις είναι  

                                     1 1 1 2 2 2, ,dW F dr dW F dr= ⋅ = ⋅
G GG G "  .     

Το ολικό έργο της ασκούµενης δύναµης από Α ως Β είναι  

                       1 2 1 1 2 2 i i
i

W dW dW F dr F dr F dr= + + = ⋅ + ⋅ + = ⋅∑
G G GG G G" "   .   

Επειδή οι µετατοπίσεις είναι απειροστές και η δύναµη είναι συνάρτηση της θέσης πά-
νω στην τροχιά, µπορούµε να γράψουµε  
 

                                                   ( )
B

A
W F r dr= ⋅∫

G G G
    (4.2) 

    
    Ολοκληρώµατα της µορφής (4.2) ονοµάζονται επικαµπύλια και η τιµή τους εξαρ-
τάται, γενικά, από την καµπύλη που συνδέει τα σηµεία Α και Β. Έτσι, το έργο µιας 
δύναµης από Α ως Β εξαρτάται από την τροχιά που διέγραψε το κινητό πηγαίνοντας 
από το Α στο Β. (∆ηλαδή, σε δύο διαφορετικές τροχιές από Α ως Β αντιστοιχούν δύο 
διαφορετικές τιµές του έργου της δύναµης F

G
.) Σηµαντική εξαίρεση αποτελεί η περί-

πτωση των συντηρητικών δυνάµεων, τις οποίες θα γνωρίσουµε παρακάτω. Προς το 
παρόν θα αρκεστούµε σε ένα απλό παράδειγµα:  
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Το σώµα κινείται ευθύγραµµα από Α ως Β, κάτω από την επίδραση µιας σταθερής 
(κατά µέτρο και κατεύθυνση) δύναµης F

G
. (Στο σώµα δρουν και άλλες δυνάµεις που 

δεν έχουν σχεδιαστεί, όπως το βάρος, η κάθετη αντίδραση από το επίπεδο, η τριβή, 
κλπ.) Μας ενδιαφέρει το έργο της δύναµης F

G
 από Α ως Β. Λαµβάνοντας υπόψη ότι 

το µέτρο F της F
G

 και η γωνία θ είναι σταθερές ποσότητες, έχουµε:  
                           

                             cos cos
B B B

A A A
W F dr F ds F dsθ θ= ⋅ = = ⇒∫ ∫ ∫

G G  

                                               
                                                       cosW F s θ=     (4.3) 
 
όπου s η απόσταση ΑΒ που διανύει το κινητό. Ειδικά,  W=Fs  όταν η F

G
 είναι στην 

κατεύθυνση της  κίνησης (θ=0), ενώ  W= −Fs  όταν η F
G

 είναι αντίθετη στην κίνηση 
(θ= π).  
 
    Όταν σε ένα σωµατίδιο επενεργούν ταυτόχρονα διάφορες δυνάµεις 1 2, , ,F F

G G
"  το 

έργο της συνισταµένης δύναµης F
G

 ισούται µε το άθροισµα των έργων των συνιστωσών 
δυνάµεων:  

                                               

1F
G

2F
G

3F
G

drG

 
 
    Απόδειξη: Τα επιµέρους έργα των 1 2, , ,F F

G G
"  κατά τη µετατόπιση drG , είναι  

                                     1 1 2 2, ,dW F dr dW F dr= ⋅ = ⋅
G GG G "  .     

Το έργο της συνισταµένης δύναµης 1 2F F F= + +
G G G

" , για την ίδια µετατόπιση, είναι  

    1 2 1 2 1 2( )dW F dr F F dr F dr F dr dW dW= ⋅ = + + ⋅ = ⋅ + ⋅ + = + +
G G G G GG G G G" " " ,  ο.ε.δ.  

     
    Έστω, τώρα, dt το χρονικό διάστηµα µέσα στο οποίο λαµβάνει χώρα η απειροστή 
µετατόπιση drG  ενός σωµατιδίου, και έστω F

G
 η δύναµη που δρα στο σωµατίδιο στο 

διάστηµα αυτό (για ένα τέτοιο απειροστό διάστηµα, η F
G

 µπορεί να θεωρείται στα-
θερή). Το στοιχειώδες έργο τής F

G
 στο διάστηµα dt είναι dW F dr= ⋅

G G . Το παραγό-
µενο έργο ανά µονάδα χρόνου από την F

G
 είναι ίσο µε  

                                                           dWP
dt

=     (4.4) 

και ονοµάζεται ισχύς του παράγοντα που ασκεί τη δύναµη F
G

. Έχουµε:  

F
G

F
G

θ θ

s

A B
κινηση′
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                                                 F dr drP F
dt dt
⋅

= = ⋅ ⇒
G G GG

 

                                                     
                                                           P F v= ⋅

G G
    (4.5) 

 
όπου vG  η στιγµιαία ταχύτητα του σωµατιδίου. Το έργο που παράγεται από την F

G
 

στο χρονικό διάστηµα από  t1 έως  t2 είναι  
 

                                            2 2

1 1

( )
t t

t t
W Pdt F v dt= = ⋅∫ ∫

G G    (4.6) 

 
    Στο σύστηµα S.I., η µονάδα έργου είναι το 1 Joule (1 J ) = 1 N.m = 1 kg.m2.s –2, ενώ 
η µονάδα ισχύος είναι το 1 Watt (1 W ) = 1 J.s –1 = 1 kg.m2.s –3, µε πολλαπλάσια τα   
1 kW = 103 W  και  1 MW = 106

 W .  
 
 
4.3  Κινητική Ενέργεια και Θεώρηµα Μεταβολής της 
 
Είδαµε νωρίτερα ότι µια δύναµη κάθετη στην ταχύτητα δεν παράγει έργο. Από την 
άλλη µεριά, µια δύναµη κάθετη στην ταχύτητα δεν µεταβάλλει το µέτρο της ταχύτη-
τας. Αυτό µας οδηγεί στη σκέψη ότι υπάρχει κάποια σχέση ανάµεσα στο έργο και τη 
µεταβολή του µέτρου της ταχύτητας, έτσι ώστε ο µηδενισµός του έργου να συνεπάγε-
ται τη σταθερότητα του µέτρου της ταχύτητας, και αντίστροφα.  
 
    Ορίζουµε την κινητική ενέργεια ενός σωµατιδίου µάζας m που κινείται µε ταχύτητα 
µέτρου v :  

                                                        21
2kE mv=     (4.7) 

 
Αν  p=mv  είναι το µέτρο της ορµής του σωµατιδίου, η (4.7) µπορεί να γραφεί στην 
εναλλακτική µορφή  

                                                         
2

2k
pE
m

=     (4.8) 

 
    Έστω, τώρα, F

G
 η ολική (συνισταµένη) δύναµη στο σωµατίδιο. Από το νόµο του 

Νεύτωνα,  

                                                    dvF ma m
dt

= =
GG G   .   

Το στοιχειώδες έργο τής F
G

 κατά τη µετατόπιση drG  του σωµατιδίου είναι  

                             dv drdW F dr m dr m dv mv dv
dt dt

= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅
G GG G G G G G  .  

Αλλά,  

                  
2

21 1 1 ( ) 1( ) ( ) (2 )
2 2 2 2

d vv dv d v v d v dv v dv vdv
dv

⋅ = ⋅ = = = =
G G G G    
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όπου v το µέτρο της ταχύτητας του σωµατιδίου. Έτσι, dW mvdv= . Το έργο τής F
G

 
κατά τη µετατόπιση του m από το σηµείο Α στο σηµείο Β βρίσκεται, τότε, µε ολοκλή-
ρωση:  

                                       
2

2

B
B B

A A
A

vW dW m vdv m
⎡ ⎤

= = = ⇒⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫      

 

                                                2 21 1
2 2B AW mv mv= −    (4.9) 

 
Σε συνδυασµό µε την (4.7), η (4.9) γράφεται  
  
                                               , ,k B k A kW E E E= − ≡ ∆    (4.10) 
 
Οι σχέσεις (4.9) και (4.10) εκφράζουν το θεώρηµα µεταβολής της κινητικής ενέργειας 
(ΘΜΚΕ), το οποίο διατυπώνεται ως εξής:  
 

Το έργο της συνισταµένης δύναµης σε ένα σωµατίδιο (ίσο µε το ολικό έργο των 
δυνάµεων που δρουν σε αυτό), κατά τη µετατόπιση του σωµατιδίου από ένα ση-
µείο της τροχιάς του σε ένα άλλο, ισούται µε τη µεταβολή της κινητικής ενέρ-
γειας του σωµατιδίου κατά τη µετατόπιση αυτή.  

 
Έτσι, στην περίπτωση που W=0, έχουµε ότι  ∆Ek=0 ⇒  Ek= σταθερό, οπότε, από την 
(4.7), v= σταθερό. ∆ηλαδή, όταν η συνισταµένη δύναµη δεν παράγει έργο πάνω στο 
σωµατίδιο, το µέτρο της ταχύτητας του σωµατιδίου µένει σταθερό. Αυτή είναι, προφα-
νώς, η περίπτωση όπου η ολική δύναµη F

G
 στο σωµατίδιο είναι κάθετη στην ταχύ-

τητά του, όπως συµβαίνει στην οµαλή καµπυλόγραµµη κίνηση.  
 
    Προσέξτε ότι το ΘΜΚΕ είναι άµεση συνέπεια του νόµου του Νεύτωνα, δεν αποτε-
λεί δηλαδή µια νέα, ανεξάρτητη αρχή της Μηχανικής. Από τον ορισµό (4.7) της κινη-
τικής ενέργειας, η µονάδα µέτρησής της είναι 1 kg.m2.s -2 = (1 kg.m.s -2)(1 m) = 1 N.m 
= 1 J . ∆ηλαδή, η Ek µετριέται σε µονάδες έργου, όπως άλλωστε είναι φανερό από το 
ΘΜΚΕ (4.10).  
 
 
4.4  ∆υναµική Ενέργεια και Συντηρητικές ∆υνάµεις 
 
Θεωρούµε σωµατίδιο µάζας m που υπόκειται σε δύναµη F

G
 σε κάποια περιοχή του 

χώρου. Γενικά, η F
G

 µεταβάλλεται από σηµείο σε σηµείο της περιοχής. Τα σηµεία 
αυτά προσδιορίζονται µε το διάνυσµα θέσης rG  ως προς την αρχή Ο των συντεταγµέ-
νων (x,y,z) ενός αδρανειακού συστήµατος αναφοράς. Υποθέτουµε τώρα ότι η δύναµη 
F
G

 εξαρτάται µόνο από τη θέση του σωµατιδίου στο χώρο (κάτι που δεν συµβαίνει, 
π.χ., µε την κινητική τριβή, της οποίας η κατεύθυνση σε κάθε σηµείο εξαρτάται από 
την κατεύθυνση της κίνησης). Γράφουµε:  
                                           
                                                ( ) ( , , )F F r F x y z= =

G G GG     (4.11) 
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Για να είµαστε ακριβέστεροι, η σχέση (4.11) παριστά όχι µια µοναδική δύναµη αλλά 
ένα πεδίο δυνάµεων. Θα εξακολουθήσουµε, εν τούτοις, να χρησιµοποιούµε τον όρο 
«δύναµη» χάριν συντοµίας.  
     
    Όταν το σωµατίδιο µετατοπίζεται από το σηµείο Α στο σηµείο Β του χώρου, το έρ-
γο τής F

G
 είναι  

 

                                                      ( )
B

A
W F r dr= ⋅∫

G G G     (4.12) 

 
Όπως έχουµε τονίσει, η τιµή του ολοκληρώµατος αυτού εξαρτάται όχι µόνο από τα 
οριακά σηµεία Α και Β, αλλά και από τη διαδροµή που κάνει το m από το Α ως το Β:  

                                              

i iA B

1C

2C
 

Γενικά,  1 2W W≠  , όπου 1W  και 2W  τα έργα κατά µήκος των διαδροµών C1  και C2 , 
αντίστοιχα (υπάρχουν άπειρες διαδροµές που συνδέουν τα Α και Β).  
 
    Υπάρχει όµως µια ειδική κατηγορία δυνάµεων (σωστότερα, πεδίων) της µορφής 
(4.11), το έργο W των οποίων εξαρτάται µόνο από τα οριακά σηµεία Α, Β και όχι από 
τη διαδροµή που τα συνδέει. Τέτοιες δυνάµεις ονοµάζονται συντηρητικές.  
 
    Ορισµός: Μια δύναµη της µορφής (4.11) ονοµάζεται συντηρητική αν υπάρχει κά-
ποια συνάρτηση ( ) ( , , )p pE r E x y z=

G , τέτοια ώστε το έργο τής F
G

 από Α ως Β να ισού-
ται µε τη διαφορά των τιµών τής pE  στα σηµεία Α και Β:  
 

                              , ,( ) ( )
B

p A p B p A p BA
W F dr E r E r E E= ⋅ = − ≡ −∫

G G G G
  (4.13) 

 
∆οθέντος ότι η µεταβολή τής pE  από Α ως Β είναι  

                             , ,p p B p AE E E∆ = − =  τελική µείον αρχική τιµή ,    

η σχέση (4.13) γράφεται σύντοµα:  
                                              
                                                         pW E= −∆     (4.14) 
 
    Η συνάρτηση ( )pE rG  ονοµάζεται δυναµική ενέργεια του σωµατιδίου m στο πεδίο 

της δύναµης F
G

 (συχνά θα λέµε ότι η δυναµική ενέργεια Ep  σχετίζεται µε τη συντηρη-
τική δύναµη F

G
). Αν στο m δρουν διάφορες συντηρητικές δυνάµεις, κάθε µία από αυ-

τές σχετίζεται µε µια αντίστοιχη δυναµική ενέργεια. Όπως είναι εύκολο να δείξουµε, 
η δυναµική ενέργεια που σχετίζεται µε τη συνισταµένη ενός πλήθους συντηρητικών 
δυνάµεων ισούται µε το άθροισµα των δυναµικών ενεργειών που σχετίζονται µε τις 
επιµέρους δυνάµεις. Έτσι, αν η F

G
 στη σχέση (4.13) παριστά την ολική συντηρητική 

δύναµη στο m, τότε η Ep  παριστά την ολική δυναµική ενέργεια του m. Αν στο m 
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δρουν και άλλες, µη-συντηρητικές δυνάµεις, αυτές δεν συµπεριλαµβάνονται στη δύ-
ναµη F

G
 της σχέσης (4.13) και δεν σχετίζονται µε κάποια δυναµική ενέργεια. Στην 

περίπτωση αυτή, το W στην (4.13) παριστά το έργο των συντηρητικών δυνάµεων µόνο 
και όχι το έργο της συνισταµένης δύναµης στο m. Από την (4.13) είναι προφανές ότι 
η Ep έχει διαστάσεις έργου.  
 
    Θα µπορούσαµε να είχαµε ορίσει την Ep  διαφορετικά, έτσι ώστε η (4.14) να γρα-
φόταν pW E= +∆ . Τούτο θα σήµαινε, απλά, να θέταµε (−Ep) στη θέση τού Ep, δη-
λαδή να ορίζαµε την Ep µε αντίθετο πρόσηµο. Αυτό δεν θα είχε καµία ιδιαίτερη φυ-
σική συνέπεια! Η εκλογή του αρνητικού προσήµου στην (4.14) είναι καθαρά θέµα 
σύµβασης και γίνεται έτσι ώστε η ολική µηχανική ενέργεια του m (βλ. παρακάτω) να 
γράφεται σαν άθροισµα και όχι σαν διαφορά. Παρατηρούµε επίσης τα εξής:  
 
    1. Έστω ( )pE rG  η δυναµική ενέργεια που αντιστοιχεί στη συντηρητική δύναµη 

( )F r
G G . Τότε, και η συνάρτηση  

                                                   ( ) ( )p pE r E r C′ = +
G G  

όπου C αυθαίρετη σταθερά, παριστά δυναµική ενέργεια για την ίδια δύναµη F
G

. 
Πράγµατι: Αν W είναι το έργο τής F

G
, τότε  

                      , , , , , ,( ) ( )p A p B p A p B p A p BW E E E C E C E E′ ′= − = + − + = −  .   

Βλέπουµε ότι ο ορισµός της δυναµικής ενέργειας επιτρέπει κάποιο βαθµό αυθαιρε-
σίας, αφού µπορούµε να προσθέσουµε οποιαδήποτε σταθερή ποσότητα στη συνάρ-
τηση ( )pE rG  χωρίς να αλλοιώσουµε τη φυσική του προβλήµατος (η δύναµη F

G
 που 

αντιστοιχεί στη δυναµική ενέργεια µένει ίδια). Λόγω αυτής της αυθαιρεσίας, µπο-
ρούµε να ορίσουµε κατά βούληση ένα σηµείο (ή ένα επίπεδο) αναφοράς όπου η τιµή 
τής  Ep είναι µηδέν.  
 
    2. Από τον ορισµό (4.13) είναι φανερό ότι το έργο µιας συντηρητικής δύναµης F

G
, 

κατά τη µετατόπιση ενός σωµατιδίου από ένα σηµείο Α σε ένα σηµείο Β, είναι ανε-
ξάρτητο της τροχιάς που συνδέει τα δύο σηµεία. Έτσι, αν C1 και C2 είναι δύο διαδρο-
µές που ενώνουν τα Α και Β, και αν W1 και W2 είναι τα αντίστοιχα έργα τής F

G
 κατά 

µήκος των διαδροµών αυτών, τότε  

                                                1 2 , ,p A p BW W E E= = −   .   

Ναι, αλλά και το ΘΜΚΕ (4.10) µας λέει ότι W= Ek,B –Ek,A , χωρίς να έχουµε κάνει 
την υπόθεση ότι η F

G
 είναι συντηρητική! Προσοχή όµως: Η διαφορά ∆Ek εξαρτάται,  

γενικά, από τη διαδροµή που συνδέει τα Α και Β, ενώ η διαφορά ∆Ep δεν εξαρτάται. 
Ο λόγος είναι ότι η Ep είναι µια δοσµένη συνάρτηση της θέσης του σωµατιδίου, κάτι 
που γενικά δεν ισχύει για την Ek . Τονίζουµε ότι  
 

το ΘΜΚΕ, W=∆Ek (όπου W το έργο της συνισταµένης δύναµης στο σωµάτιο), 
έχει γενική ισχύ, ανεξάρτητα από το είδος των δυνάµεων που δρουν στο σωµά-
τιο. Αντίθετα, η σχέση W= −∆Ep  ισχύει µόνο για το έργο των συντηρητικών 
δυνάµεων, και δεν παριστά απαραίτητα το ολικό έργο πάνω στο σωµάτιο.  
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    3. Το έργο µιας συντηρητικής δύναµης F
G

 κατά µήκος κλειστής τροχιάς είναι µη-
δέν:  

                                               

A B

1C

2C
 

Θεωρούµε κλειστή διαδροµή C που αποτελείται από δύο τµήµατα: το τµήµα C1 από Α 
ως Β, και το τµήµα C2 από Β πίσω στο Α. Γράφουµε, συµβολικά,  C=C1+C2 . Το έργο 
W  κατά µήκος της C  ισούται µε το άθροισµα των έργων W1, W2 κατά µήκος των C1,   
C2 , αντίστοιχα:  

                               1 2 , , , ,( ) ( ) 0p A p B P B p AW W W E E E E= + = − + − =  .  

Το έργο κατά µήκος µιας κλειστής τροχιάς παρίσταται, γενικά, µε κλειστό επικαµπύ-
λιο ολοκλήρωµα. Έτσι, για µια συντηρητική δύναµη F

G
, γράφουµε  

                                                      0W F dr= ⋅ =∫
G Gv  .    

 
4.5  ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας 
 
Θεωρούµε σωµατίδιο µάζας m που διαγράφει τροχιά από το σηµείο Α στο σηµείο Β, 
κάτω από την επίδραση µιας δύναµης (σωστότερα, ενός πεδίου δυνάµεων) ( )F F r=

G G G , 
η οποία είναι η συνισταµένη όλων των δυνάµεων που δρουν στο m. Σύµφωνα µε το 
ΘΜΚΕ, το έργο W της F

G
 ισούται µε τη µεταβολή της κινητικής ενέργειας του m :  

 
                                               , ,k k B k AW E E E= ∆ = −     (4.15) 
 
Τονίζουµε και πάλι ότι η (4.15) ισχύει για το έργο της συνισταµένης δύναµης, ανεξάρ-
τητα αν αυτή είναι συντηρητική ή όχι. Τώρα, αν συµβεί η ολική δύναµη F

G
 να είναι 

συντηρητική (πράγµα που ισχύει όταν όλες οι επιµέρους δυνάµεις στο m είναι συντη-
ρητικές), τότε το έργο τής F

G
 µπορεί επίσης να εκφραστεί ως εξής:  

 
                                             , ,p p A p BW E E E= −∆ = −    (4.16) 
 
όπου Ep η ολική δυναµική ενέργεια του m. Εξισώνοντας τα δεξιά µέλη των (4.15) και 
(4.16), βρίσκουµε  
 
                                            , , , ,k A p A k B p BE E E E+ = +     (4.17) 
 
Η σχέση (4.17) ισχύει για τυχαία εκλογή των σηµείων Α και Β της τροχιάς τού m. Συ-
µπεραίνουµε, λοιπόν, ότι η ποσότητα  
 

                                       21 ( )
2k p pE E E mv E r= + = +

G
   (4.18) 
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που ονοµάζεται ολική µηχανική ενέργεια του m στο πεδίο της δύναµης F
G

, µένει στα-
θερή κατά την κίνηση του m .  
 
    Οδηγούµαστε, έτσι, στην αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας (Α∆ΜΕ):  
 

Όταν όλες οι δυνάµεις που ασκούνται σε ένα σωµάτιο είναι συντηρητικές, η ο-
λική µηχανική ενέργεια Ε του σωµατίου µένει σταθερή κατά µήκος της τροχιάς 
του.  
 

Καταλαβαίνουµε τώρα γιατί οι δυνάµεις για τις οποίες ορίζεται δυναµική ενέργεια 
καλούνται συντηρητικές. Για τις µη-συντηρητικές δυνάµεις (όπως, π.χ., η τριβή) είναι 
αδύνατο να ορίσουµε δυναµική, άρα και ολική µηχανική ενέργεια. Έτσι, η Α∆ΜΕ θα 
πρέπει να επανεξεταστεί στην περίπτωση που τέτοιες δυνάµεις είναι παρούσες.  
 
    Πώς αντιµετωπίζουµε, λοιπόν, την περίπτωση όπου σε ένα σωµάτιο m ασκούνται 
ταυτόχρονα συντηρητικές και µη-συντηρητικές δυνάµεις (π.χ., βαρύτητα και τριβή); 
Έστω F

G
 η συνισταµένη συντηρητική δύναµη στο m, και έστω F ′

G
 η ολική µη-

συντηρητική δύναµη σε αυτό. Η συνισταµένη όλων των δυνάµεων στο m είναι  

                                                        F F Fολ ′= +
G G G

  

και το έργο της από το Α ως το Β είναι  

                                  
B B B

A A A
W F dr F dr F drολ ′= ⋅ = ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫

G G GG G G    (4.19) 

Το πρώτο ολοκλήρωµα στα δεξιά ισούται µε τη διαφορά (Ep,A –Ep,B), όπου Ep η δυ-
ναµική ενέργεια που αντιστοιχεί στη συντηρητική δύναµη F

G
. Το δεύτερο ολοκλή-

ρωµα παριστά το έργο W ′  της µη-συντηρητικής δύναµης F ′
G

. Τέλος, από το ΘΜΚΕ, 
το έργο W της συνισταµένης δύναµης Fολ

G
 ισούται µε (Ek,B –Ek,A). Αντικαθιστώντας 

τις ποσότητες αυτές στην (4.19), έχουµε  

                                   , , , ,( )k B k A p A p BE E E E W ′− = − + ⇒  
 
                         , , , ,( ) ( ) ( )k B p B k A p A k pW E E E E E E′ = + − + ≡ ∆ +   (4.20) 
 
Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι  
 

όταν µη-συντηρητικές δυνάµεις είναι παρούσες, το άθροισµα (Ek+Ep) δεν είναι, 
γενικά, σταθερό: Η µεταβολή του ισούται µε το έργο των µη-συντηρητικών δυ-
νάµεων.  
 

    Εξαίρεση στον παραπάνω κανόνα αποτελεί η περίπτωση όπου οι µη-συντηρητικές 
δυνάµεις δεν παράγουν έργο: 0W ′ = . Αυτό συµβαίνει όταν η συνισταµένη τους, F ′

G
, 

είναι κάθετη στην ταχύτητα του m. Στην περίπτωση αυτή, η (4.20) µας λέει ότι το ά-
θροισµα (Ek+Ep) είναι σταθερό:  
                      
                      ( ) 0k p k pE E E E∆ + = ⇔ + = σταθερό, όταν 0W ′ = .   
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Μπορούµε λοιπόν να διατυπώσουµε την Α∆ΜΕ µε πιο γενικό τρόπο:  
 

Όταν οι µη-συντηρητικές δυνάµεις που δρουν σε ένα σωµατίδιο δεν παράγουν 
έργο, η ολική µηχανική ενέργεια του σωµατιδίου µένει σταθερή.   
 

Για παράδειγµα, χρησιµοποιούµε την Α∆ΜΕ για τη µελέτη της κίνησης εκκρεµούς, 
παρόλο που η σφαίρα του εκκρεµούς υπόκειται όχι µόνο στη συντηρητική δύναµη 
της βαρύτητας, αλλά και στην τάση του νήµατος. Η τάση δεν παράγει έργο, αφού εί-
ναι συνεχώς κάθετη στην ταχύτητα της σφαίρας (εξηγήστε γιατί).      
 
 
4.6  Παραδείγµατα Συντηρητικών ∆υνάµεων 
 
α) ∆ύναµη βαρύτητας 
 
    Κοντά στην επιφάνεια της Γης η επιτάχυνση της βαρύτητας gG  είναι πρακτικά στα-
θερή. Έτσι, σύµφωνα µε τη συζήτηση της Παρ.2.5, η κίνηση ενός σώµατος κάτω από 
την επίδραση της βαρύτητας και µόνο, λαµβάνει χώρα σε σταθερό επίπεδο, κάθετο 
στην επιφάνεια της Γης. Καλούµε xy το επίπεδο αυτό, όπου ο άξονας  x είναι οριζό-
ντιος ενώ ο y είναι κατακόρυφος µε θετική φορά προς τα πάνω. Η συντεταγµένη  y 
προσδιορίζει το ύψος στο οποίο βρίσκεται ένα σωµατίδιο σε σχέση µε ένα αυθαίρετο 
επίπεδο αναφοράς (y=0). Το σωµατίδιο βρίσκεται πάνω ή κάτω από το επίπεδο ανα-
φοράς, ανάλογα µε το αν  y>0 ή  y<0, αντίστοιχα.  
                                                               

                              
O ˆxu

ˆ yu

x

y

A

Bm

mgG

drG

gG

B Ay y−

επιπεδο αναφορας′ ′
         

 
    Το βάρος του σωµατιδίου  m  (που εδώ θα το συµβολίσουµε µε F

G
) γράφεται  

 
                                                   ˆyF mg mgu= = −

G G    
 
ενώ η στοιχειώδης µετατόπιση του σωµατιδίου κατά µήκος της τροχιάς του είναι  
 
                                               ˆ ˆ( ) ( )x ydr dx u dy u= +

G  .   
Έτσι,  

                                    0 ( )F dr dx mg dy mgdy⋅ = ⋅ + − = −
G G   

 
όπου χρησιµοποιήσαµε τη σχέση (1.19) (στην περίπτωσή µας δεν υπάρχουν z-συνι-
στώσες). Το έργο τής F

G
 κατά τη µετακίνηση του m από το Α στο Β είναι  
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                   ( )
B B B

B AA A A
W F dr mgdy mg dy mg y y= ⋅ = − = − = − − ⇒∫ ∫ ∫

G G  

                                          
                                                     A BW mg y mg y= −     (4.21) 
 
    Είναι η F

G
 συντηρητική; Για να είναι, θα πρέπει να υπάρχει µια συνάρτηση Ep( rG ), 

η δυναµική ενέργεια του m στο πεδίο βαρύτητας της Γης, τέτοια ώστε  

                                                      , ,p A p BW E E= − .   

Από την (4.21) βλέπουµε ότι µια τέτοια συνάρτηση πράγµατι υπάρχει:  
 
                                                       ( )pE y mgy=     (4.22) 
 
(Πιο γενικά,  Ep=mgy+C ,  όπου C µια αυθαίρετη σταθερή ποσότητα. ∆ιαλέγουµε το 
επίπεδο  y=0  σαν επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας, έτσι ώστε  C=0.)  
 
    Σύµφωνα µε την Α∆ΜΕ, η ολική µηχανική ενέργεια του m παραµένει σταθερή κα-
τά την κίνησή του στο πεδίο βαρύτητας (αν αγνοήσουµε µη-συντηρητικές δυνάµεις 
όπως η αντίσταση του αέρα):  

                                    21 .
2k pE E E mv mgy σταθ= + = + =    (4.23) 

Ισοδύναµα, για δύο τυχαία σηµεία Α και Β,   

                            2 21 1
2 2A B A A B BE E mv mgy mv mgy= ⇔ + = +   (4.24) 

 
    Άσκηση: Με χρήση της (4.24) δείξτε ότι, σε µια ελεύθερη πτώση κατά ύψος h, ένα 
σώµα αποκτά ταχύτητα  
                                                       2v gh=  .     

Θα ισχύει το αποτέλεσµα αυτό αν λάβουµε υπόψη την αντίσταση του αέρα;  
 
β) Ελαστική δύναµη  
       
 
 
 
 
    Θεωρούµε σωµατίδιο µάζας m που κινείται ευθύγραµµα κατά µήκος του άξονα x, 
κάτω από την επίδραση µιας δύναµης της µορφής 
                                                        
                                                      ˆxF kx u= −

G
    (4.25) 

 
όπου k µια θετική σταθερά. Η δύναµη (4.25) ονοµάζεται ελαστική δύναµη και θα τη 
µελετήσουµε αναλυτικότερα στο Κεφ.5.  
 
    Η στοιχειώδης µετατόπιση του m πάνω στον άξονα γράφεται  

0
O

x = x
x

ˆxu mF
G

drG



56 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

                                                           ˆ( ) xdr dx u=
G  .   

Έτσι,  
                                                       F dr kxdx⋅ = −

G G  .   

Το έργο τής F
G

 κατά τη µετατόπιση του m από το σηµείο Α στο σηµείο Β είναι  

                                 2 21 1
2 2

B B

A BA A
W F dr kxdx kx kx= ⋅ = − = −∫ ∫

G G  .  

Τώρα, για να είναι η F
G

 συντηρητική, θα πρέπει να υπάρχει συνάρτηση δυναµικής  
ενέργειας  Ep του m, τέτοια ώστε   

                                                       , ,p A p BW E E= −  .       

Πράγµατι:    

                                                        21( )
2pE x kx=     (4.26) 

 
όπου υποθέσαµε αυθαίρετα ότι  Ep=0  στο σηµείο  x=0. Σύµφωνα µε την Α∆ΜΕ,  

                                    2 21 1 .
2 2k pE E E mv kx σταθ= + = + =   (4.27) 

 

γ) ∆ύναµη Coulomb 
 
                                                       
                                               
                          
 
 
 
 
 
    Η δύναµη που δέχεται ένα φορτισµένο σωµάτιο µάζας m και φορτίου q µέσα στο 
ηλεκτροστατικό πεδίο που δηµιουργεί γύρω του ένα άλλο φορτίο Q, δίνεται από τη 
σχέση (3.40):  

                                             2 ˆ ˆ( )r r
QqF k u F r u
r

= ≡
G

      (4.28) 

 
όπου  k=1/4πε0 . ∆οθέντος ότι  ˆ /ru r r=

G  (όπου  r r=
G ), η (4.28) γράφεται  

                                                     ( )F rF r
r

=
G G  .  

Αν drG  είναι µια στοιχειώδης µετατόπιση του q πάνω στην τροχιά του,  

                                              ( )F rF dr r dr
r

⋅ = ⋅
G G G G  .  

Αλλά,  

•Q
ˆru rG q

drG
F
G
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     [ ]
2

21 1 1 1 ( ) 1( ) ( ) ( ) (2 ) .
2 2 2 2 2

d rr dr dr r r dr d r r d r dr r dr rdr
dr

⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ = = = =
G G G G G G G G    

Έτσι,  

                                             ( ) ( ) .F rF dr rdr F r dr
r

⋅ = =
G G   

 
    Το έργο τής F

G
 κατά τη µετατόπιση του q από το σηµείο Α στο σηµείο Β της τρο-

χιάς του, είναι  

                   2
1 1( )

B B B

A A A
A B

drW F dr F r dr k Qq k Qq
r r r

⎛ ⎞
= ⋅ = = = − ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫
G G   

                                                   
A B

Qq QqW k k
r r

= −     (4.29) 

Η δύναµη F
G

 θα είναι συντηρητική αν υπάρχει δυναµική ενέργεια Ep του q στο πεδίο 
Coulomb του Q , τέτοια ώστε  W=Ep,A –Ep,B . Η Ep βρίσκεται εύκολα από την (4.29): 
 

                                                     ( )p
QqE r k
r

=     (4.30) 

 
όπου υποθέσαµε αυθαίρετα ότι Ep=0 σε άπειρη απόσταση από το Q ( )r = ∞ . (Προ-
σέξτε ότι, λόγω συµµετρίας τής (4.30), η έκφραση αυτή παριστά εξίσου και τη δυνα-
µική ενέργεια του Q στο πεδίο Coulomb του q. Για το λόγο αυτό, λέµε ότι η (4.30) 
εκφράζει τη δυναµική ενέργεια του συστήµατος φορτίων Q-q.) Συµπεραίνουµε ότι η 
ηλεκτροστατική δύναµη Coulomb είναι συντηρητική.  
 
 
4.7  Η Κινητική Τριβή ως Μη-Συντηρητική ∆ύναµη 
 
Η κινητική τριβή (εδώ θα τη συµβολίσουµε F

G
) είναι πάντα αντίθετη στην ταχύτητα 

vG  ενός σωµατιδίου, άρα και στη στοιχειώδη µετατόπιση drG  του σωµατιδίου πάνω 
στην τροχιά του:  
 

                                           
•
m drG vGF

G

 
                                                                                                
Έτσι, το στοιχειώδες έργο τής F

G
 κατά τη µετατόπιση drG  είναι πάντα αρνητικό:  

 
                                                     0dW F dr= ⋅ <

G G  .      
 
Το έργο, λοιπόν, της F

G
 κατά µήκος οποιασδήποτε τροχιάς είναι αρνητικό. Ειδικά, για 

µια κλειστή τροχιά,  
 
                                                        0F dr⋅ <∫

G Gv  .   
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Παρατηρούµε ότι το κλειστό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της F
G

 είναι διάφορο του µη-
δενός. Σύµφωνα µε αυτά που εκτέθηκαν στην Παρ.4.4, αυτό σηµαίνει ότι η κινητική 
τριβή δεν είναι συντηρητική δύναµη.  
 
    Για τη στατική τριβή δεν τίθεται καν θέµα συζήτησης, αφού αυτή δεν παράγει έργο. 
Στο Κεφάλαιο 7, για παράδειγµα, θα δούµε ότι µπορούµε να χρησιµοποιούµε την αρ-
χή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας σε προβλήµατα κύλισης στερεών σωµάτων, 
παρά την παρουσία στατικής τριβής.  
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ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ 
 
 
5.1  Αρµονική Ταλάντωση 
 
Θα µελετήσουµε τώρα µια ειδική περίπτωση ευθύγραµµης κίνησης που ονοµάζεται 
απλή αρµονική κίνηση ή αρµονική ταλάντωση. Είναι µια µορφή περιοδικής κίνησης, µε 
την έννοια ότι αποτελεί συνεχή επανάληψη µιας πρωταρχικής κίνησης ή «κύκλου»:  
 
 
 
 
 
 
 
Η κίνηση περιορίζεται στο ευθύγραµµο τµήµα που οριοθετείται από τα σηµεία 
x A= −  και x A= + . Η θέση  x του κινητού δίνεται σαν συνάρτηση του χρόνου t από 
την έκφραση  
 
                                                   cos( )x A tω α= +     (5.1) 
 
Προσέξτε ότι θα µπορούσαµε, εναλλακτικά, να περιγράψουµε την κίνηση χρησιµο-
ποιώντας ηµιτονοειδή συνάρτηση. Αυτή όµως ανάγεται και πάλι στη συνηµιτονοειδή 
µορφή (5.1) αν θέσουµε  α+π/2  στη θέση τού α. Η σταθερά Α ονοµάζεται πλάτος της 
ταλάντωσης, το ω παριστά την κυκλική συχνότητα, ενώ η γωνία ωt+α (σε rad !) κα-
λείται φάση. Το ω έχει διαστάσεις αντίστροφου χρόνου, έτσι ώστε το ωt να είναι κα-
θαρός αριθµός. Τα µεγέθη Α και ω λαµβάνουν πάντα θετικές τιµές.   
 
    Ένας καλός τρόπος για να κατανοήσουµε το είδος της κίνησης που περιγράφει η 
(5.1) είναι ο εξής:  

                                     

x

y

A− A+O

ω

ω

0P

P

A

x
α

tω

            
 
Φανταστείτε ένα κινητό που εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση στο επίπεδο xy µε στα-
θερή γωνιακή ταχύτητα ω. Καλούµε Α την ακτίνα της κυκλικής τροχιάς και υποθέ-
τουµε ότι η κίνηση είναι αριστερόστροφη. Το κέντρο Ο του κύκλου συµπίπτει µε την 

• •
O x

ˆxu

x A= − x A=+0x =
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cos( )
2

x A t πω= −

αρχή των αξόνων, κι έτσι ο κύκλος τέµνει τον άξονα x στα σηµεία x= −A και x= +A . 
Τη χρονική στιγµή t=0 το κινητό βρίσκεται στο σηµείο Ρ0 του κύκλου, ενώ την (τυ-
χαία) χρονική στιγµή t το κινητό περνάει από το σηµείο Ρ. Μεταξύ t=0 και t, το διά-
νυσµα θέσης του κινητού διαγράφει γωνία Ρ0ΟΡ= ωt. Έτσι, η γωνία που σχηµατίζει 
το διάνυσµα θέσης µε τον άξονα x τη στιγµή t είναι  φ(t)= ωt+α  [βλ. σχέση (2.39)] .  
 
    Καθώς το t αυξάνει απεριόριστα, το σηµείο Ρ (που παριστά τη στιγµιαία θέση του 
κινητού) διαγράφει επαναληπτικά τον κύκλο µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω. Την 
ίδια στιγµή, η προβολή τού Ρ στον άξονα x ταλαντώνεται αδιάκοπα κατά µήκος του 
άξονα, στο τµήµα του από x= −A έως x= +A . Η τιµή της προβολής x τη στιγµή t δί-
νεται από τη σχέση  
 
                                      ( ) cos ( ) cos( )x t A t A tϕ ω α= = +    (5.2) 
 
Παρατηρούµε λοιπόν ότι, ενώ το σηµείο Ρ του κύκλου κινείται αριστερόστροφα µε 
σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω, η προβολή x του Ρ εκτελεί αρµονική ταλάντωση µε κυ-
κλική συχνότητα ω και πλάτος Α ίσο µε την ακτίνα του κύκλου. Επιπλέον, η στιγ-
µιαία τιµή της γωνίας φ(t) αποτελεί τη φάση της ταλάντωσης. Ειδικά, η τιµή φ(0)=α  
της φάσης για t=0 καλείται αρχική φάση.  
 
    Περίοδος Τ µιας αρµονικής ταλάντωσης λέγεται ο χρόνος που απαιτείται ώστε το 
ταλαντούµενο σώµα να περάσει από την ίδια θέση x δύο φορές, κινούµενο στην ίδια 
κατεύθυνση. Ισοδύναµα, Τ είναι ο χρόνος που απαιτείται ώστε το σηµείο Ρ να δια-
γράψει µια πλήρη κυκλική τροχιά, ή, το διάνυσµα θέσης του να διαγράψει γωνία 2π. 
Έτσι, η γωνιακή ταχύτητα της κυκλικής κίνησης, ίση µε την κυκλική συχνότητα της 
αρµονικής ταλάντωσης, είναι    

                                                          2
T
πω =      (5.3) 

 
Κατά τη διάρκεια µιας περιόδου, η φάση της ταλάντωσης µεγαλώνει κατά 2π :  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2t t t T t T t T tϕ ω α ϕ ω α ϕ ω ϕ π= + ⇒ + = + + = + = +  .   

Το x, έτσι, επανέρχεται στην αρχική του τιµή:  

              ( ) cos ( ) cos[ ( ) 2 ] cos ( ) ( )x t T A t T A t A t x tϕ ϕ π ϕ+ = + = + = =  .    
 
    Σαν ειδική περίπτωση, για / 2α π= − , η σχέση (5.2) παρίσταται γραφικά ως εξής:  

 

                                                                        

                                                    
    
  
  
 
Προσέξτε ότι η ίδια καµπύλη  θα µπορούσε να περιγραφεί µε την ηµιτονοειδή συνάρ-
τηση sinx A tω= , σε συµφωνία µε την παρατήρηση που κάναµε νωρίτερα.  

x

O t

T

A
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    Αν το ταλαντούµενο σώµα εκτελεί µια πλήρη ταλάντωση σε χρόνο Τ (δηλαδή, σε 
µία περίοδο), πόσες ταλαντώσεις εκτελεί στη µονάδα του χρόνου; Ισοδύναµα, πόσες 
πλήρεις περιστροφές κάνει το σηµείο Ρ του κύκλου στη µονάδα του χρόνου; Έστω 
ότι ο χρόνος µετριέται σε κάποια µονάδα 1τ , όπου το τ µπορεί να είναι δευτερόλεπτα, 
λεπτά, ώρες, µέρες, µήνες, έτη, κλπ. Έχουµε ότι  

σε χρόνο Τ (σε  τ) κάνει 1 ταλάντωση  (ή περιστροφή),  

σε χρόνο 1τ  κάνει Ν  ταλαντώσεις  (ή περιστροφές).  
 
Έτσι,  

                                                 1 1
1 1
T N

N Tτ τ
= ⇒ =   .     

 
Η ποσότητα  

                                                              1f
T

=                (5.4) 

 
ονοµάζεται συχνότητα, και στο S.I. µετριέται σε  s –1. Η µονάδα αυτή καλείται και 
hertz (Hz) ή κύκλος ανά δευτερόλεπτο. Συνδυάζοντας τις (5.3) και (5.4), έχουµε ότι  
 

                                                     2 2 f
T
πω π= =     (5.5) 

 
Το ω µετριέται σε  rad.s –1, ή απλά σε  s –1 (συχνά όµως θα το δούµε να εκφράζεται, 
κάπως καταχρηστικά, και σε Hz).  
 
 
5.2  ∆ύναµη στην Αρµονική Ταλάντωση 
 
Θεωρούµε σώµα µάζας m που εκτελεί αρµονική ταλάντωση. Η αποµάκρυνση x του m 
από το κέντρο της ταλάντωσης Ο δίνεται από τη σχέση (5.1) σαν συνάρτηση του t. Η 
ταχύτητα και η επιτάχυνση του m βρίσκονται από τις σχέσεις (2.1) και (2.3):    

                                                  ˆ ˆ,x xv v u a a u= =
G G  .   

Οι αλγεβρικές τιµές v και a των δύο διανυσµάτων είναι      

                                            sin( )dxv A t
dt

ω ω α= = − +    (5.6)         

                                    2 2cos( )dva A t x
dt

ω ω α ω= = − + = −    (5.7) 

Από το νόµο του Νεύτωνα, η συνισταµένη δύναµη στο m είναι    

                                    2ˆ ˆ ˆx x xF ma ma u m x u F uω= = = − ≡
G G  .  

Η αλγεβρική τιµή F της ολικής δύναµης είναι   

                                                         F k x= −     (5.8) 
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όπου θέσαµε  

                                              2 kk m
m

ω ω= ⇔ =    (5.9) 

 
Η (5.5) τώρα δίνει  

                                                  

1
2 2
2 2

kf
m

mT
k

ω
π π
π π
ω

= =

= =

     (5.10) 

 
    Από την (5.8) βλέπουµε ότι, στην αρµονική ταλάντωση η δύναµη είναι πάντα αντί-
θετη στην αποµάκρυνση από το Ο και τείνει να επαναφέρει το σώµα στο Ο:   

                          

i ii
OF

G
F
G

0
0

x
F
=
=

0
0

x
F
<
>

0
0

x
F
>
<

x

 
 
Το σηµείο Ο, όπου x= 0, καλείται σηµείο ισορροπίας, διότι εκεί F= 0. Τούτο δεν ση-
µαίνει απαραίτητα ότι το σώµα έχει στο Ο µηδενική ταχύτητα, αλλά ότι η δύναµη στο 
σηµείο αυτό µηδενίζεται. Έτσι, αν το σώµα βρίσκεται αρχικά ακίνητο στη θέση ισορ-
ροπίας Ο, θα παραµείνει ακίνητο στη θέση αυτή. (Προσέξτε τη διαφορά ανάµεσα 
στους όρους ισορροπία και ακινησία, την οποία τονίσαµε ήδη στην Παρ.3.2.)  
 
 
5.3  Ενεργειακές Σχέσεις 
 
Με τη βοήθεια της σχέσης (5.6), βρίσκουµε την κινητική ενέργεια ενός ταλαντούµε-
νου σώµατος µάζας m :    

           2 2 2 2 2 2 2 21 1 1sin ( ) [ cos ( )]
2 2 2kE mv m A t m A A tω ω α ω ω α= = + = − +  .    

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (5.1) και (5.9), βρίσκουµε  

                                                    2 21 ( )
2kE k A x= −     (5.11) 

Παρατηρούµε ότι η Ek είναι µέγιστη στο κέντρο (x=0) και µηδέν στα άκρα (x=+A) 
της ταλάντωσης.  
 
    Από την (5.8) παρατηρούµε ότι η συνισταµένη δύναµη F

G
 στο ταλαντούµενο σώµα 

είναι ελαστική δύναµη της µορφής (4.25). Όπως δείξαµε στο Παράδειγµα (β) της 
Παρ.4.6  [σχέση (4.26)], η δυναµική ενέργεια του σώµατος είναι     

                                                          21
2pE k x=     (5.12) 
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k

O
0x =

x
x

m

ˆxu

kF
G

Παρατηρούµε ότι η Ep είναι ελάχιστη στο κέντρο (x=0) και µέγιστη στα άκρα (x=+A)  
της ταλάντωσης.    
 
    Από τις (5.11) και(5.12) βρίσκουµε την ολική µηχανική ενέργεια του ταλαντούµε-
νου σώµατος:  

                                                    21
2k pE E E k A= + =    (5.13)  

 
και παρατηρούµε ότι είναι σταθερή ποσότητα. ∆ηλαδή, η µηχανική ενέργεια του σώ-
µατος µένει σταθερή κατά τη διάρκεια της ταλάντωσης, σε συµφωνία µε την Α∆ΜΕ.  
 
 
5.4  Ταλάντωση Συστήµατος Μάζας-Ελατηρίου  
 
Τα ελατήρια αποτελούν ένα συνηθισµένο µέσο παραγωγής ταλαντώσεων. Πριν δούµε 
µε ποιους τρόπους γίνεται αυτό, θα πούµε δύο λόγια για τη δύναµη που ασκεί ένα ε-
λατήριο σε οτιδήποτε είναι συνδεδεµένο µε αυτό, π.χ., ένα σώµα µάζας m. Το ελα-
τήριο µπορεί να βρίσκεται σε µία από τις παρακάτω τρεις καταστάσεις: 

    1. Στο φυσικό του µήκος, πράγµα που συµβαίνει όταν στο ελατήριο δεν ασκείται 
καµία εξωτερική δύναµη. Το ελατήριο τότε δεν ασκεί δύναµη στο σώµα. 

    2. Σε επέκταση κατά l∆ από το φυσικό του µήκος. Το ελατήριο έχει τότε την τάση 
να ξαναγυρίσει στο φυσικό του µήκος, και γι’ αυτό ασκεί µια δύναµη kF

G
 αντίθετη 

στην επέκταση, µέτρου ίσου µε k l∆ , όπου k µια σταθερά που ονοµάζεται σταθερά 
του ελατηρίου.  

    3. Σε συµπίεση κατά l∆ από το φυσικό του µήκος. Το ελατήριο έχει και πάλι την 
τάση να ξαναγυρίσει στο φυσικό του µήκος, κι έτσι ασκεί µια δύναµη kF

G
 αντίθετη στη 

συµπίεση, µέτρου επίσης ίσου µε k l∆ .  
 
α) Οριζόντια ταλάντωση  
 
    Το σώµα m συνδέεται µε ελατήριο σταθεράς k και κινείται χωρίς τριβή πάνω σε 
οριζόντιο επίπεδο, κατά µήκος του άξονα x:  
 
 
 
 
 
 
 
 
Στη θέση x=0 (σηµείο Ο) το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος και δεν ασκεί δύναµη 
στο σώµα. Στην τυχαία θέση x το ελατήριο έχει υποστεί παραµόρφωση (επέκταση αν 
x>0 ή συµπίεση αν x<0) και ασκεί στο m µια δύναµη επαναφοράς, ίση µε  

                                                   ˆ ˆk x k xF k x u F u= − ≡
G

       (5.14) 
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όπου kF k x= −  είναι η αλγεβρική τιµή τής kF
G

. Παρατηρούµε ότι η kF
G

 είναι προς τα 
αριστερά όταν το m είναι δεξιά τού Ο (x>0), ενώ είναι προς τα δεξιά όταν το m είναι 
αριστερά τού Ο (x<0). Σε κάθε περίπτωση, η kF

G
 έχει κατεύθυνση προς το σηµείο ι-

σορροπίας Ο (στο σηµείο αυτό, η kF
G

 µηδενίζεται).      
 
    Έστω τώρα F

G
 η συνισταµένη δύναµη στο m. Παρατηρούµε ότι kF F=

G G
, διότι οι άλ-

λες δύο δυνάµεις, δηλαδή το βάρος του σώµατος και η κάθετη αντίδραση από το επί-
πεδο, αλληλοαναιρούνται (θυµηθείτε ότι δεν υπάρχει τριβή). Έτσι,  
 
                                                  ˆ ˆx xF k xu F u= − ≡ ⇒

G
 

                                                           F k x= −     (5.15) 

όπου F η αλγεβρική τιµή τής F
G

. Το γεγονός ότι η ολική δύναµη στο m είναι της µορ-
φής (5.15) σηµαίνει ότι η κίνηση του σώµατος είναι αρµονική ταλάντωση κατά µήκος 
του άξονα x, µε κέντρο το Ο [βλ. εξίσ.(5.8)]. Η κυκλική συχνότητα και η περίοδος της 
ταλάντωσης δίνονται από τις σχέσεις (5.9) και (5.10):  

                                        1, 2k mT
m f k

ω π= = =    (5.16) 

 
(Προσέξτε ότι τα µεγέθη αυτά δεν εξαρτώνται από το πλάτος της ταλάντωσης.) Η δυ-
ναµική ενέργεια του σώµατος στη θέση x είναι    

                                                       21
2pE k x=     (5.17) 

Αν A είναι το πλάτος της ταλάντωσης, η ολική µηχανική ενέργεια του σώµατος ισού-
ται µε   

                                               21
2k pE E E k A= + =     (5.18) 

και µένει σταθερή κατά τη διάρκεια της ταλάντωσης. (Θα συνέβαινε αυτό αν υπήρχε 
τριβή;)  
 
β) Κατακόρυφη ταλάντωση   
 
    Αρχικά, το ελατήριο είναι ελεύθερο και έχει το φυσικό του µήκος l0 . Στη συνέχεια, 
προσαρτούµε στο ελατήριο ένα σώµα µάζας m. Όταν το σώµα ισορροπεί στη θέση 
x=0 του κατακόρυφου άξονα x, το ελατήριο επεκτείνεται κατά l∆ και ασκεί στο σώµα 

µια δύναµη κατακόρυφη προς τα πάνω, ίση µε kF k l′ = ∆ , η οποία εξισορροπεί το βά-
ρος mg του σώµατος:  
 
                                                         k l mg∆ =     (5.19) 
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Μετατοπίζουµε τώρα το σώµα κατά απόσταση x πάνω από τη θέση ισορροπίας (δη-
λαδή, από τη θέση x=0 το µετατοπίζουµε στη θέση x>0). Η επέκταση του ελατηρίου 
είναι τώρα ( )l x∆ − , και η προς τα πάνω δύναµη που ασκεί το ελατήριο στο σώµα 
είναι ( )kF k l x= ∆ − . Η συνισταµένη δύναµη στο σώµα είναι  

                           ( )kF F mg k l x mg= − = ∆ − −      (αλγεβρική τιµή) .  

Κάνοντας χρήση της συνθήκης ισορροπίας (5.19), βρίσκουµε  
 
                                                          F k x= −     (5.20) 
 
Η σχέση (5.20) βρέθηκε για  x>0, δηλαδή για µετατόπιση πάνω από τη θέση ισορρο-
πίας. Έστω τώρα µια µετατόπιση κάτω από τη θέση ισορροπίας, στη θέση x<0. Η ε-
πέκταση του ελατηρίου είναι, τότε, l x l x∆ + = ∆ − , όπως πριν, και οι ίδιες εκφρά-
σεις εξακολουθούν να ισχύουν και για την προς τα πάνω δύναµη kF  από το ελατήριο, 
και την ολική δύναµη F στο σώµα:  

                                  
( ) ( ) ,

( )
k

k

F k l x k l x
F F mg k l x mg k x

= ∆ + = ∆ −

= − = ∆ − − = −
       

όπου χρησιµοποιήσαµε και πάλι τη συνθήκη ισορροπίας (5.19).  
     
    Συµπέρασµα: Η συνισταµένη δύναµη στο σώµα είναι της µορφής (5.20), όπου το x 
παριστά την αποµάκρυνση από τη θέση ισορροπίας. Τούτο σηµαίνει ότι το σώµα θα 
εκτελεί αρµονική ταλάντωση γύρω από τη θέση ισορροπίας του (στη θέση αυτή το ε-
λατήριο επεκτείνεται κατά l∆ ). Η κυκλική συχνότητα και η περίοδος της ταλάντω-
σης δίνονται από τις σχέσεις  

                                       1, 2k mT
m f k

ω π= = =     (5.21) 
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    Η δυναµική ενέργεια του σώµατος στη θέση  x  είναι  

                                                          21
2pE k x=      (5.22) 

ενώ η ολική µηχανική του ενέργεια είναι    

                                                 21
2k pE E E k A= + =     (5.23) 

όπου Α το πλάτος της ταλάντωσης. Παρατηρούµε και πάλι ότι η Ε είναι σταθερή πο-
σότητα.  
                                             
    Η δύναµη kF

G
 που ασκεί ένα ελατήριο είναι συντηρητική και αντιστοιχεί σε δυνα-

µική ενέργεια , ( )p kE y , όπου y η παραµόρφωση του ελατηρίου (επέκταση ή συµπί-
εση). Πράγµατι, η δύναµη αυτή ισούται (αλγεβρικά) µε  

                                                         kF k y= −            

όπου y>0 για επέκταση και y<0 για συµπίεση. Το έργο τής kF
G

 κατά τη µετατόπιση 
του σηµείου εφαρµογής της από το σηµείο Α στο σηµείο Β, είναι    

                2 2
, ,

1 1 ( ) ( )
2 2

B B

k A B p k p kA A
W F dr kydy ky ky E A E B= ⋅ = − = − ≡ −∫ ∫

G G   

 
έτσι ώστε  

                                                    2
,

1( )
2p kE y k y=     (5.24) 

(θεωρούµε ότι η δυναµική ενέργεια είναι µηδέν για µηδενική παραµόρφωση του ελα-
τηρίου).  
 
    Χρησιµοποιώντας τη σχέση (5.24), µπορούµε να εξαγάγουµε την έκφραση (5.22) 
για τη δυναµική ενέργεια στην κατακόρυφη ταλάντωση, µε τον εξής εναλλακτικό 
τρόπο: Η ολική δυναµική ενέργεια Ep του m είναι το άθροισµα της δυναµικής ενέρ-
γειας Ep,m λόγω της βαρύτητας, και της δυναµικής ενέργειας Ep,k λόγω της παραµόρ-
φωσης του ελατηρίου. Υποθέτοντας αυθαίρετα ότι η Ep,m είναι µηδέν στη θέση ισορ-
ροπίας x=0, και χρησιµοποιώντας τη σχέση (4.22) (µε x στη θέση τού y), έχουµε  

                                                   , ( )p mE x mgx= .    

Η παραµόρφωση (επέκταση) του ελατηρίου είναι y l x= ∆ − , έτσι ώστε, από την 
(5.24),  

                                            2
,

1( ) ( )
2p kE x k l x= ∆ − .  

Η ολική δυναµική ενέργεια του m είναι  

   2 2 2
, ,

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2p p m p kE x E x E x mgx k l x mg k l x k x k l= + = + ∆ − = − ∆ + + ∆ .  
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Αλλά, από τη συνθήκη ισορροπίας (5.19), 0mg k l− ∆ = . Επίσης, ο όρος 2( ) / 2k l∆  
είναι µια σταθερή ποσότητα, ανεξάρτητη του x, και µπορεί να παραλειφθεί από τη 
δυναµική ενέργεια. Έτσι, τελικά,  

                                                2
, ,

1
2p p m p kE E E k x= + =     

σε συµφωνία µε την (5.22).  
 
 
5.5  Ταλάντωση Εκκρεµούς  
 
Οι ταλαντώσεις ενός εκκρεµούς ακολουθούν προσεγγιστικά τους νόµους της αρµονι-
κής ταλάντωσης, για µικρές γωνίες εκτροπής του νήµατος από την κατακόρυφο:   
 
                                                              

                                

•

O

l

θ

θ
s

A

f
G

wG

ˆTu
m

TwG
NwG

 
 
    Η µάζα m ταλαντώνεται συµµετρικά γύρω από το σηµείο ισορροπίας Ο. Για µικρές 
τιµές της γωνίας εκτροπής θ, το τόξο κύκλου ΟΑ µπορεί να θεωρηθεί προσεγγιστικά 
σαν οριζόντιο ευθύγραµµο τµήµα µήκους  s=lθ , όπου l το µήκος του νήµατος (το θ 
σε rad). Τα s και θ παίζουν εδώ το ρόλο της αποµάκρυνσης από τη θέση ισορροπίας, 
όπως το x στις προηγούµενες παραγράφους. Έτσι, s>0 και θ>0 όταν το m είναι στα 
δεξιά τού Ο (δηλαδή, προς τη θετική κατεύθυνση από το Ο, όπως αυτή ορίζεται από 
το µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα ˆTu ), ενώ s<0 και θ<0 όταν το m είναι στα αρι-
στερά τού Ο. Το ρόλο της δύναµης επαναφοράς που ευθύνεται για την ταλάντωση 
παίζει εδώ η επιτρόχια (εφαπτοµενική) συνιστώσα της ολικής δύναµης, δηλαδή η συ-
νιστώσα της δύναµης στη διεύθυνση της κίνησης.  
     
    Στη µάζα m ασκούνται δύο δυνάµεις: το βάρος wG , µέτρου mg, και η τάση του νή-
µατος f

G
. Η συνισταµένη δύναµη στο m είναι F w f= +

GG G . Όπως είναι εύκολο να δού-
µε, η επιτρόχια συνιστώσα TF

G
 της F

G
 ισούται µε τη συνιστώσα TwG  του βάρους στη 

διεύθυνση της εφαπτοµένης στο Α :  
 
                                         ˆ ˆsinT T T T TF w mg u F uθ= = − ≡

G G   
 
όπου sinTF mg θ= −  η αλγεβρική τιµή τής TF

G
 .  Για πολύ µικρές τιµές της γωνίας θ, 

µπορούµε να κάνουµε την προσέγγιση sinθ θ� . Έτσι,   
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                                                T
mgF mg s
l

θ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

�    (5.25) 

 
(διότι s=lθ). Η σχέση (5.25) είναι της µορφής (5.8), µε  s  στη θέση τού  x :  

                                            TF k s−�     όπου    mgk
l

=  .   

Τούτο  σηµαίνει  ότι,  κάτω από την  επίδραση της TF
G

,  η µάζα  m  εκτελεί  αρµονική 
ταλάντωση γύρω από το σηµείο ισορροπίας Ο.  Η κυκλική συχνότητα και η περίοδος 
της ταλάντωσης είναι  
  

                               , 2 2k g m lT
m l k g

ω π π= = = =   (5.26)   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6 
 

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΩΝ 
 
 
6.1  Κέντρο Μάζας Συστήµατος 
 
Η µελέτη της δυναµικής ενός συστήµατος σωµατιδίων παρουσιάζει πρόσθετες δυ-
σκολίες σε σύγκριση µε τη δυναµική ενός µοναδικού σωµατιδίου. Αυτό που κατά κύ-
ριο λόγο περιπλέκει τα πράγµατα είναι ότι, στην περίπτωση ενός συστήµατος πρέπει 
να διαχωρίσουµε ανάµεσα σε δύο κατηγορίες δυνάµεων: τις εσωτερικές, αυτές δη-
λαδή που ασκούνται µεταξύ των ίδιων των σωµατιδίων του συστήµατος, και τις εξω-
τερικές, που ασκούνται στο σύστηµα από παράγοντες εξωτερικούς ως προς αυτό. 
Όπως θα δούµε, σε κάθε σύστηµα αντιστοιχεί ένα σηµείο του χώρου, το κέντρο µάζας 
του συστήµατος, το οποίο κινείται σαν να είναι ένα σωµάτιο µε µάζα ίση µε την ολι-
κή µάζα του συστήµατος, και πάνω στο οποίο ασκείται η ολική εξωτερική δύναµη 
που δρα στο σύστηµα. 
 
    Θεωρούµε ένα σύστηµα σωµατιδίων µε µάζες 1 2 3, , , ,m m m  τα οποία βρίσκονται 
κάποια χρονική στιγµή στα σηµεία του χώρου µε αντίστοιχα διανύσµατα θέσης 

1 2 3, , , ,r r r  ως προς τυχαίο σηµείο αναφοράς Ο. Το Ο είναι σταθερό σηµείο σε κά-
ποιο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, και λαµβάνεται ως αρχή των συντεταγµένων 
στο σύστηµα αυτό:  
                                                                 

                                       

•

•

•

•

x y

z

O

1m

2m

3m

C
1r

2r

3r

Cr

 
 
Η ολική µάζα του συστήµατος είναι  

                                          1 2 3 i
i

M m m m m= + + + = ∑    (6.1) 

Το κέντρο µάζας του συστήµατος ορίζεται σαν το σηµείο C του χώρου µε διάνυσµα 
θέσης  

                                   1 1 2 2
1 1( )C i i

i

r m r m r m r
M M

= + + = ∑   (6.2) 
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    Στη σχέση (6.2), όλα τα διανύσµατα θέσης λαµβάνονται ως προς ένα σταθερό ση-
µείο Ο του συστήµατος αναφοράς µας. Αν παίρναµε ένα διαφορετικό σηµείο αναφο-
ράς Ο΄, τα διανύσµατα θέσης θα άλλαζαν αλλά η θέση του ίδιου του κέντρου µάζας C 
ως προς το σύστηµα των σωµατιδίων θα έµενε σταθερή, ανεξάρτητη από την εκλογή 
του σηµείου αναφοράς! (Άσκηση: Υποθέστε ότι τα κέντρα µάζας ως προς Ο και Ο΄ 
είναι C και C΄, αντίστοιχα, και δείξτε ότι το διάνυσµα CC΄ είναι µηδέν. Βλ. επίσης 
Παράρτηµα Α.)  
 
    Αν ( , , )i i ix y z  και ( , , )C C Cx y z  είναι οι συντεταγµένες των im  και C, αντίστοιχα, 
µπορούµε να αντικαταστήσουµε τη διανυσµατική σχέση (6.2) µε τρεις αλγεβρικές 
εξισώσεις:  

                     1 1 1, ,C i i C i i C i i
i i i

x m x y m y z m z
M M M

= = =∑ ∑ ∑  (6.3) 

 
    Σαν παράδειγµα, ας θεωρήσουµε δύο σωµατίδια µε µάζες 1m m=  και 2 2m m= , 
τοποθετηµένα στα σηµεία x1 και x2 του άξονα x. Καλούµε  a = x2 − x1 την απόσταση 
µεταξύ των δύο σωµατιδίων:   
                                                                
 
 
 
 
 
Η ολική µάζα του συστήµατος είναι  M=m1+m2=3m . Από τις σχέσεις (6.3) βλέπουµε 
αµέσως ότι το κέντρο µάζας C του συστήµατος βρίσκεται πάνω στον άξονα x, αφού 
yi=zi=0  ( 1,2i = ) έτσι ώστε  yC=zC=0  (οι άξονες y και z δεν έχουν σχεδιαστεί). Επί-
σης,  

                            1 1 2 2 1 2 1
1 1 2( ) ( 2 )

3 3Cx m x m x x x x a
M

= + = + = +     

 
όπου λάβαµε υπόψη ότι  x2= x1+a . ∆ηλαδή, το κέντρο µάζας C βρίσκεται σε από-
σταση 2a/3 από το m. Προσέξτε ότι η θέση τού C ως προς το σύστηµα των σωµατι-
δίων δεν εξαρτάται από την εκλογή του σηµείου αναφοράς Ο ως προς το οποίο µε-
τρούµε τις συντεταγµένες των µαζών.  
 
    Σηµειώνουµε ότι, όπως είναι φανερό και από το παραπάνω παράδειγµα, η θέση του 
κέντρου µάζας ενός συστήµατος δεν συµπίπτει απαραίτητα µε τη θέση κάποιου σω-
µατιδίου του συστήµατος. (∆ώστε παραδείγµατα συστηµάτων όπου το C συµπίπτει µε 
κάποιο από τα σωµατίδια, καθώς και συστηµάτων όπου δεν συµπίπτει.)   
 
 
6.2  Νόµος του Νεύτωνα και ∆ιατήρηση της Ορµής  
 
Έστω 1 2, , ,v v  οι στιγµιαίες ταχύτητες των σωµατιδίων ενός συστήµατος. Η ολική 
ορµή του συστήµατος είναι  

                                        1 2 1 1 2 2P p p m v m v= + + = + +    
ή, σύντοµα,  

•• ••
O C

x
m 2m

1x 2xCx

a
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                                                     i i i
i i

P p m v= =∑ ∑    (6.4) 

    Θεωρούµε, για ευκολία, ένα σύστηµα δύο σωµατιδίων m1 , m2 . Καλούµε 1 2,F F  τις 
αντίστοιχες ολικές εξωτερικές δυνάµεις που ασκούνται στα σωµατίδια από παράγο-
ντες εξωτερικούς ως προς το σύστηµα. Υποθέτουµε, επίσης, ότι υπάρχουν και εσωτε-
ρικές δυνάµεις: 12F  στο σωµατίδιο 1 από το σωµατίδιο 2, και 21F  στο σωµατίδιο 2 
από το σωµατίδιο 1. Σύµφωνα µε το νόµο δράσης-αντίδρασης, 12 21F F= − .   
                                                                                                            
  
 
 
 
Η ολική δύναµη στο σωµ.1 είναι 1 12F F+ , ενώ αυτή στο σωµ.2 είναι 2 21F F+ . Από το 
νόµο του Νεύτωνα, έχουµε  

                                        1 2
1 12 2 21,dp dpF F F F

dt dt
= + = +  .     

Προσθέτοντας κατά µέλη και λαµβάνοντας υπόψη ότι 12 21 0F F+ = , βρίσκουµε  

                                      1 2
1 2 1 2( )dp dp d p p F F

dt dt dt
+ = + = +   .     

 
    Γενικεύοντας το παραπάνω αποτέλεσµα για σύστηµα µε αυθαίρετο αριθµό σωµα-
τιδίων, έχουµε  

                                                     i i
i i

d p F
dt

=∑ ∑                (6.5) 

Το αριστερό µέλος τής (6.5) είναι η χρονική παράγωγος της ολικής ορµής P  του συ-
στήµατος. Το δεξί µέλος παριστά την ολική εξωτερική δύναµη που δρα στο σύστηµα:  
 
                                                        i

i

F Fεξ = ∑     (6.6) 

Έτσι, η (6.5) γράφεται  

                                                         
dP F
dt εξ=     (6.7) 

 
∆ηλαδή, ο ρυθµός µεταβολής της ολικής ορµής του συστήµατος είναι ίσος µε την ολική 
εξωτερική δύναµη που δρα στο σύστηµα. Παρατηρούµε ότι οι εσωτερικές δυνάµεις 
(που ανά δύο αλληλοαναιρούνται) δεν µπορούν να µεταβάλουν την ορµή του συστή-
µατος: αυτό το επιτυγχάνουν µόνο οι εξωτερικές δυνάµεις.  
     
    Ποιος είναι ο ρόλος του κέντρου µάζας σε όλα αυτά; Η απάντηση βρίσκεται σε δύο 
σηµαντικές προτάσεις τις οποίες θα αποδείξουµε παρακάτω:  
 
 

• •1m 2m

1F
2F

12F 21F
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1. Η ολική ορµή του συστήµατος είναι ίδια µε αυτή ενός υποθετικού σωµατιδίου 
το οποίο έχει µάζα ίση µε την ολική µάζα Μ του συστήµατος και κινείται µε 
την ταχύτητα του κέντρου µάζας του συστήµατος.   

2. Το κέντρο µάζας του συστήµατος κινείται σαν να είναι ένα σωµατίδιο µε µάζα 
ίση µε την ολική µάζα Μ του συστήµατος, πάνω στο οποίο ασκείται η ολική 
εξωτερική δύναµη που δρα στο σύστηµα.  

 
    Απόδειξη:  
 
1) Παραγωγίζοντας την (6.2), βρίσκουµε την ταχύτητα του κέντρου µάζας C του συ-
στήµατος:  

                               1 1C i
C i i i

i i

dr d drv m r m
dt dt M M dt

⎛ ⎞= = = ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

                                            1 1
C i i i

i i

v m v p
M M

= =∑ ∑            (6.8) 

 
Συνδυάζοντας την (6.8) µε την (6.4), βρίσκουµε  
 
                                                        CP M v=      (6.9) 
 
2) Παραγωγίζοντας την (6.9), έχουµε  

                                      ( ) C
C C

dP d dvM v M M a
dt dt dt

= = =    

όπου Ca  η επιτάχυνση του κέντρου µάζας. Έτσι, λόγω της (6.7),  
 
                                                      CF M aεξ =     (6.10) 
 
    Παρατηρούµε, λοιπόν, ότι το κέντρο µάζας C παίζει το ρόλο ενός υποθετικού σω-
µατιδίου του οποίου η κίνηση αντιπροσωπεύει, κατά κάποιον τρόπο, την κίνηση ολό-
κληρου του συστήµατος.  
 
    Ένα σύστηµα σωµατιδίων λέγεται αποµονωµένο όταν (α) δεν υπόκειται σε εξωτε-
ρικές επιδράσεις (πράγµα που µόνο θεωρητικά µπορεί να συµβεί), ή (β) η ολική εξω-
τερική δύναµη πάνω σε αυτό είναι µηδέν: 0Fεξ = . Σε µια τέτοια περίπτωση, οι σχέ-
σεις (6.7) και (6.9) οδηγούν σε δύο βασικά συµπεράσµατα:  
 

1. Η ολική ορµή P  ενός αποµονωµένου συστήµατος διατηρείται σταθερή  
(αρχή διατήρησης της ορµής).  

2. Το κέντρο µάζας C ενός αποµονωµένου συστήµατος κινείται µε σταθερή  
ταχύτητα Cv  .   

 
    Σαν παράδειγµα, θεωρούµε δύο µάζες  m1, m2, συνδεδεµένες µεταξύ τους µε ελα-
τήριο, οι οποίες µπορούν να κινούνται χωρίς τριβή πάνω σε λεία οριζόντια επιφάνεια 
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(όπως εξηγήσαµε στην Παρ.3.1, οι µάζες µπορούν να αντιµετωπίζονται σαν «σωµα-
τίδια» στο βαθµό που µας ενδιαφέρει µόνο η µεταφορική τους κίνηση):  
 

                       
1m 2m

k

          
 
Το σύστηµα είναι αποµονωµένο, διότι η ολική εξωτερική δύναµη είναι µηδέν (τα βά-
ρη των δύο σωµάτων εξουδετερώνονται από τις κάθετες αντιδράσεις από την ορι-
ζόντια επιφάνεια, ενώ δεν υπάρχει τριβή). Έτσι, η ολική ορµή του συστήµατος, κα-
θώς και η ταχύτητα του κέντρου µάζας του, µένουν σταθερές κατά την κίνηση των 
µαζών πάνω στο επίπεδο. Στο σύστηµα υπάρχει επίσης και µια εσωτερική δύναµη, 
µέτρου F k lεσ = ∆  (όπου l∆ η παραµόρφωση του ελατηρίου σε σχέση µε το φυσικό 
του µήκος), η οποία δεν επηρεάζει την ορµή του συστήµατος. Αν και, στην πραγµατι-
κότητα, η δύναµη αυτή ασκείται στις µάζες από το ελατήριο, µπορούµε να θεωρούµε 
ότι η Fεσ  ασκείται από τη µία µάζα στην άλλη µέσω του ελατηρίου. (Το ελατήριο 
θεωρείται αβαρές, άρα µε µηδενική µάζα, κι έτσι δεν λογίζεται σαν µέρος του συστή-
µατος.)  
 
 
6.3  Στροφορµή Συστήµατος Σωµατιδίων  
 
Όπως σηµειώσαµε στην Παρ.3.7, η στροφορµή ενός σωµατιδίου δεν είναι απόλυτο 
µέγεθος (όπως, π.χ., η ορµή) αλλά ορίζεται πάντα ως προς κάποιο σηµείο Ο. Εκλέ-
γουµε το Ο σαν αρχή των συντεταγµένων ενός αδρανειακού συστήµατος αναφοράς 
(θυµίζουµε ότι µόνο σε ένα τέτοιο σύστηµα ισχύουν οι νόµοι του Νεύτωνα).  
 
    Η στροφορµή ενός σωµατιδίου im  του συστήµατος είναι  
 
                                             ( )i i i i i iL r p m r v= × = ×     (6.11) 
 
όπου ir  το διάνυσµα θέσης τού im  ως προς το Ο. Σύµφωνα µε τη σχέση (3.38), αν 

,iF ολ  είναι η ολική δύναµη στο im , η ροπή τής ,iF ολ  ως προς το Ο είναι  

                                               ,
i

i i i
dLT r F
dtολ= × =     (6.12) 

 
    Θεωρούµε αρχικά ένα σύστηµα δύο σωµατιδίων m1, m2 , πάνω στα οποία ασκού-
νται εξωτερικές δυνάµεις 1 2, ,F F  αντίστοιχα, ενώ οι εσωτερικές δυνάµεις είναι 

12 21, ,F F  όπου 12 21F F= −  από το νόµο δράσης-αντίδρασης. Από την (6.12),  

                                           1 2
1 2,dL dLT T

dt dt
= =    

και προσθέτοντας κατά µέλη,  

                                   1 2
1 2 1 2( )dL dL d L L T T

dt dt dt
+ = + = +    (6.13) 
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Αλλά,  

                              1 1 1, 1 1 12 1 1 1 12

2 2 2, 2 2 21 2 2 2 21

( ) ,

( ) .

T r F r F F r F r F

T r F r F F r F r F
ολ

ολ

= × = × + = × + ×

= × = × + = × + ×
  

Προσθέτοντας κατά µέλη και λαµβάνοντας υπόψη ότι 12 21F F= − , έχουµε  

                                    1 2 1 1 2 2 1 2 12( )T T r F r F r r F+ = × + × + − ×  .   

Το 1 2( )r r−  έχει τη διεύθυνση της γραµµής που ενώνει τα δύο σωµατίδια. Κάνουµε 
τώρα την υπόθεση ότι οι εσωτερικές δυνάµεις 12F  και 21F  δρουν κατά µήκος αυτής 
της γραµµής (πράγµα που ισχύει στις περισσότερες φυσικές περιπτώσεις). Τότε,  

                                                    1 2 12( ) 0r r F− × =    
οπότε  
                                         1 2 1 1 2 2T T r F r F Tεξ+ = × + × =    

όπου Tεξ  η ολική εξωτερική ροπή στο σύστηµα ως προς Ο. Η (6.13), έτσι, γράφεται  

                                     1 2 1 1 2 2( )d L L r F r F T
dt εξ+ = × + × =      (6.14) 

 
    Για σύστηµα µε αυθαίρετο αριθµό σωµατιδίων, η (6.14) γενικεύεται ως εξής:  

                                             i i i
i i

d L r F T
dt εξ= × =∑ ∑    (6.15) 

Η ποσότητα  

                                                1 2i
i

L L L L= = + +∑    (6.16) 

παριστά την ολική στροφορµή του συστήµατος ως προς το Ο. Έτσι,  
 

                                                          
dL T
dt εξ=     (6.17) 

 
∆ηλαδή, ο ρυθµός µεταβολής της ολικής στροφορµής του συστήµατος ως προς Ο  
ισούται µε την ολική εξωτερική ροπή στο σύστηµα ως προς Ο. Παρατηρούµε ότι οι ε-
σωτερικές δυνάµεις δεν µπορούν να µεταβάλουν τη στροφορµή του συστήµατος. 
[Προσέξτε την αναλογία ανάµεσα στις σχέσεις (6.7) και (6.17).]   
                                           
    ∆οθέντος ότι η (6.17) είναι συνέπεια του νόµου του Νεύτωνα, η σχέση αυτή ισχύει 
καταρχήν µόνο σε αδρανειακά συστήµατα αναφοράς. Έτσι, το σηµείο Ο ως προς το 
οποίο λαµβάνονται τα L  και Tεξ  πρέπει να είναι σταθερό σηµείο (π.χ., αρχή των συ-
ντεταγµένων) κάποιου αδρανειακού συστήµατος αναφοράς. Όταν το σύστηµα των 
σωµατιδίων είναι αποµονωµένο, το κέντρο µάζας C κινείται µε σταθερή ταχύτητα ως 
προς οποιοδήποτε αδρανειακό σύστηµα αναφοράς (βλ. Παρ.6.2), και εποµένως το 
ίδιο το C µπορεί να θεωρηθεί ότι ορίζει ένα ειδικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς 
που καλείται σύστηµα αναφοράς κέντρου µάζας (ή σύντοµα, σύστηµα-C ). Προφανώς, 
το C είναι ακίνητο ως προς το σύστηµα-C και µπορεί να λαµβάνεται ως αρχή των συ-
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ντεταγµένων του. Έτσι, στην περίπτωση αποµονωµένου συστήµατος σωµατιδίων, η 
σχέση (6.17) θα ισχύει αν λάβουµε τα L  και Tεξ  ως προς το κέντρο µάζας C.   
 
    Όταν το σύστηµα των σωµατιδίων δεν είναι αποµονωµένο, το κέντρο µάζας C επι-
ταχύνεται, σύµφωνα µε τη σχέση (6.10). Το C, λοιπόν, δεν µπορεί να είναι σταθερό 
σηµείο σε κάποιο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. Θα περίµενε κανείς πως, στην πε-
ρίπτωση αυτή, η σχέση (6.17) δεν θα ίσχυε ως προς το C. Ένα από τα αξιοπερίεργα, 
εν τούτοις, της Μηχανικής είναι ότι η σχέση αυτή εξακολουθεί να ισχύει:  

 
Η σχέση (6.17) ισχύει πάντα ως προς το κέντρο µάζας C του συστήµατος, ακόµα 
κι αν το σηµείο αυτό επιταχύνεται ως προς έναν αδρανειακό παρατηρητή!  

 
    Από την (6.17) παρατηρούµε ότι, αν 0Tεξ = , τότε / 0dL dt =  ή L ΄σταθερο= . 
Οδηγούµαστε έτσι στην αρχή διατήρησης της στροφορµής :  
 

Όταν η ολική εξωτερική ροπή στο σύστηµα, ως προς κάποιο σηµείο Ο, είναι 
µηδέν, η ολική στροφορµή του συστήµατος ως προς το σηµείο αυτό µένει στα-
θερή.  
 

Σαν παράδειγµα, θεωρήστε ένα σύστηµα ηλεκτρικά φορτισµένων σωµατίων µε φορ-
τία 1 2, ,q q . Τα σωµάτια βρίσκονται µέσα στο ηλεκτρικό πεδίο που δηµιουργείται 
από κάποιο φορτίο Q τοποθετηµένο σταθερά σε σηµείο Ο. Στα σωµάτια δεν ασκού-
νται άλλες εξωτερικές δυνάµεις (π.χ., δυνάµεις βαρύτητας) πέραν των δυνάµεων Cou-
lomb από το Q . Υποθέτοντας ότι οι σχετικές ταχύτητες των φορτίων είναι µικρές, 
έτσι ώστε, προσεγγιστικά, όλες οι ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις µεταξύ των φορτίων 
είναι παράλληλες µε τις αντίστοιχες γραµµές που τα ενώνουν ανά δύο, δείξτε ότι η 
ολική στροφορµή του συστήµατος των qi ως προς το Ο µένει σταθερή. (Προσέξτε ότι 
η πρόταση αυτή δεν ισχύει, γενικά, για σηµεία αναφοράς της στροφορµής διάφορα 
του Ο, αφού, ως προς τέτοια σηµεία, 0Tεξ ≠ .)   
 
    Παρατήρηση: Η αρχή διατήρησης της στροφορµής βασίστηκε στην (6.17), η οποία, 
µε τη σειρά της, αποδείχθηκε κάνοντας την υπόθεση ότι οι εσωτερικές δυνάµεις του 
συστήµατος διευθύνονται παράλληλα προς τις αντίστοιχες γραµµές που ενώνουν τα 
σωµατίδια ανά δύο (είναι, δηλαδή, κεντρικές δυνάµεις). Υπάρχουν όµως και φυσικές 
περιπτώσεις όπου η συνθήκη αυτή δεν πληρούται. Αυτό συµβαίνει, για παράδειγµα, 
σε ένα αποµονωµένο σύστηµα κινούµενων ηλεκτρικών φορτίων όταν οι σχετικές τα-
χύτητές τους δεν είναι µικρές. Η σχέση (6.17), τότε, δεν ισχύει για ένα τέτοιο σύστη-
µα, και η αρχή διατήρησης της στροφορµής δεν ικανοποιείται (παρά την απουσία ε-
ξωτερικών δυνάµεων). Η ισχύς της αρχής αυτής αποκαθίσταται αν µαζί µε τη στρο-
φορµή του συστήµατος των φορτίων συνυπολογίσουµε και τη «στροφορµή» του ηλε-
κτροµαγνητικού τους πεδίου. (Ναι, ακόµα και ένα πεδίο µπορεί να περιέχει ενέργεια, 
ορµή και στροφορµή!) Η παραπάνω αρχή, λοιπόν, έχει γενικότερη σηµασία από αυτή 
που υποδηλώνει η σχέση (6.17).  
 
    Σηµείωση:  Έστω Ο η αρχή των συντεταγµένων ενός αδρανειακού συστήµατος α-
ναφοράς, και έστω C το κέντρο µάζας ενός συστήµατος σωµατιδίων. Όπως αποδει-
κνύεται, η στροφορµή L  του συστήµατος ως προς το Ο, και η στροφορµή CL  του συ-
στήµατος ως προς το C, συνδέονται µε τη σχέση  
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                                                    ( )C C CL L M r v= + ×    
 
όπου Μ η ολική µάζα του συστήµατος και ,C Cr v  το διάνυσµα θέσης και η ταχύτητα, 
αντίστοιχα, του κέντρου µάζας C ως προς το Ο.   
 
 
6.4  Κινητική Ενέργεια Συστήµατος Σωµατιδίων 
 
Θυµίζουµε ότι, σύµφωνα µε το ΘΜΚΕ (Παρ.4.3), η µεταβολή της κινητικής ενέρ-
γειας ενός σωµατιδίου µέσα σε ένα χρονικό διάστηµα ισούται µε το έργο της ολικής 
δύναµης που δρα πάνω στο σωµατίδιο στο διάστηµα αυτό. Στην περίπτωση συστήµα-
τος σωµατιδίων, το ΘΜΚΕ γενικεύεται ως εξής:  
 

Η µεταβολή της ολικής κινητικής ενέργειας ενός συστήµατος σωµατιδίων ισού-
ται µε το έργο των εξωτερικών και των εσωτερικών δυνάµεων που δρουν στο 
σύστηµα.  
 

    Απόδειξη: 
 
Θεωρούµε, για ευκολία, ένα σύστηµα δύο σωµατιδίων 1 2,m m  που υπόκεινται σε ε-
ξωτερικές δυνάµεις 1 2,F F  και εσωτερικές δυνάµεις 12 21, ,F F  αντίστοιχα. Έστω 

1 2,dr dr  οι στοιχειώδεις µετατοπίσεις των σωµατιδίων µέσα σε χρονικό διάστηµα dt.  
Από το νόµο του Νεύτωνα,  

                                        1 1 1 12 2 2 2 21,m a F F m a F F= + = +   

(όπου 1 2,a a  οι επιταχύνσεις των σωµατιδίων), έτσι ώστε   

                                            1 1 1 1 1 12 1

2 2 2 2 2 21 2

,

.

m a dr F dr F dr

m a dr F dr F dr

⋅ = ⋅ + ⋅

⋅ = ⋅ + ⋅
   

Προσθέτοντας κατά µέλη και λαµβάνοντας υπόψη ότι 21 12F F= − , έχουµε  

                     1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 12 1 2( )m a dr m a dr F dr F dr F dr dr⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ −  (6.18) 

Όµως,   

                  

21 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2
1

1 1 1 1 1
1

1 1( ) ( )
2 2

1 ( ) 1 (2 )
2 2

dv dra dr dr dv v dv d v v d v
dt dt

d v dv v dv v dv
dv

⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =

= = =
      

και όµοια,   
                                                    2 2 2 2a dr v dv⋅ =    

όπου 1 2,v v  τα µέτρα των 1 2, ,v v  αντίστοιχα. Επιπλέον,  

                                          1 2 1 2 12( )dr dr d r r dr− = − =    

όπου  12 1 2r r r≡ −  .  Έτσι, η (6.18) γράφεται  
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                               1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 12 12m v dv m v dv F dr F dr F dr+ = ⋅ + ⋅ + ⋅    .   
 
Ολοκληρώνοντας από Α ως Β, όπου µε Α και Β συµβολίζουµε, γενικά, την κατάσταση 
του συστήµατος (π.χ., τις θέσεις και τις ταχύτητες των σωµατιδίων) τις χρονικές στιγ-
µές  tA  και  tB , αντίστοιχα, έχουµε:   
 

                 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 12 12

B B B B B

A A A A A
m v dv m v dv F dr F dr F dr+ = ⋅ + ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (6.19) 

 
Το αριστερό µέλος τής (6.19) ισούται µε   
 

            

2 2
2 2 2 21 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

, ,

1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

B B

B AA A

k B k A k

v vm m m v m v m v m v

E E E

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − ≡ ∆
     

όπου το  

                                    2 2 2
1 1 2 2

1 1 1
2 2 2k i i

i

E m v m v m v= + = ∑    (6.20) 

παριστά την ολική κινητική ενέργεια του συστήµατος. Στο δεξί µέλος τής (6.19), το 
άθροισµα   

                             1 1 2 2

B B B

i iA A A
i

F dr F dr F dr Wεξ⋅ + ⋅ = ⋅ =∑∫ ∫ ∫    (6.21) 

παριστά το ολικό έργο των εξωτερικών δυνάµεων από  tA  έως  tB , ενώ το ολοκλή-
ρωµα  

             12 12 12 1 21 2

B B B B

ij iA A A A
i j i

F dr F dr F dr F dr Wεσ
≠

⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ =∑∑∫ ∫ ∫ ∫   (6.22) 

παριστά το έργο των εσωτερικών δυνάµεων στο διάστηµα αυτό. Έτσι, τελικά, η (6.19) 
γράφεται  
 
                                      , ,k B k A kE E E W Wεξ εσ− ≡ ∆ = +    (6.23) 
 
Παρόλο που αποδείχθηκε για δύο σωµατίδια, η σχέση (6.23) ισχύει γενικότερα για 
σύστηµα µε αυθαίρετο αριθµό σωµατιδίων.  
 
    Όταν στο σύστηµα δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις, τότε προφανώς Wεξ=0, ο-
πότε η µεταβολή της ολικής κινητικής ενέργειας του συστήµατος οφείλεται απο-
κλειστικά στις εσωτερικές δυνάµεις. Για παράδειγµα, θεωρήστε δύο ηλεκτρικά φορτία 
που βρίσκονται κοντά το ένα στο άλλο και τα οποία κρατάµε αρχικά ακίνητα. Αν τα 
αφήσουµε ελεύθερα, οι µεταξύ τους ασκούµενες δυνάµεις Coulomb (εσωτερικές δυ-
νάµεις) θα θέσουν τα φορτία σε κίνηση και θα προσδώσουν στο σύστηµα κινητική 
ενέργεια ίση µε το ολικό έργο των δυνάµεων αυτών. Προσέξτε ότι, στην απουσία ε-
ξωτερικών δυνάµεων, η ολική ορµή του συστήµατος µένει σταθερή, κάτι που γενικά 
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δεν ισχύει για την κινητική ενέργεια (εκτός αν η αλληλεπίδραση των σωµατιδίων εί-
ναι αµελητέα).   
 
    Σηµείωση:  Όπως αποδεικνύεται, η κινητική ενέργεια Ek ενός συστήµατος σωµατι-
δίων ως προς το αδρανειακό σύστηµα αναφοράς µας, και η κινητική ενέργεια Ek,C του 
συστήµατος των σωµατιδίων ως προς το σύστηµα αναφοράς του κέντρου µάζας C, 
συνδέονται µε τη σχέση  

                                                   2
,

1
2k k C CE E M v= +    

 
όπου Μ η ολική µάζα του συστήµατος και Cv  η ταχύτητα του κέντρου µάζας C ως 
προς το σύστηµα αναφοράς µας.     
 
 
6.5  ∆ιατήρηση της Ενέργειας Συστήµατος Σωµατιδίων 
 
Το γενικευµένο ΘΜΚΕ (6.23) έχει γενική ισχύ, ανεξάρτητα από τη φύση των εξωτε-
ρικών και των εσωτερικών δυνάµεων που δρουν στο σύστηµα. Στη σχέση (6.23), τα 
Wεξ και Wεσ  παριστούν τα αντίστοιχα έργα των δυνάµεων αυτών όταν το σύστηµα 
µεταβαίνει από µια κατάσταση Α σε µια άλλη κατάσταση Β µέσα στο χρονικό διά-
στηµα  tA tB .  
 
    Όταν τόσο οι εσωτερικές, όσο και οι εξωτερικές δυνάµεις είναι συντηρητικές, υ-
πάρχουν εκφράσεις Ep,εσ (εσωτερική δυναµική ενέργεια) και Ep,εξ (εξωτερική δυναµική 
ενέργεια), οι οποίες είναι συναρτήσεις των συντεταγµένων των σωµατιδίων, τέτοιες 
ώστε  

                                               , ,( ) ( )p A p BW E Eεσ εσ εσ= −    (6.24) 
και 
                                               , ,( ) ( )p A p BW E Eεξ εξ εξ= −    (6.25) 
 
Η (6.23), τότε, γράφεται  

                          , , , , , ,( ) ( )k B k A p p A p p BE E E E E Eεσ εξ εσ εξ− = + − + ⇒  
 
                                , , , ,( ) ( )k p p A k p p BE E E E E Eεσ εξ εσ εξ+ + = + +   (6.26) 
 
Η σχέση (6.26), που αποτελεί την Α∆ΜΕ για σύστηµα σωµατιδίων, ισχύει για τυχαίες 
καταστάσεις Α και Β του συστήµατος. Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι η ποσότητα  
 
                                        , ,k p p k pE E E E E Eεσ εξ= + + = +    (6.27) 
 
που παριστά την ολική µηχανική ενέργεια του συστήµατος, µένει σταθερή κατά την 
κίνηση του συστήµατος, υπό την προϋπόθεση ότι όλες οι δυνάµεις που δρουν στο σύ-
στηµα,   εσωτερικές  και  εξωτερικές,  είναι  συντηρητικές.   Προσέξτε  ότι  καλέσαµε  

, ,p p pE E Eεσ εξ= +  την ολική δυναµική ενέργεια του συστήµατος. Επίσης, οι εκφράσεις 
Ep,εσ  και  Ep,εξ  στην ουσία παριστούν αθροίσµατα δυναµικών ενεργειών που σχετίζο-
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νται µε όλες τις συντηρητικές δυνάµεις που δρουν στο σύστηµα, εσωτερικές και εξω-
τερικές, αντίστοιχα.  
 
    Όταν κάποιες από τις δυνάµεις που δρουν στο σύστηµα (εσωτερικές ή εξωτερικές) 
είναι µη-συντηρητικές, το άθροισµα (Ek+Ep) δεν µένει σταθερό: η µεταβολή του πε-
ριγράφεται από µια σχέση ανάλογη της (4.20). Έτσι, αν W ′ είναι το έργο των µη-
συντηρητικών δυνάµεων κατά τη µετάβαση του συστήµατος από µια κατάσταση Α σε 
µια άλλη κατάσταση Β, είναι εύκολο να δείξουµε ότι   
 
                            ( ) ( ) ( )k p B k p A k pW E E E E E E′ = + − + ≡ ∆ +   (6.28) 
 
∆ηλαδή, η µεταβολή του αθροίσµατος (Ek+Ep) ισούται µε το έργο των µη-συντηρητι-
κών δυνάµεων (εσωτερικών ή εξωτερικών). Το άθροισµα (Ek+Ep) µένει σταθερό µόνο 
στην ειδική περίπτωση όπου οι µη-συντηρητικές δυνάµεις δεν παράγουν έργο 
( 0)W ′ = .   
     
    ∆ίνουµε τώρα δύο παραδείγµατα συντηρητικών συστηµάτων:   
 
    1) Θεωρούµε ένα άτοµο υδρογόνου αποτελούµενο από ένα ηλεκτρόνιο και ένα 
πρωτόνιο µε µάζες m1 και m2 , αντίστοιχα. Υποθέτουµε ότι τα σωµάτια δεν υπόκει-
νται σε άλλες δυνάµεις πέραν από τη µεταξύ τους έλξη Coulomb (4.28), η οποία  παί-
ζει το ρόλο εσωτερικής δύναµης στο σύστηµα και είναι συντηρητική (βλ. Παρ.4.6). 
Έχουµε:  

                      
2

2 2
1 1 2 2 , ,

1 1 , , 0
2 2k p p

qE m v m v E k E
rεσ εξ= + = − =    

όπου q η απόλυτη τιµή του φορτίου του ηλεκτρονίου και r η απόσταση του ηλεκτρο-
νίου από τον πυρήνα του ατόµου (πρωτόνιο). Η Α∆ΜΕ δίνει  
                               

                                   
2

2 2
1 1 2 2

1 1 .
2 2

qE m v m v k
r

σταθ= + − =     (6.29) 

 
    Άσκηση:  Χρησιµοποιώντας τις (6.22) και (6.24), µαζί µε την (4.28), επαληθεύστε 
την έκφραση για την εσωτερική δυναµική ενέργεια Ep,εσ .   
 
    2) Θεωρούµε δύο µάζες m1, m2 που συνδέονται µεταξύ τους µε ελατήριο σταθεράς 
k. Το σύστηµα βρίσκεται στον αέρα, κοντά στην επιφάνεια της Γης:   
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Καλούµε y1, y2 τα στιγµιαία ύψη στα οποία βρίσκονται οι µάζες πάνω από το επίπεδο 
αναφοράς y=0 (π.χ., επιφάνεια της Γης), στο οποίο η δυναµική ενέργεια της βαρύτη-
τας ορίζεται ως µηδέν. Επίσης, καλούµε x την παραµόρφωση (επέκταση ή συµπίεση) 
του ελατηρίου σε σχέση µε το φυσικό του µήκος. Στο σύστηµα ασκούνται τέσσερις 
δυνάµεις: δύο εσωτερικές, µέτρου kx, που εκφράζουν την αλληλεπίδραση των δύο 
µαζών µέσω του ελατηρίου, και δύο εξωτερικές, m1 g και m2 g, που περιγράφουν την 
έλξη της Γης στις δύο µάζες. Οι δυναµικές ενέργειες, εσωτερική και εξωτερική, του 
συστήµατος είναι  

                                 2
, , 1 1 2 2

1 ,
2p pE k x E m g y m g yεσ εξ= = +   

(προσέξτε ότι η Ep,εξ  είναι το άθροισµα των δυναµικών ενεργειών που αντιστοιχούν 
σε κάθε µάζα ξεχωριστά). Η Α∆ΜΕ δίνει  
 

                   2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 .
2 2 2

E m v m v k x m g y m g y σταθ= + + + + =  (6.30) 

 
    Άσκηση: Χρησιµοποιώντας τις (6.22) και (6.24), επαληθεύστε την έκφραση για την 
εσωτερική δυναµική ενέργεια Ep,εσ . (Θεωρήστε ότι η σχετική κίνηση των δύο µαζών 
γίνεται πάντα κατά µήκος του άξονα που τις συνδέει.) Υποθέστε τώρα ότι οι µάζες 
κινούνται πάνω σε ένα λείο κεκλιµένο επίπεδο. Χρησιµοποιώντας την (6.28), και 
λαµβάνοντας υπόψη ότι οι κάθετες αντιδράσεις από το επίπεδο δεν παράγουν έργο 
(W΄=0), δείξτε ότι η (6.30) εξακολουθεί να ισχύει.  
 
 
6.6  Κρούσεις  
 
Η κρούση είναι µια µορφή αλληλεπίδρασης µεταξύ δύο µαζών, κατά την οποία οι µά-
ζες έρχονται σε «επαφή» (αν και αυτό δεν είναι ακριβές σε ατοµικό επίπεδο!), ανταλ-
λάσσοντας ορµή και ενέργεια. Θεωρούµε ότι το φαινόµενο λαµβάνει χώρα µέσα σε 
ένα πάρα πολύ µικρό (απειροστό) χρονικό διάστηµα dt. ∆ηλαδή, η αλληλεπίδραση 
των µαζών είναι σχεδόν στιγµιαία: αµέσως πριν και αµέσως µετά την επαφή, οι µάζες 
ουσιαστικά δεν ασκούν καµία δύναµη η µία στην άλλη.  
 
    Τα προβλήµατα κρούσης µάς δίνουν µια καλή ευκαιρία να µελετήσουµε στην πρά-
ξη διάφορους νόµους διατήρησης:  
 
    1) ∆ιατήρηση της ορµής 
 
Όπως γνωρίζουµε, η µεταβολή dP  της ολικής ορµής P  ενός συστήµατος σε ένα χρο-
νικό διάστηµα dt οφείλεται στην ολική εξωτερική δύναµη Fεξ  (π.χ., βαρύτητα, τριβή, 
κλπ.) που δρα στο σύστηµα στο διάστηµα αυτό. Τα παραπάνω µεγέθη συνδέονται µε 
τη σχέση  

                                            .dP F dP F dt
dt εξ εξ= ⇒ =    

Τώρα, στις κρούσεις οι εξωτερικές δυνάµεις (που αθροίζονται στην Fεξ ) είναι σχεδόν 
αµελητέες σε σύγκριση µε τις εσωτερικές δυνάµεις που οφείλονται στην αλληλεπί-
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δραση των µαζών. Επιπλέον, το χρονικό διάστηµα dt που διαρκεί η αλληλεπίδραση 
είναι απειροστό. Έτσι, µπορούµε να γράψουµε  
 
                                                  0 0 .F dt dPεξ ≈ ⇒ ≈    
Τούτο σηµαίνει ότι  
 

κατά τη διάρκεια µιας κρούσης, η ολική ορµή του συστήµατος µένει σταθερή. 
∆ηλαδή, η ορµή αµέσως πριν την κρούση είναι ίση µε την ορµή αµέσως µετά 
την κρούση.   
 

    2) ∆ιατήρηση της στροφορµής  
 
Η µεταβολή dL  της ολικής στροφορµής ενός συστήµατος (ως προς κάποιο σηµείο) 
συνδέεται µε την ολική εξωτερική ροπή Tεξ  στο σύστηµα (ως προς το σηµείο αυτό), 
σύµφωνα µε τη σχέση  

                                               .dL T dL T dt
dt εξ εξ= ⇒ =    

Και πάλι,   

                                                  0 0 .T dt dLεξ ≈ ⇒ ≈   
∆ηλαδή,  
 

κατά τη διάρκεια µιας κρούσης, η ολική στροφορµή του συστήµατος (ως προς 
οποιοδήποτε σηµείο) µένει σταθερή (οι τιµές της στροφορµής αµέσως πριν και 
αµέσως µετά την κρούση είναι ίσες).  
 

    3) Κινητική ενέργεια  
 
Σε αντίθεση µε την ορµή και τη στροφορµή, η ολική κινητική ενέργεια δεν διατηρεί-
ται απαραίτητα σε µια κρούση. Τούτο εξηγείται ως εξής: Θυµίζουµε ότι η µεταβολή 
της κινητικής ενέργειας ενός συστήµατος σε ένα χρονικό διάστηµα (εδώ, στο διά-
στηµα dt που διαρκεί η κρούση) ισούται µε το έργο των εξωτερικών και των εσωτε-
ρικών δυνάµεων που δρουν στο σύστηµα στο διάστηµα αυτό. Και, αν το έργο των 
εξωτερικών δυνάµεων σε ένα απειροστό χρονικό διάστηµα είναι αµελητέο, το έργο 
των εσωτερικών δυνάµεων µπορεί να είναι σηµαντικό, ιδιαίτερα αν η κρούση προκα-
λεί παραµόρφωση των συγκρουόµενων σωµάτων. Σε µια τέτοια περίπτωση, µέρος της 
αρχικής κινητικής ενέργειας του συστήµατος καταναλώνεται λόγω του (αρνητικού) 
έργου των εσωτερικών δυνάµεων που προκαλούν την παραµόρφωση.  
 
    Με βάση τη διατήρηση ή όχι της κινητικής ενέργειας, διακρίνουµε τα εξής είδη 
κρούσης:  
 
    α) Τέλεια ελαστική κρούση (ή απλά ελαστική): Η ολική κινητική ενέργεια του συ-
στήµατος µένει σταθερή κατά τη διάρκεια της κρούσης. ∆ηλαδή, οι τιµές της κινητι-
κής ενέργειας αµέσως πριν και αµέσως µετά την κρούση είναι ίσες. Τούτο ισχύει όταν 
η κρούση δεν προκαλεί παραµόρφωση των σωµάτων. Παράδειγµα: η σύγκρουση α-
νάµεσα σε δύο µπάλες του µπιλιάρδου.  
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    β) Μη-ελαστική κρούση: Μέρος της κινητικής ενέργειας του συστήµατος χάνεται 
λόγω παραµόρφωσης κατά την κρούση, κι έτσι η ενέργεια αυτή δεν µένει σταθερή. 
Παράδειγµα: η σύγκρουση ανάµεσα σε δύο λαστιχένιες µπάλες.  
 
    γ) Πλαστική κρούση: Είναι ακραία µορφή µη-ελαστικής κρούσης κατά την οποία τα 
συγκρουόµενα σώµατα προσκολλώνται το ένα στο άλλο και κινούνται µαζί, σαν ένα 
σώµα, µε κοινή ταχύτητα. Μέρος της αρχικής κινητικής ενέργειας του συστήµατος 
χάνεται λόγω παραµόρφωσης των σωµάτων. Παράδειγµα: η σύγκρουση ανάµεσα σε 
δύο µπάλες από πηλό.   
 
 
6.7  Πλαστική και Ελαστική Κρούση  
 
α) Πλαστική κρούση  
  
 
 
 
 
 
 
 
    Θεωρούµε δύο µάζες m1 και m2 που κινούνται κατά µήκος του άξονα x µε ταχύτη-
τες 1 1 ˆxv v u=  και 2 2 ˆxv v u= . (Προσέξτε ότι τα 1v και 2v είναι αλγεβρικές τιµές και µπο-
ρεί να είναι θετικά ή αρνητικά. Στο παράδειγµα του σχήµατος, v1>0 και v2<0.) Μετά 
τη σύγκρουσή τους, οι µάζες προσκολλώνται η µία στην άλλη και κινούνται σαν ένα 
σώµα µάζας (m1+m2), µε ταχύτητα ˆxV V u= .   
 
    Εδώ ισχύει µόνο η διατήρηση της ορµής. Εξισώνοντας τις τιµές της ολικής ορµής 
αµέσως πριν και αµέσως µετά την κρούση, έχουµε:  
                                   
                                            1 1 2 2 1 2( )m v m v m m V+ = + ⇒      
 

                                   1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

ˆ ˆx x
m v m v m v m vV u V u

m m m m
+ +

= = ≡
+ +

           (6.31) 

 
    Στην περίπτωση που οι δύο µάζες είναι ίσες (m1=m2) και συγκρούονται µετωπικά 
µε ταχύτητες ίσες κατά µέτρο (v2= −v1), η (6.31) δίνει V =0. ∆ηλαδή, η σύνθετη µάζα 
που προκύπτει µένει ακίνητη. Γενικά, η κατεύθυνση της ταχύτητας V  προσδιορίζεται 
από το πρόσηµο της αλγεβρικής τιµής V.    
 
    Άσκηση: Βρείτε την ταχύτητα V στην περίπτωση που το σώµα m2 είναι αρχικά ακί-
νητο. Τι θα συµβεί αν  m2>>m1  (όπως, π.χ., όταν ένα κοµµάτι πηλού εκτοξεύεται σε 
έναν τοίχο);  
 
 
 
 

1m 2m 1 2m m+
1v 2v V ˆxu

Πριν Μετα′
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β) Ελαστική κρούση 
    
 
 
 
 
 
 
     
    Θεωρούµε δύο µάζες m1 και m2 που κινούνται κατά µήκος του άξονα x µε ταχύτη-
τες 1 1 ˆxv v u=  και 2 2 ˆxv v u= . Οι µάζες συγκρούονται ελαστικά και, αµέσως µετά την 

κρούση, αποκτούν νέες ταχύτητες 1 1 ˆxv v u′ ′=  και 2 2 ˆxv v u′ ′= . (Τα v1 , v2 , 1v ′ , 2v ′  είναι 
αλγεβρικές τιµές και µπορεί να είναι θετικά ή αρνητικά. Στο παράδειγµα του σχήµα-
τος, v1>0, v2<0, κλπ.) Ζητούµε τις ταχύτητες των µαζών µετά την κρούση.   
 
    Η διατήρηση της ορµής δίνει  

           1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2ˆ ˆ( ) ( )x xm v m v m v m v m v m v u m v m v u′ ′ ′ ′+ = + ⇒ + = + ⇒           
 
                                            1 1 2 2 1 1 2 2m v m v m v m v′ ′+ = +           (6.32)    
 
 Από τη διατήρηση της κινητικής ενέργειας, έχουµε  
 

                               2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

m v m v m v m v′ ′+ = + ⇒    

                                         2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2m v m v m v m v′ ′+ = +    (6.33) 

                                                                   
Η (6.32) γράφεται  

                                           1 1 1 2 2 2( ) ( )m v v m v v′ ′− = −    (6.32΄) 

ενώ η (6.33) δίνει  

                             1 1 1 1 1 2 2 2 2 2( )( ) ( )( )m v v v v m v v v v′ ′ ′ ′− + = − +   (6.33΄) 
 
Τώρα, είναι λογικό να υποθέσουµε ότι οι ταχύτητες των µαζών µεταβάλλονται κατά 
την κρούση. Έτσι, 1 1 2 20, 0,v v v v′ ′− ≠ − ≠  πράγµα που µας επιτρέπει να διαιρέσουµε 
κατά µέλη την (6.33΄) µε την (6.32΄):  
 
                                                   1 1 2 2v v v v′ ′+ = +     (6.34) 
 
Οι (6.32) και (6.34) αποτελούν σύστηµα µε αγνώστους τα 1v ′  και 2v ′ , για δοσµένα v1 

και v2 . Λύνοντας το σύστηµα αυτό, βρίσκουµε  
 
  

1m 2m 2m1m
1v 1v ′ 2v ′2v ˆxu

Πριν Μετα′



84 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

  

                  1 2 1 2 2 1 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

( ) 2 2 ( ),m m v m v m v m m vv v
m m m m

− + + −′ ′= =
+ +

 (6.35) 

 
    Ειδικές περιπτώσεις:  
 
1) Αν m1=m2 , η (6.35) δίνει 1 2 2 1,v v v v′ ′= = . ∆ηλαδή, τα σώµατα ανταλλάσσουν ταχύ-
τητες. Ειδικά, αν το m2 είναι αρχικά ακίνητο, µετά την κρούση αποκτά την ταχύτητα 
που είχε αρχικά το m1, το οποίο µετά την κρούση µένει, µε τη σειρά του, ακίνητο.   
 
2) Αν m2>>m1 , µπορούµε να κάνουµε την προσέγγιση 1 2/ 0m m . Η (6.35) τότε δί-

νει 1 1 2 2 22 ,v v v v v′ ′− +  (δείξτε το!). Ειδικά, αν το m2 είναι αρχικά ακίνητο (v2=0), 

τότε 1 1 2, 0v v v′ ′− . ∆ηλαδή, µετά την κρούση το m2 παραµένει ακίνητο, ενώ η 
φορά κίνησης του m1 αντιστρέφεται χωρίς να αλλάξει το µέτρο της ταχύτητάς του. 
Αυτό συµβαίνει, π.χ., όταν µια µπάλα του µπιλιάρδου προσκρούει κάθετα σε µια 
σκληρή επιφάνεια και ανακλάται.  
 
    Σηµείωση: Το είδος της κρούσης που περιγράψαµε ονοµάζεται κεντρική κρούση, 
και έχει σαν χαρακτηριστικό ότι όλες οι ταχύτητες, πριν και µετά την κρούση, είναι 
στη διεύθυνση της ευθείας που ενώνει τα κέντρα µάζας των συγκρουόµενων σωµά-
των. Όταν η συνθήκη αυτή δεν πληρούται, η κρούση καλείται έκκεντρη.  
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ΚΙΝΗΣΗ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ 
 
 
7.1  Στερεό Σώµα 
 
Ένα σύστηµα σωµατιδίων αποτελεί στερεό σώµα αν οι σχετικές θέσεις και αποστά-
σεις µεταξύ των σωµατιδίων µένουν σταθερές όταν στο σύστηµα ασκούνται εξωτερι-
κές δυνάµεις ή ροπές. Έτσι, ένα στερεό σώµα διατηρεί το σχήµα του κατά τη διάρ-
κεια της κίνησής του.1  
 
    Ένα στερεό σώµα µπορεί να εκτελεί δύο ειδών κινήσεις:  

1) Μεταφορική κίνηση, όταν όλα τα σωµατίδια κινούνται µε την ίδια ταχύτητα και  
διαγράφουν παράλληλες τροχιές, έτσι ώστε το σώµα να µένει πάντα παράλληλο µε 
την αρχική του θέση.  

2) Περιστροφική κίνηση ως προς έναν άξονα, όταν τα σωµατίδια διαγράφουν κυκλικές 
τροχιές γύρω από τον άξονα περιστροφής. Ο άξονας αυτός µπορεί να είναι σταθερός 
ή να µετατοπίζεται κατά την κίνηση.  
 
    Η πιο γενική κίνηση στερεού σώµατος είναι συνδυασµός µεταφοράς και περιστρο-
φής (παρατηρήστε, για παράδειγµα, την κίνηση µιας µπάλας ή µιας ρόδας αυτοκινή-
του). Ένας τέτοιος συνδυασµός κινήσεων είναι αυτός που αποτελείται από µια µετα-
φορική κίνηση του σώµατος και µια περιστροφική κίνηση ως προς άξονα που διέρχε-
ται από το κέντρο µάζας του. Όπως θα δούµε, το κέντρο µάζας παίζει σηµαντικό ρόλο 
στη µελέτη της δυναµικής του στερεού σώµατος.  
 
 
7.2  Κέντρο Μάζας Στερεού Σώµατος 
 
Όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, το κέντρο µάζας C ενός συστήµατος σωµα-
τιδίων κινείται σαν να είναι σωµατίδιο µε µάζα ίση µε την ολική µάζα Μ του συστή-
µατος, πάνω στο οποίο ασκείται η ολική εξωτερική δύναµη που δρα στο σύστηµα. Ας 
υποθέσουµε τώρα ότι οι µόνες εξωτερικές δυνάµεις στο σύστηµα είναι οι δυνάµεις 
βαρύτητας. Το ολικό βάρος του συστήµατος είναι  

                                    ( )i i i
i i i

w w m g m g⎛ ⎞= = = ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑G G G G    

                                            w M g=
G G   όπου  i

i

M m= ∑    (7.1) 

Προσέξτε ότι το wG  είναι άθροισµα δυνάµεων που ασκούνται σε διαφορετικά σωµατί-
δια που βρίσκονται σε διαφορετικά σηµεία του χώρου.  
 
    Το ερώτηµα τώρα είναι: Υπάρχει κάποιο σηµείο του χώρου στο οποίο να µπορούµε 
να θεωρήσουµε ότι εφαρµόζεται το ολικό βάρος wG  ενός συστήµατος, και ειδικότερα 

                                                 
1 Πιο γενικά, ένα στερεό σώµα  είναι δυνατό να αποτελείται από κινητά µέρη. Η περίπτωση αυτή θα 
εξεταστεί στην Παρ.7.7.   
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ενός στερεού σώµατος; Μια προφανής σκέψη είναι πως ένα τέτοιο σηµείο θα µπο-
ρούσε να είναι το κέντρο µάζας C του σώµατος, µια και, όπως προαναφέραµε, το   
σηµείο αυτό συµπεριφέρεται σαν να συγκεντρώνει την ολική µάζα Μ του σώµατος 
και την ολική εξωτερική δύναµη που δρα στο σώµα. Και το wG  είναι πράγµατι η ολι-
κή εξωτερική δύναµη της βαρύτητας. Όµως εδώ υπάρχει ένα λεπτό σηµείο: Σε αντί-
θεση µε ένα σηµειακό σωµατίδιο (όπως το υποθετικό «σωµατίδιο» µάζας Μ που κι-
νείται µαζί µε το C ), που απλά µεταφέρεται στο χώρο, ένα στερεό σώµα είναι δυνατό 
να εκτελεί και πιο σύνθετες κινήσεις, όπως, π.χ., συνδυασµό µεταφοράς και περι-
στροφής. Η µεταφορική κίνηση του σώµατος κάτω από την επίδραση της βαρύτητας 
αντιπροσωπεύεται πράγµατι από την κίνηση του κέντρου µάζας C, αν θεωρήσουµε το 
σηµείο αυτό σαν «σωµατίδιο» µάζας Μ στο οποίο ασκείται η ολική δύναµη wG . Για 
την περιστροφική κίνηση του σώµατος, όµως, υπεύθυνες είναι όχι οι δυνάµεις καθαυ-
τές αλλά οι ροπές των δυνάµεων. Πού πρέπει να τοποθετήσουµε την ολική δύναµη 
wG , έτσι ώστε η περιστροφική κίνηση που προκαλεί στο σώµα να είναι ίδια µε αυτή 
που προκαλούν όλες οι επιµέρους δυνάµεις i iw m g=

G G  µαζί; Ισοδύναµα, πού πρέπει να 
τοποθετήσουµε το wG , έτσι ώστε η ροπή του ως προς οποιοδήποτε σηµείο Ο να ισού-
ται µε την ολική ροπή των iwG  ως προς το Ο ; Απάντηση: Στο κέντρο µάζας C ! (Αυτό 
θα το δείξουµε αναλυτικά στο Παράρτηµα Α.) Συµπέρασµα: Τοποθετώντας το ολικό 
βάρος wG  του σώµατος στο κέντρο µάζας C, πετυχαίνουµε να περιγράψουµε όχι µόνο 
τη µεταφορική, αλλά και την περιστροφική κίνηση του σώµατος κάτω από την επί-
δραση της βαρύτητας. Στο εξής, λοιπόν, θα θεωρούµε ότι  
 

το βάρος ενός σώµατος εφαρµόζεται στο κέντρο µάζας C του σώµατος.  
 
Για το λόγο αυτό, το C καλείται και κέντρο βάρους του σώµατος. Σηµειώνουµε ότι το 
κέντρο µάζας ενός σώµατος δεν είναι απαραίτητα σηµείο του ίδιου του σώµατος (σκε-
φτείτε, για παράδειγµα, την περίπτωση ενός κρίκου ή ενός σφαιρικού φλοιού).  
 
    Είπαµε νωρίτερα ότι ένα στερεό σώµα είναι σύστηµα σωµατιδίων που διατηρούν 
σταθερές θέσεις και αποστάσεις µεταξύ τους. Για παράδειγµα, δύο µεταλλικά σφαιρί-
δια που συνδέονται µεταξύ τους µε µια λεπτή, αβαρή ράβδο µπορεί να θεωρηθεί ότι 
αποτελούν στερεό σώµα. Η πιο συνηθισµένη εικόνα, όµως, που έχουµε για ένα στε-
ρεό είναι αυτή ενός φυσικού αντικειµένου πεπερασµένων διαστάσεων που δοµείται 
µε συνεχή κατανοµή ύλης. Ένα τέτοιο σώµα µπορεί να θεωρηθεί σαν σύστηµα που 
αποτελείται από ένα τεράστιο (πρακτικά άπειρο) πλήθος σωµατιδίων µε στοιχειώδεις 
(απειροστές) µάζες  dmi , τοποθετηµένα έτσι ώστε η απόσταση µεταξύ δύο γειτονι-
κών σωµατιδίων να είναι µηδέν. Η ολική µάζα του σώµατος είναι  
 
                                                 i

i

M dm dm= =∑ ∫     (7.2) 

όπου αντικαταστήσαµε το άθροισµα µε ολοκλήρωµα λόγω του ότι τα dmi είναι απει-
ροστά και η κατανοµή της ύλης είναι συνεχής.  
 
    Κάθε σηµείο ενός στερεού σώµατος προσδιορίζεται µε το διάνυσµα θέσης του, rG , 
ή τις συντεταγµένες του, (x, y, z), ως προς την αρχή Ο των συντεταγµένων ενός αδρα-
νειακού συστήµατος αναφοράς. Έστω dV ένας απειροστός όγκος στο σηµείο 

( , , )r x y z≡
G , και έστω dm η µάζα του σώµατος που περικλείεται στον όγκο αυτό. Η  
πυκνότητα ρ του σώµατος στο σηµείο rG  ορίζεται    
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                                                 ( ) ( , , ) dmr x y z
dV

ρ ρ= =
G    (7.3) 

Έτσι,  
                                                        ( )dm r dVρ= G   

και η σχέση (7.2) για την ολική µάζα γράφεται  

                                                       ( )M r dVρ= ∫
G     (7.4) 

όπου η ολοκλήρωση λαµβάνει χώρα σε όλο τον όγκο του σώµατος. (Το ολοκλήρωµα 
είναι στην πραγµατικότητα τριπλό ολοκλήρωµα, αφού, σε καρτεσιανές συντεταγµέ-
νες, dV=dxdydz.) Το κέντρο µάζας (ή κέντρο βάρους) C του σώµατος βρίσκεται από 
τη σχέση (6.2):  

                                      1 1( )C i i
i

r dm r r dm
M M

= = ⇒∑ ∫
G G G    

                                                   1 ( )Cr r r dV
M

ρ= ∫
G G G     (7.5) 

όπου τα rG  και Cr
G  µετρούνται από την αρχή Ο του συστήµατος συντεταγµένων (θυµί-

ζουµε, όµως, ότι η θέση του σηµείου C ως προς το σώµα προσδιορίζεται µονοσήµαντα 
και δεν εξαρτάται από την εκλογή του σηµείου Ο).  
 
    Αν το σώµα είναι οµογενές, η πυκνότητά του έχει παντού την ίδια τιµή  ρ, ανεξάρ-
τητη από το rG . Τότε,  

                                           M dV dV Vρ ρ ρ= = =∫ ∫      (7.6) 

όπου V  ο ολικός όγκος του σώµατος. Επίσης, από την (7.5),  

                                           1
Cr r dV r dV

M V
ρ

= =∫ ∫
G G G     (7.7) 

 
    Φανταστείτε τώρα ότι, αντί για µια κατανοµή ύλης στο χώρο, έχουµε µια γραµµική 
κατανοµή (π.χ., µια λεπτή ράβδο) κατά µήκος του άξονα x. Ορίζουµε τη γραµµική πυ-
κνότητα της κατανοµής,  

                                                       ( ) dmx
dx

ρ =     (7.8) 

έτσι ώστε η ολική µάζα της είναι  

                                             ( )M d m x dxρ= =∫ ∫     (7.9) 

Η θέση του κέντρου µάζας της κατανοµής δίνεται από τη σχέση  

                                     1 1 ( )Cx x dm x x dx
M M

ρ= =∫ ∫    (7.10) 

Αν η πυκνότητα ρ είναι σταθερή, ανεξάρτητη του x, τότε  

                                          M dx dx lρ ρ ρ= = =∫ ∫        (7.11) 
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ii x
0x =

O C

Cxa a l+

όπου l το ολικό µήκος της κατανοµής. Επίσης,  

                                               1
Cx x dx x dx

M l
ρ

= =∫ ∫    (7.12) 

 
    Για παράδειγµα, θεωρούµε µια λεπτή, οµογενή ράβδο µήκους l, τοποθετηµένη κα-
τά µήκος του άξονα x από  x = a  έως  x = a+l :  
                                                                        
         
 
 
Η (7.12) δίνει  

                                2 21 1 ( )
2 2

a l

C a

lx x dx a l a a
l l

+
⎡ ⎤= = + − = +⎣ ⎦∫      

που µας λέει ότι το κέντρο µάζας C της ράβδου βρίσκεται στο µέσο της. Προσέξτε ότι 
η θέση τού C στη ράβδο προσδιορίζεται µονοσήµαντα και δεν εξαρτάται από την ε-
κλογή του σηµείου αναφοράς Ο στον άξονα x, παρόλο που η τιµή τού xC εξαρτάται 
από την εκλογή αυτή.  
 
 
7.3  Περιστροφή Σωµατιδίου ως προς Άξονα   
 
Όπως έχουµε πει, κάθε στερεό σώµα µπορεί να θεωρηθεί σαν σύστηµα σωµατιδίων 
mi (ή  dmi , αν έχουµε συνεχή κατανοµή µάζας) των οποίων οι σχετικές θέσεις και α-
ποστάσεις µένουν σταθερές. Πριν λοιπόν µελετήσουµε την περιστροφή ενός στερεού 
ως προς έναν άξονα, θα ήταν χρήσιµο να εξετάσουµε την περιστροφή ενός  
µοναδικού σωµατιδίου m .  
 

 
    ∆ιαλέγουµε τον άξονα z των συντεταγµένων µας έτσι ώστε να συµπίπτει µε τον 
άξονα περιστροφής, και καλούµε R τη (σταθερή) κάθετη απόσταση του m από τον 
άξονα αυτό. Έτσι, το σωµατίδιο διαγράφει κύκλο ακτίνας R µε κέντρο κάποιο σηµείο 
O′  του άξονα z (όπου O′  η κάθετη προβολή τού m πάνω στον άξονα). Σχεδιάζοντας 

i

⋅

x
y

z
ˆzu

+

R

m

L
G

ˆTu

vG

i

rG

O

O′

•
'x

'y

'O θ
R
G

+

vG

m
ˆRu

ˆTu

ˆRuˆTu
ˆzu

( )α ( )β
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•

O

O′

z

ˆzu
rG

R
G

m
ˆRu

το σχήµα (β), φανταζόµαστε ότι κοιτάζουµε το σχήµα (α) «από πάνω». ∆ηλαδή, οι 
άξονες  x΄ και  y΄, µε αρχή το O′ , είναι παράλληλοι µε τους  x και  y, αντίστοιχα, ενώ ο 
άξονας  z είναι κάθετος στη σελίδα και το ˆzu  έχει φορά προς τα έξω (προς εµάς). Η 
φορά τού ˆzu  καθορίζει και τη θετική φορά του άξονα  z.  
 
    Όπως θυµόµαστε (Παρ.2.6, 2.7), η θετική φορά διαγραφής του κύκλου καθορίζεται 
από τη φορά του µοναδιαίου εφαπτόµενου διανύσµατος ˆTu  και είναι ανεξάρτητη από 
τη φορά της κίνησης. (Στο σχήµα, η κίνηση γίνεται στη θετική κατεύθυνση.) Κατά 
σύµβαση, η θετική φορά περιστροφής προσδιορίζεται από τη φορά τού ˆzu  µε βάση 
τον κανόνα του δεξιού χεριού: λυγίζοντας τα δάχτυλα κατά τη θετική φορά πε-
ριστροφής (δηλαδή, κατά τη φορά τού ˆTu ), ο δεξιός αντίχειρας δείχνει στην κατεύ-
θυνση του ˆzu . Αν R

G
 είναι το διάνυσµα θέσης τού m ως προς το O′ , και αν ˆRu  είναι 

το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση του R
G

 (έτσι ώστε ˆRR Ru=
G

), τότε η διατε-
ταγµένη τριάδα ˆ ˆ ˆ( , , )R T zu u u  αποτελεί δεξιόστροφο τρισορθογώνιο σύστηµα µονα-
διαίων διανυσµάτων. Τούτο σηµαίνει ότι  
                   
                              ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,R T z T z R z R Tu u u u u u u u u× = × = × =   (7.13) 
 
    Η ταχύτητα του σωµατιδίου είναι  
 
                                     ˆTv vu=

G      όπου    v R vω= = ±
G    (7.14) 

 
Η γωνιακή ταχύτητα ω  είναι θετική για αριστερόστροφη κίνηση (όπως στο σχήµα) 
και αρνητική για δεξιόστροφη κίνηση.  
 
    Το διάνυσµα θέσης τού m ως προς το Ο είναι  
 
                                           ˆ ˆz Rr OO R z u Ru′= + = +

JJJJG GG     (7.15) 
 
όπου η απόσταση  ΟΟ΄= z  του Ο΄ από το Ο είναι µία από τις τρεις συντεταγµένες της 
θέσης τού m :  
                                                                   
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στο σχήµα, το ˆTu  (που προσδιορίζει τη θετική φορά περιστροφής) είναι κάθετο στη 
σελίδα, µε φορά προς τα µέσα.   
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O

z

L
G

ˆzu

zL

    Η στροφορµή τού m ως προς την αρχή Ο των συντεταγµένων είναι ( )L m r v= ×
G G G . 

Αντικαθιστώντας τα rG  και vG  από τις (7.15) και (7.14), και χρησιµοποιώντας τις 
(7.13), έχουµε:  
 
             2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )R z T R T z TL m Ru zu R u mR u u mzR u uω ω ω= + × = × + × ⇒

G
  

                                                2 ˆ ˆz RL mR u mzR uω ω= −
G

   (7.16) 

Η  z-συνιστώσα της στροφορµής, δηλαδή η προβολή τού L
G

 πάνω στον άξονα z, είναι 
ο συντελεστής τού ˆzu  στη σχέση (7.16):  
                                                     
                                                          
 
 
                                                          2

zL mR ω=     (7.17)                                      
                                             
 
 
 
Παρατηρούµε ότι η Lz έχει το πρόσηµο του ω. Έτσι, η Lz είναι θετική ή αρνητική, α-
νάλογα µε το αν η περιστροφή γίνεται κατά τη θετική ή την αρνητική φορά. (Στο 
σχήµα, η Lz είναι θετική.)  
 
    Θα ήταν ενδιαφέρον να συγκρίνουµε τη στροφορµή L

G
 ως προς το Ο µε τη στρο-

φορµή L′
G

 ως προς το κέντρο Ο΄ της κυκλικής τροχιάς. Το διάνυσµα θέσης τού m ως 
προς το Ο΄ είναι το R

G
, έτσι ώστε  

                             2ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )R T zL m R v m Ru R u mR uω ω′ = × = × =
G G G   (7.18) 

Η  z-συνιστώσα τής L′
G

 είναι  

                                                     2
z zL mR Lω′ = =     (7.19) 

 
Παρατηρούµε λοιπόν ότι η συνιστώσα Lz της στροφορµής στη διεύθυνση του άξονα 
περιστροφής δεν εξαρτάται από το σηµείο του άξονα ως προς το οποίο λαµβάνουµε τη 
στροφορµή. (Φυσικά, το διάνυσµα L

G
 της στροφορµής εξαρτάται από την εκλογή του 

σηµείου αυτού!) Η παρατήρηση αυτή έχει γενικότερη ισχύ:  
 

Η συνιστώσα της ολικής στροφορµής ενός συστήµατος στη διεύθυνση του άξονα 
περιστροφής έχει την ίδια τιµή για κάθε εκλογή σηµείου αναφοράς πάνω στον 
άξονα (δηλαδή, για κάθε σηµείο του άξονα ως προς το οποίο λαµβάνεται η 
στροφορµή).  
 

    Η ποσότητα  

                                                         2I mR=     (7.20) 
 
ονοµάζεται ροπή αδρανείας τού m ως προς τον άξονα περιστροφής. Έτσι, η (7.17) 
παίρνει τη µορφή  
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                                                            zL Iω=     (7.21) 
 
Η σχέση (7.21) συνδέει την z-συνιστώσα της στροφορµής µε τη γωνιακή ταχύτητα, 
µε τον ίδιο τρόπο που η σχέση  p=mv  συνδέει τη γραµµική ορµή µε τη γραµµική τα-
χύτητα. Προσέξτε την αντιστοιχία ανάµεσα στα m και I στις δύο σχέσεις: η ροπή α-
δρανείας I στην περιστροφική κίνηση είναι το ανάλογο της µάζας m στη γραµµική 
κίνηση.  
 
    Έστω F

G
 η συνισταµένη δύναµη στο m στη θεωρούµενη θέση της τροχιάς του. Η 

ροπή τής F
G

 ως προς το Ο είναι T r F= ×
G GG . Αν L

G
 είναι η στροφορµή τού m ως προς 

το Ο, και αν το σύστηµα αναφοράς µε αρχή το Ο υποτεθεί αδρανειακό, τότε  

                                                         dLT
dt

= ⇒
GG

    

      ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) .yx z
x x y y z z x x y y z z x y z

dLd dL dLT u T u T u L u L u L u u u u
dt dt dt dt

+ + = + + = + +  

Εξισώνοντας τους συντελεστές τού ˆzu , έχουµε  

                                           ( )z
z

dL d dT I I
dt dt dt

ωω= = =    

διότι το I  είναι σταθερό, ανεξάρτητο του χρόνου. Καλώντας  

                                                          d
dt
ωα =     

τη γωνιακή επιτάχυνση του σωµατιδίου, έχουµε  
 
                                                         zT Iα=     (7.22) 
 
    Αν  T R F′ = ×

G G G
 είναι η ροπή τής F

G
 ως προς το Ο΄, τότε  

                                             z
z

dL dLT T
dt dt
′ ′′′ = ⇒ =
GG

  .   

Όµως, από τις (7.19) και (7.21),  

                                                    z zL L Iω′ = =   .   

Έτσι, και πάλι,  

                                                     z zT I Tα′ = =       (7.23) 

Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι  
 

η συνιστώσα της ολικής ροπής στη διεύθυνση του άξονα περιστροφής έχει την 
ίδια τιµή για κάθε εκλογή σηµείου αναφοράς πάνω στον άξονα (δηλαδή, για κά-
θε σηµείο του άξονα ως προς το οποίο λαµβάνεται η ροπή).  
 

Προσέξτε ότι η σχέση (7.22) είναι το ανάλογο του νόµου του Νεύτωνα, F=ma, για τα 
αντίστοιχα γραµµικά µεγέθη.  
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    Η σχέση (7.22) µας επιτρέπει να βρούµε τη γωνιακή επιτάχυνση του περιστρεφό-
µενου σωµατιδίου m αν γνωρίζουµε την z-συνιστώσα της ολικής ροπής που ασκείται 
πάνω του. Το µόνο που χρειαζόµαστε τώρα είναι ένας πρακτικός τρόπος για να υπο-
λογίζουµε την Tz . Καταρχήν, το σωµατίδιο κινείται συνεχώς στο επίπεδο x΄y΄, που  
είναι παράλληλο στο επίπεδο xy. Τούτο σηµαίνει ότι και η ολική δύναµη F

G
 που α-

σκείται στο m είναι διάνυσµα του επιπέδου x΄y΄. Κάθε τέτοιο διάνυσµα µπορεί να α-
ναλυθεί σε δύο ορθογώνιες συνιστώσες στις κατευθύνσεις των µοναδιαίων διανυ-
σµάτων ˆRu  και ˆTu :  

                                                     ˆ ˆR R T TF F u F u= +
G

    (7.24) 
 
Η FT είναι η συνιστώσα τής F

G
 στη διεύθυνση της εφαπτοµένης στην κυκλική τροχιά 

τού m, ενώ η FR είναι η συνιστώσα τής F
G

 στην ακτινική διεύθυνση. Με χρήση των 
(7.15) και (7.24), βρίσκουµε τη ροπή τής F

G
 ως προς το Ο :  

                  
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
R z R R T T

T R T R z R T z T

T r F Ru zu F u F u
RF u u zF u u zF u u

= × = + × +
= × + × + × ⇒

G GG
 

                                           ˆ ˆ ˆT z R T T RT RF u zF u zF u= + −
G

   (7.25) 

Η  z-συνιστώσα της ροπής είναι ο συντελεστής τού ˆzu  στην (7.25):  
 
                                                         z TT RF=     (7.26) 
 
Προσέξτε ότι η Tz δεν εξαρτάται από τη θέση του σηµείου αναφοράς Ο πάνω στον 
άξονα περιστροφής (αφού δεν εξαρτάται από το z), σε συµφωνία µε την παρατήρηση 
που κάναµε νωρίτερα.  
 
    Ας υποθέσουµε τώρα ότι η F

G
 είναι συνισταµένη των δυνάµεων 1 2, , ,F F

G G
"  που 

δρουν στο m : 
                                             1 2 i

i

F F F F= + + = ∑
G G G G

"  .   

Αν  FiR  και FiT  είναι οι συνιστώσες τής iF
G

 (ακτινική και εφαπτοµένη, αντίστοιχα), οι 
συνιστώσες FR και FT της F

G
 είναι  

                                         ,R iR T iT
i i

F F F F= =∑ ∑  .   

Από την (7.26), η  z-συνιστώσα της ολικής ροπής στο m είναι                       

                      1 2 1 2( )z iT T T T T
i

T R F R F F RF RF= = + + = + +∑ " "   

ή 
                                         1 2z z z iz

i

T T T T= + + = ∑"      (7.27) 

όπου 
                                                     iz iTT RF=      (7.28) 
 
η  z-συνιστώσα της ροπής τής iF

G
. Προσέξτε ότι η (7.27) παριστά ένα αλγεβρικό ά-

θροισµα όπου οι όροι µπορεί να είναι θετικοί ή αρνητικοί. Συγκεκριµένα, η Tiz είναι 
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θετική (αρνητική) όταν η συνιστώσα FiT της iF
G

 στην κατεύθυνση του ˆTu  είναι θετική 
(αρνητική). Αυτό, µε τη σειρά του, σηµαίνει ότι η iF

G
 τείνει να προκαλέσει περι-

στροφή του m κατά τη θετική (αρνητική) φορά γύρω από τον άξονα z όταν το m είναι 
αρχικά ακίνητο. (Όπως έχουµε αναφέρει, η θετική φορά περιστροφής προσδιορίζεται 
σε συνάρτηση µε τη θετική φορά του άξονα  z, µε βάση τον κανόνα του δεξιού χε-
ριού.)  
 
    Σαν παράδειγµα, θεωρούµε την περίπτωση όπου στο σωµατίδιο m δρουν τρεις δυ-
νάµεις 1 2 3, , ,F F F

G G G
 όπως στο παρακάτω σχήµα:   

                                            

•⋅O′

R

+

ˆTu

1θ

2θ

1F
G

2F
G

3F
G

m

1TF

2TF

            
 
Στο σχήµα, ο άξονας z είναι κάθετος στη σελίδα και το ˆzu  έχει φορά προς τα έξω 
(προς εµάς). Το ˆTu  δείχνει πάντα προς τη θετική φορά περιστροφής, η οποία, µε τη 
σειρά της, προσδιορίζεται από τη φορά τού ˆzu  µε βάση τον κανόνα του δεξιού χεριού 
(στο σχήµα, θετική φορά είναι η αριστερόστροφη). Καλούµε F1 , F2 , F3 τα µέτρα των 
τριών δυνάµεων. Οι συνιστώσες των δυνάµεων στη διεύθυνση του ˆTu  (εφαπτοµενι-
κές συνιστώσες) είναι   

                              1 1 1 2 2 2 3cos , cos , 0T T TF F F F Fθ θ= = − =  .    

Τα πρόσηµα των 1TF  και 2TF  συµφωνούν µε την παρατήρηση ότι η 1F
G

 τείνει να προ-
καλέσει περιστροφή κατά τη θετική φορά, ενώ η 2F

G
 κατά την αρνητική. Ο µηδενισµός 

τής 3TF  σηµαίνει ότι η 3F
G

 (η οποία διέρχεται από το κέντρο Ο΄) δεν έχει από µόνη της 
την τάση να προκαλέσει περιστροφή του σωµατιδίου m γύρω από τον άξονα z όταν το 
m  είναι αρχικά ακίνητο. Οι  z-συνιστώσες των ροπών είναι, σύµφωνα µε την (7.28),  
 
           1 1 1 1 2 2 2 2 3 3cos , cos , 0z T z T z TT RF RF T RF RF T RFθ θ= = = = − = =  .   
 
Η  z-συνιστώσα της ολικής ροπής δίνεται από την (7.27):   
 
                                 1 2 3 1 1 2 2( cos cos )z z z zT T T T R F Fθ θ= + + = − .    

Η γωνιακή επιτάχυνση του m βρίσκεται από τις (7.22) και (7.20):   

                                 1 1 2 22
1 ( cos cos )z zT T F F

I mR mR
α θ θ= = = −  .   
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7.4  Στροφορµή Στερεού Σώµατος ως προς Άξονα  
 
Θεωρούµε τώρα ένα στερεό σώµα που εκτελεί περιστροφή ως προς έναν άξονα, τον 
οποίο αυθαίρετα επιλέγουµε να είναι ο άξονας z. Όπως πάντα, η φορά τού ˆzu  καθορί-
ζει και τη θετική φορά περιστροφής, σύµφωνα µε τον κανόνα του δεξιού χεριού. Υπο-
θέτουµε ότι το σώµα αποτελείται από ένα πλήθος σωµατιδίων mi που βρίσκονται σε 
αντίστοιχες κάθετες αποστάσεις Ri από τον άξονα περιστροφής. Κατά την περιστρο-
φή του σώµατος, κάθε mi εκτελεί κυκλική κίνηση ακτίνας Ri µε κέντρο την κάθετη 
προβολή τού mi στον άξονα z. Όλα τα mi έχουν την ίδια γωνιακή ταχύτητα ω, ίση µε τη 
γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του σώµατος. (Μπορείτε να το εξηγήσετε αυτό;)  
                                           

                                         

i

ii

z
ˆ zu

ω

+

iR
im

ivG

ir
G

iL
G

O

 
 
    Στο σχήµα, το σώµα περιστρέφεται κατά τη θετική φορά µε γωνιακή ταχύτητα ω. 
Η στροφορµή ενός σωµατιδίου mi ως προς το σηµείο Ο του άξονα περιστροφής είναι  

                                                      ( )i i i iL m r v= ×
G G G  .   

Η ολική στροφορµή του σώµατος ως προς το Ο είναι   

                                             ( )i i i i
i i

L L m r v= = ×∑ ∑
G G G G    (7.29) 

Σύµφωνα µε τη σχέση (1.10), η z-συνιστώσα τής L
G

 ισούται µε το άθροισµα των z-
συνιστωσών των iL

G
:   

                                                         z iz
i

L L= ∑  .   

Όµως, από τις (7.21) και (7.20),  

                                                  2
iz i i iL I m Rω ω= =  .   

Έτσι,    
                                                ( )z i i

i i

L I Iω ω= =∑ ∑    

όπου βγάλαµε κοινό παράγοντα το ω γιατί είναι ίδιο για όλα τα mi .  
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    Ορίζουµε τώρα τη  ροπή αδρανείας του σώµατος ως προς τον άξονα περιστροφής:  
 
                                                   2

i i i
i i

I I m R= =∑ ∑    (7.30) 

 
όπου το άθροισµα περιλαµβάνει τις ροπές αδρανείας όλων των σωµατιδίων που απο-
τελούν το στερεό σώµα. Έτσι, τελικά,  
 
                                                             zL Iω=     (7.31) 
 
Η (7.31) δίνει την z-συνιστώσα της ολικής στροφορµής του σώµατος ως προς το Ο. 
Από τις (7.30) και (7.31) βλέπουµε ότι   
 

η συνιστώσα της ολικής στροφορµής ενός στερεού στη διεύθυνση του άξονα πε-
ριστροφής είναι ανεξάρτητη της εκλογής του σηµείου Ο του άξονα ως προς το 
οποίο λαµβάνεται η στροφορµή.   
 

Πράγµατι, το I  στην (7.31) εξαρτάται µόνο από τις κάθετες αποστάσεις Ri των mi από 
τον άξονα περιστροφής, και όχι από τις αποστάσεις ri των σωµατιδίων από το σηµείο 
αναφοράς Ο. Για το λόγο αυτό, καλούµε (καταχρηστικά) την Lz «στροφορµή του  
σώµατος ως προς τον άξονα περιστροφής». Το διάνυσµα L

G
 της στροφορµής, βέβαια, 

ορίζεται µόνο ως προς σηµείο Ο και εξαρτάται, γενικά, από τη θέση τού Ο πάνω στον 
άξονα περιστροφής.   
 
 
 7.5  Εξισώσεις Κίνησης Στερεού 
 
Στο βαθµό που ένα στερεό σώµα θεωρείται σαν σύστηµα σωµατιδίων, η κίνησή του 
διέπεται από τους νόµους των συστηµάτων που εκτέθηκαν στο προηγούµενο κεφά-
λαιο. Η ιδιαιτερότητα ενός τέτοιου συστήµατος είναι ότι µπορεί να εκτελεί δύο ειδών 
κινήσεις: µεταφορά και περιστροφή. Η πρώτη κίνηση καθορίζεται από την ολική ε-
ξωτερική δύναµη που δρα στο σώµα, ενώ η δεύτερη κίνηση από την ολική εξωτερική 
ροπή.   
 
    Η ορµή του σώµατος αντιπροσωπεύει την ολική ορµή του αντίστοιχου συστήµα-
τος, και δίνεται από τη σχέση (6.9):  
                                                            
                                                           CP M v=

G G      (7.32) 
 
όπου Μ η µάζα του σώµατος και CvG  η ταχύτητα του κέντρου µάζας του, C. Αν 

1 2, , ,F F
G G

"  είναι οι εξωτερικές δυνάµεις που δρουν στο σώµα (µια τέτοια δύναµη είναι 
το βάρος wG , µε σηµείο εφαρµογής το C ), η ολική εξωτερική δύναµη στο σώµα είναι  
                                  
                                              1 2F F F Fεξ = + + = ∑

G G G G
"    (7.33) 

 
Από τις εξισώσεις (6.7) και (7.32), τότε, έχουµε  
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                                        C
C

dP d vF M M a
dt dt

= = =∑
G GG G

   (7.34) 

 
όπου CaG  η επιτάχυνση του κέντρου µάζας του σώµατος. Η (7.34) αποτελεί την εξί-
σωση µεταφορικής κίνησης του στερεού σώµατος. Προσέξτε ότι, για τη µεταφορική 
κίνηση δεν έχει σηµασία πού ακριβώς εφαρµόζονται οι επιµέρους δυνάµεις 

1 2, , ,F F
G G

"  πάνω στο σώµα: αυτό που µας ενδιαφέρει είναι µόνο η συνισταµένη τους.   
 
        Αντίθετα, επειδή η περιστροφική κίνηση καθορίζεται από τη ροπή, η κίνηση αυ-
τή επηρεάζεται όχι µόνο από τις εξωτερικές δυνάµεις καθαυτές αλλά και από τις θέ-
σεις των σηµείων εφαρµογής τους. Έστω 1 2, , ,T T

G G
"  οι ροπές των 1 2, , ,F F

G G
"  ως προς 

κάποιο σηµείο Ο του χώρου. Η ολική εξωτερική ροπή στο σώµα ως προς το Ο είναι  
                                  
                                               1 2T T T Tεξ = + + = ∑

G G G G
"            (7.35) 

 
Έστω τώρα L

G
 η ολική στροφορµή του σώµατος ως προς Ο, ίση µε το άθροισµα των 

στροφορµών όλων των σωµατιδίων που αποτελούν το στερεό. Σύµφωνα µε τη σχέση  
(6.17),  

                                                        dLT
dt

=∑
GG

            (7.36) 

 
Στην Παρ.6.3 σηµειώσαµε ότι η σχέση αυτή ισχύει σε δύο περιπτώσεις: (α) όταν το Ο 
είναι σταθερό σηµείο σε κάποιο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, ή (β) όταν το Ο  
συµπίπτει µε το κέντρο µάζας C, έστω κι αν αυτό επιταχύνεται (άρα δεν µπορεί να 
µένει σταθερό σε κάποιο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς).  
 
    Στην περίπτωση περιστροφής ως προς άξονα, τον οποίο συµβατικά θα ονοµάσουµε 
και πάλι άξονα z, οι ροπές και οι στροφορµές θα λαµβάνονται πάντα ως προς σηµείο 
Ο του άξονα αυτού. Σύµφωνα µε όσα είπαµε παραπάνω, η δυνατότητα χρήσης τής 
(7.36) µάς περιορίζει στη θεώρηση δύο περιπτώσεων: (α) περιστροφή ως προς άξονα 
που διέρχεται από σηµείο Ο το οποίο είναι ακίνητο ή κινείται ευθύγραµµα και οµαλά 
σε αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, ή (β) περιστροφή ως προς άξονα που διέρχεται 
από το κέντρο µάζας C του σώµατος, όπου το C µπορεί να κινείται µε σταθερή ταχύ-
τητα ή να επιταχύνεται ως προς έναν αδρανειακό παρατηρητή, ανάλογα µε το αν η 
ολική εξωτερική δύναµη στο σώµα είναι µηδέν ή διάφορη του µηδενός, αντίστοιχα  
[βλ. σχέση (7.34)].  
 
    Η διανυσµατική εξίσωση (7.36) µπορεί να αναλυθεί σε τρεις αλγεβρικές εξισώσεις 
αν πάρουµε τις συνιστώσες των διανυσµάτων ως προς x,y,z. Έχουµε:  

                                        ˆ ˆ ˆx x y y z zT u T u T u T= + +∑ ∑ ∑ ∑
G

        [βλ. (1.10)]   

όπου, π.χ., ΣTz είναι το αλγεβρικό άθροισµα των z-συνιστωσών των ροπών ως προς 
Ο, που ασκούνται στο σώµα. Επίσης,  

                      ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) yx z
x x y y z z x y z

dLdL d dL dLL u L u L u u u u
dt dt dt dt dt

= + + = + +
G

  .   

Εξισώνοντας συντελεστές τού ˆzu , παίρνουµε  
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                                                          z
z

dLT
dt

=∑       (7.37) 

Όµως, από την (7.31), zL Iω= , όπου ω  η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής και Ι  η 
ροπή αδρανείας του σώµατος ως προς τον άξονα περιστροφής z  [βλ. εξίσ.(7.30)]. 
Υποθέτοντας ότι το Ι  είναι σταθερό, έχουµε  

                                             ( )zdL d dI I I
dt dt dt

ωω α= = =    

όπου /d dtα ω=  η γωνιακή επιτάχυνση του περιστρεφόµενου σώµατος. Έτσι, τελικά,  
 
                                                         zT Iα=∑     (7.38) 
 
Η (7.38) εκφράζει την εξίσωση περιστροφικής κίνησης του σώµατος. Οι σχέσεις (7.34) 
και (7.38) αποτελούν τις εξισώσεις κίνησης του στερεού.  
 
    Από την (7.38) βλέπουµε ότι  
 

η συνιστώσα της ολικής ροπής στη διεύθυνση του άξονα περιστροφής είναι ανε-
ξάρτητη της θέσης του σηµείου αναφοράς Ο (ως προς το οποίο λαµβάνονται οι 
ροπές) πάνω στον άξονα.  
 

Πράγµατι, το Ι στην (7.38) εξαρτάται µόνο από τις κάθετες αποστάσεις Ri των στοι-
χειωδών µαζών mi από τον άξονα. Για το λόγο αυτό, η ΣTz συχνά (αν και καταχρη-
στικά) καλείται «ολική ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής». (Να µην ξεχνάµε, ό-
µως, ότι το διάνυσµα της ροπής ορίζεται πάντα ως προς σηµείο Ο.)  
 
    Θα ήταν χρήσιµο, τώρα, να βρούµε έναν πρακτικό τρόπο υπολογισµού του ΣTz . 
Αυτό µπορεί να γίνει µε γενίκευση της σχέσης  (7.26), ως εξής: Φανταστείτε ότι οι 
εξωτερικές δυνάµεις 1 2, , ,F F

G G
"  δρουν στα σηµεία 1 2, , ,P P "  του σώµατος, τα οποία 

απέχουν κάθετες αποστάσεις 1 2, , ,R R "  από τον άξονα περιστροφής z. Όπως στην 
Παρ.7.3, καλούµε 1 2, , ,T TF F "  τις συνιστώσες των 1 2, , ,F F

G G
"  σε διευθύνσεις κάθετες 

τόσο προς τις αντίστοιχες ακτίνες 1 2, , ,R R "  όσο και προς τον άξονα περιστροφής  z. 
Σύµφωνα µε την (7.26), οι z-συνιστώσες των ροπών των δυνάµεων ως προς Ο είναι  

                                        1 1 1 2 2 2, ,z T z TT R F T R F= = "   .   

Έτσι, η z-συνιστώσα της ολικής ροπής στο σώµα, ίση µε το άθροισµα των z-συνιστω-
σών των επιµέρους ροπών, είναι  

                                    1 2 1 1 2 2z z z T TT T T R F R F= + + = + +∑ " "    

ή σύντοµα,  

                                                    ( )z TT RF=∑ ∑     (7.39) 
 
    Προσέξτε ότι η (7.39) παριστά ένα αλγεβρικό άθροισµα, αφού µια συνιστώσα FiT 
µπορεί να είναι θετική ή αρνητική, ανάλογα µε το αν η αντίστοιχη δύναµη iF

G
 τείνει 
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•

αξοναςπεριστροφης′ ′

στερεο σωµα′ ′

+

⋅

⋅

O
1P

2P

1R
2R

1θ 2θ

1F
G

2F
G1TF

2TF

⋅

⋅
ˆTu′

ˆTu′′

να προκαλέσει περιστροφή κατά τη θετική ή την αρνητική φορά. Ας δούµε ένα παρά-
δειγµα:  
 
 
                                                                                 
 
 
 
 
 
 
     
                                                                  
 

 
 
 
 
 
 
Στο σχήµα, ο άξονας περιστροφής z είναι κάθετος στη σελίδα. Το ˆzu  έχει φορά προς 
τα έξω (προς εµάς), άρα θετική φορά περιστροφής είναι η αριστερόστροφη. Οι δυνά-
µεις 1F

G
 και 2F

G
 δρουν στα σηµεία P1 και P2 του σώµατος, είναι κάθετες στον άξονα z 

(του οποίου µόνο η προβολή Ο φαίνεται στο σχήµα) και µπορεί να ανήκουν σε δια-
φορετικά, παράλληλα µεταξύ τους επίπεδα που τέµνουν κάθετα τον άξονα. Τα σηµεία 
P1 και P2 διαγράφουν κυκλικές τροχιές µε ακτίνες R1 και R2 , αντίστοιχα, όπου R1 και 
R2 οι κάθετες αποστάσεις των δύο σηµείων από τον άξονα. (Η φορά περιστροφής του 
σώµατος δεν προσδιορίζεται στο σχήµα, και δεν µας ενδιαφέρει.) Τα µοναδιαία δια-
νύσµατα ˆTu ′  και ˆTu ′′ , εφαπτόµενα στις κυκλικές τροχιές των P1 και P2 , αντίστοιχα, 
δείχνουν πάντα προς τη θετική κατεύθυνση περιστροφής, ανεξάρτητα από τη φορά 
περιστροφής του σώµατος. Οι εφαπτοµενικές συνιστώσες των 1F

G
 και 2F

G
 είναι  

                                      1 1 1 2 2 2cos , cosT TF F F Fθ θ= = −     

όπου F1 και F2 τα µέτρα των δύο δυνάµεων. Τα πρόσηµα των συνιστωσών έχουν τη 
φυσική ερµηνεία ότι η 1F

G
 τείνει να προκαλέσει περιστροφή κατά τη θετική φορά, ενώ 

η 2F
G

 κατά την αρνητική. Οι ροπές των δυνάµεων ως προς τον άξονα z είναι  

                       1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos , cosz T z TT R F R F T R F R Fθ θ= = = = − .   

Η z-συνιστώσα της ολικής ροπής είναι  

                                 1 2 1 1 1 2 2 2cos cosz z zT T T R F R Fθ θ= + = −∑  .   

Τέλος, η γωνιακή επιτάχυνση του σώµατος δίνεται από τη σχέση (7.38):  

                                 1 1 1 2 2 2
1 1 ( cos cos )zT R F R F
I I

α θ θ= = −∑     

όπου I  η ροπή αδρανείας του σώµατος ως προς τον άξονα περιστροφής.   
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7.6  Ροπές Αδρανείας  
 
Όταν ένα στερεό σώµα αποτελείται από διακριτό πλήθος σωµατιδίων m1, m2,..., η ρο-
πή αδρανείας του ως προς έναν άξονα είναι  
                                 
                                          2 2 2

1 1 2 2i i
i

I m R m R m R= = + +∑ "    (7.40) 

όπου Ri η κάθετη απόσταση του mi από τον άξονα. Σαν παράδειγµα, θεωρούµε δύο 
σφαιρίδια µε µάζες m1 και m2 που συνδέονται µεταξύ τους µε λεπτή, αβαρή ράβδο 
µήκους L (η ράβδος έχει σαν ρόλο απλά να συγκρατεί τα σφαιρίδια σε σταθερή από-
σταση L µεταξύ τους, και δεν λογίζεται σαν µέρος του στερεού σώµατος):  
                                                       

                                       

x
L

O1m 2m
1R 2R

  
 

Η ροπή αδρανείας του συστήµατος ως προς άξονα διερχόµενο από το Ο, είναι   

                                2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 ( )I m R m R m x m L x= + = + −      

όπου θέσαµε x=R1 . Ειδικά, στην περίπτωση που ο άξονας περιστροφής διέρχεται από 
το m1,  x=0 και I=m2L 2 . Όπως µπορεί να αποδειχθεί, η ροπή αδρανείας γίνεται ελά-
χιστη όταν ο άξονας περιστροφής διέρχεται από το κέντρο µάζας C του συστήµατος. 
Για το λόγο αυτό, είναι ευκολότερο να περιστρέψουµε το σύστηµα γύρω από έναν 
τέτοιο άξονα, αφού µια δοσµένη εξωτερική ροπή θα παράγει τη µέγιστη δυνατή γω-
νιακή επιτάχυνση, σύµφωνα µε τη σχέση (7.38).  
 
    Για στερεά που δοµούνται µε συνεχή κατανοµή ύλης, πρέπει να αντικαταστήσουµε 
το άθροισµα στην (7.40) µε ολοκλήρωµα:  
 
                                                           2I R dm= ∫     (7.41) 

 
όπου R η κάθετη απόσταση της στοιχειώδους µάζας dm από τον άξονα περιστροφής. 
Η µάζα αυτή γράφεται  dm=ρdV , όπου ρ η πυκνότητα του σώµατος στο σηµείο που 
βρίσκεται το dm, και dV ο όγκος που καταλαµβάνει το dm. Αν το σώµα είναι οµογε-
νές, η πυκνότητα ρ είναι σταθερή και ίση µε  ρ=M/V , όπου M η µάζα και V ο ολικός 
όγκος του σώµατος. Η (7.41), τότε, γράφεται  
 

                                    2 2 2MI R dV R dV R dV
V

ρ ρ= = =∫ ∫ ∫   (7.42) 

 
Η διαδικασία και το αποτέλεσµα της ολοκλήρωσης εξαρτώνται, βέβαια, από τα γεω-
µετρικά χαρακτηριστικά του στερεού. Για τις πιο συνηθισµένες περιπτώσεις, παραθέ-
τουµε πίνακα ροπών αδρανείας στο Παράρτηµα Β.   
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x0x =
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x
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διατοµης

′
′

    Μια χρήσιµη πρόταση, το θεώρηµα του Steiner ή θεώρηµα των παράλληλων αξό-
νων, µας επιτρέπει να υπολογίσουµε εύκολα τη ροπή αδρανείας ενός στερεού ως προς 
έναν άξονα, αρκεί να γνωρίζουµε τη ροπή αδρανείας του στερεού ως προς έναν πα-
ράλληλο άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας του σώµατος:  
 
    Θεωρούµε στερεό σώµα µάζας Μ. Έστω I  η ροπή αδρανείας του ως προς έναν ά-
ξονα, και έστω IC  η ροπή αδρανείας ως προς παράλληλο άξονα που διέρχεται από το 
κέντρο µάζας C του σώµατος. Αν  a  είναι η απόσταση µεταξύ των δύο αξόνων, ισχύ-
ει ότι  
                                         
                                                       2

CI I M a= +     (7.43) 
 
Η (7.43) µας λέει ότι, από ένα άπειρο σύνολο παράλληλων αξόνων, η ροπή αδρανείας 
γίνεται ελάχιστη για εκείνο τον άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας του σώµα-
τος. Για το λόγο αυτό, όπως εξηγήσαµε νωρίτερα, ένα σώµα περιστρέφεται µε τη µέ-
γιστη δυνατή ευκολία γύρω από άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας του. (Φυ-
σικά, υπάρχουν άπειροι άξονες δια µέσου του C, και καθένας από αυτούς ορίζει µια 
ξεχωριστή απειρία παράλληλων αξόνων.)   
 
    Σαν εφαρµογή της σχέσης (7.42), θα υπολογίσουµε τη ροπή αδρανείας µιας λεπτής 
ράβδου µήκους l και µάζας M, ως προς άξονα κάθετο στη ράβδο και διερχόµενο από 
το κέντρο της, C (που είναι και το κέντρο µάζας της, όπως δείξαµε στο παράδειγµα 
στο τέλος της Παρ.7.2). Καλούµε S το εµβαδόν διατοµής της ράβδου, και υποθέτουµε 
ότι η ράβδος είναι τοποθετηµένη κατά µήκος του άξονα x:  
                                                                                    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Τοποθετούµε, για ευκολία, το κέντρο µάζας C της ράβδου στο σηµείο x=0, πράγµα 
που σηµαίνει ότι η ράβδος εκτείνεται από  x= −l/2  έως  x= l/2  (µια τέτοια επιλογή δεν 
επηρεάζει την τιµή της ροπής αδρανείας, η οποία εξαρτάται µόνο από τη θέση του 
άξονα περιστροφής ως προς το σώµα). Θεωρούµε το στοιχειώδες τµήµα της ράβδου 
από x µέχρι x+dx. Ο όγκος του τµήµατος είναι dV=Sdx, ενώ ο συνολικός όγκος της 
ράβδου είναι V=S l. Η απόσταση R του σηµείου x της ράβδου από το κέντρο µάζας C 
(άρα και από τον άξονα που διέρχεται από το C) είναι R=|x| .  
 
    Η (7.42) γράφεται (µε I=IC , για άξονα που διέρχεται από το C):  

                                   
/ 23/ 2 2

/ 2
/ 23

l
l

C l
l

M M xI S x dx
V l−

−

⎡ ⎤
= = ⇒⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫    
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                                                           21
12CI M l=     (7.44) 

 
Αν τώρα θέλουµε τη ροπή αδρανείας της ράβδου ως προς παράλληλο άξονα που 
διέρχεται από το ένα άκρο της, έστω το Α, χρησιµοποιούµε την (7.43) µε  a=l/2 :  

                                      2 2 21 1
12 4A CI I M a M l M l= + = + ⇒   

                                                 

                                                            21
3AI M l=     (7.45) 

 
7.7  ∆ιατήρηση της Στροφορµής  
 
Μέχρι τώρα αντιµετωπίσαµε τη ροπή αδρανείας Ι σαν µέγεθος σταθερό, αµετάβλητο 
µε το χρόνο. Τούτο συνδέεται µε την αντίληψή µας ότι το σχήµα ενός στερεού δεν 
αλλάζει κατά την κίνησή του. Θα διευρύνουµε τώρα την έννοια του στερεού σώµατος 
ώστε να περιλάβουµε και στερεά των οποίων το σχήµα µπορεί να µεταβάλλεται κατά 
την κίνηση. Τούτο συµβαίνει, π.χ., µε το ανθρώπινο σώµα αν αυτό θεωρηθεί κατά 
προσέγγιση στερεό, και γενικότερα, µε στερεά σώµατα που αποτελούνται από κινητά 
µέρη. Σε τέτοιες περιπτώσεις, η ροπή αδρανείας ως προς έναν άξονα είναι κι αυτή µε-
ταβλητό µέγεθος, και η µεταβολή της µπορεί να επηρεάσει την κίνηση το ίδιο σηµα-
ντικά όπως και η παρουσία εξωτερικών ροπών.  
 
    Η µελέτη τέτοιων πολύπλοκων προβληµάτων, όπως και πολλών άλλων διαφορετι-
κής µορφής (π.χ., συνδυασµός κρούσης και περιστροφικής κίνησης), απλουστεύεται 
σηµαντικά µε τη χρήση της αρχής διατήρησης της στροφορµής, εφόσον βέβαια πλη-
ρούνται οι προϋποθέσεις κάτω από τις οποίες αυτή ισχύει.   
 
    Θυµίζουµε ότι η ολική στροφορµή ενός στερεού και η ολική εξωτερική ροπή σε 
αυτό συνδέονται µε τη σχέση  

                                                         dLT
dt

=∑
GG

    (7.46) 

 
Όπως τονίσαµε στην Παρ.7.5, η σχέση αυτή ισχύει για περιστροφή ως προς άξονα 
που διέρχεται από το σηµείο αναφοράς Ο των L

G
 καιT

G
, όπου το Ο µπορεί να είναι 

σταθερό σηµείο σε κάποιο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς ή να συµπίπτει µε το κέ-
ντρο µάζας C του σώµατος (έστω και αν αυτό επιταχύνεται ως προς έναν αδρανειακό 
παρατηρητή). Παρατηρούµε ότι, αν  Σ 0T =

G
, τότε / 0 .dL dt L σταθ= ⇒ =

G G
:   

 
Όταν η ολική ροπή στο σώµα ως προς ένα σηµείο Ο είναι µηδέν, η στροφορµή  
του σώµατος ως προς το Ο µένει σταθερή.  
 

Η πρόταση αυτή αποτελεί την αρχή διατήρησης της στροφορµής ως προς σηµείο Ο.  
 
    Προσέξτε ότι η διανυσµατική σχέση (7.46) ισχύει πάντα ως προς ένα σηµείο Ο. 
Παίρνοντας όµως την z-συνιστώσα της, βρίσκουµε µια αλγεβρική εξίσωση που ισχύει 
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ως προς τον άξονα περιστροφής z, ανεξάρτητα από τη θέση του σηµείου αναφοράς Ο 
πάνω σε αυτόν :  

                                                          z
z

dLT
dt

=∑     (7.47) 

 
Παρατηρούµε ότι, όταν  ΣTz=0 , η συνιστώσα Lz µένει σταθερή :  
 

Όταν η ολική ροπή στο σώµα ως προς τον άξονα περιστροφής είναι µηδέν, η 
στροφορµή του σώµατος ως προς τον άξονα αυτό µένει σταθερή.  
 

Η πρόταση αυτή αποτελεί την αρχή διατήρησης της στροφορµής ως προς τον άξονα 
περιστροφής. (Σηµειώνουµε ότι η εκλογή του άξονα z του συστήµατος συντεταγµέ-
νων µας έτσι ώστε να συµπίπτει µε τον άξονα περιστροφής, είναι εντελώς αυθαίρετη. 
Θα µπορούσαµε να είχαµε ορίσει διαφορετικά τους άξονες του χώρου µας, έτσι ώστε 
ο άξονας περιστροφής να ονοµαζόταν, π.χ., άξονας x ή άξονας y. Η σχέση (7.47), τό-
τε, θα έπρεπε να γραφεί µε  x ή  y στη θέση του  z.)  
 
    Τώρα, σύµφωνα µε τη σχέση (7.31), έχουµε ότι Lz=Iω, όπου ω η γωνιακή ταχύτη-
τα περιστροφής και I η ροπή αδρανείας ως προς τον άξονα περιστροφής z. Έτσι, η 
σταθερότητα της στροφορµής ως προς τον άξονα αυτό γράφεται  
 
                                  1 1 2 2I I Iω σταθερο ω ω′= ⇔ =    (7.48)  
 
όπου οι δείκτες 1 και 2 αναφέρονται σε δύο χρονικές στιγµές t1 και t2 . Στην περί-
πτωση που το Ι είναι σταθερό (Ι1=Ι2), πράγµα που συµβαίνει όταν η γεωµετρία του 
σώµατος δεν µεταβάλλεται κατά την κίνησή του, η γωνιακή ταχύτητα ω µένει στα-
θερή (ω1=ω2). Αυτό το συµπέρασµα προκύπτει και από την (7.38), σύµφωνα µε την 
οποία η γωνιακή επιτάχυνση α  είναι µηδέν (άρα η γωνιακή ταχύτητα ω είναι στα-
θερή) όταν η ολική ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής µηδενίζεται.  
 
    Αναφερθήκαµε νωρίτερα σε µια βασική διαφορά ανάµεσα στη διανυσµατική σχέση 
(7.46) και την αλγεβρική σχέση (7.47): Στην (7.46) τα L

G
 και T

G
 υπολογίζονται ως 

προς συγκεκριµένο σηµείο Ο και, γενικά, εξαρτώνται από αυτό, ενώ στην (7.47) τα Lz 
και Tz αναφέρονται στον άξονα περιστροφής και δεν εξαρτώνται από τη θέση του ση-
µείου αναφοράς Ο πάνω σε αυτόν. Για κάθε στερεό, όµως, υπάρχει πάντα ένα ειδικό 
σύνολο αξόνων περιστροφής, καθένας εκ των οποίων διέρχεται από το κέντρο µάζας 
C του σώµατος και έχει την εξής ιδιότητα: το διάνυσµα της στροφορµής L

G
 του στε-

ρεού [άρα και η ολική ροπή  ΣT
G

, λόγω της (7.46)] δεν εξαρτάται από την εκλογή του 
σηµείου αναφοράς Ο πάνω στον άξονα αυτό, αλλά παίρνει την ίδια τιµή για όλα τα 
σηµεία του άξονα. Επιπλέον, η L

G
 έχει διεύθυνση παράλληλη στον άξονα. Ένας τέ-

τοιος άξονας περιστροφής ονοµάζεται κύριος άξονας. Ειδικά, κάθε άξονας που διέρ-
χεται από το κέντρο µάζας C του στερεού και είναι άξονας συµµετρίας, είναι κύριος 
άξονας  για το σώµα. Έτσι, για µια σφαίρα, κάθε άξονας που περνάει από το κέντρο 
της είναι κύριος άξονας. Για έναν κύλινδρο, ο κεντρικός του άξονας, καθώς και κάθε 
άξονας κάθετος σε αυτόν και διερχόµενος από το κέντρο µάζας, είναι κύριοι άξονες. 
Για έναν κύβο, οι τρεις άξονες που είναι κάθετοι στις πλευρές και διέρχονται από το 
κέντρο του κύβου είναι κύριοι άξονες. (Μερικές χρήσιµες παρατηρήσεις για τους κύ-
ριους άξονες  θα βρείτε στο Παράρτηµα Γ.)  
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    Ας υποθέσουµε τώρα ότι ο άξονας περιστροφής z είναι κύριος άξονας για το στε-
ρεό (ένας τέτοιος άξονας διέρχεται πάντα από το κέντρο µάζας C του σώµατος). Η 
στροφορµή L

G
 του σώµατος, τότε, ως προς οποιοδήποτε σηµείο του άξονα έχει τιµή 

ανεξάρτητη από τη θέση του σηµείου αυτού στον άξονα και ίση µε   
 
                                                           ˆzL I uω=

G
    (7.49) 

 
όπου ω η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής και Ι  η ροπή αδρανείας ως προς τον κύριο 
άξονα (θυµίζουµε ότι το ω είναι αλγεβρικό µέγεθος, θετικό ή αρνητικό, ανάλογα µε 
τη φορά περιστροφής).   
 
    Ορίζουµε το διάνυσµα της γωνιακής ταχύτητας  
 
                                                           ˆzuω ω=G     (7.50) 

Η (7.49), τότε, γράφεται  
 
                                                          L Iω=

G G
    (7.51) 

 
Η (7.51) δίνει τη στροφορµή ενός στερεού ως προς οποιοδήποτε σηµείο ενός κύριου 
άξονα. Προσέξτε ότι η στροφορµή του στερεού ως προς σηµείο ενός κύριου άξονα εί-
ναι στη διεύθυνση του άξονα αυτού.  
 
    Θα πρέπει εδώ να σηµειώσουµε ότι µια σχέση της µορφής (7.51) είναι δυνατό κά-
ποιες φορές να ισχύει και για άξονες που δεν είναι κύριοι! Για παράδειγµα, η (7.51) 
δίνει τη στροφορµή L

G
 µιας λεπτής επίπεδης πλάκας που περιστρέφεται γύρω από ά-

ξονα κάθετο σε αυτήν, ή τη στροφορµή µιας ράβδου που περιστρέφεται γύρω από 
άξονα κάθετο στη ράβδο. Προσέξτε όµως: Σε κάθε µια από αυτές τις περιπτώσεις, η 
στροφορµή L

G
 λαµβάνεται ως προς το σηµείο Ο του σώµατος από το οποίο διέρχεται ο 

άξονας! Για κάθε άλλο σηµείο, η (7.51) δεν ισχύει, εκτός αν ο άξονας περιστροφής 
είναι κύριος άξονας (όπως, π.χ., ο άξονας που είναι κάθετος σε κυκλικό δίσκο και 
διέρχεται από το κέντρο του δίσκου, ή ο άξονας που τέµνει κάθετα µια ράβδο στο κέ-
ντρο της).   
 
    Ας υποθέσουµε τώρα ότι, για κάποιον από τους παραπάνω λόγους, ισχύει η σχέση 
(7.51) (ως προς κύριο άξονα ή ως προς  µεµονωµένο σηµείο Ο του σώµατος). Η βα-
σική σχέση (7.46), τότε, γράφεται  

                                                  ( )dL dT I
dt dt

ω= =∑
GG G    (7.52) 

 
Αν η ροπή αδρανείας Ι  είναι σταθερή,  
                                                    

                                                   
dT I I
dt
ω α= =∑
GG G

    (7.53) 

 
όπου αG  το διάνυσµα της γωνιακής επιτάχυνσης. Στην περίπτωση που η ολική ροπή 
στο σώµα είναι µηδέν,  ΣT

G
=0,  η (7.52) µας λέει ότι η στροφορµή L

G
 είναι σταθερή:  
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                                 1 1 2 2L I I Iω σταθερο ω ω′= = ⇔ =
G G G G   (7.54) 

 
Επιπλέον, αν το Ι  είναι σταθερό, η γωνιακή επιτάχυνση αG  είναι µηδέν και η γωνιακή 
ταχύτητα ωG  είναι σταθερή, σύµφωνα µε τις (7.53) και (7.54).  
 
    Ας δούµε τώρα µερικά παραδείγµατα εφαρµογής της αρχής διατήρησης της στρο-
φορµής:   
 
    1. Θεωρούµε ένα σώµα µάζας Μ που κινείται στο χώρο κάτω από την επίδραση της 
βαρύτητας και µόνο. ∆ηλαδή, στο σώµα δεν ασκούνται άλλες δυνάµεις εκτός από το 
βάρος του, w M g=

G G . Έτσι, όπως εξηγήσαµε στην Παρ.7.2, η ολική εξωτερική δύ-
ναµη στο σώµα µπορεί να θεωρηθεί ότι ασκείται στο κέντρο µάζας C (έστω και αν το 
σηµείο C δεν ανήκει στο σώµα, όπως, π.χ., συµβαίνει σε ένα δαχτυλίδι). Η ολική ρο-
πή, τότε, ως προς το C είναι µηδέν και, σύµφωνα µε την (7.46), η στροφορµή L

G
 του 

σώµατος ως προς C είναι σταθερή:  
 

Όταν ένα σώµα κινείται κάτω από την επίδραση του βάρους του και µόνο, η 
στροφορµή του σώµατος ως προς το κέντρο µάζας του είναι σταθερή.  
 

Τι κάνει ένας πρωταθλητής των καταδύσεων για να αυξήσει τη γωνιακή ταχύτητα 
περιστροφής του όταν είναι στον αέρα; Μαζεύει το σώµα του όσο µπορεί, έτσι ώστε 
η ροπή αδρανείας του ως προς τον άξονα περιστροφής (ο οποίος είναι οριζόντιος και 
διέρχεται από το κέντρο µάζας C του αθλητή) να γίνει όσο το δυνατόν µικρότερη. 
Αυτό, σύµφωνα µε τις (7.48) και (7.54), έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση του µέτρου  
της γωνιακής ταχύτητας περιστροφής ωG  του σώµατος. (Θεωρούµε ότι η σχέση (7.51) 
ισχύει, έστω προσεγγιστικά, όταν το L

G
 λαµβάνεται ως προς το κέντρο µάζας του α-

θλητή.)  
 
    2. Θα έχετε προσέξει πώς περιστρέφονται οι χορεύτριες του καλλιτεχνικού πατινάζ 
πάνω στον πάγο. Σε µια χορεύτρια ασκούνται δύο δυνάµεις: το βάρος της και η κάθε-
τη αντίδραση από τον πάγο (θεωρούµε πως δεν υπάρχει τριβή). Καµία από αυτές τις 
δυνάµεις δεν παράγει ροπή ως προς το κέντρο µάζας C της χορεύτριας, κι έτσι η 
στροφορµή της τελευταίας ως προς το C είναι σταθερή. Ο κατακόρυφος άξονας περι-
στροφής είναι κύριος άξονας, και η διατήρηση της στροφορµής εκφράζεται στη µορ-
φή (7.54) [ή, αλγεβρικά, στη µορφή (7.48)]. Για να αυξήσει η χορεύτρια το µέτρο της 
γωνιακής ταχύτητας περιστροφής της, µαζεύει τα χέρια της κοντά στο σώµα της, 
πράγµα που ελαττώνει τη ροπή αδρανείας της. Το αντίθετο ακριβώς κάνει για να ε-
λαττώσει τη γωνιακή της ταχύτητα.  
 
    3. Γιατί ένα ποδήλατο πέφτει πιο δύσκολα όταν είναι σε κίνηση; Ας θεωρήσουµε, 
για ευκολία, µια απλή ρόδα ποδηλάτου, και ας καλέσουµε L

G
 τη στροφορµή της ρό-

δας ως προς τον (κύριο) άξονα περιστροφής της τη χρονική στιγµή t. Αν T
G

 είναι η 
ολική εξωτερική ροπή στη ρόδα τη στιγµή αυτή, η µεταβολή της στροφορµής µέσα 
σε χρονικό διάστηµα dt είναι dL T dt=

G G
. Τώρα, µια ανατροπή της ρόδας έχει σαν απο-

τέλεσµα την αλλαγή διεύθυνσης της L
G

, πράγµα που µπορεί να επιτύχει µια ροπή T
G

 
(ή γενικότερα, µια συνιστώσα της ροπής) κάθετη στην L

G
 (µε τον ίδιο τρόπο που µια 

δύναµη κάθετη στην ταχύτητα αλλάζει τη διεύθυνση της ταχύτητας). Τότε, και η µε-
ταβολή dL

G
 είναι κάθετη στην L

G
:  
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θ
L
G

L
dL+G
G

dL
G T

G

 
 
Παρατηρούµε τώρα ότι (βλ. σχήµα),  

                                                  | | | |tan
| | | |
dL T dt
L L

θ = =
G G
G G    (7.55) 

Έτσι, όσο µεγαλύτερη είναι η στροφορµή L
G

 της ρόδας [άρα, λόγω της (7.51), όσο 
µεγαλύτερη είναι η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της ], τόσο µικρότερη θα είναι η 
γωνία εκτροπής θ για δοσµένη ροπή T

G
, και άρα τόσο πιο ευσταθής θα είναι η διεύ-

θυνση της ρόδας. Για το λόγο αυτό, ένα ποδήλατο ανατρέπεται τόσο πιο δύσκολα όσο 
πιο γρήγορα κινείται.   
 
 
7.8  Ισορροπία Στερεού Σώµατος  
 
Ένα σώµα βρίσκεται σε µεταφορική και περιστροφική ισορροπία όταν η ασκούµενη 
σε αυτό ολική δύναµη, καθώς και η ολική ροπή ως προς οποιοδήποτε σηµείο, είναι 
µηδέν:  
 

                                                     
0 ( )

0 ( )

F

T

α

β

=

=

∑
∑

G

G        (7.56) 

 
Αν αναρωτιέστε, «τι χρειάζεται η (β), όταν ήδη ισχύει η (α);», ξανασκεφτείτε το!  
Μηδενική συνισταµένη δύναµη δεν σηµαίνει απαραίτητα και µηδενική συνισταµένη 
ροπή, και αντίστροφα. Προσέξτε τα παρακάτω παραδείγµατα:  
 
    1. Θεωρούµε ένα σώµα πάνω στο οποίο δρουν δύο δυνάµεις µε ίσα µέτρα και αντί-
θετες κατευθύνσεις, µε τρόπο ώστε οι άξονες των δυνάµεων να µην ταυτίζονται. Ένα 
τέτοιο σύστηµα δυνάµεων 1F

G
 και 2F

G
 όπου 2 1F F= −

G G
, ονοµάζεται ζεύγος δυνάµεων :  

                                                                           

                                       
O

1r
G

2r
G

b
G

1F
G

2F
G

  
 
Η ολική δύναµη στο σώµα είναι   

                                        1 2 1 1( ) 0F F F F F= + = + − =∑
G G G G G

 .   
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Άρα, σύµφωνα µε την (7.34), η ταχύτητα του κέντρου µάζας C του σώµατος είναι 
σταθερή:  

                             0C
C C

d vF M a M v
dt

σταθερο′= = = ⇒ =∑
GG G G  .   

Έτσι, αν το C είναι αρχικά ακίνητο ( 0Cv =
G ), θα παραµείνει ακίνητο. Λέµε ότι το σώ-

µα έχει µεταφορική ισορροπία.  
 
    Η ολική ροπή, τώρα, ως προς τυχαίο σηµείο Ο είναι  

                  1 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1 2 1( )T T T r F r F r F r F r r F= + = × + × = × − × = − ×∑
G G G G G G G GG G G G G G  .  

Θέτοντας  1 2b r r= −
G G G  , έχουµε  

                                                         1T b F= ×∑
GG G

      (7.57) 
 
Η (7.57) παριστά τη ροπή ζεύγους και, όπως βλέπουµε, η ροπή αυτή είναι ανεξάρτητη 
της θέσης του σηµείου αναφοράς Ο. Παρατηρούµε ότι η ολική ροπή στο σώµα είναι 
διάφορη του µηδενός, παρόλο που η συνισταµένη δύναµη είναι µηδέν! Η ροπή αυτή 
θα προκαλέσει περιστροφή του σώµατος γύρω από το (ακίνητο) κέντρο µάζας του, C. 
Αν ο άξονας περιστροφής είναι κύριος άξονας, µπορούµε να βρούµε τη γωνιακή επι-
τάχυνση αG  του σώµατος από τις σχέσεις (7.53) και (7.57):   

                                               1
1 1 ( )T b F
I I

α = = ×∑
GG GG    (7.58) 

 
    2. Σαν δεύτερο παράδειγµα, θεωρούµε ένα σώµα σταθερού σχήµατος, το οποίο υ-
πόκειται µόνο στη δύναµη του βάρους του, wG . Έτσι,  

                                                       0F w= ≠∑
G G    

οπότε το κέντρο µάζας C του σώµατος επιταχύνεται, µε επιτάχυνση   

                                                 1
C

wa F g
M M

= = =∑
GGG G  .   

Από την άλλη µεριά, η µοναδική δύναµη wG  διέρχεται από το C, κι έτσι η ολική ροπή 
στο σώµα ως προς C είναι µηδέν, πράγµα που σηµαίνει ότι, κατά την κίνησή του, το 
σώµα δεν αναπτύσσει γωνιακή επιτάχυνση ως προς το κέντρο µάζας του. Λέµε ότι το 
σώµα έχει περιστροφική ισορροπία ως προς το C.    
 
    Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι ένα σώµα θα βρίσκεται σε απόλυτη ισορροπία µόνο αν 
πληρούνται ταυτόχρονα και οι δύο σχέσεις (7.56). Οι σχέσεις αυτές ισοδυναµούν µε 
σύστηµα έξι αλγεβρικών εξισώσεων:  
 
                                     0 , 0 , 0x y zF F F= = =∑ ∑ ∑    (7.59) 

                                     0 , 0 , 0x y zT T T= = =∑ ∑ ∑   (7.60) 
 
όπου Fx , Tx , κλπ., οι συνιστώσες των επιµέρους δυνάµεων και ροπών. Ειδικά, οι 
(7.60) θα πρέπει να ικανοποιούνται ανεξάρτητα από την εκλογή της αρχής Ο του συ-
στήµατος συντεταγµένων (x, y, z), δηλαδή, ως προς οποιοδήποτε σηµείο αναφοράς Ο 
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των ροπών. Ένα σώµα που υπόκειται σε όλες τις παραπάνω συνθήκες θα κινείται µε 
σταθερή ταχύτητα κέντρου µάζας, καθώς και µε σταθερή στροφορµή ως προς οποιο-
δήποτε σηµείο του χώρου.        
 
 
7.9  Κινητική και Ολική Μηχανική Ενέργεια  
 
Θεωρούµε  πρώτα ένα σώµα που περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω ως προς άξο-
να που διέρχεται από σταθερό σηµείο Ο του χώρου:  
 

                                          

i

ii

ω

iR
im

ivG

ir
G

O

  
 
Κατά την περιστροφή, όλα τα σωµατίδια mi που αποτελούν το στερεό κινούνται κυ-
κλικά γύρω από τον άξονα µε κοινή γωνιακή ταχύτητα ω. Αν Ri είναι η κάθετη από-
σταση του mi από τον άξονα περιστροφής (άρα, η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς τού 
mi), το µέτρο της ταχύτητας ivG  του σωµατιδίου αυτού είναι  vi = Ri ω . Η ολική κινη-
τική ενέργεια περιστροφής του σώµατος είναι το άθροισµα των κινητικών ενεργειών 
όλων των σωµατιδίων του στερεού:  

                   2 2 2 2 2
,

1 1 1
2 2 2k i i i i i i

i i i

E m v m R m Rπερ ω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑      

 

                                                      2
,

1
2kE Iπερ ω=     (7.61) 

όπου  
                                                        2

i i
i

I m R= ∑    

η ροπή αδρανείας του σώµατος ως προς τον άξονα περιστροφής.   
 
    Η σχέση (7.61) παριστά την ολική κινητική ενέργεια ενός σώµατος όταν αυτό ε-
κτελεί καθαρή περιστροφή ως προς σταθερό άξονα. Μια πιο γενική µορφή κίνησης 
είναι η περιστροφή ως προς άξονα που µετακινείται στο χώρο. Συγκεκριµένα, υποθέ-
τουµε ότι ο άξονας περιστροφής διέρχεται σταθερά από το κέντρο µάζας C του σώ-
µατος, ενώ το C κινείται στο χώρο µε ταχύτητα CvG  . Έτσι, το σώµα εκτελεί µια σύν-
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θετη κίνηση αποτελούµενη από µια µεταφορά του κέντρου µάζας C και µια περι-
στροφή γύρω από το C. Όπως αποδεικνύεται (βλ. και Σηµείωση στο τέλος της 
Παρ.6.4), η ολική κινητική ενέργεια του σώµατος είναι άθροισµα δύο επιµέρους πο-
σοτήτων: µιας κινητικής ενέργειας µεταφοράς,    
 

                                                      2
,

1
2k CE M vµετ =       (7.62) 

 
(όπου Μ η µάζα του σώµατος και vC το µέτρο της ταχύτητας του κέντρου µάζας του), 
και µιας κινητικής ενέργειας περιστροφής ως προς το C,   
 

                                                      2
,

1
2k CE Iπερ ω=       (7.63) 

 
(όπου ω η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής γύρω από άξονα που διέρχεται από το C, 
και IC η ροπή αδρανείας ως προς τον άξονα αυτό). Έτσι, η ολική κινητική ενέργεια 
του σώµατος είναι  
 

                                   2 2
, ,

1 1
2 2k k k C CE E E M v Iµετ περ ω= + = +   (7.64) 

 
    Αν το σώµα υπόκειται σε εξωτερικές δυνάµεις που είναι συντηρητικές (π.χ., βά-
ρος), µπορούµε να ορίσουµε µια εξωτερική δυναµική ενέργεια Ep , καθώς και µια ο-
λική µηχανική ενέργεια Ε που µένει σταθερή κατά την κίνηση:  
 

                                    2 21 1
2 2k p C C pE E E M v I Eω= + = + +   (7.65) 

 
Για παράδειγµα, αν το σώµα κινείται κάτω από την επίδραση της βαρύτητας και µό-
νο, η δυναµική του ενέργεια είναι  
 
                                                          p CE M g y=        (7.66) 
 
όπου  yC  η κατακόρυφη απόσταση (το ύψος) του κέντρου µάζας C από ένα οριζόντιο 
επίπεδο αναφοράς. Πράγµατι: Από τη σχέση (6.3),  

                                                      1
C i i

i

y m y
M

= ∑     

όπου yi το ύψος στο οποίο βρίσκεται το σωµατίδιο mi του σώµατος. Όµως, η ολική 
βαρυτική δυναµική ενέργεια του σώµατος είναι το άθροισµα των επιµέρους δυναµι-
κών ενεργειών των σωµατιδίων που το αποτελούν:   

                                  ( )p i i i i C
i i

E m g y g m y M g y= = =∑ ∑   .   

Η ολική µηχανική ενέργεια του σώµατος είναι σταθερή και ίση µε   

                                        2 21 1
2 2C C CE M v I M g yω= + +     (7.67) 
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7.10  Σώµατα που Εκτελούν Κύλιση  
 
Την κύλιση ενός σώµατος (π.χ., ενός κυλίνδρου ή µιας σφαίρας) πάνω σε ένα επίπεδο 
µπορούµε να την περιγράψουµε µε δύο τρόπους:  
 
α) Συνδυασµός µεταφοράς και περιστροφής  
 
    Θεωρούµε την κύλιση σαν σύνθετη κίνηση που αποτελείται από περιστροφή ως 
προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας C, µε ταυτόχρονη µετατόπιση του ίδι-
ου του άξονα παράλληλα προς τον εαυτό του και έτσι ώστε να είναι πάντα κάθετος 
προς τη διεύθυνση κίνησης του C :   
 

                                                   

i

O

C
R

A
ω

CvG

 
 
    Καλούµε ω  τη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής ως προς τον άξονα, και /d dtα ω=  
τη γωνιακή επιτάχυνση. Θεωρούµε µια επίπεδη τοµή στο σώµα η οποία διέρχεται από 
το C και είναι κάθετη στον άξονα περιστροφής (του οποίου µόνο η προβολή C φαίνε-
ται στο σχήµα). Έστω Α  ένα τυχαίο σηµείο της (κυκλικής) περιφέρειας της επίπεδης 
τοµής (προφανώς, το Α ανήκει στην επιφάνεια του σώµατος). Η ταχύτητα CvG  του κέ-
ντρου µάζας, ως προς το επίπεδο πάνω στο οποίο γίνεται η κύλιση (επίπεδο κύλισης), 
είναι κάθετη στον άξονα περιστροφής, άρα το διάνυσµα CvG  ανήκει στην κάθετη τοµή 
που διέρχεται από το C και περιέχει το Α.  
 
    Καλούµε Ο το σηµείο της περιφέρειας της κάθετης τοµής το οποίο βρίσκεται σε 
στιγµιαία επαφή µε το επίπεδο κύλισης. Ισοδύναµα, το Ο µπορεί να θεωρηθεί σαν 
σηµείο του επιπέδου. Η ταχύτητα και η επιτάχυνση του C ως προς το επίπεδο (ή, ως 
προς το σηµείο επαφής Ο) γράφονται, συµβολικά,  

                                                , ,,C O C C O Cv v a a≡ ≡
G G G G   .   

Η ταχύτητα και η επιτρόχια επιτάχυνση του σηµείου Α ως προς το κέντρο µάζας C 
είναι, κατά µέτρο,  

                                              , ,,A C A Cv R a Rω α= =    (7.68) 
 
όπου χρησιµοποιήσαµε τις σχέσεις (2.34) και (2.36).   
 
    Η κίνηση ονοµάζεται καθαρή κύλιση αν το σώµα δεν ολισθαίνει ως προς το επίπεδο 
κατά την κύλισή του. Αυτό σηµαίνει ότι το σηµείο του σώµατος που έρχεται σε επα-
φή µε το επίπεδο κύλισης δεν µετακινείται κατά µήκος του επιπέδου, αλλά η επαφή 
του µε το επίπεδο είναι στιγµιαία. Το κύριο χαρακτηριστικό µιας τέτοιας κίνησης, το 
οποίο αποτελεί και τη συνθήκη καθαρής κύλισης που πρέπει να πληρούται στην περί-
πτωση αυτή, είναι το εξής:  
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Η ταχύτητα και η επιτρόχια επιτάχυνση του σηµείου Α της επιφάνειας του σώ-
µατος, ως προς το κέντρο µάζας C , είναι ίσες κατά µέτρο µε την ταχύτητα και 
την επιτάχυνση, αντίστοιχα, του ίδιου του C ως προς το επίπεδο κύλισης (ή, 
ως προς το σηµείο στιγµιαίας επαφής Ο).  
 

Συµβολικά, γράφουµε  

                                     , , , ,,A C C O C A C C O Cv v v a a a= ≡ = ≡   (7.69) 
 
Με συνδυασµό των (7.68) και (7.69), η συνθήκη καθαρής κύλισης γράφεται  
 
                                                ,C Cv R a Rω α= =    (7.70) 
 
    Τη συνθήκη αυτή µπορούµε να τη δικαιολογήσουµε απλά ως εξής: Όταν το σηµείο 
Α διαγράφει τόξο µήκους s ως προς το κέντρο C, και εφόσον δεν υπάρχει ολίσθηση, 
την ίδια απόσταση s διανύει εν τω µεταξύ και το C ως προς το επίπεδο κύλισης. (Για 
παράδειγµα, όταν το σώµα εκτελεί µια πλήρη περιστροφή ως προς το C, το σηµείο Α 
διαγράφει τόξο µήκους  s=2πR ως προς το C, και την ίδια απόσταση διανύει το C ως 
προς το επίπεδο. Παρατηρήστε την κίνηση µιας ρόδας αυτοκινήτου που δεν γλιστρά 
στο δρόµο.) Έτσι, οι ταχύτητες του Α ως προς C και του C ως προς Ο, είναι κατά µέ-
τρο ίσες, πράγµα που σηµαίνει ότι  vC=Rω . Παραγωγίζοντας τη σχέση αυτή ως προς 
το χρόνο και λαµβάνοντας υπόψη ότι  dvC /dt = aC  και  dω /dt =α , βρίσκουµε ότι  
aC = Rα .  
 
β) Περιστροφή ως προς στιγµιαίο άξονα  
 
    Εναλλακτικά, µπορούµε να θεωρήσουµε την καθαρή κύλιση σαν µια αµιγή περι-
στροφή ως προς τον στιγµιαίο άξονα που διέρχεται από το σηµείο επαφής Ο του σώ-
µατος µε το επίπεδο κύλισης και είναι κάθετος στην κίνηση του κέντρου µάζας C :  
 

                                             
i
O

C
A

P

ωCvG

2 CvG

 
 
Για κάθε χρονική στιγµή, κάθε σηµείο Α της κάθετης τοµής του σώµατος τείνει στιγ-
µιαία να κινηθεί κυκλικά µε κέντρο το στιγµιαίο σηµείο επαφής Ο και ακτίνα την α-
πόσταση ΟΑ του θεωρούµενου σηµείου από το Ο (το Α µπορεί τώρα να ανήκει είτε 
στην περιφέρεια της τοµής, είτε στο εσωτερικό της). Παρατηρούµε ότι η γωνιακή τα-
χύτητα περιστροφής τού Α ως προς το Ο είναι ίση µε τη γωνιακή ταχύτητα του Α ως 
προς το C, δηλαδή ίση µε ω. Πράγµατι, η γωνιακή ταχύτητα του Α ως προς Ο είναι 
ίδια µε τη γωνιακή ταχύτητα οποιουδήποτε άλλου σηµείου της τοµής ως προς Ο, άρα 
και του C ως προς Ο, που είναι ίση µε τη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του Ο ως 
προς C, δηλαδή ίση µε ω. (Σκεφτείτε ότι η γωνία που διαγράφει το C ως προς το Ο, 
µέσα σε απειροστό χρονικό διάστηµα dt, είναι ίση µε τη γωνία που διαγράφει το Ο ως 
προς το C µέσα στο ίδιο διάστηµα.)  
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    Επειδή η κίνηση του Α είναι στιγµιαία κυκλική ως προς Ο, το µέτρο της ταχύτητας 
του Α ως προς Ο (δηλαδή, ως προς το επίπεδο κύλισης) είναι   

                                                       , ( )A Ov OA ω=      (7.71) 

ενώ η διεύθυνση της ταχύτητας είναι κάθετη στην ακτίνα ΟΑ. Όταν το Α συµπίπτει µε 
το Ο, τότε  (ΟΑ)=(ΟΟ)=0  και  

                                                           , 0O Ov =       (7.72) 
 
Όταν το Α συµπίπτει µε το C, τότε  (ΟΑ)=(ΟC)=R  και  
 
                                                     ,C O Cv v Rω≡ =      (7.73) 
 
Με παραγώγιση ως προς το χρόνο,  
 
                                                     ,C O Ca a Rα≡ =      (7.74) 
 
Ξαναβρήκαµε, έτσι, τη συνθήκη καθαρής κύλισης (7.70). Τέλος, όταν το Α συµπίπτει 
µε το Ρ (αντιδιαµετρικό τού Ο ως προς το C), τότε  (ΟΑ)=(ΟΡ)=2R  και  
 
                                                , 2 2P O P Cv v R vω≡ = =     (7.75) 

Με παραγώγιση,  

                                               , 2 2P O P Ca a R aα≡ = =     (7.76) 
 
 
7.11  Στατική Τριβή στην Κύλιση  
 
Σε πολλές περιπτώσεις (αν και όχι πάντοτε) η τριβή είναι αναγκαία ώστε να έχουµε 
κύλιση πάνω σε µια επιφάνεια. Φανταστείτε, για παράδειγµα, ένα αρχικά ακίνητο ό-
χηµα να προσπαθεί να κινηθεί πάνω σε µια πίστα από πάγο! Ο ρόλος της τριβής γί-
νεται φανερός µε τη βοήθεια του παρακάτω παραδείγµατος:  
 

                                            

O

C

wG

f
G N

G

CvG

 
 
 
    Ένας κύλινδρος εκτελεί καθαρή κύλιση (χωρίς ολίσθηση) πάνω σε ένα κεκλιµένο 
επίπεδο. Η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του κυλίνδρου ως προς τον άξονά του C 
αυξάνει καθώς ο κύλινδρος κατέρχεται, πράγµα που σηµαίνει ότι στον κύλινδρο α-
σκείται εξωτερική ροπή ως προς το C. Ποια δύναµη, όµως, ευθύνεται γι’ αυτή τη ρο-
πή; Σίγουρα όχι το βάρος wG  ή η κάθετη αντίδραση N

G
 από το κεκλιµένο επίπεδο, 

αφού και οι δύο αυτές δυνάµεις διέρχονται από το C. Απάντηση: Τη ροπή ασκεί η 
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στατική τριβή f
G

, της οποίας ο ρόλος είναι να εµποδίσει την ολίσθηση του κυλίνδρου 
πάνω στο επίπεδο, έτσι ώστε η κίνηση να είναι καθαρή κύλιση (αν υπήρχε ολίσθηση, 
η τριβή θα ήταν κινητική). Χωρίς την παρουσία στατικής τριβής, λοιπόν, θα ήταν α-
δύνατη η καθαρή κύλιση πάνω σε κεκλιµένο επίπεδο. (Το συµπέρασµα αυτό δεν ι-
σχύει, όµως, όταν το επίπεδο κύλισης είναι οριζόντιο. Βλ. Πρόβληµα 47.)  
 
    Είναι σηµαντικό να τονίσουµε ότι  
 

στην καθαρή κύλιση, η στατική τριβή δεν παράγει έργο κι έτσι δεν επηρεάζει τη 
διατήρηση της µηχανικής ενέργειας   
 

(σε αντίθεση µε την κύλιση µε ολίσθηση, όπου η τριβή είναι κινητική και παράγει  
-στην ουσία, καταναλώνει- έργο). Αυτό συµβαίνει διότι το σηµείο εφαρµογής Ο της 
στατικής τριβής f

G
 δεν µετακινείται κατά µήκος του επιπέδου, αφού, βάσει της 

(7.72), η στιγµιαία ταχύτητά του ως προς το επίπεδο είναι µηδέν.   
 
 
7.12  Γυροσκοπική Κίνηση  
 
Μια περιστροφική κίνηση ενός σώµατος χαρακτηρίζεται, γενικά, ως γυροσκοπική ό-
ταν ο άξονας περιστροφής διέρχεται µεν από σταθερό σηµείο του χώρου, αλλά η δι-
εύθυνσή του µεταβάλλεται στο χώρο. Στην περίπτωση που ο άξονας περιστροφής εί-
ναι κύριος άξονας (π.χ., άξονας συµµετρίας που διέρχεται από το κέντρο µάζας), η 
σχέση (7.49) µας λέει ότι η στροφορµή L

G
 του σώµατος είναι στη διεύθυνση του άξο-

να. Έτσι, στη γυροσκοπική κίνηση ως προς κύριο άξονα, η διεύθυνση της στρο-
φορµής µπορεί να µεταβάλλεται.  
 
    Γενικά, η µεταβολή του διανύσµατος L

G
 της στροφορµής του σώµατος προϋποθέτει 

την ύπαρξη εξωτερικής ροπής T
G

. Τα L
G

 και T
G

 υπολογίζονται ως προς οποιοδήποτε 
σηµείο του κύριου άξονα περιστροφής, και δεν εξαρτώνται από την εκλογή του ση-
µείου αυτού. Σύµφωνα µε την (7.46),  
 

                                                dLT dL T dt
dt

= ⇔ =
GG G G

 .     

Παρατηρούµε ότι η απειροστή χρονική µεταβολή dL
G

 της στροφορµής είναι στην κα-
τεύθυνση της ροπής.  
 
    Στην περίπτωση που η ροπή T

G
 είναι κάθετη στη στροφορµή L

G
, η µεταβολή dL

G
 

είναι επίσης κάθετη στην L
G

, έτσι ώστε 0L dL⋅ =
G G

. Όµως,  
 

                             21 1 1( ) ( ) (2 )
2 2 2

L dL d L L d L LdL LdL⋅ = ⋅ = = =
G G G G

     

(όπου L το µέτρο τής L
G

), κι έτσι, LdL=0 . ∆οθέντος ότι  L≠ 0, θα πρέπει να ισχύει ότι  
dL=0  ή  L=σταθερό :   
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Όταν η ροπή είναι κάθετη στη στροφορµή, το µέτρο της στροφορµής µένει στα-
θερό (παρόλο που η διεύθυνσή της µεταβάλλεται).  
 

Αυτό, βέβαια, σας θυµίζει τη σταθερότητα του µέτρου της ταχύτητας ενός σωµατιδί-
ου όταν η ολική δύναµη πάνω του είναι κεντροµόλος (κάθετη στην ταχύτητα). Μπο-
ρούµε να φανταστούµε τη στροφορµή L

G
 του στερεού σαν διάνυσµα σταθερού µέ-

τρου L που αλλάζει συνεχώς διεύθυνση, συµπαρασύροντας και τη διεύθυνση του κύ-
ριου άξονα περιστροφής. Συχνά µάλιστα συµβαίνει ο ίδιος ο άξονας περιστροφής να 
περιστρέφεται γύρω από κάποιον άλλο, σταθερό άξονα. Αυτό το είδος γυροσκοπικής 
κίνησης συναντούµε, για παράδειγµα, στο γνωστό παιχνίδι της σβούρας.  
 
    Γενικά, τα σώµατα που εκτελούν γυροσκοπική κίνηση και χρησιµεύουν στην πει-
ραµατική µελέτη της ονοµάζονται γυροσκόπια. Μια σηµαντική εφαρµογή τους είναι η 
γυροσκοπική πυξίδα, µε τη βοήθεια της οποίας µπορούµε να προσδιορίσουµε την κα-
τεύθυνση προς βορρά. Λόγω της περιστροφής της Γης, στο γυροσκόπιο της συσκευής 
ασκείται ροπή που εξαναγκάζει τον άξονα περιστροφής του να ευθυγραµµιστεί µε τον 
άξονα περιστροφής της Γης.  
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ΣΥΓΚΡΙΤΙΚΟΣ ΠΙΝΑΚΑΣ ΜΕΤΑΦΟΡΙΚΗΣ – ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΙΚΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ 
 
 
 
  Μεταφορική     Περιστροφική 
 
 

  dva
dt

=
GG      d

dt
ωα =
GG  

   
  p mv=

G G      L Iω=
G G  

 

  dpF ma
dt

= =
GG G      dLT I

dt
α= =

GG G  

 

  2
,

1
2kE mvµετ =      2

,
1
2kE Iπερ ω=  
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Σ ds

dF
G

υγρο′

δοχειο′

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  8 
 

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΤΩΝ ΡΕΥΣΤΩΝ 
 
 

8.1  Ιδανικό Υγρό  
 
Με τον όρο ρευστό εννοούµε ένα συνεχές µέσο που µπορεί να ρέει. Ανάλογα µε τις 
φυσικές τους ιδιότητες, τα ρευστά χωρίζονται σε υγρά και αέρια. Στο κεφάλαιο αυτό 
θα περιοριστούµε στη µελέτη των υγρών, και µε αυτή τη σηµασία θα χρησιµοποιούµε 
στο εξής τον όρο «ρευστό». Η µηχανική των ρευστών χωρίζεται σε δύο ενότητες: την 
στατική των ρευστών (Υδροστατική), που µελετάει τα ρευστά σε κατάσταση ισορρο-
πίας, και την δυναµική των ρευστών (Υδροδυναµική), που µελετάει τα ρευστά σε κί-
νηση.  
 
    Στον κόσµο δεν υπάρχει τίποτα το ιδανικό! ∆εν είναι απαισιόδοξη διαπίστωση αλ-
λά απλή ερµηνεία του όρου «ιδανικός» (=ιδέα): κάτι που βρίσκεται µόνο στη σκέψη 
µας, που δεν υπάρχει στην πραγµατικότητα. Επειδή τα πραγµατικά υγρά έχουν χαρα-
κτηριστικά (π.χ., ιξώδες) που συχνά δυσκολεύουν τη µελέτη τους, επινοούµε µια εξι-
δανίκευσή τους που την καλούµε ιδανικό υγρό, µε τις εξής ιδιότητες:  

1. Είναι τελείως ασυµπίεστο. Τούτο έχει σαν συνέπεια ότι η πυκνότητα ενός ιδα-
νικού υγρού είναι σταθερή σε όλη την έκταση του υγρού. (Αυτή είναι και µια 
από τις βασικές διαφορές των υγρών από τα αέρια.)  

2. ∆εν έχει εσωτερικές τριβές (ιξώδες). Αυτό έχει ιδιαίτερη σηµασία στην Υδρο-
δυναµική, γιατί µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την αρχή διατήρησης της µη-
χανικής ενέργειας για να µελετήσουµε την κίνηση του υγρού.  

 
    Πολλά πραγµατικά υγρά (όπως, π.χ., το νερό) έχουν ιδιότητες που προσεγγίζουν 
αυτές των ιδανικών. Εν τούτοις, οι αποκλίσεις των υγρών από την ιδανική κατάσταση 
δεν είναι πάντα ανεπιθύµητες. Για παράδειγµα, αν τα υγρά ήταν τελείως ασυµπίεστα, 
δεν θα επέτρεπαν τη διάδοση ελαστικών κυµάτων (όπως ο ήχος) στο εσωτερικό τους.  
 
 
8.2  Υδροστατική Πίεση  
 
Ξεκινώντας τη µελέτη της Υδροστατικής, θεωρούµε ένα υγρό που ηρεµεί (ισορροπεί) 
και καλούµε ds µια στοιχειώδη (απειροστή) επιφάνεια που βρίσκεται τοποθετηµένη 
σε κάποιο σηµείο Σ του υγρού. Η ds µπορεί να αποτελεί τµήµα της επιφάνειας ενός 
αντικειµένου που βρίσκεται µέσα στο υγρό, ή και να είναι τµήµα µιας νοητής επιφά-
νειας µέσα στο υγρό (µιας επιφάνειας, δηλαδή, που αποτελείται από σηµεία που ανή-
κουν στο ίδιο το υγρό). Μια τέτοια απειροστή επιφάνεια µπορεί πάντα, έστω προσεγ-
γιστικά, να θεωρείται επίπεδη. Καλούµε dF

G
 τη στοιχειώδη δύναµη που ασκεί το υ-

γρό στην επιφάνεια ds :  
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    Όπως βρίσκεται πειραµατικά, η dF
G

 έχει τις εξής ιδιότητες:  

1) Είναι ανεξάρτητη από τη φύση της επιφάνειας ds. ∆ηλαδή, η δύναµη που ασκεί το 
υγρό στο στοιχείο ds δεν εξαρτάται από τη µοριακή σύνθεση του ds (από το υλικό 
από το οποίο αποτελείται το ds).  

2) Η διεύθυνση της dF
G

 είναι πάντα κάθετη στο ds, ανεξάρτητα από τον προσανατολι-
σµό τού ds. Τούτο εξηγείται από την απουσία εσωτερικών τριβών στο υγρό και την 
υπόθεση ότι το υγρό ισορροπεί.  

3) Το µέτρο dF της dF
G

 είναι ανεξάρτητο του προσανατολισµού τού ds (δηλαδή, το 
dF  δεν αλλάζει αν στρέψουµε το ds, αφήνοντάς το όµως σταθερά τοποθετηµένο στο 
σηµείο Σ του υγρού). Όπως βρίσκεται, το dF εξαρτάται µόνο από τη θέση του ση-
µείου Σ και, για απειροστό ds, είναι ανάλογο του εµβαδού τού ds (το εµβαδόν αυτό, 
για ευκολία, θα συµβολίζεται επίσης µε ds).  
 
    Η τελευταία αυτή παρατήρηση µας οδηγεί στον ορισµό της υδροστατικής πίεσης Ρ 
στο θεωρούµενο σηµείο Σ του υγρού:  
                                          

                                          dFP dF P ds
ds

= ⇔ =    (8.1) 

 
Παρατηρούµε τα εξής:  

1) Η Ρ είναι, γενικά, συνάρτηση της θέσης του σηµείου Σ.  

2) Η Ρ δεν εξαρτάται από τον προσανατολισµό τού ds (γιατί;), ούτε, εποµένως, και 
από τον προσανατολισµό τής dF

G
. Άρα, η Ρ είναι µονόµετρο µέγεθος.  

3) Η Ρ ορίζεται για κάθε σηµείο του υγρού χωριστά, δεν ορίζεται αθροιστικά. Έτσι, 
δεν έχει νόηµα να µιλάµε για «ολική πίεση» πάνω σε µια επιφάνεια (όπως δεν µιλάµε, 
π.χ., για «ολική θερµοκρασία» µέσα σε ένα δωµάτιο). Αντίθετα, η δύναµη είναι α-
θροιστικό µέγεθος. Έτσι, µπορούµε να ορίσουµε την ολική δύναµη πάνω σε µια επι-
φάνεια S σαν το διανυσµατικό άθροισµα των στοιχειωδών δυνάµεων dF

G
 που ασκού-

νται από το υγρό στις διάφορες στοιχειώδεις επιφάνειες ds από τις οποίες αποτελείται 
η S.  
 
    Όπως βρίσκεται πειραµατικά,  
 

όλα τα σηµεία µιας οριζόντιας επιφάνειας µέσα σε ένα υγρό που ηρεµεί έχουν 
τη ίδια πίεση.  
 

Αυτό σηµαίνει ότι η υδροστατική πίεση µεταβάλλεται µόνο στην κατακόρυφη διεύ-
θυνση, δηλαδή στη διεύθυνση του πεδίου βαρύτητας. (Ο ρόλος της βαρύτητας γίνεται 
φανερός και από την παρουσία της σταθεράς  g στις βασικές εξισώσεις της Υδροστα-
τικής.) Σαν ειδική περίπτωση, η σταθερή πίεση στην ελεύθερη επιφάνεια του υγρού (η 
οποία είναι πάντα οριζόντια επιφάνεια) είναι ίση µε την ατµοσφαιρική πίεση Ρ0 .   
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    Θεωρούµε τώρα µια οριζόντια επιφάνεια εµβαδού S µέσα στο υγρό. Χωρίζουµε την 
S σε ένα πολύ µεγάλο πλήθος από στοιχειώδεις επιφάνειες dsi :  
 
                                                           i

i

S ds= ∑  .   

                                        
S

ids

idF
G

 
 
 
Η ολική δύναµη F

G
 που ασκεί το υγρό στην S είναι κάθετη στην S, και το µέτρο της, 

F, είναι το άθροισµα των µέτρων dFi όλων των στοιχειωδών δυνάµεων idF
G

 που α-
σκούνται κάθετα στα αντίστοιχα dsi :   

                                                        i
i

F dF= ∑  .   

Αλλά,  dFi=Pdsi , όπου Ρ η σταθερή πίεση πάνω στην S, κοινή για όλες τις στοιχειώ-
δεις επιφάνειες dsi . Έτσι,  

                                           i i
i i

F Pds P ds= = ⇒∑ ∑   

                                             FF PS P
S

= ⇔ =       (8.2) 

 
    Προσέξτε ότι η (8.2) ισχύει µόνο για οριζόντια επιφάνεια, διότι προϋποθέτει ότι η 
πίεση Ρ είναι σταθερή πάνω στην S. Αντίθετα, η απειροστή σχέση (8.1), που αφορά 
στοιχειώδη επιφάνεια ds σε µεµονωµένο σηµείο Σ του υγρού, ισχύει πάντα, ανεξάρ-
τητα από τον προσανατολισµό τής ds.  
 
 
8.3  Θεµελιώδης Εξίσωση της Υδροστατικής  
 
Αναφέρθηκε νωρίτερα ότι η υδροστατική πίεση Ρ σε ένα υγρό που ισορροπεί, µετα-
βάλλεται µόνο στην κατακόρυφη διεύθυνση. Αναζητούµε τώρα την εξίσωση που πε-
ριγράφει αυτή τη µεταβολή.  
 
    Θεωρούµε ένα υγρό πυκνότητας ρ. Επειδή το υγρό είναι ιδανικό (άρα ασυµπίεστο), 
η ρ είναι σταθερή σε όλη την έκταση του υγρού. Αν dm είναι η µάζα και dV ο όγκος 
µιας στοιχειώδους ποσότητας του υγρού,  

                                          dm dm dV
dV

ρ ρ= ⇔ =    (8.3) 

 
    Έστω τώρα ένα στοιχείο όγκου του υγρού, σε σχήµα λεπτού οριζόντιου δίσκου εµ-
βαδού βάσης Α και απειροστού πάχους dy, άρα απειροστού όγκου  dV=Ady :  
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y

0y =

y

dy

dw ( )F y

( )F y dy+

dy

A

 
 
Το βάρος του δίσκου είναι  dw=(dm)g=( ρdV)g , ή  
                                            
                                                         dw g Adyρ=     (8.4) 
 
Καλούµε P(y) και P(y+dy) τις (σταθερές) πιέσεις στα οριζόντια επίπεδα που βρίσκο-
νται σε ύψη y και y+dy, αντίστοιχα, πάνω από ένα αυθαίρετο επίπεδο αναφοράς y=0. 
Οι κατακόρυφες δυνάµεις πάνω στο δίσκο είναι το βάρος του, dw, και οι πιεστικές 
δυνάµεις από το υγρό πάνω στις δύο οριζόντιες επιφάνειες του δίσκου, F(y) και 
F(y+dy). Ο δίσκος ισορροπεί, αφού αποτελεί τµήµα ενός υγρού που βρίσκεται σε ι-
σορροπία. Άρα, η ολική κατακόρυφη δύναµη πάνω του είναι µηδέν:  
                             
                               0 ( ) ( ) 0yF F y F y dy dw= ⇒ − + − =∑  .   
Όµως,  
                              ( ) ( ) , ( ) ( )F y P y A F y dy P y dy A= + = +  .   
 
Αντικαθιστώντας και το dw από την (8.4), και απαλείφοντας το Α, βρίσκουµε  
   
                                           ( ) ( )P y dy P y gdyρ+ − = −  
ή 
                                                      dP gdyρ= −     (8.5) 
 
όπου dP η απειροστή µεταβολή της πίεσης που αντιστοιχεί στη µεταβολή dy του ύ-
ψους.   
 
    Για να βρούµε, τώρα, τη µεταβολή της πίεσης, ∆Ρ=Ρ2 −Ρ1 , καθώς µετακινούµαστε 
από ύψος y1 σε ύψος y2 (δηλαδή, κατά ∆y=y2 −y1), ολοκληρώνουµε την (8.5) από y1 
έως y2 , λαµβάνοντας υπόψη ότι η πυκνότητα ρ είναι σταθερή:  

                                 2 2 2

1 1 1

P y y

P y y
dP gdy g dyρ ρ= − = − ⇒∫ ∫ ∫    

 
                           2 1 2 1( )P P g y y P g yρ ρ− = − − ⇔ ∆ = − ∆   (8.6) 
 
Προσέξτε ότι η πίεση ελαττώνεται (∆Ρ<0) όταν αυξάνει το ύψος (∆y>0).   
 
    Εναλλακτικά, αντί για τα ύψη y, που έχουν θετική φορά προς τα πάνω, µπορούµε 
να αναφερόµαστε στα βάθη h µε θετική φορά προς τα κάτω και µε επίπεδο αναφοράς 
(συνήθως) την ελεύθερη επιφάνεια του υγρού. Τότε, dh= − dy, και η απειροστή σχέση 
(8.5) γράφεται  



 ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΡΕΥΣΤΩΝ 119 

                                                         dP gdhρ=     (8.7) 
 
ενώ η θεµελιώδης εξίσωση (8.6) παίρνει τη µορφή   
 
                                  2 1 2 1( )P P g h h P g hρ ρ− = − ⇔ ∆ = ∆   (8.8) 
 
Προσέξτε ότι η πίεση αυξάνει µε το βάθος (∆Ρ>0 όταν ∆h>0).   
 
    Έστω τώρα ότι ζητούµε την πίεση Ρ σε ένα σηµείο Σ σε βάθος h κάτω από την ε-
λεύθερη επιφάνεια του υγρού. Φυσικά, όλα τα σηµεία του υγρού στο ίδιο βάθος h µε 
το Σ θα έχουν την ίδια πίεση Ρ. Η πίεση στην επιφάνεια του υγρού, όπου h=0, είναι 
ίση µε την ατµοσφαιρική πίεση Ρ0 :   
 

                                         

h

h
iΣ

0P
0h =

 
 
Θέτοντας  h1=0,  Ρ1=Ρ0 ,  και  h2=h,  Ρ2=Ρ,  στη σχέση (8.8), έχουµε:  
 
                                              0 ( 0)P P g hρ− = − ⇒   
 
                                                    0P P ghρ= +     (8.9) 
 
Η σχέση (8.9) είναι µια εναλλακτική, ισοδύναµη µορφή της θεµελιώδους εξίσωσης 
(8.8). [Εφαρµόζοντας την (8.9) σε δύο σηµεία Ρ1 και Ρ2 σε βάθη h1 και h2 , αντί-
στοιχα, βρείτε πάλι την (8.8).] Προσέξτε ότι η ατµοσφαιρική πίεση Ρ0 προστίθεται 
στην πίεση  ρgh που θα προκαλούσε από µόνο του το υγρό στο σηµείο Σ. Η παρατή-
ρηση αυτή εκφράζει την αρχή του Pascal, την οποία θα εξετάσουµε στην Παρ.8.6.   
 
 
8.4  Μονάδες Μέτρησης της Πίεσης  
 
Η υδροστατική πίεση εκφράζεται σε διάφορα είδη µονάδων, ανάλογα και µε τις ε-
φαρµογές που µας ενδιαφέρουν. Οι µονάδες που χρησιµοποιούνται συχνότερα στη 
Φυσική είναι οι παρακάτω:   
 
1) Στο S.I. (m, kg, s) η µονάδα της πίεσης ονοµάζεται pascal (Pa):  

                                21 1 NPa
m

=       όπου      21 1N kg m s−= ⋅ ⋅  .    

 Στο cgs (cm, g, s) η µονάδα πίεσης είναι   

                                   21 dyn
cm

      όπου      21 1dyn g cm s−= ⋅ ⋅  .    
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∆οθέντων ότι  1kg=103 g  και  1m=102 cm,  βρίσκουµε ότι  1N=105 dyn  και  

                                                        21 10 dynPa
cm

=  .   

 
2) Η µονάδα Bar ορίζεται ως εξής:  

                                              6 5
21 10 10dynBar Pa

cm
= =  .   

Έτσι,  

                                             6
21 10 1dyn Bar Bar

cm
µ−= =  .   

 
3) Ορίζουµε σαν  1Torr  ή  1mmHg  την πίεση που ασκεί στη βάση της µια στήλη υ-
δραργύρου (Hg) ύψους 1mm=0.1cm. Έτσι, 1Torr είναι η µεταβολή ∆Ρ που θα προ-
κύψει από τη σχέση (8.8) αν θέσουµε  ρ=13.6 g/cm3 (πυκνότητα Hg), g=9.8 m/s2 και  
∆h=0.1cm :   

                                 
3 2

2

1 (13.6 ) (980 ) (0.1 )

1332.8 1332.8

g cmTorr cm
cm s

dyn Bar
cm

µ

= × ×

= =
   

 
4) Μια φυσική ατµόσφαιρα (1atm) ορίζεται ως η πίεση που ασκεί στη βάση της µια 
στήλη Hg ύψους 76cm=760mm :   
                     

                         
1 760 760 760 1332.8

1.01
atm mmHg Torr Bar

Bar
µ= = = ×

�
   

 
Σε συνήθεις εφαρµογές, λαµβάνουµε την ατµοσφαιρική πίεση ίση µε  
                     
                       0 1 760P atm Torr= =     (επίπεδο θάλασσας,  20ο C ) .   
 
    Εφαρµογή: Μεταβολή της υδροστατικής πίεσης στη θάλασσα   

Είναι γνωστό εµπειρικά ότι η πίεση στη θάλασσα αυξάνει κατά περίπου µία ατµό-
σφαιρα για κάθε 10 µέτρα βάθους. Αυτό µπορεί τώρα να δειχθεί µε χρήση της θεµε-
λιώδους εξίσωσης (8.8), αν θέσουµε ρ=1.03 g/cm3 (πυκνότητα θαλασσινού νερού),  
g=9.8 m/s2  και  ∆h=10m. Τότε,   

           

3 5
3 2 2

1 1

(1.03 ) (980 ) (10 ) 1.03 9.8 10

11.03 9.8 10 1.03 9.8 10
1.01

g cm dynP g h cm
cm s cm

Bar atm

ρ

− −

∆ = ∆ = × × = × ×

= × × = × × × ⇒
   

                                     
                     0.9994 1P atm atm∆ = �    για κάθε 10 µέτρα βάθους.   
 
Έτσι, αν λάβουµε υπόψη και την ατµοσφαιρική πίεση P0=1atm (σύµφωνα µε την αρ-
χή του Pascal), η πίεση σε βάθος h στη θάλασσα είναι  
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                                       1
10

hP atm
m

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (το h σε µέτρα).   

Τι πίεση επικρατεί στο σηµείο που βρίσκεται ο Τιτανικός (h=4km) ;    
 
 
8.5  Αρχή των Συγκοινωνούντων ∆οχείων  
 
Φανταστείτε το εξής πείραµα: Παίρνουµε δύο δοχεία του ίδιου ύψους, ένα λεπτό και 
ένα φαρδύ, τα τρυπάµε σε σηµεία κοντά στους πυθµένες τους, και προσαρµόζουµε 
στα ανοίγµατα τις δύο άκρες ενός σωλήνα, συνδέοντας έτσι τα δοχεία και δηµιουρ-
γώντας ένα ενιαίο σύστηµα συγκοινωνούντων δοχείων. Στη συνέχεια, τοποθετούµε το 
σύστηµα πάνω σε ένα τραπέζι και, µε αργό αλλά σταθερό ρυθµό, γεµίζουµε ταυτό-
χρονα και τα δύο δοχεία µε νερό. Ποιο δοχείο θα γεµίσει πρώτο;  
 
    Πιθανώς θα απαντήσετε «το λεπτό, γιατί σ’ αυτό η ελεύθερη επιφάνεια του νερού 
θα φτάσει γρηγορότερα στο άνοιγµα του δοχείου». Αν κάνουµε, όµως, το πείραµα θα 
διαπιστώσουµε ότι τα δύο δοχεία γεµίζουν ταυτόχρονα! Αυτό είναι συνέπεια της αρ-
χής των συγκοινωνούντων δοχείων, η οποία λέει ότι    
 

αν δύο ή περισσότερα δοχεία συγκοινωνούν µεταξύ τους, περιέχουν το ίδιο υ-
γρό, και υπόκεινται στην ίδια εξωτερική πίεση, τότε, σε κατάσταση ισορροπίας, 
οι ελεύθερες επιφάνειες του υγρού βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο σε όλα 
τα δοχεία.  
 

    Η αρχή αποδεικνύεται θεωρητικά ως εξής:  
 

                           i i

ρ ρ

h h′

A A′

0P 0P

 
 
 
Θεωρούµε τα σηµεία Α και Α΄ του υγρού, τα οποία βρίσκονται σε διαφορετικά δοχεία 
αλλά στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο, άρα έχουν την ίδια πίεση. Καλούµε h και h΄ τα ύψη 
των ελεύθερων επιφανειών των δοχείων πάνω από το επίπεδο αυτό. Από την (8.9),  
                             
                            0 0A A΄P P P gh P gh h hρ ρ ′ ′= ⇒ + = + ⇒ =  .   
 
Παρατηρούµε ότι το αποτέλεσµα αυτό είναι ανεξάρτητο από τα γεωµετρικά χαρα-
κτηριστικά των δύο δοχείων.   
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    Η αρχή των συγκοινωνούντων δοχείων δεν ισχύει σε δύο περιπτώσεις: (α) όταν στα 
δοχεία υπάρχουν διαφορετικά υγρά που δεν αναµειγνύονται, και (β) όταν οι πιέσεις 
στις ελεύθερες επιφάνειες του περιεχόµενου υγρού είναι διαφορετικές. Ας δούµε δύο 
παραδείγµατα:  
 
α) ∆οχεία µε υγρά διαφορετικών πυκνοτήτων   
 

                       
i iA A′

0P 0P

i iB B′

1ρ
2ρ

1h 2h

διαχωριστικη
επιφανεια

′
′

 
 
     
    Τα δύο δοχεία του σχήµατος περιέχουν υγρά πυκνοτήτων ρ1 και ρ2, όπου υποθέ-
τουµε ότι  ρ1 > ρ2 . Καλούµε h1 και h2 τα ύψη των ελεύθερων επιφανειών των δύο υ-
γρών ως προς τη διαχωριστική τους επιφάνεια (η ύπαρξη µιας τέτοιας επιφάνειας 
σχετίζεται µε το γεγονός ότι τα υγρά δεν αναµειγνύονται). Θεωρούµε τα σηµεία Α και 
Α΄ που βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο µέσα στο υγρό ρ1. Επίσης, θεωρούµε το 
σηµείο Β στο υγρό ρ1, και το σηµείο Β΄ στη διαχωριστική επιφάνεια των δύο υγρών, 
στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο µε το Β. Επειδή τα Α και Α΄ βρίσκονται στο ίδιο υγρό, οι 
πιέσεις στα σηµεία αυτά είναι ίσες. Από τη θεµελιώδη εξίσωση (8.8),  
                          

                          1 1

1 1

( ) ( ) ,
( ) ( ) .

A B A B

A΄ B΄ A΄ B΄

P P g AB P P g AB
P P g A΄B΄ P P g A΄B΄

ρ ρ
ρ ρ

− = ⇒ = +
− = ⇒ = +

    

 
∆οθέντων ότι ΡΑ = ΡΑ΄ και ΑΒ=Α΄Β΄, συµπεραίνουµε ότι ΡΒ = ΡΒ΄ . Η σχέση (8.9), 
τότε, δίνει  

                            0 1 1 0 2 2 1 1 2 2P g h P g h h hρ ρ ρ ρ+ = + ⇒ = ⇒    
 

                                                          1 2

2 1

h
h

ρ
ρ

=   .   

Έτσι, αν  ρ1 > ρ2 , τότε  h1<h2 .  
 
β) ∆οχεία µε διαφορετικές επιφανειακές πιέσεις  
 
    Στα δοχεία του παρακάτω σχήµατος, το ένα σκέλος συνδέεται µε δεξαµενή που πε-
ριέχει αέριο πίεσης Ρ, ενώ το άλλο σκέλος είναι ανοιχτό στην ατµοσφαιρική πίεση Ρ0. 
Το σύστηµα των δοχείων περιέχει υδράργυρο (Hg). Καλούµε h το ύψος της ελεύθε-
ρης επιφάνειας του Hg (δεξί δοχείο) πάνω από το επίπεδο της διαχωριστικής επιφά-
νειας του Hg µε το αέριο (αριστερό δοχείο), και θεωρούµε ένα σηµείο Α στο δεξί δο-
χείο, στο ύψος της διαχωριστικής επιφάνειας:     
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P

i

0P

h

A

B

P

Hg

αεριο′

   
 
Η υδροστατική πίεση στο σηµείο Α του Hg είναι ίση µε την πίεση Ρ του αερίου στη 
δεξαµενή (γιατί;), ενώ η πίεση στην ελεύθερη επιφάνεια Β του Hg είναι ίση µε την 
ατµοσφαιρική πίεση Ρ0 . Από τη σχέση (8.8),  
 
                                    0A BP P gh P P ghρ ρ− = ⇒ − = .  
 
Η παραπάνω διάταξη ονοµάζεται ανοιχτό µανόµετρο και χρησιµεύει για τη µέτρηση 
υπερπιέσεων (Ρ−Ρ0). Γενικά, καλούµε υπερπίεση τη διαφορά πιέσεων ανάµεσα σε µια 
µεταβλητή πίεση Ρ και µια προκαθορισµένη, σταθερή πίεση Ρ0 (στο παράδειγµά µας, 
η ατµοσφαιρική πίεση) η οποία λαµβάνεται ως «σηµείο αναφοράς» για τη µέτρηση 
πιέσεων.   
 
             
8.6  Αρχή του Pascal  
 
Η αρχή του Pascal µπορεί να διατυπωθεί ως εξής:   
 

Κάθε µεταβολή της πίεσης στην επιφάνεια ενός υγρού γίνεται αισθητή ταυτό-
χρονα σε όλα τα σηµεία του υγρού. Ειδικότερα, αν η εξωτερική πίεση µεταβλη-
θεί κατά ∆Ρ, η πίεση σε κάθε σηµείο του υγρού θα µεταβληθεί επίσης κατά ∆Ρ.  
 

Πράγµατι: Όταν η εξωτερική πίεση είναι Ρ0, η πίεση σε ένα σηµείο Σ του υγρού σε 
βάθος h είναι  Ρ=Ρ0+ρgh. Αν η εξωτερική πίεση αυξηθεί κατά ∆Ρ, έτσι ώστε η νέα 
τιµή της γίνει  Ρ0΄=Ρ0+∆Ρ, η πίεση στο Σ θα είναι  
              
                     Ρ΄ =Ρ0΄ + ρgh = (Ρ0+∆Ρ)+ ρgh = (Ρ0 + ρgh)+∆Ρ = Ρ+∆Ρ .   
 
    Μια πρακτική εφαρµογή της αρχής του Pascal έχουµε στο υδραυλικό πιεστήριο. 
Στην απλούστερη µορφή του, αποτελείται από δύο κατακόρυφα κυλινδρικά δοχεία 
εµβαδών διατοµής S1 και S2, όπου S1< S2 . Στο πάνω µέρος κάθε κυλίνδρου έχει το-
ποθετηθεί ένα έµβολο, κάτω από το οποίο υπάρχει υγρό, π.χ., ορυκτέλαιο. Οι δύο κύ-
λινδροι συγκοινωνούν στο κάτω µέρος τους µε σωλήνα. Στο µικρό έµβολο ασκείται 
µια κατακόρυφη δύναµη F1 προς τα κάτω. Ποια δύναµη F2 πρέπει να ασκήσουµε στο 
µεγάλο έµβολο ώστε το σύστηµα να είναι σε ισορροπία;   
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1S 2S

1F
2F

2F ′

      
 
 
    Το µικρό έµβολο ασκεί στο υγρό µια πίεση  Ρ=F1 / S1. Κατά την αρχή του Pascal, 
η πίεση αυτή µεταφέρεται ακέραια στο µεγάλο έµβολο, στο οποίο έτσι ασκείται µια 
δύναµη κατακόρυφη προς τα πάνω, ίση µε  

                                                     1
2 2 2

1

FF PS S
S

′ = =  .    

Για να ισορροπεί, λοιπόν, το µεγάλο έµβολο θα πρέπει να του ασκήσουµε δύναµη 
προς τα κάτω, ίση µε  F2=F2΄, δηλαδή,   

                                                          2
2 1

1

SF F
S

=      (8.10) 

Παρατηρούµε ότι  F2>F1. Έτσι, µε µικρή προσπάθεια (δύναµη F1) µπορούµε, π.χ., να 
συγκρατήσουµε ένα µεγάλο βάρος (δύναµη F2).    
                               
 
8.7  Αρχή του Αρχιµήδη  
 
Η αρχή του Αρχιµήδη αποτελεί τη σπουδαιότερη, ίσως, αρχή της Υδροστατικής, και 
διατυπώνεται ως εξής:  
 

Κάθε σώµα βυθισµένο (ολόκληρο ή κατά ένα µέρος του) µέσα σε ένα υγρό, δέ-
χεται µια δύναµη την οποία ονοµάζουµε άνωση και η οποία είναι η συνιστα-
µένη όλων των στοιχειωδών δυνάµεων που ασκούνται κάθετα από το υγρό στα 
διάφορα σηµεία της βυθισµένης επιφάνειας του σώµατος. Το µέτρο της άνωσης 
ισούται µε το βάρος του υγρού που εκτοπίζεται από το σώµα, η κατεύθυνσή της 
είναι κατακόρυφη προς τα πάνω, και ο φορέας της  διέρχεται από το κέντρο βά-
ρους του εκτοπιζόµενου υγρού (κέντρο άνωσης).  

 
    Η αρχή αποδεικνύεται θεωρητικά ως εξής:  
 
    Καλούµε Vεκ και Wεκ τον όγκο και το βάρος, αντίστοιχα, του υγρού που εκτοπίζεται 
από το σώµα. (Αν το σώµα είναι εξ ολοκλήρου βυθισµένο στο υγρό, το Vεκ ισούται µε 
τον όγκο του σώµατος. Αν όµως το σώµα είναι µερικώς βυθισµένο, το Vεκ είναι µι-
κρότερο.) Υποθέτουµε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι το σώµα είναι βυθισµένο 
ολόκληρο:   
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A
G

A′
G

Wεκ

G

( )α ( )β
 

 
    Στο σχήµα (α) βλέπουµε µια «φωτογραφία» του σώµατος τη στιγµή που είναι βυ-
θισµένο. Η εικόνα αυτή είναι στιγµιαία διότι, γενικά, το σώµα δεν ισορροπεί µέσα 
στο υγρό. Η άνωση A

G
 είναι η συνισταµένη των στοιχειωδών δυνάµεων που ασκού-

νται κάθετα στο σώµα από το υγρό.   
 
    Στο σχήµα (β), το σώµα έχει αφαιρεθεί και στη θέση του έχει εισρεύσει υγρό του 
ίδιου σχήµατος και όγκου µε το σώµα. Η επιφάνεια αυτού του τµήµατος του υγρού 
δέχεται τώρα µια ολική δύναµη (άνωση) A′

G
 από το υγρό που την περιβάλλει. Το βά-

ρος Wεκ

G
 αυτού του τµήµατος είναι ίσο µε το βάρος του υγρού που είχε εκτοπιστεί από 

το σώµα, και διέρχεται από το κέντρο βάρους του εκτοπιζόµενου υγρού.  
 
    Σε αντίθεση µε το σώµα, το υγρό που το αντικατέστησε ισορροπεί (αφού αποτελεί 
τµήµα ενός υγρού σε ισορροπία). Άρα,  

                                         0A W A Wεκ εκ′ ′+ = ⇒ = −
G GG G

 .   

Όµως, η άνωση είναι ίδια στις δύο περιπτώσεις ( A A′=
G G

) αφού, όπως έχουµε πει, οι 
δυνάµεις που ασκεί ένα υγρό σε µια επιφάνεια δεν εξαρτώνται από τη φύση της επι-
φάνειας. Έτσι, τελικά, η άνωση που ασκεί το υγρό στο σώµα είναι  

                                                          A Wεκ= −
G G

    (8.11) 

Η κατεύθυνση της άνωσης είναι κατακόρυφη προς τα πάνω (αντίθετη του βάρους), 
ενώ το µέτρο της είναι  
 
                                                   A W gVεκ εκρ= =     (8.12) 

όπου ρ η πυκνότητα του υγρού.  
 
    Παρατηρούµε τα εξής:  

1) Η άνωση εξαρτάται µόνο από τον όγκο του βυθισµένου τµήµατος του σώµατος και 
είναι ανεξάρτητη από το βάρος, την πυκνότητα, ή το υλικό από το οποίο αποτελείται 
το σώµα.  

2) Για σώµα που είναι ολόκληρο βυθισµένο, η άνωση δεν εξαρτάται από το βάθος 
στο οποίο βρίσκεται το σώµα µέσα στο υγρό.  
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3) Η άνωση δεν διέρχεται απαραίτητα από το κέντρο βάρους του σώµατος, εκτός αν 
το σώµα είναι οµογενές και πλήρως βυθισµένο, οπότε το κέντρο βάρους του συµπί-
πτει µε το κέντρο άνωσης (κέντρο βάρους του εκτοπιζόµενου υγρού).    
 
 
8.8  ∆υναµική του Βυθισµένου Σώµατος   
 
Βυθίζουµε ολόκληρο ένα σώµα µέσα σε ένα υγρό, και κατόπιν το αφήνουµε ελεύθε-
ρο. Πώς θα κινηθεί στη συνέχεια το σώµα; Όπως θα δείξουµε, η κίνηση εξαρτάται 
από το συσχετισµό της µέσης πυκνότητας  ρ΄ του σώµατος µε την πυκνότητα  ρ του 
υγρού.  
 

                               

û

V

ρ

ρ′

A
G

W
G

                
 
    Έστω m, V, W η µάζα, ο όγκος, και το βάρος, αντίστοιχα, του σώµατος. Η µέση 
πυκνότητα του σώµατος ορίζεται  

                                                  m m V
V

ρ ρ′ ′= ⇔ =    (8.13) 

Άρα,  

                                                       W mg gVρ′= =     (8.14) 

Επειδή το σώµα είναι ολόκληρο βυθισµένο, Vεκ=V, όπου Vεκ ο όγκος του υγρού που 
εκτοπίζεται από το σώµα. Από την (8.12), τότε, η άνωση που δέχεται το σώµα είναι, 
κατά µέτρο,   

                                                            A gVρ=  .   

∆ιανυσµατικά, παίρνοντας τη θετική φορά (που καθορίζεται από το û ) προς τα πάνω,  

                               ˆ ˆ ˆ ˆ,A A u gV u W W u gV uρ ρ′= = = − = −
G G

 .   

Η ολική δύναµη στο σώµα είναι   

                              ˆ ˆ ˆ( ) ( )F A W A W u gV u F uρ ρ′= + = − = − ≡
GG G

 .   

Παρατηρούµε ότι η φορά τής F
G

 εξαρτάται από το πρόσηµο της αλγεβρικής τιµής  

                                               ( )F A W gVρ ρ′= − = −    (8.15) 
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• Αν  ρ΄ > ρ ,  τότε  F < 0  και το σώµα βυθίζεται.  

• Αν  ρ΄ = ρ ,  τότε  F = 0  και το σώµα ισορροπεί βυθισµένο ολόκληρο στο υγρό.   

• Αν  ρ΄ < ρ ,  τότε  F > 0  και το σώµα ανέρχεται και επιπλέει, βυθισµένο µόνο 
κατά ένα µέρος του στο υγρό.   

 
    Η µέση πυκνότητα  ρ΄ ενός υποβρυχίου µπορεί να µεταβάλλεται µε εισροή ή εκροή 
θαλασσινού νερού και να καθίσταται, έτσι, µεγαλύτερη, µικρότερη, ή και ίση µε την 
πυκνότητα ρ του νερού. Με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται η κατάδυση, η ανάδυση, ή 
η ισορροπία του υποβρυχίου µέσα στο νερό.   
 
 
8.9  Ισορροπία Σώµατος που Επιπλέει   
 
Καταρχήν, αναγκαία συνθήκη για να επιπλέει ένα σώµα είναι να έχει µέση πυκνότητα 
ρ΄ µικρότερη από την πυκνότητα ρ του υγρού ( ρ΄< ρ). Καλούµε V και W τον όγκο και 
το βάρος, αντίστοιχα, του σώµατος, και Vεκ τον όγκο του βυθισµένου τµήµατός του 
(που είναι επίσης και ο όγκος του εκτοπιζόµενου υγρού). Εκτός από το W, στο σώµα 
επενεργεί και η άνωση Α που ασκείται από το υγρό στη βυθισµένη επιφάνεια του σώ-
µατος. Θέλουµε να βρούµε το ποσοστό του όγκου του σώµατος που είναι βυθισµένο 
στο υγρό.  

                                             

A

W

ρρ′
Vεκ{

          
 
    Επειδή το σώµα ισορροπεί, η ολική δύναµη πάνω σε αυτό είναι µηδέν. ∆ηλαδή, η 
άνωση εξισορροπεί πλήρως το βάρος του σώµατος: A=W. Όµως, από την (8.12),  
Α=ρgVεκ , ενώ από την (8.14),  W=ρ΄gV.  Άρα (απαλείφοντας το g),    
                                                  
                                                     V Vεκρ ρ′= ⇒         
                                                    

                                                          
V
V
εκ ρ

ρ
′

=     (8.16) 

 
Έτσι, π.χ., αν  ρ΄ = 3ρ/4 , τότε  Vεκ= 3V/4 . ∆ηλαδή, το σώµα είναι βυθισµένο κατά τα 
3/4 του όγκου του, ανεξάρτητα από το σχήµα ή τις διαστάσεις του. Εφαρµόζοντας ιδιό-
τητες των αναλογιών στην (8.16), βρίσκουµε το ποσοστό του όγκου του σώµατος που 
είναι πάνω από την επιφάνεια του υγρού:  
 

                                                    V V
V

εκ ρ ρ
ρ

′− −
=     (8.17) 
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    Εφαρµογή: Γιατί ο καπετάνιος του Τιτανικού δεν είδε το παγόβουνο; Η πυκνότητα 
του πάγου είναι ρ΄=0.92gr/cm3 , ενώ αυτή του θαλασσινού νερού είναι ρ=1.03gr/cm3. 
Αντικαθιστώντας τα δεδοµένα αυτά στη σχέση (8.17), βρίσκουµε ότι µόνο το 10.68% 
του ολικού όγκου του παγόβουνου ήταν ορατό πάνω από την επιφάνεια της θάλασ-
σας.  
 
    Θα µπορούσατε να παρατηρήσετε ότι η σχέση A=W που χρησιµοποιήσαµε παρα-
πάνω, εξασφαλίζει µόνο τη µεταφορική αλλά όχι και την περιστροφική ισορροπία του 
σώµατος. Τι θα συµβεί αν εκτρέψουµε λίγο το σώµα από την αρχική θέση ισορροπίας 
του, περιστρέφοντάς το ελαφρά ως προς οριζόντιο άξονα διερχόµενο από το κέντρο 
µάζας του; Αν το σώµα έχει την τάση να επανέλθει στην αρχική του θέση, η ισορρο-
πία καλείται ευσταθής. Αν όµως το σώµα ανατραπεί, η ισορροπία είναι ασταθής. Αν 
το σώµα, τέλος, παραµείνει στη νέα του θέση, η ισορροπία λέγεται αδιάφορη.   
 
    Όταν το κέντρο βάρους C του σώµατος βρίσκεται κάτω από το κέντρο άνωσης Κ 
(κέντρο βάρους του εκτοπιζόµενου υγρού, από το οποίο διέρχεται η άνωση), η ισορ-
ροπία είναι ευσταθής, διότι, όταν εκτρέπουµε λίγο το σώµα από τη θέση ισορροπίας 
του, το βάρος W

G
 και η άνωση A

G
 δηµιουργούν ζεύγος επαναφοράς που εξαναγκάζει 

το σώµα να επιστρέψει στην αρχική του θέση. Αυτό συµβαίνει, π.χ., στους πλωτήρες, 
που είναι αντικείµενα που επιπλέουν στη θάλασσα και έχουν σχεδιαστεί έτσι ώστε το 
κέντρο βάρους τους C να βρίσκεται πολύ χαµηλά.   
 
    Είναι όµως δυνατό η ισορροπία ενός σώµατος που επιπλέει να είναι ευσταθής ακό-
µα και όταν το κέντρο βάρους C είναι πάνω από το κέντρο άνωσης Κ. Αυτό εξαρ-
τάται από τη θέση τού C ως προς ένα άλλο σηµείο Μ που ονοµάζεται µετάκεντρο. Το 
Μ βρίσκεται ως εξής: Όταν το σώµα ισορροπεί, ο άξονας CK που διέρχεται από τα C 
και Κ είναι κατακόρυφος. Θεωρούµε ότι ο άξονας αυτός είναι σταθερά συνδεδεµένος 
µε το σώµα και περιστρέφεται µε αυτό. Κατά την εκτροπή του σώµατος από τη θέση 
ισορροπίας του εµφανίζεται ένα νέο κέντρο άνωσης Κ΄, αφού η γεωµετρία του εκτο-
πιζόµενου υγρού γενικά αλλάζει. Η άνωση A

G
 διέρχεται τώρα από το Κ΄ . Το µετάκε-

ντρο Μ είναι το σηµείο τοµής του φορέα τής A
G

 µε τον άξονα CK.  Όπως αποδεικνύε-
ται:  
 

• Αν το C βρίσκεται κάτω από το Μ, η ισορροπία είναι ευσταθής.  

• Αν το C βρίσκεται πάνω από το Μ, η ισορροπία είναι ασταθής.   

• Αν το C συµπίπτει µε το Μ, η ισορροπία είναι αδιάφορη.  
 
    Στα πλοία, το κέντρο βάρους C βρίσκεται πάντα ψηλότερα από το κέντρο άνωσης 
Κ αλλά, για σχετικά µικρές γωνίες εκτροπής, το C είναι κάτω από το µετάκεντρο Μ. 
Έτσι, η ισορροπία των πλοίων είναι ευσταθής. Για γωνίες εκτροπής µεγαλύτερες από 
µια οριακή τιµή, το Μ είναι δυνατό να βρεθεί κάτω από το C, οπότε αναπτύσσεται 
ζεύγος ανατροπής.   
 
    Στα υποβρύχια το µετάκεντρο Μ συµπίπτει µε το σταθερό κέντρο άνωσης Κ. Έτσι, 
η ισορροπία ενός υποβρυχίου θα είναι ευσταθής όταν το κέντρο βάρους του, C, βρί-
σκεται κάτω από το Κ. Τούτο εξασφαλίζεται κατά την κατάδυση µε εισροή θαλασσι-
νού νερού σε κατάλληλες δεξαµενές. Οι δεξαµενές αυτές αδειάζουν κατά την ανά-
δυση του υποβρυχίου.   
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8.10  Φλέβες Ροής   
 
Έχοντας µελετήσει τα ρευστά σε ισορροπία, περνάµε τώρα στα ρευστά σε κίνηση. 
Γενικά, η κίνηση ενός ρευστού καλείται ροή. Η µελέτη µιας πραγµατικής ροής είναι 
συχνά µια εξαιρετικά περίπλοκη υπόθεση, γι’ αυτό θα καταφύγουµε και πάλι σε κά-
ποιες απλουστευτικές εξιδανικεύσεις. Ορίζουµε λοιπόν ως ιδανική ροή µια ροή µε τα 
παρακάτω χαρακτηριστικά:   
 

1. Το ρευστό είναι ένα ιδανικό υγρό, δηλαδή ασυµπίεστο και χωρίς εσωτερικές 
τριβές.   

2. Η ροή είναι στρωτή ή µόνιµη. Τούτο σηµαίνει ότι η ταχύτητα vG  του ρευστού 
είναι χρονικά σταθερή σε κάθε σηµείο της ροής. (Η ταχύτητα ροής µπορεί, 
όµως, να µεταβάλλεται από ένα σηµείο σε ένα άλλο.)  

3. Η ροή είναι αστρόβιλη. Αυτό µπορούµε να το κατανοήσουµε ως εξής: Φαντα-
στείτε το ρευστό σαν ένα τεράστιο πλήθος από «σωµατίδια» (στοιχειώδεις ό-
γκους) που κινούνται στη φορά της ροής. Τότε, σε κάθε σηµείο της ροής, το 
διερχόµενο σωµατίδιο δεν έχει στροφορµή ως προς το σηµείο αυτό (εκτελεί 
µόνο µεταφορική και όχι περιστροφική κίνηση).  

 
    Η τροχιά ενός σωµατιδίου του ρευστού αποτελεί µια ρευµατική γραµµή. Σε κάθε 
σηµείο µιας ρευµατικής γραµµής, η ταχύτητα ροής (δηλαδή, η ταχύτητα του διερχό-
µενου σωµατιδίου του ρευστού) είναι διάνυσµα εφαπτόµενο στη γραµµή:  
 

                                           

A
AvG

       
 
Στη στρωτή ροή, κάθε σωµατίδιο που διέρχεται από ένα σηµείο Α ακολουθεί πάντα 
την ίδια ρευµατική γραµµή (διαφορετικά, η ταχύτητα ροής AvG  στο σηµείο αυτό δεν 
θα ήταν χρονικά σταθερή, αφού θα άλλαζε η κατεύθυνσή της). Τούτο σηµαίνει ότι οι 
ρευµατικές γραµµές δεν τέµνονται. (Τι σας θυµίζει αυτό από τον Ηλεκτρισµό; Τι παίζει 
εκεί τον ίδιο ρόλο που παίζει εδώ η ταχύτητα ροής;)   
 
    Ένας µεγάλος αριθµός ρευµατικών γραµµών που σχηµατίζουν δέσµη σωληνοει-
δούς σχήµατος, αποτελούν µια φλέβα ροής (ονοµάζεται και σωλήνας ροής):  
 

                                          
S

 
 
Φανταστείτε µια επιφάνεια S κάθετη στις ρευµατικές γραµµές της ροής. Το σύνολο 
των ρευµατικών γραµµών που διέρχονται από το εσωτερικό και την περιφέρεια της S 
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συνθέτουν αυτό που ονοµάσαµε φλέβα ροής. Ειδικά, οι ρευµατικές γραµµές που 
διέρχονται από την περιφέρεια της S αποτελούν την επιφάνεια της φλέβας.  
 
    Μια φλέβα συµπεριφέρεται σαν να είναι πραγµατικός σωλήνας µε αδιαπέραστα 
τοιχώµατα. Πράγµατι: Ένα σωµατίδιο του ρευστού που δεν βρίσκεται στην επιφάνεια 
της φλέβας είναι αδύνατο να διαπεράσει την επιφάνεια, αφού, αν συνέβαινε αυτό, η 
ρευµατική γραµµή του σωµατιδίου θα έτεµνε µια ρευµατική γραµµή της επιφάνειας. 
Στην πράξη, βέβαια, οι φλέβες ροής που παρατηρούµε περιβάλλονται από φυσικά 
τοιχώµατα όπως, π.χ., ένα λάστιχο ποτίσµατος ή ένας σωλήνας ύδρευσης.   
 
 
8.11  Νόµος Συνεχείας   
 
Ο νόµος αυτός είναι άµεση συνέπεια των ιδιοτήτων της ιδανικής ροής, και αποτελεί 
την πρώτη θεµελιώδη αρχή της Υδροδυναµικής :  
 
    Θεωρούµε µια φλέβα ροής και δύο κάθετες τοµές σε αυτή στα σηµεία 1 και 2, µε 
εµβαδά διατοµής  Α1 και  Α2 , αντίστοιχα. (Ως κάθετη τοµή σε κάποιο σηµείο µιας 
φλέβας εννοούµε µια τοµή της φλέβας µε ένα επίπεδο κάθετο στην ταχύτητα ροής, ή 
στην κεντρική ρευµατική γραµµή, στο σηµείο αυτό.) Οι ταχύτητες ροής 1vG  και 2vG  
στα σηµεία 1 και 2 είναι κάθετες στις αντίστοιχες διατοµές  Α1 και  Α2 :    
 

                                

{{

1

2

1A
2A1vG

2vG

1dx
2dx

          
Έστω ότι, µέσα σε χρόνο dt, τα σωµατίδια του υγρού που διέρχονται από τη διατοµή 
Α1 προχωρούν κατά απόσταση dx1, ενώ αυτά που διέρχονται από την Α2 προχωρούν 
κατά  dx2 . Έτσι, στο διάστηµα dt, από τις δύο διατοµές περνούν όγκοι υγρού ίσοι µε   

                                            dV1 = A1 dx1  ,    dV2 = A2 dx2  .   

Όµως, λόγω του ότι το υγρό είναι ασυµπίεστο και τα τοιχώµατα της φλέβας είναι α-
διαπέραστα, ο όγκος του υγρού που διέρχεται από µια διατοµή θα είναι ίσος µε τον 
όγκο που διέρχεται από κάθε άλλη διατοµή µέσα στο ίδιο χρονικό διάστηµα. Έτσι,  

                                                           dV1 = dV2  .            

Επιπλέον, αν v1 και v2 είναι τα µέτρα των ταχυτήτων ροής στις δύο διατοµές, τότε   

                                               dx1 = v1 dt  ,    dx2 = v2 dt  .    

Έτσι, έχουµε:    
                                                  A1v1 dt = A2v2 dt   ⇒     
 
                                                        1 1 2 2A v A v=     (8.18) 
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Επειδή τα σηµεία 1 και 2 της φλέβας επιλέχθηκαν τυχαία, η σχέση (8.18) διατυπώνε-
ται ισοδύναµα ως εξής:  
                 
                                    A v⋅ = σταθερό κατά µήκος της φλέβας    (8.19) 
 
    Οι (8.18) και (8.19) εκφράζουν το νόµο συνεχείας για µια φλέβα ροής. Προσέξτε 
ότι η απόδειξη του νόµου βασίστηκε στην ιδιότητα που έχουν τα τοιχώµατα της φλέ-
βας να είναι αδιαπέραστα, πράγµα που καθιστά αδύνατο σε µια ποσότητα υγρού στο 
εξωτερικό της φλέβας να εισέλθει σε αυτήν, όπως και σε µια ποσότητα υγρού στο 
εσωτερικό της φλέβας να εξέλθει από αυτήν. Έτσι, η ποσότητα του διερχόµενου υ-
γρού ανά µονάδα χρόνου πρέπει να είναι ίδια για όλες τις διατοµές της φλέβας.   
 
    Το γινόµενο  A v  έχει µια ιδιαίτερη φυσική σηµασία, αν προσέξουµε ότι   

                                                   dx dVA v A
dt dt

= =      

όπου dV είναι ο όγκος του υγρού που διέρχεται από τη διατοµή Α σε χρόνο dt. Έτσι, 
το γινόµενο  A v  παριστά τον όγκο υγρού ανά µονάδα χρόνου που διέρχεται από τη 
διατοµή  Α, και ονοµάζεται παροχή της φλέβας:  
 

                                           Π = Α v = dV
dt

 =  παροχή   (8.20) 

 
Σύµφωνα µε το νόµο συνεχείας (8.19),   
 

   η παροχή µιας φλέβας είναι σταθερή κατά µήκος της φλέβας .   
 

∆ηλαδή, ο ίδιος όγκος υγρού ανά µονάδα χρόνου διέρχεται από κάθε διατοµή της 
φλέβας, σε συµφωνία και µε την παρατήρηση που κάναµε νωρίτερα.   
 
    Όταν ανοίγουµε τη βρύση, αυτό που ρυθµίζουµε µε τη στρόφιγγα είναι η παροχή 
εκροής του νερού. Αν συνδέσουµε τη βρύση µε ένα λάστιχο ποτίσµατος, η ίδια αυτή 
παροχή θα εξέλθει από το στόµιο του λάστιχου. Όταν θέλουµε να στείλουµε το νερό 
πιο µακριά, καλύπτουµε µε το δάχτυλό µας ένα µέρος του στοµίου ώστε να ελαττώ-
σουµε το εµβαδόν διατοµής του. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να αυξηθεί η ταχύτητα 
εκροής του νερού, σύµφωνα µε το νόµο συνεχείας.    
 
 
8.12  Νόµος του Bernoulli   
 
Ο νόµος αυτός, τον οποίο θα αποδείξουµε στο Παράρτηµα ∆, δεν αποτελεί µια νέα, 
ανεξάρτητη αρχή της Μηχανικής: είναι απλά η έκφραση της αρχής διατήρησης της 
µηχανικής ενέργειας για ένα ρευστό (εδώ, ένα υγρό). Πιο συγκεκριµένα, είναι το α-
νάλογο της σχέσης (6.28) για την περίπτωση όπου το µηχανικό σύστηµα αποτελείται 
από τα «σωµατίδια» ενός ρευστού µέσου.   
 
    Θεωρούµε µια φλέβα ροής ενός υγρού πυκνότητας ρ, και δύο διατοµές εµβαδών Α1 
και Α2 στα σηµεία 1 και 2 της φλέβας. Οι ταχύτητες ροής, µέτρων v1 και v2 , είναι κά-
θετες στις αντίστοιχες διατοµές. Καλούµε Ρ1, Ρ2 τις υδροστατικές πιέσεις στις δύο 
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διατοµές, και y1, y2 τα ύψη στα οποία βρίσκονται τα κέντρα των διατοµών πάνω από 
ένα αυθαίρετο επίπεδο αναφοράς:   
 

         

1

2

1A
2A1vG

2vG

1P 2P
1y

2y

y

0y =     
 
     
    Για να κατανοήσουµε το πώς ακριβώς ορίζονται οι πιέσεις Ρ1 και Ρ2 , θεωρούµε το 
τµήµα της φλέβας που εκτείνεται από το σηµείο 1 ως το σηµείο 2. Το τµήµα αυτό ο-
ριοθετείται από τις διατοµές Α1 και Α2. Υποθέτοντας, έστω προσεγγιστικά, ότι η υ-
δροστατική πίεση έχει σταθερή τιµή πάνω σε κάθε διατοµή, γράφουµε       

                                                  1 2
1 2

1 2

,F FP P
A A

= =                   

όπου F1, F2 οι δυνάµεις που ασκούνται κάθετα στις διατοµές Α1, Α2 από το ρευστό 
που περιβάλλει το θεωρούµενο τµήµα της φλέβας. (Οι δυνάµεις είναι κάθετες στις 
διατοµές, αφού οι τελευταίες κινούνται πάντα κάθετα προς τον εαυτό τους.)   
 
    Σύµφωνα τώρα µε το νόµο του Bernoulli, για κάθε δύο σηµεία 1 και 2 της φλέβας 
ισχύει ότι   
 

                                 2 2
1 1 1 2 2 2

1 1
2 2

P v g y P v g yρ ρ ρ ρ+ + = + +   (8.21) 

ή, πιο γενικά,   
 

                       21
2

P v g yρ ρ+ + = σταθερό κατά µήκος της φλέβας   (8.22) 

 
Αν εξαιρέσουµε την παρουσία της πίεσης Ρ, το αριστερό µέλος τής (8.22) θυµίζει ο-
λική µηχανική ενέργεια στο πεδίο βαρύτητας, µόνο που στη θέση της µάζας m έχουµε 
την πυκνότητα ρ του ρευστού. Το Ρ εδώ σχετίζεται µε το έργο που απαιτείται για να 
µεταβληθεί αυτή η ενέργεια, σύµφωνα µε τη σχέση (6.28). Πιο συγκεκριµένα, εκτός 
από τη συντηρητική δύναµη της βαρύτητας, στο θεωρούµενο τµήµα της φλέβας α-
σκούνται και οι πιεστικές δυνάµεις F1, F2 από το περιβάλλον ρευστό. Το έργο των 
δυνάµεων αυτών αντιπροσωπεύει ο όρος Ρ στο νόµο του Bernoulli, και είναι αυτό το 
έργο που ευθύνεται για τη µεταβολή της ολικής µηχανικής ενέργειας του θεωρούµε-
νου τµήµατος (περισσότερες λεπτοµέρειες στο Παράρτηµα ∆).  
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    Στο όριο που η ταχύτητα της ροής τείνει στο µηδέν, οι νόµοι της Υδροδυναµικής 
θα πρέπει να ανάγονται σε αυτούς της Υδροστατικής. Για ένα ακίνητο ρευστό έχουµε 
ότι v1=v2=0, για δύο τυχαίες διατοµές Α1, Α2 του δοχείου που το περιέχει. Ο νόµος 
συνεχείας (8.18), τότε, ανάγεται σε µια τετριµµένη ισότητα της µορφής 0=0, ενώ ο 
νόµος του Bernoulli (8.21) δίνει   
                                                
                                                 2 1 2 1( )P P g y yρ− = − −    (8.23) 
 
Η σχέση αυτή δεν είναι άλλη από τη θεµελιώδη εξίσωση (8.6) της Υδροστατικής.  
 
 
8.13  Οριζόντια Ροή   
 
Μια φλέβα ροής καλείται οριζόντια αν ο άξονάς της (ή, η κεντρική ρευµατική γραµ-
µή της) κείται σε οριζόντιο επίπεδο. Προσέξτε ότι ο άξονας αυτός δεν είναι απαραί-
τητα ευθύγραµµος. Για παράδειγµα, η ροή νερού µέσα σε ένα λάστιχο ποτίσµατος 
καµπύλου σχήµατος, το οποίο ακουµπά ολόκληρο στο δάπεδο, συνιστά οριζόντια 
φλέβα.  
 
    Όλες οι διατοµές µιας οριζόντιας φλέβας βρίσκονται στο ίδιο ύψος y πάνω από το 
επίπεδο αναφοράς. Θέτοντας y1=y2 στο νόµο του Bernoulli (8.21), οι όροι που περιέ-
χουν τα ύψη απαλείφονται και ο νόµος παίρνει τη µορφή  
 

                                            2 2
1 1 2 2

1 1
2 2

P v P vρ ρ+ = +     (8.24) 

ή   

                                             21
2

P vρ+ = σταθερό       (8.25) 

 
    Στην οριακή περίπτωση που το ρευστό είναι σε ισορροπία (v=0), η (8.25) µας λέει 
ότι  Ρ = σταθερό κατά µήκος µιας οριζόντιας διαδροµής. Αυτό, βέβαια, µας είναι γνω-
στό από την Υδροστατική. Κάτω από ποιες προϋποθέσεις, τώρα, ισχύει στην Υδρο-
δυναµική (v≠ 0) η υπόθεση ότι η πίεση Ρ κατά µήκος µιας οριζόντιας φλέβας είναι 
σταθερή; Σύµφωνα µε την (8.25), αυτό συµβαίνει όταν v=σταθερό κατά µήκος της 
φλέβας. Όµως, από το νόµο συνεχείας,  A v = σταθερό κατά µήκος της φλέβας, όπου Α 
η διατοµή της φλέβας. Έτσι, θα πρέπει να ισχύει ότι  Α= σταθερό :   
 

Η υδροστατική πίεση είναι σταθερή κατά µήκος µιας οριζόντιας φλέβας µε  
σταθερή διατοµή.   
 

Αυτό συµβαίνει, για παράδειγµα, όταν έχουµε ροή νερού µέσα σε ένα λάστιχο ποτί-
σµατος τοποθετηµένο ολόκληρο πάνω σε οριζόντια επιφάνεια.   
 
    Σε ποιο σηµείο µιας οριζόντιας φλέβας είναι η πίεση µέγιστη (ή ελάχιστη); Σύµ-
φωνα µε την (8.25), η πίεση Ρ είναι µέγιστη εκεί όπου η ταχύτητα v είναι ελάχιστη. 
Αυτό όµως, κατά το νόµο συνεχείας, συµβαίνει εκεί όπου η διατοµή Α είναι µέγιστη:   
 

Σε οριζόντια ροή, η πίεση είναι µέγιστη (ελάχιστη) εκεί όπου η διατοµή της  
φλέβας είναι µέγιστη (ελάχιστη).   
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Έτσι, στα σηµεία όπου ένας οριζόντιος σωλήνας ύδρευσης στενεύει, η πίεση του νε-
ρού ελαττώνεται.   
 
    Θεωρούµε τώρα έναν οριζόντιο σωλήνα µεταβλητής διατοµής Α και δύο σηµεία 
του, 1 και 2. Έστω Α1 και Α2 οι διατοµές του σωλήνα στα σηµεία αυτά, όπου Α1>Α2 . 
Μέσα στο σωλήνα ρέει υγρό πυκνότητας ρ. Η διαφορά πιέσεων (Ρ1 –Ρ2) στα δύο ση-
µεία µετρήθηκε και βρέθηκε ίση µε ∆Ρ. Ποια είναι η παροχή της οριζόντιας φλέβας ;   
 

                           

1
2

1A 2A1v 2v

1P
2P

       
 
    Καλούµε v1 και v2 τις ταχύτητες ροής στα δύο σηµεία της φλέβας. Οι βασικές µας 
εξισώσεις είναι   

                                                      1 1 2 2A v A v=      (νόµος συνεχείας)  

                                          2 2
1 1 2 2

1 1
2 2

P v P vρ ρ+ = +   (νόµος Bernoulli)     

Με το νόµο συνεχείας µπορούµε να απαλείψουµε, π.χ., το v2, γράφοντας   

                                                      1
2 1

2

A
v v

A
=         (8.26) 

Αντικαθιστώντας την (8.26) στο νόµο του Bernoulli, βρίσκουµε   

                                     
2 2

1 2 2
1 2 12

2

( )
2

A A
P P P v

A
ρ −

− ≡ ∆ =        (8.27) 

Παρατηρούµε ότι Ρ1>Ρ2, δοθέντος ότι Α1>Α2 . Λύνοντας την (8.27) ως προς v1 , και 
χρησιµοποιώντας την (8.26) για το v2 , έχουµε  
          

                   
1/ 2 1/ 2

1 2 2 12 2 2 2
1 2 1 2

2 2,
( ) ( )

P Pv A v A
A A A Aρ ρ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∆ ∆
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (8.28) 

 
Η παροχή της φλέβας είναι   

                              
1/ 2

1 1 2 2 1 2 2 2
1 2

2
( )

PA v A v A A
A Aρ

⎡ ⎤∆
Π = = = ⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
  (8.29) 
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Α.  Σύνθεση ∆υνάµεων που ∆ρουν στο Χώρο   
 
Θεωρούµε ένα σύστηµα δυνάµεων 1 2, , ,F F

G G
"  οι οποίες δρουν σε διάφορα σηµεία του 

χώρου. Τα σηµεία αυτά έχουν αντίστοιχα διανύσµατα θέσης 1 2, , ,r rG G "  ως προς ένα 
σταθερό σηµείο Ο, το οποίο επιλέγεται σαν αρχή των συντεταγµένων (x, y, z). Οι δυ-
νάµεις µπορεί να δρουν, π.χ., σε διάφορα σωµατίδια ενός συστήµατος σωµατιδίων, ή 
σε διάφορα σηµεία ενός στερεού σώµατος. Τίθεται το εξής ερώτηµα: Κάτω από ποιες 
προϋποθέσεις είναι δυνατό να αντικατασταθεί το σύνολο των δυνάµεων αυτών από 
µία και µοναδική δύναµη;   
 
    Είναι προφανές ότι αυτή η δύναµη, αν υπάρχει, θα είναι η συνισταµένη R

G
 των δυ-

νάµεων:   

                                                 1 2 i
i

R F F F= + + = ∑
G G G G

"    (Α.1) 

Το ερώτηµα όµως είναι: πού ακριβώς θα πρέπει να τοποθετήσουµε την R
G

; Αν το ε-
ρώτηµα αυτό επιδέχεται απάντηση, τότε η αντικατάσταση για την οποία µιλάµε είναι 
εφικτή. Αναγκαία συνθήκη για να συµβεί αυτό είναι η εξής:  
 

Η ροπή της ολικής δύναµης R
G

, ως προς οποιοδήποτε σηµείο Ο του χώρου, θα 
πρέπει να ισούται µε το διανυσµατικό άθροισµα των ροπών των επιµέρους δυ-
νάµεων 1 2, , ,F F

G G
"  ως προς το Ο.  

 
    Έστω C το σηµείο εφαρµογής τής R

G
, µε διάνυσµα θέσης Cr

G  ως προς το Ο :  

                               x
y

z

O

C

1r
G 2r

GCr
G

1F
G

2F
G

R
G

     
 
Οι ροπές των 1 2, , ,F F

G G
"  ως προς Ο είναι  

                                            1 1 1 2 2 2, ,T r F T r F= × = ×
G G G GG G "      

και η ολική ροπή ως προς Ο είναι   

                                          1 2 i i i
i i

T T T T r F= + + = = ×∑ ∑
G G G G GG"   (Α.2) 

Επίσης, η ροπή τής R
G

 ως προς Ο είναι  

                                                      C C i
i

r R r F× = ×∑
G GG G  .   



136 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

Έτσι, η αναγκαία συνθήκη που διατυπώσαµε παραπάνω γράφεται  

                                        C i i C
i i

r F T r R T× = ⇔ × =∑ ∑
G G G GG G   (Α.3) 

Το ζήτηµα, λοιπόν, είναι αν η εξίσωση (Α.3) έχει λύση ως προς Cr
G  για δοσµένα R

G
 

και T
G

, για αυθαίρετη εκλογή του σηµείου αναφοράς Ο.   
 
    Μια ειδική περίπτωση είναι όταν όλες οι δυνάµεις iF

G
 δρουν στο ίδιο σηµείο Α, το 

οποίο έχει διάνυσµα θέσης rG . Τότε, ir r=
G G  για κάθε i, και   

                                   i i i i
i i i

T r F r F r F r R= × = × = × = ×∑ ∑ ∑
G G G G GG G G G  .   

∆ηλαδή, η (Α.3) έχει τη λύση Cr r=
G G , που σηµαίνει ότι   

 
ένα σύστηµα δυνάµεων που συντρέχουν στο σηµείο Α µπορεί να αντικατασταθεί 
από τη συνισταµένη τους, τοποθετηµένη στο ίδιο σηµείο Α .   
 

    Τα πράγµατα όµως δεν είναι τόσο απλά στην περίπτωση των µη-συντρεχουσών 
δυνάµεων, αφού η (Α.3) είναι δυνατό να µην επιδέχεται λύση ως προς Cr

G . Μπορούµε 
πάντως αµέσως να δούµε δύο αναγκαίες συνθήκες για την ύπαρξη λύσης :  
 

1. Η συνισταµένη δύναµη R
G

 πρέπει να είναι διάφορη του µηδενός ( 0R ≠
G

). ∆ι-
αφορετικά, η (Α.3) είτε θα είναι αδύνατη ως προς Cr

G  (αν 0T ≠
G

), είτε θα είναι 
απροσδιόριστη (αν 0T =

G
). Για παράδειγµα, στην περίπτωση ζεύγους δυνά-

µεων F
G

 και F−
G

 (βλ. Παρ.7.8), το Cr
G  δεν ορίζεται, αφού 0R =

G
 αλλά 0T ≠

G
, 

κι έτσι η λύση τής (Α.3) είναι αδύνατη.   

2. Η συνισταµένη ροπή T
G

 πρέπει να είναι κάθετη στη συνισταµένη δύναµη R
G

. 
Αυτό προκύπτει άµεσα από την (Α.3) και τον ορισµό του εξωτερικού γινοµέ-
νου. Η καθετότητα αυτή πρέπει να υφίσταται ανεξάρτητα από την επιλογή του 
σηµείου αναφοράς Ο των ροπών.   

 
    Επιπλέον, παρόλο που το διάνυσµα θέσης Cr

G  εξαρτάται από την εκλογή του ση-
µείου αναφοράς Ο, το σηµείο εφαρµογής C της συνισταµένης δύναµης R

G
 θα πρέπει 

να προσδιορίζεται µονοσήµαντα, ανεξάρτητα από τη θέση τού Ο.   
 
    Μια περίπτωση όπου όλες οι παραπάνω συνθήκες πληρούνται είναι αυτή ενός συ-
στήµατος παράλληλων και οµόρροπων δυνάµεων:   

                                                 ˆ , 1,2,i iF F u i= =
G

"    (Α.4) 

όπου û  ένα µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση των δυνάµεων, και Fi το µέτρο τής 
iF
G

. Η συνισταµένη δύναµη είναι   

                                                 ˆ( )i i
i i

R F F u= =∑ ∑
G G

    

ή, βγάζοντας κοινό παράγοντα το û ,   



 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 137 

  

                                                    ˆ ˆi
i

R F u R u⎛ ⎞= ≡⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

G
   (Α.5) 

όπου R το µέτρο τής R
G

. Παρατηρούµε ότι 0R ≠
G

, άρα πληρούται η αναγκαία συν-
θήκη (1), και ότι η R

G
 είναι παράλληλη και οµόρροπη µε τις iF

G
 και το µέτρο της ι-

σούται µε το άθροισµα των µέτρων των iF
G

:   

                                                  1 2i
i

R F F F= = + +∑ "     (Α.6) 

    Έστω τώρα Ο ένα τυχαίο σηµείο του χώρου, το οποίο επιλέγουµε ως αρχή των συ-
ντεταγµένων (x, y, z). Έστω ir

G  το διάνυσµα θέσης του σηµείου εφαρµογής τής iF
G

 ως 
προς το Ο :  
 

                                 x
y

z

O

C

1r
G 2r

GCr
G

1F
G

2F
G

R
G

û

          
 
Η ολική ροπή του συστήµατος ως προς Ο είναι   

                ˆ ˆ ˆ( ) ( )i i i i i i i i i
i i i i i

T T r F r F u F r u F r u⎛ ⎞= = × = × = × = ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
G G GG G G G     

όπου χρησιµοποιήσαµε µια ιδιότητα του εξωτερικού γινοµένου:   

                                                 ( )A B A Bλ λ× = ×
G GG G

    

και στη συνέχεια βγάλαµε κοινό παράγοντα το û . Παρατηρούµε ότι η ολική ροπή T
G

 
είναι κάθετη στο û , άρα και στην ολική δύναµη R

G
, σε συµφωνία µε την αναγκαία 

συνθήκη (2).   
 
    Έστω C το σηµείο εφαρµογής τής R

G
, και έστω Cr

G  το διάνυσµα θέσης του ως προς 
το Ο. Για να βρούµε το Cr

G , πρέπει να επιλύσουµε την (Α.3) για τα δοσµένα R
G

 και T
G

:  

                                       
ˆ

ˆ ˆ( ) .

C C

C i i
i

r R T r Ru T

R r u F r u

× = ⇒ × = ⇒

⎛ ⎞
× = ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

G G GG G

G G         

Η σχέση αυτή ικανοποιείται αµέσως αν   

                                                  C i i
i

R r F r= ⇒∑G G      
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                                         1 1 2 2

1 2

1
C i i

i

F r F rr F r
R F F

+ +
= =

+ +∑
G GG G "

"
      (Α.7) 

 
Οι συντεταγµένες του σηµείου C, το οποίο καλείται κέντρο των παράλληλων δυνά-
µεων, είναι   
 

                       1 1 1, ,C i i C i i C i i
i i i

x F x y F y z F z
R R R

= = =∑ ∑ ∑   (Α.8) 

 
    Παρατηρούµε ότι η θέση τού C δεν εξαρτάται από τη διεύθυνση των παράλληλων 
δυνάµεων, αφού η (Α.7) δεν εµπεριέχει το û . Θα πρέπει τώρα να δείξουµε ότι η θέση 
τού C στο χώρο δεν εξαρτάται και από την εκλογή του σηµείου αναφοράς Ο. Ας υπο-
θέσουµε, εν τούτοις, ότι το σηµείο εφαρµογής τής R

G
 εξαρτάται από την εκλογή του 

σηµείου αναφοράς. Έστω C και C΄ δύο διαφορετικά σηµεία εφαρµογής, που αντι-
στοιχούν στα σηµεία αναφοράς Ο και Ο΄. Καλούµε Cr

G  και Cr ′
G  τα διανύσµατα θέσης 

των C και C΄ ως προς τα Ο και Ο΄, αντίστοιχα, και καλούµε ir
G  και ir′

G  τα διανύσµατα 
θέσης του σηµείου εφαρµογής τής iF

G
 ως προς Ο και Ο΄. Για ευκολία, θα συµβολί-

ζουµε µε b
G
το διάνυσµα OO′

JJJJG
:   

                                         

i i

O O′
b
G

C C′

ir
G

ir ′
G Cr ′

G
Cr
G

iF
G

         
Η (Α.7), εκφρασµένη διαδοχικά ως προς Ο και Ο΄, δίνει   

                                   1 1,C i i C i i
i i

r F r r F r
R R

′ ′= =∑ ∑G G G G  

όπου i ir r b′ = −
GG G . Τώρα, γενικεύοντας λίγο αυτά που εκθέσαµε στην Παρ.1.1 για τον 

γραφικό υπολογισµό αθροίσµατος διανυσµάτων, έχουµε:   
             

                     1 1 1 ( )

1 1 1 0

C C

i i i i i i i
i i i

i i
i i

CC CO OO O C r b r

CC F r b F r b F r r
R R R

b F b b F b b Rb
R R R

′′ ′ ′ ′= + + = − + + ⇒

′ ′′ = − + + = − −

⎛ ⎞= − = − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑

JJJJG JJJG JJJJG JJJJG GG G

JJJJG G GG G G G

G G G G G G

 

 
που σηµαίνει ότι τα σηµεία C και C΄ ταυτίζονται. Άρα, το σηµείο εφαρµογής της ολι-
κής δύναµης R

G
 είναι ανεξάρτητο από την εκλογή της αρχής των συντεταγµένων του 

χώρου µας.   
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    Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι   
 

ένα σύστηµα παράλληλων και οµόρροπων δυνάµεων ισοδυναµεί µε µια µονα-
δική δύναµη, τη συνισταµένη τους, εφαρµοσµένη στο κέντρο των παράλληλων 
δυνάµεων.   
 

    Σαν εφαρµογή των παραπάνω, θα ορίσουµε τώρα το κέντρο βάρους ενός συστήµα-
τος σωµατιδίων και θα δείξουµε ότι συµπίπτει µε το κέντρο µάζας του συστήµατος. 
Θεωρούµε ένα σύστηµα σωµατιδίων µε µάζες m1, m2,..., που βρίσκονται στα σηµεία 
µε διανύσµατα θέσης 1 2, , ,r rG G "  ως προς την αρχή Ο του συστήµατος συντεταγµένων 
του χώρου µας:  
 

                                   x

y

z

O

C

1r
G

2r
G

Cr
G û

1wG

2wG

wG
1m

2m

 
 
Στα σωµατίδια ασκούνται µόνο τα βάρη τους 1 2, , ,w wG G "  που αποτελούν ένα σύστηµα 
παράλληλων και οµόρροπων δυνάµεων:   
                                                  
                                                   ˆ ˆi i iw m g u w u= =

G     (Α.9) 
 
όπου wi=mi g και όπου û  ένα µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στην επιφάνεια της Γης και 
µε κατεύθυνση προς αυτήν. Η ολική δύναµη βαρύτητας στο σύστηµα (ολικό βάρος) 
είναι  

                                     ˆ ˆ( )i i i
i i i

w w m gu m gu⎛ ⎞= = = ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑G G  

                                                    ˆ ˆw Mgu wu= =
G     (Α.10) 

 
όπου Μ η ολική µάζα του συστήµατος, και όπου w=Mg. Προσέξτε ότι τα wG  και w 
παίζουν εδώ τους ρόλους των R

G
 και R, αντίστοιχα, σε σχέση µε τις προηγούµενες 

γενικές εξισώσεις µας.   
 
    Το κέντρο βάρους του συστήµατος είναι το κέντρο C των παράλληλων δυνάµεων 

iwG , το σηµείο δηλαδή στο οποίο θεωρούµε ότι εφαρµόζεται το ολικό βάρος wG  του 
συστήµατος (το σηµείο αυτό δεν συµπίπτει απαραίτητα µε τη θέση κάποιου σωµατι-
δίου του συστήµατος!). Η θέση τού C ως προς το Ο βρίσκεται από τη σχέση (Α.7), 
στην οποία τώρα θέτουµε  Fi= wi  και  R= w :   
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                            1 1 1
C i i i i i i

i i i

r w r m gr g m r
w Mg Mg

= = = ⇒∑ ∑ ∑G G G G      

                                                  

                                                        1
C i i

i

r m r
M

= ∑G G        (Α.11) 

 
Παρατηρούµε ότι  
 

το κέντρο βάρους του συστήµατος συµπίπτει µε το κέντρο µάζας του  
 
[βλ. εξίσ.(6.2)]. Όπως δείξαµε προηγουµένως,  
 

η θέση του σηµείου αυτού στο χώρο ορίζεται µονοσήµαντα, ανεξάρτητα από την 
εκλογή της αρχής Ο του συστήµατος συντεταγµένων µας.  

 
Οι συντεταγµένες του κέντρου βάρους (ή κέντρου µάζας) του συστήµατος είναι    
 

                 1 1 1, ,C i i C i i C i i
i i i

x m x y m y z m z
M M M

= = =∑ ∑ ∑    (Α.12) 
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Β.  Πίνακας Ροπών Αδρανείας1   
 
 

Συµπαγής κύλινδρος ακτίνας R, ως προς τον άξονά του:    21
2

I MR=

             
             
Κυλινδρικός φλοιός ακτίνας R, ως προς τον άξονά του:    2I MR=
                
 

Κυκλικός δίσκος ακτίνας R, ως προς κάθετο άξονα από το      

κέντρο του:                       21
2

I MR=

         
 
∆αχτυλίδι ακτίνας R, ως προς κάθετο άξονα από το κέντρο του:   2I MR=  
 
 

Συµπαγής σφαίρα ακτίνας R, ως προς άξονα από το κέντρο της:            22
5

I MR=    

 
 

Σφαιρικός φλοιός ακτίνας R, ως προς άξονα από το κέντρο του:             22
3

I MR=  

 
 
Λεπτή ράβδος µήκους  l, ως προς κάθετο άξονα από το    

κέντρο της:                   21
12

I M l=

        
 
Λεπτή ράβδος µήκους  l, ως προς κάθετο άξονα από  

ένα άκρο της:                   21
3

I M l=  

 
 
 

                                                 
1 Το Μ παριστά τη µάζα του στερεού σώµατος .   
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Γ.  Κύριοι Άξονες Περιστροφής  
 

Ορίζουµε ως κύριο άξονα περιστροφής ενός στερεού έναν άξονα µε τα εξής χαρακτη-
ριστικά:  
 

• ∆ιέρχεται από το κέντρο µάζας του στερεού.  

• Η στροφορµή του στερεού ως προς τα σηµεία του άξονα παίρνει την ίδια (δι-
ανυσµατική) τιµή για όλα τα σηµεία του άξονα, και η διεύθυνσή της είναι πα-
ράλληλη µε τον άξονα.  

 
Σηµειώνουµε ότι  
 

• κάθε άξονας που διέρχεται από το κέντρο µάζας C του στερεού και είναι άξο-
νας συµµετρίας για το σώµα, είναι κύριος άξονας.  

 
    Η ολική στροφορµή του σώµατος και η ολική εξωτερική ροπή που ασκείται σ’ αυ-
τό συνδέονται µε τη σχέση  
 

                                                         dLT
dt

=∑
GG

        (Γ.1) 

 
η οποία, ως γνωστόν, ισχύει όταν το (κοινό) σηµείο αναφοράς των L

G
 και T

G
 είναι 

σταθερό σε κάποιο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, ή συµπίπτει µε το κέντρο µάζας 
C του σώµατος (έστω κι αν αυτό επιταχύνεται). Στην περίπτωση περιστροφής γύρω 
από σταθερό κύριο άξονα, το διάνυσµα στο δεξί µέλος τής (Γ.1) είναι στη διεύθυνση 
του άξονα και δεν εξαρτάται από τη θέση του σηµείου Ο πάνω σε αυτόν. Το ίδιο, λοι-
πόν, θα πρέπει να ισχύει και για την ολική ροπή TΣ

G
.  

 
    Σαν παράδειγµα, ας θεωρήσουµε λεπτό, οριζόντιο, κυκλικό δίσκο που περιστρέφε-
ται γύρω από σταθερό, κατακόρυφο άξονα διερχόµενο από το κέντρο C του δίσκου :  
 

                                      

•

•

O

C •• imim

z

ir
G

ir ′
G

iR

               
 
Ο άξονας περιστροφής είναι κύριος άξονας, αφού διέρχεται από το κέντρο µάζας του 
δίσκου και είναι άξονας συµµετρίας για το δίσκο. Λόγω της συµµετρίας αυτής, για 
κάθε στοιχειώδη µάζα mi του δίσκου, κινούµενη µε ταχύτητα ivG , υπάρχει µια ίση, α-
ντιδιαµετρική µάζα που κινείται µε αντίθετη ταχύτητα, iv− G :  
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i• •
imim

C iRiR

ivG

iv−G

A B

     

(Ο κατακόρυφος άξονας z είναι κάθετος στη σελίδα, µε θετική φορά προς τα έξω. Για 
ευκολία στη σχεδίαση, επιλέξαµε δύο µάζες στην περιφέρεια του δίσκου.) Οι δύο µά-
ζες mi συνεισφέρουν, αθροιστικά, στην ολική στροφορµή του δίσκου ως προς Ο µια 
ποσότητα ίση µε  
 

             ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i i i i i i iL L m r v m r v m r r v m AB v⎡ ⎤′ ′ ′+ = × + × − = − × = ×
⎣ ⎦

JJJGG G G G G G G G G G      

 
Όπως είναι εύκολο να δούµε, το διάνυσµα αυτό είναι στη διεύθυνση του άξονα περι-
στροφής z και δεν εξαρτάται από τη θέση του σηµείου Ο πάνω στον άξονα. Τώρα, η 
ολική στροφορµή του δίσκου ως προς το Ο είναι το διανυσµατικό άθροισµα των 
στροφορµών όλων των ζευγών αντιδιαµετρικών στοιχειωδών µαζών. Επειδή η στρο-
φορµή κάθε ζεύγους είναι στη διεύθυνση του άξονα περιστροφής και δεν εξαρτάται 
από τη θέση του σηµείου αναφοράς Ο πάνω στον άξονα, το ίδιο θα ισχύει και για την 
ολική στροφορµή L

G
 του δίσκου.  

 
    Υποθέτουµε τώρα ότι ασκούµε µια οριζόντια δύναµη F

G
 στο δίσκο (π.χ., τυλίγο-

ντας ένα νήµα στην περιφέρεια του δίσκου και τραβώντας την άκρη του νήµατος):  

                              

i C

F
G

N
G

P R R ακτινα δισκου′ ′=

         

Επειδή ο σταθερός άξονας περιστροφής διέρχεται από το κέντρο µάζας C του δίσκου, 
το C είναι ακίνητο ως προς το αδρανειακό σύστηµα αναφοράς µας. Συνεπώς, η ολική 
εξωτερική δύναµη πάνω στο δίσκο πρέπει να είναι µηδέν. Εκτός από την F

G
 που α-

σκούµε εµείς, στο δίσκο δρα και η αντίδραση N
G

 από τον άξονα στο σηµείο C. Έτσι,  
 
                                            0F N N F+ = ⇔ = −

G G G G
      

 
Παρατηρούµε ότι οι F

G
 και N

G
 σχηµατίζουν ζεύγος δυνάµεων. Όπως είδαµε στην 

Παρ.7.8, η ροπή ενός ζεύγους ως προς σηµείο Ο, ίση εδώ µε την ολική ροπή TΣ
G

 που 
ασκείται στο δίσκο, ισούται µε  
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                                                         T CP F= ×∑
JJJGG G

         
 
Παρατηρούµε ότι η TΣ

G
 είναι στη διεύθυνση του άξονα περιστροφής και δεν εξαρτά-

ται από τη θέση του σηµείου Ο πάνω σε αυτόν, σε συµφωνία µε την παρατήρηση που 
κάναµε νωρίτερα σε σχέση µε την εξίσωση (Γ.1).  
 
    Συµπέρασµα: Όταν η ολική στροφορµή και η ολική ροπή εκφράζονται ως προς τα 
σηµεία ενός κύριου άξονα, τα διανύσµατα αυτά  

• είναι στη διεύθυνση του άξονα περιστροφής,  

• δεν εξαρτώνται από τη θέση του σηµείου αναφοράς Ο πάνω στον άξονα.  
 
    Παρατήρηση: Σε προβλήµατα µε κύλιση, ο κύριος άξονας περιστροφής δεν είναι 
σταθερός στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς µας, συχνά µάλιστα επιταχύνεται µαζί 
µε το κέντρο µάζας C. Εν τούτοις, η σχέση (Γ.1) ισχύει πάντα ως προς το C, άρα και 
ως προς κάθε σηµείο του κύριου άξονα. Τα προηγούµενα συµπεράσµατά µας, λοιπόν, 
εξακολουθούν να ισχύουν.  
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∆.  Απόδειξη του Νόµου του Bernoulli   
 
                                                             

        

y

1y

2y
1F

2F

1P

2P

{

{

1dx

2dx
1A

2A

1v

2vdV

dV

a
a′

b
b′

      
 
 
Θεωρούµε ένα µικρό τµήµα φλέβας που εκτείνεται από a µέχρι b. Έστω Α1 και Α2 οι 
διατοµές της φλέβας στα a και b, αντίστοιχα. Καλούµε v1, v2 και Ρ1, Ρ2 τις ταχύτητες 
ροής και τις υδροστατικές πιέσεις, αντίστοιχα, στις διατοµές Α1 και Α2. (Οι ταχύτητες 
είναι κάθετες στις αντίστοιχες διατοµές.) Επίσης, καλούµε y1 και y2 τα ύψη στα οποία 
βρίσκονται οι διατοµές αυτές (ακριβέστερα, τα κέντρα τους) πάνω από ένα αυθαίρετο 
επίπεδο αναφοράς.   
 
    Κατά την κίνηση του θεωρούµενου τµήµατος φλέβας µέσα σε χρονικό διάστηµα 
dt, η διατοµή Α1 µετατοπίζεται από το a στο a΄ κατά  dx1=v1dt, ενώ η διατοµή Α2 µε-
τατοπίζεται από το b στο b΄ κατά  dx2=v2dt. Επειδή το υγρό είναι ασυµπίεστο, ο ό-
γκος του τµήµατος µένει σταθερός κατά τη µετακίνησή του. Έτσι, οι όγκοι που πε-
ρικλείονται µεταξύ a και a΄, και µεταξύ b και b΄, είναι ίσοι:  

                                                  1 1 2 2A dx A dx dV= =     (∆.1) 

Το ίδιο λοιπόν θα ισχύει και για τις αντίστοιχες µάζες υγρού που περιέχονται σε αυ-
τούς τους δύο όγκους:  

                                              1 2dm dm dm dVρ= = =    (∆.2) 

όπου ρ η (σταθερή) πυκνότητα του ρευστού.  
 
    Έστω F1, F2 οι δυνάµεις που ασκούνται κάθετα στις διατοµές Α1, Α2 από το υγρό 
που περιβάλλει το θεωρούµενο τµήµα φλέβας (οι δυνάµεις πρέπει να ασκούνται κά-
θετα στις διατοµές, αφού οι τελευταίες κινούνται πάντα κάθετα προς τον εαυτό τους). 
Θεωρώντας (έστω προσεγγιστικά) ότι η πίεση έχει την ίδια τιµή σε όλη την έκταση 
µιας διατοµής, µπορούµε να γράψουµε  

                                             1 1 1 2 2 2,F P A F P A= =    (∆.3) 

Παρατηρούµε ότι η F1 έχει φορά σύµφωνη µε τη µετατόπιση του τµήµατος, ενώ η 
φορά τής F2 είναι αντίθετη στη µετατόπιση. Αυτό σηµαίνει ότι η F1 παράγει έργο (το 
έργο της είναι θετικό), ενώ η F2 καταναλώνει έργο (το έργο της είναι αρνητικό). Το 
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συνολικό έργο των δυνάµεων F1 και F2 κατά τη στοιχειώδη µετατόπιση του τµήµατος 
ab της φλέβας σε χρόνο dt, είναι  
 
                                 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2W F dx F dx P A dx P A dx= − = − ⇒    
                                                 
                                                       1 2( )W P P dV= −     (∆.4) 
 
όπου χρησιµοποιήσαµε τις (∆.3) και (∆.1).  
 
    Σύµφωνα µε τα συµπεράσµατα της Παρ.6.5, γενικευµένα εδώ για την περίπτωση 
ενός συνεχούς µέσου, το έργο W των µη-συντηρητικών δυνάµεων F1 και F2 (εξωτε-
ρικών ως προς το τµήµα ab) ισούται µε τη µεταβολή του αθροίσµατος κινητικής και 
δυναµικής ενέργειας του τµήµατος κατά τη µετατόπισή του:   
                                    
                                         ( )k p k pW E E E E= ∆ + = ∆ + ∆    (∆.5) 
Έχουµε:  

                                ( ) ( ) ( ) ( )k k a b k ab k bb k aaE E E E E′ ′ ′ ′∆ = − = −   (∆.6) 
 
(Επειδή η ροή είναι στρωτή, η ( )k a bE ′ , για σταθερά a΄ και b, είναι χρονικά σταθερή, 
κι έτσι απαλείφεται κατά την αφαίρεση.) Τώρα, µε χρήση και της (∆.2), η (∆.6) γρά-
φεται  

                        2 2 2 2
2 1 2 1

1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2kE dm v dm v v v dm∆ = − = − ⇒    

                                               

                                            2 2
2 1

1 ( )
2kE v v dVρ∆ = −     (∆.7) 

Με ανάλογο συλλογισµό,   
            
          2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p p bb p aaE E E dm g y dm g y dm g y y′ ′∆ = − = − = − ⇒    
                                           
                                            2 1( )pE g y y dVρ∆ = −     (∆.8) 
 
    Αντικαθιστώντας τις (∆.4), (∆.7) και (∆.8) στην (∆.5), και απαλείφοντας το dV, 
βρίσκουµε  

                            2 2
1 2 2 1 2 1

1 ( ) ( )
2

P P v v g y yρ ρ− = − + − ⇒     

                           

                            2 2
1 1 1 2 2 2

1 1
2 2

P v g y P v g yρ ρ ρ ρ+ + = + +     

 
Η σχέση αυτή εκφράζει το νόµο του Bernoulli για ιδανική ροή.    
 
 



 147  

Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α Τ Α 
 
 
1.  Η θέση ενός σωµατιδίου που κινείται κατά µήκος του άξονα x, δίνεται σαν συνάρ-
τηση του χρόνου από την εξίσωση  x=2t 3−3t 2+6t−5 , όπου το x εκφράζεται σε µέτρα 
και το t σε δευτερόλεπτα. Βρείτε (α) την κατεύθυνση της κίνησης για όλες τις χρονικές 
στιγµές, και (β) τις χρονικές στιγµές κατά τις οποίες η κίνηση είναι επιταχυνόµενη ή 
επιβραδυνόµενη. Σταµατάει ποτέ το σωµατίδιο να κινείται;   
 
Λύση:  Οι αλγεβρικές τιµές της ταχύτητας και της επιτάχυνσης του σωµατιδίου είναι  

                                 26( 1) , 6(2 1) .dx dvv t t a t
dt dt

= = − + = = −    

Έτσι,   
                                                236( 1)(2 1) .va t t t= − + −    
 
Παρατηρούµε ότι  t2 – t+1>0, για κάθε τιµή τού t. Άρα, v>0 για κάθε t, που σηµαίνει 
ότι το σωµατίδιο κινείται πάντα στη θετική κατεύθυνση του άξονα x, χωρίς ποτέ να 
σταµατάει. Επίσης, είναι εύκολο να δούµε ότι va>0 όταν t>0.5, ενώ va<0 όταν t<0.5. 
Άρα (βλ. Παρ.2.4), η κίνηση είναι επιβραδυνόµενη για t<0.5s και επιταχυνόµενη για 
t>0.5s .   
 
 
2.  Ένα σωµατίδιο κινείται στον άξονα x, έχοντας ξεκινήσει τη χρονική στιγµή t=0 από 
το σηµείο x=0 µε αρχική ταχύτητα v=v0 . Βρείτε την ταχύτητα v και τη θέση x του  
σωµατιδίου σαν συναρτήσεις του χρόνου, καθώς και την ταχύτητα σαν συνάρτηση της 
θέσης x, όταν η επιτάχυνση του σωµατιδίου δίνεται, σαν συνάρτηση της ταχύτητας, από 
τις εκφράσεις  (α) a= − kv ,  (β) a= − kv 2 , όπου k µια θετική σταθερά.  
 
Λύση:  (α) Έστω  a= − kv :   

              
0 0

0

0
0

ln

(1)

v t

v

k t k t

dv dv dv vkv kdt k dt kt
dt v v v

v e v v e
v

− −

⎛ ⎞
= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = − ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ⇒ =

∫ ∫
   

      0
0 0 00 0

(1 ) (2)
x tk t k t k t k tdx vv e dx v e dt dx v e dt x e

dt k
− − − −= ⇒ = ⇒ = ⇒ = −∫ ∫  

 
Απαλείφοντας το  e –kt  από τις (1) και (2), βρίσκουµε:   0 (3)v v k x= −       
 
Εναλλακτικά, έχουµε ότι  dv = adt ,  dx = vdt , και διαιρώντας κατά µέλη,  

         
0

00
(3)

v x

v

dv a k dv kdx dv k dx v v k x
dx v

= = − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ − = − ⇒∫ ∫   

 
(β) Έστω  a= − kv 2 .  ∆ουλεύοντας µε όµοιο τρόπο, δείξτε ότι   

                           0
0 0

0

1, ln(1 ) , .
1

k xvv x kv t v v e
kv t k

−= = + =
+
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3.  Ένα σώµα κινείται στον άξονα x µε επιτάχυνση a=(4x-2)m/s 2, όπου x η στιγµιαία 
θέση του κινητού. Η αρχική ταχύτητά του είναι v0=10m/s στη θέση x0=0. Βρείτε την 
ταχύτητα v του σώµατος σαν συνάρτηση της θέσης x.  
 
Λύση:  Επειδή το a δίνεται σαν συνάρτηση του x, χρησιµοποιούµε τη σχέση (2.5):  

              
0

2 2 2 2 2
0 0

2 10 2 (4 2) 4( 25) .
x x

x
v v adx x dx v x x= + = + − ⇒ = − +∫ ∫       

Παρατηρούµε ότι  x2 – x+25>0 , για κάθε τιµή τού x. Έτσι, 2 1/ 22( 25)v x x= ± − + . 
Απορρίπτουµε το αρνητικό πρόσηµο γιατί µας δίνει v0= −10 για x=0, αντίθετα µε την 
υπόθεση του προβλήµατος. Άρα, τελικά,  

                                               v = 2 (x2 – x+ 25)1/2  m/s .    
 
 
4.  Ένα σωµατίδιο κινείται στην περιφέρεια ενός κύκλου. Η θέση του τη χρονική στιγµή 
t δίνεται από την εξίσωση  s=t 3+2t 2, όπου το s µετριέται σε µέτρα πάνω στην περιφέ-
ρεια και το t µετριέται σε δευτερόλεπτα. Το µέτρο της επιτάχυνσης του σωµατιδίου τη 
χρονική στιγµή t=2s είναι  a=16 2 m/s 2. Βρείτε την ακτίνα R του κύκλου.   
 

Λύση:  Το µέτρο της ταχύτητας είναι     23 4dsv t t
dt

= = +  .  

Γνωρίζουµε ότι     
22 2

2 2 2
T N

dv va a a
dt R

⎛ ⎞⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 .    

Έτσι,      
2 4

2 2
2

(3 4 )(6 4) t ta t
R
+

= + +   .    

Θέτοντας  t=2  και  a=16 2 , και λύνοντας ως προς R, βρίσκουµε  R=25m .   
 
 
5.  Ένα σωµατίδιο κινείται στο επίπεδο xy. Οι συντεταγµένες του, x και y, δίνονται σαν 
συναρτήσεις του χρόνου t από τις εξισώσεις  x= t 2,  y= (t−1)2. Βρείτε:   
(α) Την εξίσωση της τροχιάς, στη µορφή  F(x,y)= σταθερό.  
(β) Τις συνιστώσες aT και aN της επιτάχυνσης, για κάθε χρονική στιγµή t.  
(γ) Την ακτίνα καµπυλότητας ρ για κάθε t.   
 
Λύση:  (α) Παρατηρώντας ότι  x≥ 0, y≥ 0, και υποθέτοντας ότι  t ≥ 1, γράφουµε:  

x t= , 1y t= − .  Απαλείφοντας το t, βρίσκουµε:  ( , ) 1F x y x y≡ − =  .   
 
(β) Έχουµε ότι  

               2 , 2( 1) , 2 , 2 .yx
x y x y

dvdx dy dvv t v t a a
dt dt dt dt

= = = = − = = = =        

 
Αν  | vG | = v  και  | aG | = a ,  
                                     
                            a2 = ax

2 + ay
2 = 8  ,     v2 = vx

2 + vy
2 = 8t2 – 8t + 4  .   

 
Άρα,     v = 2(2t2 – 2t + 1)1/2  .    
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Τότε,    2 1/ 2
4 2

(2 2 1)T
dv ta
dt t t

−
= =

− +
   .      

 
Για το  aN  δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε απευθείας τη σχέση  aN = v2/ρ , αφού 
δεν γνωρίζουµε ακόµα το ρ. Όµως,  

    2 2 2 2 2
2 2 1/ 2

4 28 8 .
2 2 1 (2 2 1)T N N T Na a a a a a

t t t t
+ = = ⇒ = − = ⇒ =

− + − +
       

(γ)   
2 2

2 3/ 22(2 2 1) .N
N

v va t t
a

ρ
ρ

= ⇒ = = − +    

 
 
6.  Να µελετηθεί η κίνηση ενός βλήµατος (βλ. σχήµα). Βρείτε:  
(α) Το χρόνο tA  για να φτάσει στο πιο ψηλό σηµείο Α της τροχιάς.  
(β) Το µέγιστο ύψος h.  
(γ) Τη χρονική στιγµή tB που επιστρέφει στο έδαφος, στο σηµείο Β.  
(δ) Την ολική οριζόντια απόσταση R=OB. ∆είξτε ότι είναι µέγιστη όταν η γωνία α είναι 
ίση µε 45 ο .  
(ε) ∆είξτε ότι η ταχύτητα στο Β είναι ίση κατά µέτρο µε την αρχική ταχύτητα στο Ο, και 
ότι οι γωνίες α και β είναι ίσες.  
(ζ) Βρείτε την εξίσωση της τροχιάς, στη µορφή y=f(x).  
 

                       

i i x

y

O
R

A

B

h

α

βˆxu

ˆ yu

0vG
AvG

BvG

gG

     
 
Λύση:  Το βλήµα εκτελεί κίνηση µε σταθερή επιτάχυνση ˆya g gu= = −

G G . Άρα, η κί-
νηση γίνεται σε σταθερό επίπεδο κάθετο στην επιφάνεια της Γης, στο οποίο ανήκει το 
διάνυσµα της αρχικής ταχύτητας 0vG . (Βλ. Παρ.2.5. Υποθέτουµε ότι το βλήµα ξεκι-
νάει από το Ο τη χρονική στιγµή t=0, µε ταχύτητα 0vG .) Έστω τυχαίο σηµείο της τρο-
χιάς µε διάνυσµα θέσης rG , και έστω vG  η ταχύτητα του βλήµατος στο σηµείο αυτό. 
Τα rG  και vG  δίνονται σαν συναρτήσεις του χρόνου από τις σχέσεις  

                                          2
0 0

1,
2

v v at r v t at= + = +
G G G G G G      
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ή, αναλύοντας σε συνιστώσες,   
 

                                   
0 0

2
0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ,
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) .
2

x x y y x x y y y

x y x x y y y

v u v u v u v u gt u

xu y u v u v u t gt u

+ = + −

+ = + −
      

Εξισώνοντας τους συντελεστές των ˆxu  και ˆyu  στα δύο µέλη κάθε εξίσωσης, βρί-
σκουµε τις εξισώσεις κίνησης του βλήµατος στο επίπεδο xy:   
                            

                                    
0 0

2
0 0

. ,
1,
2

x x y y

x y

v v v v gt

x v t y v t gt

σταθ= = = −

= = −
      

όπου  
                              0 0 0 0 0 0cos , sin ( | |) .x yv v v v v vα α= = =

G      
 
(Προσέξτε ότι η κίνηση είναι οµαλή στην οριζόντια διεύθυνση και οµαλά επιταχυνό-
µενη στην κατακόρυφη.)  
 

(α) Στο σηµείο Α,  0 0
0

sin0 0 .y
y y A A

v vv v gt t
g g

α
= ⇒ − = ⇒ = =    

(β)  
2 2 2

02 0
0

1 sin .
2 2 2

y
A y A A

v vh y v t gt h
g g

α
= = − ⇒ = =      

(γ)  02
0

210 0 2 .
2

y
B y B B B A

v
y v t gt t t

g
= ⇒ − = ⇒ = =       

(δ)  
2 2

0 0 0 0
0

2 2 sin cos sin 2 .x y
B x B

v v v vR x v t R
g g g

α α α
= = = = ⇒ =     

Παρατηρούµε ότι  R=max  όταν  sin 2α=1  ή  α= 45ο .   
 
(ε) Στο σηµείο Β,  0 0 0 0 0, 2 .x x y y B y y yv v v v gt v v v= = − = − = −    
 
Άρα,  2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0| | | | | | .B x y x y Bv v v v v v v v v= + = + = ⇒ = =
G G G    

Επίσης,  0

0

| |
tan tan .

| |
y y

x x

v v
v v

β α β α= = = ⇒ =   

(ζ)  0
0 0

.
cosx

x

x xx v t t
v v α

= ⇒ = =   Τότε,   

                     2 2
0 2 2

0

1 (tan )
2 2 cosy

gy v t gt y x x
v

α
α

= − ⇒ = − +      

 
που είναι της µορφής   y = κ x2 + λ x   (εξίσωση παραβολής).    
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7.  Κάθε σώµα που κινείται στον αέρα αισθάνεται µια δύναµη τριβής f
G

 (αντίσταση του 
αέρα) που είναι, κατά µέτρο, ανάλογη της ταχύτητας του σώµατος και έχει κατεύθυνση 
αντίθετη στην ταχύτητα: f kv= −

G G  (όπου k µια θετική σταθερά). Θεωρούµε σώµα µάζας 
m το οποίο αφήνεται να πέσει, χωρίς αρχική ταχύτητα, κάτω από την επίδραση της βα-
ρύτητας. (α) Βρείτε την ταχύτητα του σώµατος σαν συνάρτηση του χρόνου. Μπορεί να 
γίνει µηδέν ή να αλλάξει φορά; (β) Βρείτε τη µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρει η ταχύ-
τητα του σώµατος κατά την πτώση.   
 
Λύση:  Στο σώµα ασκούνται δύο δυνάµεις: το βάρος του, wG , και η αντίσταση f

G
.  

 
         Γράφουµε   

    ˆ ˆ,w mg u f kv u= = −
GG    

όπου v η αλγεβρική τιµή της ταχύτητας: | |v v= ±
G  (προβλέπουµε 

και για την περίπτωση που η φορά κίνησης τυχόν αντιστρέφε-
ται). Η ολική δύναµη στο σώµα είναι   
                     
               ˆ( )F w f mg kv u= + = −

GG G   .    
 

Η επιτάχυνση του σώµατος είναι  

                                                   ˆ ˆ( )dv d dva vu u
dt dt dt

= = =
GG  .     

 
Από το νόµο του Νεύτωνα, F ma=

G G , παίρνουµε (απαλείφοντας το û ):   
                    

                          
0 0

0

ln

1ln 1 .

v
v t

k t
m

dv dv k dvmg kv m g v dtkdt dt m g v
m

dv m kdt g v tk k mg v
m

k kt mgg v v e
g m m k

−

− = ⇒ = − ⇒ = ⇒
−

⎡ ⎤⎛ ⎞= ⇒ − − = ⇒⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦−

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞− = − ⇒ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠

∫ ∫      

 
Παρατηρούµε ότι  v>0 για κάθε  t>0. Άρα, η ταχύτητα ούτε µηδενίζεται ούτε αλλάζει 
φορά. Επίσης, καθώς το t →∞ , η ταχύτητα τείνει σε µια µέγιστη τιµή  
 

                                                          max
mgv
k

=   .     

 
 
 
 
 
 

m

wG

f
G

vG

û
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8.  Ένα δοχείο βάρους wδ=5Ν έχει συνολική χωρητικότητα w=50N νερού. Το δοχείο 
είναι τοποθετηµένο πάνω σε ζυγαριά, και µέσα σ’ αυτό πέφτει νερό από ύψος h=10m 
και µε ρυθµό λ=0.5kg/s. Να βρεθεί η ένδειξη της ζυγαριάς τη στιγµή που το δοχείο έχει 
γεµίσει κατά το ήµισυ της χωρητικότητάς του µε νερό. (g=9.8m/s2)   
 
Λύση:   

                                               2
w wδ

Fν

Fζ

         
Το δοχείο ισορροπεί κάτω από την επίδραση τεσσάρων δυνάµεων: του βάρους του, 
wδ , του βάρους w/2 του περιεχόµενου νερού, της δύναµης Fν που του ασκεί το νερό 
που πέφτει από ύψος h, και της δύναµης Fζ  που του ασκεί η ζυγαριά. Από το νόµο 
δράσης-αντίδρασης, το δοχείο ασκεί στη ζυγαριά µια δύναµη προς τα κάτω, µέτρου 
Fζ . Αυτή ακριβώς τη δύναµη µετράει η ζυγαριά, και σε αυτή αντιστοιχεί η ένδειξή 
της.  Για την ισορροπία,  

                                                   
2
wF w Fζ δ ν= + +  (1)   

Για να βρούµε την Fν εργαζόµαστε ως εξής: Έστω dm η µάζα του νερού που προστί-
θεται στο δοχείο µέσα σε χρονικό διάστηµα dt. Η  dm πέφτει στο δοχείο τη χρονική 
στιγµή t µε ταχύτητα vG  κατακόρυφη προς τα κάτω, και στη συνέχεια, µέσα στο διά-
στηµα dt, ενσωµατώνεται στο υπόλοιπο νερό και τελικά ισορροπεί. Η ορµή τής dm 
τις χρονικές στιγµές t και t+dt είναι    

                                ( ) ( ) , ( ) ( ) 0 0p t dm v p t dt dm= + = ⋅ =
G G G  .   

Άρα,    
                                        ( ) ( ) ( )dp p t dt p t dm v= + − = −

G G G G  .   

Η δύναµη που ασκείται στην dm από το υπόλοιπο σύστηµα είναι ίση µε  

                                                 dp dm v v
dt dt

λ= − = −
G G G     

όπου, σύµφωνα µε τα δεδοµένα, ο ρυθµός dm/dt µε τον οποίο το νερό πέφτει στο δο-
χείο είναι ίσος µε λ. Από το νόµο δράσης-αντίδρασης, η dm ασκεί στο σύστηµα µια 
αντίθετη δύναµη µε φορά προς τα κάτω, µέτρου Fν=λv. Τώρα, η dm εκτελεί ελεύθερη 
πτώση χωρίς αρχική ταχύτητα, από ύψος h. Έτσι, η ταχύτητα µε την οποία πέφτει στο 
δοχείο είναι   
                                                        2v gh=      (δείξτε το!) .      
Άρα,   
                                                 2F v ghν λ λ= =  (2)   

Από τις (1) και (2) έχουµε, τελικά,   

                                            2
2
wF w ghζ δ λ= + +   .   

Με αντικατάσταση των δεδοµένων, βρίσκουµε ότι  Fζ = 37Ν.    
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9.  Μια αλυσίδα βάρους w=2N κρατιέται κατακόρυφη από το πάνω άκρο της, ενώ το 
κάτω άκρο της αγγίζει το πάτωµα. Κατόπιν, η αλυσίδα αφήνεται να πέσει ελεύθερα. 
Βρείτε τη δύναµη που ασκείται στο πάτωµα τη στιγµή ακριβώς που το µισό του συνολι-
κού µήκους της αλυσίδας έχει ήδη πέσει.   
 
Λύση:  ∆ουλεύουµε, κατά βάση, όπως στο Πρόβληµα 8. Η ολική δύναµη στο πάτωµα 
τη θεωρούµενη στιγµή είναι   

                                                        
2
wF Fα= +       (1)   

όπου Fα η δύναµη που ασκείται στο πάτωµα λόγω της πτώσης της αλυσίδας. Έστω 
dm ένα µικρό κοµµάτι µάζας στο κέντρο της αλυσίδας. Το κοµµάτι αυτό πέφτει στο 
πάτωµα τη χρονική στιγµή t από ύψος h=L/2, όπου L το συνολικό µήκος της αλυσί-
δας, και µέσα σε χρόνο dt απλώνεται στο πάτωµα και ισορροπεί. Η ορµή τού dm τις 
στιγµές t και t+dt είναι   
                            

                                
( ) ( ) , ( ) ( ) 0 0

( ) ( ) ( )
p t dm v p t dt dm

dp p t dt p t dm v
= + = ⋅ = ⇒

= + − = −

G G G
G G G G       

 
όπου vG  η ταχύτητα πτώσης τού dm στο πάτωµα, µέτρου   

                                           2 2
2
Lv gh g gL= = =      (2)   

Η δύναµη που δέχεται το dm από το πάτωµα είναι ίση µε   

                                                      dp dm v
dt dt

= −
G G  .         

Από το νόµο δράσης-αντίδρασης, το dm ασκεί στο πάτωµα µια αντίθετη δύναµη µε 
φορά προς τα κάτω, µέτρου   

                                                       dmF v
dtα =      (3)    

Έστω dl το µήκος του τµήµατος dm, και έστω Μ η µάζα της αλυσίδας. Αν ρ=Μ/L εί-
ναι η γραµµική πυκνότητα της αλυσίδας, τότε   
                         

                          M dm M dl Mdm dl dl v
L dt L dt L

ρ= = ⇒ = =      (4)    

 
αφού η ταχύτητα πτώσης v ισούται µε dl/dt. Από τις (3) και (4), και χρησιµοποιώντας 
την (2), έχουµε   

                                       2M MF v gL Mg w
L Lα = = = =      

 
όπου w το βάρος της αλυσίδας. Η (1) δίνει, τελικά,   
                                         

                                            3 3 .
2 2
w wF w N= + = =      
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10.  Ένα τραίνο κινείται σε οριζόντια ευθύγραµµη τροχιά. Ένα εκκρεµές που κρέµεται 
από την οροφή του τραίνου έχει κλίση κατά γωνία θ ως προς την κατακόρυφο. Το τραί-
νο µεταφέρει ένα κιβώτιο τοποθετηµένο στο δάπεδο ενός βαγονιού. Βρείτε τον ελάχιστο 
συντελεστή στατικής τριβής ανάµεσα στο κιβώτιο και το δάπεδο του τραίνου, έτσι ώστε 
το κιβώτιο να µην ολισθαίνει.   
 
Λύση:   
 

                               

m

wG

T
G
θ x

y

aG
aG

W
G

M

N
G

f
G

     
 
Έστω m η µάζα του εκκρεµούς και Μ η µάζα του κιβώτιου. Στο m ασκούνται το βά-
ρος του, wG , και η τάση T

G
 του νήµατος. Στο Μ ασκούνται το βάρος του, W

G
, η κάθετη 

δύναµη N
G

 από το δάπεδο του τραίνου, και η στατική τριβή f
G

 (εξηγήστε την κατεύ-
θυνσή της προς τα δεξιά). Και τα δύο σώµατα κινούνται µε την επιτάχυνση aG  του 
τραίνου. Ο νόµος του Νεύτωνα για τις δύο µάζες γράφεται  

                                         ,T w ma N W f M a+ = + + =
GG G GG G G  .     

Παίρνοντας τις  x και y συνιστώσες,   
                

                                   

sin (1)
cos 0 cos (2)

(3)
0 (4)

T ma
T mg T mg

f Ma
N Mg N Mg

θ
θ θ

=
− = ⇒ =

=
− = ⇒ =

   

∆ιαιρώντας την (1) µε την (2) tan tana a g
g

θ θ⇒ = ⇒ =    (5)    

∆ιαιρώντας την (3) µε την (4) και χρησιµοποιώντας την (5) ⇒    
                          

                                       tan tanf a f N
N g

θ θ= = ⇒ =    (6)   

Όµως,   

                                   

(6)

max

min

tan

tan tan .

f f N N Nµ θ µ

µ θ µ θ

≤ = ⇒ ≤ ⇒

≥ ⇔ =
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11.  ∆ύο µάζες m1 και m2 συνδέονται µε ελαφρύ νήµα και µέσω µιας τροχαλίας, όπως 
στο σχήµα. (α) Βρείτε τον ελάχιστο συντελεστή στατικής τριβής µεταξύ της m1 και της 
οριζόντιας επιφάνειας, έτσι ώστε το σύστηµα να βρίσκεται σε ισορροπία. (β) Για τιµή 
του συντελεστή τριβής µικρότερη της οριακής, βρείτε την επιτάχυνση των δύο µαζών, 
καθώς και την τάση του νήµατος.   
 
Λύση:  Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις σε κάθε µάζα ξεχωριστά. Καλούµε T

G
 την τάση του 

νήµατος, f
G

 την τριβή µεταξύ m1 και οριζόντιας επιφάνειας, 1wG  και 2wG  τα βάρη, και 
N
G

 την κάθετη δύναµη από το οριζόντιο επίπεδο στην m1 . Προσέξτε ότι το µέτρο Τ 
της τάσης του νήµατος είναι κοινό για όλο το νήµα και δεν επηρεάζεται από την πα-
ρουσία της τροχαλίας, αφού το νήµα δεν είναι τυλιγµένο γύρω από την τροχαλία αλ-
λά απλά «γλιστράει» πάνω της χωρίς τριβή:   

           

1m

1m

2m

2m

a

a

T
G

T
G

N
G

f
G

1wG
2wG

x

y

      
 
(α) Το σύστηµα ισορροπεί. Άρα,  0 0x yF F F= ⇔ = =∑ ∑ ∑

G
, για κάθε µάζα ξε-

χωριστά. Έτσι, έχουµε:   
                                 

                                       1 1 1

2 2 2

0 (1)
0 (2)

0 (3)

T f T f
N w N w m g

T w T w m g

− = ⇒ =
− = ⇒ = =

− = ⇒ = =

         

 
Από τις (1) και (3) ⇒                   2 (4)f m g=    
Όµως,   

                                   

(2),(4)

max 2 1

2 2
min

1 1

.

f f N m g m g

m m
m m

µ µ

µ µ

≤ = ⇒ ≤ ⇒

≥ ⇔ =
         

 
(β) Όταν  µ<µmin , οι µάζες κινούνται µε επιταχύνσεις κοινού µέτρου a. Εφαρµόζο-
ντας το νόµο του Νεύτωνα:  

                             ,x x y yF ma F ma F ma= ⇔ = =∑ ∑ ∑
G G    

για κάθε µάζα ξεχωριστά, έχουµε:    
             

                          
1 1

1 1 1

2 2 2 2 2 2

(5)

0 (6)

(7)

T f m a T f m a

N w N w m g

T w m a T w m a m g m a

− = ⇒ = +

− = ⇒ = =

− = − ⇒ = − = −
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Η  f  είναι τώρα κινητική τριβή, µε συντελεστή µ. Έτσι,  

                                               
(6)

1 .f N f m gµ µ= ⇒ =      
 
Τότε, από την (5) ⇒                1 1T m g m aµ= +     (8)     
 
Από τις (7) και (8) 1 1 2 2m g m a m g m aµ⇒ + = − ⇒    

                                                 2 1

1 2

m m
a g

m m
µ−

=
+

    (9)    

(Προσέξτε ότι 2
2 1 min

1

0 0
m

a m m
m

µ µ µ> ⇔ − > ⇔ < = .)  

Αντικαθιστώντας την (9) στην (7) ⇒    
                                             

                                              1 2

1 2

( 1)m m
T g

m m
µ +

=
+

    (10)    

 
Στην περίπτωση που δεν υπάρχει τριβή (µ=0), οι (9) και (10) γίνονται   

                                 2 1 2

1 2 1 2

,
m m m

a g T g
m m m m

= =
+ +

 .     

 
 
12.  Ένα κιβώτιο µάζας m είναι τοποθετηµένο πάνω σε ένα καρότσι µάζας Μ, όπως στο 
σχήµα. Ο συντελεστής στατικής τριβής ανάµεσα στο m και το Μ είναι µ. Βρείτε τη µέγι-
στη οριζόντια δύναµη F που µπορούµε να ασκήσουµε στο καρότσι, έτσι ώστε το κιβώτιο 
να κινείται µαζί µε το καρότσι χωρίς να ολισθαίνει πάνω του.   
 
Λύση:  Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις σε κάθε σώµα ξεχωριστά. Καλούµε f τη στατική 
τριβή ανάµεσα στα δύο σώµατα, Ν την κάθετη δύναµη που ασκείται από το ένα στο 
άλλο, και R την κάθετη αντίδραση του εδάφους στο καρότσι:   
 

             

m

mM M

a

F F
f

Mg
N

N
R

f

mg

x

y

   
 
(Προσέξτε ότι η φορά της τριβής f σε κάθε σώµα είναι τέτοια ώστε να εµποδίζεται η 
ολίσθηση µεταξύ τους όταν η ασκούµενη δύναµη F είναι προς τα δεξιά.) Όταν δεν 
υπάρχει ολίσθηση, τα δύο σώµατα κινούνται µε κοινή επιτάχυνση a. Εφαρµόζουµε το 
νόµο του Νεύτωνα στις κατευθύνσεις x και y, για κάθε σώµα ξεχωριστά:   
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(1)
0 (2)

(3)
0 (4)

F f Ma F Ma f
R Mg N R Mg N

f ma
N mg N mg

− = ⇒ = +
− − = ⇒ = +

=
− = ⇒ =

      

 
Από τις (2) και (4) =>                 R= (M+m) g  .      
 
Από τις (1) και (3) =>             F= (M+m) a     (5)    
 
[η (5) είναι απλά ο νόµος του Νεύτωνα για το σύστηµα (M+m)]. Τώρα,   

                      
(3),(4)

max (6)f f N ma mg a gµ µ µ≤ = ⇒ ≤ ⇒ ≤      
 
Η (6) δίνει τις επιτρεπτές τιµές της επιτάχυνσης ώστε οι δύο µάζες να κινούνται µαζί, 
χωρίς να ολισθαίνει η µία στην άλλη. Από τις (5) και (6) βρίσκουµε τις επιτρεπτές 
τιµές της εξωτερικής δύναµης F :    
 
                           max( ) ( ) .F M m g F M m gµ µ≤ + ⇔ = +     
 
 
13.  Βρείτε τις τιµές της επιτάχυνσης που πρέπει να έχει το καρότσι του σχήµατος ώστε 
το κιβώτιο να µην πέφτει στο έδαφος. Ο συντελεστής στατικής τριβής ανάµεσα στο κι-
βώτιο και το καρότσι είναι µ.    
 
Λύση:  Έστω a η επιτάχυνση του συστήµατος, κοινή για το κιβώτιο και το καρότσι. 
Καλούµε m τη µάζα του κιβώτιου, f την τριβή ανάµεσα σε κιβώτιο και καρότσι, και Ν 
την κάθετη δύναµη στο κιβώτιο από το καρότσι:   

                                   

m

a
f

N

mg
x

y

            
 
Ο νόµος του Νεύτωνα για το κιβώτιο: ,x x y yF ma F ma F maΣ = ⇔ Σ = Σ =

G G , δίνει   

                                          
(1)

0 (2)
N ma

f mg f mg
=

− = ⇒ =
       

Αλλά,    

                                     

(1),(2)

max

min .

f f N mg ma
g ga a

µ µ

µ µ

≤ = ⇒ ≤ ⇒

≥ ⇔ =
      

 
Παρατηρούµε ότι amin→∞  όταν µ 0→ . Τι σηµαίνει αυτό πρακτικά;   
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14.  Ένα κιβώτιο µάζας m είναι τοποθετηµένο πάνω σε λείο κεκλιµένο επίπεδο γωνίας 
θ, όπως στο σχήµα. Το επίπεδο µπορεί να κινείται µε µεταβλητή επιτάχυνση µέτρου a, 
κατευθυνόµενη προς τα δεξιά. (α) Βρείτε την τιµή της επιτάχυνσης του επιπέδου για την 
οποία το κιβώτιο δεν ολισθαίνει πάνω στο επίπεδο. Ποια κάθετη δύναµη ασκεί το επί-
πεδο στο κιβώτιο στην περίπτωση αυτή; (β) Βρείτε τις τιµές της επιτάχυνσης a για τις 
οποίες το κιβώτιο κινείται προς τα πάνω ή προς τα κάτω στο κεκλιµένο επίπεδο. (γ) Για 
µια δοσµένη τιµή της επιτάχυνσης a, διάφορη γενικά από αυτή που βρήκατε στο ερώ-
τηµα (α), και υποθέτοντας τώρα ότι το κεκλιµένο επίπεδο δεν είναι εντελώς λείο,  βρεί-
τε τις τιµές του συντελεστή στατικής τριβής µ ανάµεσα στο κιβώτιο και το επίπεδο έτσι 
ώστε το κιβώτιο να µην ολισθαίνει πάνω στο επίπεδο. [Προσοχή: Στις περιπτώσεις (α) 
και (β) δεν υπάρχει τριβή.]     
 
Λύση:  Θεωρούµε ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς xy το οποίο δεν επιταχύνεται 
ως προς το έδαφος. Ο άξονας x είναι παράλληλος στο κεκλιµένο επίπεδο, ενώ ο άξο-
νας y είναι κάθετος σε αυτό. Όλα τα διανύσµατα θα αναλύονται ως προς αυτό το σύ-
στηµα αξόνων. (∆εν θα µπορούσαµε να πάρουµε ένα σύστηµα αξόνων που κινείται 
µαζί µε το επίπεδο, αφού ένα τέτοιο σύστηµα θα είχε επιτάχυνση ως προς το έδαφος 
και άρα δεν θα ήταν αδρανειακό. Έτσι, δεν θα είχαµε το δικαίωµα να εφαρµόσουµε 
τους νόµους του Νεύτωνα στο σύστηµα αυτό.)    
 

                 

θ

θ

a aG
m

mg

N

x

y

θ

xa

ya

          
 
 
(α) Για να µην ολισθαίνει το m θα πρέπει η επιτάχυνσή του ως προς το σύστηµα xy να 
ισούται µε την επιτάχυνση aG  του κεκλιµένου επιπέδου. Έτσι, από το νόµο του Νεύ-
τωνα για το m,    
          
                       ΣFx = max   =>   mg sinθ = ma cosθ   =>   a= g tanθ    (1)     
                      
                       ΣFy = may   =>   N – mg cosθ = ma sinθ   =>    
 

                           N = m (g cosθ + a sinθ) 
(1)
=  mg (cosθ + sinθ tanθ) .       

 
(β) Για να ολισθαίνει το m θα πρέπει η επιτάχυνσή του, a′G , να διαφέρει από την επι-
τάχυνση aG  του κεκλιµένου επιπέδου. Εδώ µας ενδιαφέρει µόνο η x-συνιστώσα της 
επιτάχυνσης (αυτή κατά µήκος του επιπέδου):    
 
                          ΣFx = max΄   =>   mg sinθ = max΄   =>   ax΄= g sinθ  .      
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Το σώµα θα ολισθαίνει προς τα κάτω αν  ax΄ > ax , ή   
 
                                g sinθ > a cosθ   =>   a < g tanθ    (κάτω)    (2)      
 
ενώ θα ολισθαίνει προς τα πάνω αν  ax΄ < ax , ή      
  
                               g sinθ < a cosθ   =>   a > g tanθ    (πάνω)    (3)     
 
(γ) Οι συνθήκες (2) και (3) περιγράφουν την τάση τού m να κινηθεί προς τα κάτω ή 
προς τα πάνω, αντίστοιχα, ως προς το κεκλιµένο επίπεδο όταν δεν υπάρχει τριβή. 
Άρα, η τριβή είναι απαραίτητη ώστε να µην ολισθαίνει το m πάνω στο επίπεδο για 
επιταχύνσεις a του επιπέδου διάφορες από αυτή που δίνει η σχέση (1). Προφανώς, η 
τριβή f θα κατευθύνεται προς τα πάνω ή προς τα κάτω κατά µήκος του επιπέδου, α-
νάλογα µε το αν η επιτάχυνση του επιπέδου υπακούει στην (2) ή την (3), αντίστοιχα. 
Παίρνοντας ξεχωριστά τις περιπτώσεις (2) και (3), και λαµβάνοντας υπόψη ότι    

                                                     f <  fmax = µΝ  ,         
δείξτε ότι      

                                             | sin cos | .
cos sin

g a
g a

θ θµ
θ θ
−

≥
+

                

 
 
15.  Ένας δορυφόρος βρίσκεται σε κυκλική τροχιά γύρω από τη Γη. Μέσα στο δορυ-
φόρο, ένας παρατηρητής µελετάει την κίνηση ενός αντικειµένου µάζας m. (α) Εξηγήστε 
γιατί η χρήση των νόµων του Νεύτωνα θα οδηγούσε τον παρατηρητή αυτό σε λανθα-
σµένα συµπεράσµατα. (β) Σαν εφαρµογή, δείξτε ότι, σύµφωνα µε τον παρατηρητή, το 
αντικείµενο m δεν έχει βάρος!    
 
Λύση:  Ο δορυφόρος βρίσκεται σε ελεύθερη πτώση αφού κινείται κάτω από την επί-
δραση της βαρύτητας και µόνο, µε επιτάχυνση ίση µε την επιτάχυνση της βαρύτητας 
gG . (Μη σας ξεγελά το γεγονός ότι κινείται κυκλικά αντί να πέφτει προς τη Γη. Το gG  
κατευθύνεται πάντα προς τη Γη και παίζει εδώ το ρόλο κεντροµόλου επιτάχυνσης. Ο 
δορυφόρος θα έπεφτε κατακόρυφα προς τα κάτω αν δεν του είχαµε δώσει µια αρχική 
ταχύτητα κάθετη στη διεύθυνση της ακτίνας της Γης.) Ο επιταχυνόµενος δορυφόρος 
αποτελεί ένα µη-αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, και ένας παρατηρητής που κινείται 
µαζί µε το δορυφόρο (µη-αδρανειακός παρατηρητής) θα οδηγηθεί σε λανθασµένα 
συµπεράσµατα αν προσπαθήσει να ερµηνεύσει τα φαινόµενα µε βάση τους νόµους 
του Νεύτωνα. Για να το κατανοήσουµε αυτό, ας µελετήσουµε σε συντοµία τη µηχα-
νική των µη-αδρανειακών συστηµάτων, γενικά:   
 
    Θεωρούµε δύο παρατηρητές: έναν αδρανειακό, Ο, σταθερά τοποθετηµένο στην 
επιφάνεια της Γης, και έναν µη-αδρανειακό, Ο΄, που κινείται µε επιτάχυνση A

G
 ως 

προς τη Γη. Και οι δύο παρατηρούν ένα σωµατίδιο µάζας m και καταγράφουν αντί-
στοιχες επιταχύνσεις aG  και a′G . Σύµφωνα µε αυτά που είπαµε στην Παρ.2.8 για τη 
σχετική επιτάχυνση, δεν είναι δύσκολο να δούµε ότι   
                                                      a a A′ = −

GG G      (1)            

Μια και ο παρατηρητής Ο είναι αδρανειακός, µπορεί να χρησιµοποιήσει το νόµο του 
Νεύτωνα για να συνδέσει την επιτάχυνση aG  που µετράει µε την ολική δύναµη F

G
 που 
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δρα στο σωµατίδιο και οφείλεται σε όλες τις αλληλεπιδράσεις στις οποίες αυτό µετέ-
χει:   

                      
(1)

( ) (2)F ma F m a A ma F m A F′ ′ ′= ⇒ = + ⇒ = − ≡
G GG G G GG G G     

 
Το a′G  στο αριστερό µέλος τής (2) είναι η επιτάχυνση του m όπως τη µετράει ο παρα-
τηρητής Ο΄. Παρατηρούµε ότι, αν θέλει ο Ο΄ να εφαρµόσει το νόµο του Νεύτωνα στο 
µη-αδρανειακό σύστηµα αναφοράς του, θα πρέπει να υποθέσει ότι, εκτός από την 
πραγµατική δύναµη F

G
, στο σωµατίδιο δρα και µια άλλη, υποθετική δύναµη («ψευδο-

δύναµη») ίση µε  mA−
G

, η οποία βέβαια δεν οφείλεται σε αληθινές αλληλεπιδράσεις 
αλλά είναι αποτέλεσµα της επιτάχυνσης του Ο΄. Έτσι, αν επιµείνει ο Ο΄ να χρησιµο-
ποιήσει το νόµο του Νεύτωνα αφού µετρήσει το a′G , θα υπολογίσει µια λανθασµένη 
δύναµη F ′

G
, διαφορετική από την πραγµατική δύναµη F

G
 που µετράει ο αδρανειακός 

παρατηρητής Ο.      
 
 

    Για παράδειγµα, έστω ότι ο παρατηρητής Ο΄ βρί-
σκεται µέσα σε ένα δωµάτιο που έχει επιτάχυνση A

G
 

ως προς τη Γη (άρα και ως προς τον αδρανειακό πα-
ρατηρητή Ο που βρίσκεται πάνω στη Γη), και θέλει  
να  ζυγίσει  ένα αντικείµενο µάζας m µε τη βοήθεια 
µιας  ζυγαριάς  που  κρέµεται  από  την  οροφή  του 
δωµατίου,  όπως  στο σχήµα. Η πραγµατική δύναµη 
στο σώµα είναι    
                              F mg T= +

G GG         
όπου T

G
 η τάση του νήµατος που συγκρατεί το σώµα. 

Το µέτρο Τ της T
G

 είναι αυτό ακριβώς στο οποίο αντι-
στοιχεί  η  ένδειξη  της  ζυγαριάς.  Η  επιτάχυνση του 
σώµατος  m  ως  προς  τον αδρανειακό παρατηρητή Ο 
είναι A

G
, και ο νόµος του Νεύτωνα  για τον Ο  γράφε-

ται   
                       F mg T mA= + =

GG GG      (3)       
 
Για τον µη-αδρανειακό παρατηρητή Ο΄, τώρα, και σύµφωνα µε τη σχέση (2), το σώµα 
υπόκειται σε µια (ψευδο-)δύναµη    

                                             
(3)

0 .F F m A F′ ′= − ⇒ =
GG G G

       

Έτσι, η (2) δίνει 0a′ =G , πράγµα προφανές αφού το m δεν επιταχύνεται ως προς τον 
Ο΄. Από την (3) βλέπουµε ότι η ζυγαριά τού Ο΄ δεν δείχνει το πραγµατικό βάρος του 
σώµατος, αλλά ένα φαινοµενικό βάρος ίσο µε  Τ=|T

G
| , όπου      

                                                     ( )T m A g= −
GG G     (4)       

Αν το δωµάτιο είναι δορυφόρος σε ελεύθερη πτώση, τότε A g=
G G  και η (4) δίνει 

0T =
G

. ∆ηλαδή, για τον παρατηρητή Ο΄ που βρίσκεται µέσα στο δορυφόρο, το σώµα 
είναι αβαρές !       
 
 

O′

A
G

m

T
G

mgG

O

ΓΗ



 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 161 

16.  Ένα εκκρεµές µήκους l και µάζας m περιστρέφεται γύρω από τον κατακόρυφο άξο-
να που περνάει από το σηµείο στήριξής του, µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω. Βρείτε (α) 
τη γωνία θ που σχηµατίζει το νήµα του εκκρεµούς µε τον κατακόρυφο άξονα, (β) την 
περίοδο Τ της κίνησης σαν συνάρτηση του θ, και (γ) την τάση F του νήµατος.  
(Η διάταξη αυτή ονοµάζεται κωνικό εκκρεµές, γιατί το νήµα διαγράφει την επιφάνεια 
ενός κώνου.)      
 
Λύση:  Το m εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση ακτίνας r=lsinθ, µε γωνιακή ταχύτητα ω, 
πάνω σε οριζόντιο επίπεδο που τέµνει τον κατακόρυφο άξονα σε απόσταση lcosθ κά-
τω από το σηµείο στήριξης:   
 

                                           

⋅

•
r

ω

lθ
F

m

mg

v

kF

cosF θ

             
 
Στο m ασκούνται δύο δυνάµεις: το βάρος του, mgG , και η τάση F

G
 του νήµατος. Η συ-

νισταµένη αυτών των δύο δυνάµεων θα πρέπει να δίνει την αναγκαία κεντροµόλο δύ-
ναµη Fk για να πραγµατοποιηθεί η οµαλή κυκλική κίνηση. Αναλύουµε την F

G
 σε µια 

οριζόντια και µια κατακόρυφη συνιστώσα. Αφού δεν υπάρχει κατακόρυφη επιτά-
χυνση, η κατακόρυφη συνιστώσα, ίση µε Fcosθ, θα πρέπει να είναι ίση κατά µέτρο µε 
το βάρος mg. Έτσι, η µόνη δύναµη που αποµένει είναι η οριζόντια συνιστώσα Fsinθ, 
η οποία θα είναι και η απαιτούµενη κεντροµόλος δύναµη Fk. Γράφουµε τώρα το νόµο 
του Νεύτωνα χωριστά για την οριζόντια και την κατακόρυφη κίνηση του m :    

                 
2

2
k

vF m mr
r

ω= =   (διότι v rω= ) 2sinF mrθ ω⇒ =    (1)       

                                cos 0 cosF mg F mgθ θ− = ⇒ =    (2)                
 

∆ιαιρώντας την (1) µε τη (2) 
2 2 sintan r l

g g
ω ω θθ⇒ = = ⇒        

                                                   2cos g
l

θ
ω

=    (3)     

Παρατηρούµε ότι το θ αυξάνει µε το ω. Για την περίοδο Τ της κυκλικής κίνησης, γρά-
φουµε    

                            
1/ 2 1/ 2

2 cos2
cos

g lT
T l g
π θω π

θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 .      
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Από τις (2) και (3) βρίσκουµε την τάση του νήµατος:    

                                                           2F mlω=  .        

Παρατηρούµε τα εξής:    
1) Στο όριο που ω →∞ , το cos 0θ →  και το / 2θ π→ .    
2) Για δοσµένη τιµή τού θ, η περίοδος Τ είναι ανεξάρτητη της µάζας του εκκρεµούς.   
3) Για δοσµένο ω, η τάση F δεν εξαρτάται από την τιµή τού g (δηλαδή, από τη βαρύ-
τητα).    
 
 
17.  Θα έχετε παρατηρήσει ότι πολλοί δρόµοι είναι κατασκευασµένοι έτσι ώστε να έ-
χουν κάποια κλίση ως προς το οριζόντιο επίπεδο στα σηµεία όπου υπάρχουν απότοµες 
στροφές. Αυτό γίνεται για να µπορεί ένα αυτοκίνητο να πάρει τη στροφή χωρίς να επα-
φίεται στην τριβή (αφού ο δρόµος µπορεί να είναι ολισθηρός). Αν θ είναι η γωνία κλί-
σης του δρόµου σε σηµείο όπου η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς είναι r, βρείτε την 
ασφαλέστερη ταχύτητα v µε την οποία πρέπει να κινείται ένα αυτοκίνητο στο σηµείο 
αυτό, στο όριο που η τριβή είναι µηδέν. (Υποθέστε ότι η v είναι σταθερή.)   
 
Λύση:  Στο σχήµα βλέπουµε µια τοµή του δρόµου και του αυτοκινήτου. Η ταχύτητα 
vG  του αυτοκινήτου, σταθερού µέτρου v, είναι κάθετη στη σελίδα (η φορά της δεν µας 
ενδιαφέρει):    
 

                                             

θ

θ
m

mg

R

kF

cosR θ

              
Στο αυτοκίνητο ασκούνται το βάρος του, mgG , και η κάθετη αντίδραση R

G
 από το 

δρόµο (δεν υπάρχει τριβή). Η συνισταµένη τους θα πρέπει να δίνει την απαραίτητη 
κεντροµόλο δύναµη Fk. Η Fk είναι η οριζόντια συνιστώσα τής R

G
, ενώ η κατακόρυφη 

συνιστώσα εξουδετερώνεται από το βάρος mg (αφού δεν υπάρχει κατακόρυφη επιτά-
χυνση). Ο νόµος του Νεύτωνα στην οριζόντια και την κατακόρυφη διεύθυνση, δίνει    

                                   

2 2

sin (1)

cos 0 cos (2)

k
v vF m R m
r r

R mg R mg

θ

θ θ

= ⇒ =

− = ⇒ =
          

 
∆ιαιρώντας τις (1) και (2), έχουµε        

                                           
2

tan tanv v rg
rg

θ θ= ⇒ =   .       

(Στην πράξη, βέβαια, το αυτοκίνητο µπορεί να κινηθεί και µε διαφορετικές ταχύτητες 
µε τη βοήθεια της τριβής.)     
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18.  Ένα τραίνο κινείται οµαλά σε τροχιά µε ακτίνα καµπυλότητας r. Ένα εκκρεµές που 
κρέµεται από την οροφή του τραίνου έχει κλίση κατά γωνία θ µε την κατακόρυφο. Βρεί-
τε την ταχύτητα v του τραίνου.    
 
Λύση:  Η σφαίρα του εκκρεµούς, µάζας m, κινείται µε την ταχύτητα του τραίνου. Το 
διάνυσµα vG  της ταχύτητας είναι κάθετο στη σελίδα (η φορά του δεν µας ενδιαφέρει):   
 

                                               

m

mg

T

kF

cosT θ
θ

           
 
Στο m ασκούνται το βάρος του, mgG , και η τάση T

G
 του νήµατος. Η συνισταµένη τους 

θα πρέπει να δίνει την απαραίτητη κεντροµόλο δύναµη Fk. Η Fk είναι η οριζόντια συ-
νιστώσα τής T

G
, ενώ η κατακόρυφη συνιστώσα εξουδετερώνεται από το βάρος mg 

(δεν υπάρχει κατακόρυφη επιτάχυνση). Εφαρµόζουµε το νόµο του Νεύτωνα στην ο-
ριζόντια και την κατακόρυφη διεύθυνση:   

                                   

2 2

sin (1)

cos 0 cos (2)

k
v vF m T m
r r

T mg T mg

θ

θ θ

= ⇒ =

− = ⇒ =
           

 
∆ιαιρώντας τις (1) και (2), έχουµε   

                                          
2

tan tanv v rg
rg

θ θ= ⇒ =    .          

 
19.  Σύµφωνα µε το νόµο της βαρύτητας του Νεύτωνα, δύο µάζες m1 και m2 που βρί-
σκονται σε απόσταση r η µία από την άλλη, έλκονται µε µια δύναµη  

                                                       1 2
2

m mF G
r

=          

όπου G µια σταθερά. (Για ένα σώµα µε σφαιρική συµµετρία, η απόσταση r µετριέται 
από το κέντρο του.) Καλούµε Μ τη µάζα και R την ακτίνα της Γης. (α) Βρείτε µια έκ-
φραση για την επιτάχυνση της βαρύτητας g κοντά στην επιφάνεια της Γης. (β) Ένας δο-
ρυφόρος κινείται σε κυκλική τροχιά γύρω από τη Γη µε σταθερό µέτρο ταχύτητας και σε 
ύψος h πάνω από την επιφάνεια της Γης. Βρείτε την ταχύτητα v του δορυφόρου, καθώς 
και την περίοδο Τ της περιστροφής.    
 
Λύση:  (α) Έστω σώµα µάζας m που βρίσκεται κοντά στην επιφάνεια της Γης, άρα σε 
απόσταση r=R από το κέντρο της. Η Γη ασκεί στο σώµα µια ελκτική δύναµη ίση µε 
το βάρος του σώµατος:    

                                                    2
mMF G
R

=     (1)       

Τώρα, αν g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας κοντά στην επιφάνεια της Γης, και αν 
το σώµα δεν υπόκειται σε άλλες αλληλεπιδράσεις πέραν της βαρυτικής, ο δεύτερος 
νόµος του Νεύτωνα µας λέει ότι     
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                                                              F mg=     (2)        
Συγκρίνοντας τις (1) και (2), έχουµε   

                                                             2
Mg G
R

=   .      

Προσέξτε ότι το g δεν εξαρτάται από το m. Τούτο σηµαίνει ότι, κοντά στην επιφάνεια 
της Γης, όλα τα σώµατα κινούνται στο πεδίο βαρύτητας της Γης µε την ίδια επιτά-
χυνση g (υπό την προϋπόθεση, βέβαια, ότι δεν υπόκεινται σε άλλες δυνάµεις πέραν 
της βαρύτητας).    
 
(β) Η ακτίνα περιστροφής του δορυφόρου είναι r=R+h. Επειδή το µέτρο v της ταχύ-
τητάς του είναι σταθερό, στο δορυφόρο ασκείται µόνο κεντροµόλος δύναµη, ίση µε 
τη βαρυτική έλξη της Γης. Έτσι, αν m είναι η µάζα του δορυφόρου,    

                                
2

2
v mM GM GMm G v
r r r R h
= ⇒ = =

+
    (3)        

Προσέξτε ότι το αποτέλεσµα είναι ανεξάρτητο του m. Επίσης, έχουµε:    

                        
3/ 2(3)2 2 2 ( )r r R hv r T T

T v GM
π π πω +

= = ⇒ = ⇒ =   .         

 
20.  Ένα σωµατίδιο κινείται στο επίπεδο xy κάτω από την επίδραση µιας δύναµης 
F v A= ×

GG G , όπου vG  η ταχύτητα του σωµατιδίου και A
G

 ένα σταθερό διάνυσµα παράλ-
ληλο στον άξονα z. (α) ∆είξτε ότι η F

G
 είναι διάνυσµα του επιπέδου xy και προσδιορίστε 

τη διεύθυνσή της ως προς την τροχιά του σωµατιδίου. (β) ∆είξτε ότι τα vG  και F
G

 είναι 
διανύσµατα σταθερού µέτρου. (γ) ∆είξτε ότι η κίνηση του σωµατιδίου είναι οµαλή κυ-
κλική.   
 
Λύση:  (α) Έστω ότι ˆ ˆx x y yv v u v u= +

G  και ˆzA Au=
G

, όπου | |A A=
G

 (διαλέξαµε το A
G

 
στη θετική φορά του άξονα z). Τότε,   

                         ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )x x y y z y x x yF v A v u v u Au A v u v u= × = + × = −
GG G       

που είναι διάνυσµα στο επίπεδο xy. Επίσης, λόγω της διεύθυνσης του εξωτερικού γι-
νοµένου, η F

G
 είναι κάθετη στην ταχύτητα vG  (άρα και στην τροχιά). Αυτό µπορούµε 

να το δούµε και ως εξής:   

                   ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) 0y x x y x x y y y x x yF v A v u v u v u v u A v v v v⋅ = − ⋅ + = − =
G G  .      

(β) Αφού η F
G

 είναι κάθετη στην ταχύτητα, το µέτρο | |v v=
G  είναι σταθερό (µόνο η 

διεύθυνση της ταχύτητας αλλάζει). Επίσης,   

                                 | | | || | sin
2

F F v A v A ΄π σταθερο≡ = = =
GG G  .    

(γ) Έστω ρ η ακτίνα καµπυλότητας σε τυχαίο σηµείο της τροχιάς, και έστω m η µάζα 
του σωµατιδίου. Επειδή η F

G
 είναι κεντροµόλος σε κάθε σηµείο της τροχιάς,    

                                   
2 2v mvF m ΄

F
ρ σταθερο

ρ
= ⇒ = =       

(διότι v και F σταθερά). Έχουµε λοιπόν επίπεδη οµαλή κίνηση (v=σταθ.) µε σταθερή 
ακτίνα καµπυλότητας. Τι κίνηση είναι αυτή;    
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21.  Ένα σωµατίδιο µάζας m κινείται στο επίπεδο xy. Οι συντεταγµένες του, σαν συναρ-
τήσεις του χρόνου, δίνονται από τις σχέσεις   
                     x = A cosωt ,    y = A sinωt      (A , ω θετικές σταθερές).     
(α) Βρείτε την εξίσωση της τροχιάς του σωµατιδίου, στη µορφή F(x,y)= σταθ.   
(β) Βρείτε την ταχύτητα ( , )x yv v v≡

G  και την επιτάχυνση ( , )x ya a a≡
G  του σωµατιδίου 

σαν συναρτήσεις τού t, και δείξτε ότι τα δύο αυτά διανύσµατα είναι κάθετα µεταξύ τους 
σε κάθε σηµείο της τροχιάς. Τι συµπεραίνετε για το µέτρο της ταχύτητας; Επαληθεύστε 
το συµπέρασµά σας υπολογίζοντας απευθείας το µέτρο αυτό.    
(γ) Βρείτε την επιτρόχια και την κεντροµόλο επιτάχυνση για κάθε t.    
(δ) Βρείτε την ακτίνα καµπυλότητας ρ για κάθε t, και περιγράψτε τη µορφή της τροχιάς 
και το είδος της κίνησης.    
(ε) ∆είξτε ότι στο σωµατίδιο ασκείται ολική δύναµη σταθερού µέτρου. Τι διεύθυνση έχει 
η δύναµη αυτή ως προς την τροχιά;     
(ζ) ∆είξτε ότι η στροφορµή του σωµατιδίου ως προς την αρχή Ο των συντεταγµένων x,y 
είναι σταθερή. Τι συµπεραίνετε για τη ροπή της ασκούµενης δύναµης ως προς το Ο;    
 

Λύση:  (α)  cos , sinx yt t
A A

ω ω= =  .   Τότε,   

                      
2 2

2 2 2 2 2
2 2cos sin 1 1x yt t x y A

A A
ω ω+ = ⇒ + = ⇒ + =  .     

Η τροχιά είναι κύκλος ακτίνας Α µε κέντρο την αρχή Ο (x=y=0) των συντεταγµένων.   
 
(β) Έχουµε ότι   

                          
2 2

sin , cos

cos , sin

x y

yx
x y

dx dyv A t v A t
dt dt

dvdva A t a A t
dt dt

ω ω ω ω

ω ω ω ω

= = − = =

= = − = = −
         

Έτσι,           3 2 (sin cos cos sin ) 0x x y yv a v a v a A t t t tω ω ω ω ω⋅ = + = − =
G G  .      

Το aG  είναι κάθετο στο vG , άρα | vG | = σταθερό. Πράγµατι:   
        
                    2 2 2 2 2| | | |x yv v v A v v A ΄ω ω σταθερο= + = ⇒ ≡ = =

G G   (1)     

(γ)  0T
dva
dt

= =  , διότι | |v v= =
G σταθερό. Για να βρούµε την aN εργαζόµαστε ως εξής:   

            2 2 2 2 2 2 4 2 2| | 0T N x y N Na a a a a a A a Aω ω= + = + ⇒ + = ⇒ =
G    (2)    

(δ)   
2 2 (1),(2)

N
N

v va A ΄
a

ρ ρ σταθερο
ρ

= ⇒ = ⇒ = =   (3)    

Η κίνηση είναι οµαλή κυκλική, ακτίνας Α, µε κέντρο το Ο.   
 
(ε) Αφού η κίνηση είναι οµαλή, η ολική δύναµη είναι εξ ολοκλήρου κεντροµόλος:   

                                
2 (1),(3)

2 .vF m F m A ΄ω σταθερο
ρ

= ⇒ = =       
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(ζ) Το διάνυσµα θέσης του σωµατιδίου ως προς Ο είναι ˆ ˆx yr xu y u= +
G .   

Η στροφορµή ως προς Ο είναι      

                            
2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ( ) .
x y x x y y

y x z z

L m r v m xu y u v u v u

L m x v y v u m A uω

= × = + × + ⇒

= − =

G G G
G        

Εναλλακτικά, από τη σχέση (3.32) έχουµε ˆzL Lu=
G

, όπου 2| |L L m A ω= =
G

 .   
Παρατηρούµε ότι L =

G
σταθερό. Άρα, δεν υπάρχει ροπή ως προς το Ο, αφού     

                                                         0 .dLT
dt

= =
GG

         

          
 
22.  Σωµατίδιο µάζας m εκτελεί κυκλική κίνηση ακτίνας R. Καλούµε L το µέτρο της 
στροφορµής του ως προς το κέντρο Ο του κύκλου.  
(α) ∆είξτε ότι η κινητική ενέργεια του σωµατιδίου είναι   

                                                    
2 2

22 2k
L LE
mR I

= =       

όπου I=mR2 η ροπή αδρανείας τού m ως προς τον άξονα της περιστροφής. (Ο άξονας 
αυτός είναι κάθετος στο επίπεδο της κυκλικής τροχιάς και διέρχεται από το κέντρο της.)  
(β) Αν η κίνηση είναι οµαλή, δείξτε ότι το µέτρο της ολικής δύναµης που ασκείται στο 
σωµατίδιο είναι   

                                                         
2

3

LF
mR

=  .      

 
Λύση:  (α) Γνωρίζουµε ότι    

                                 
2

21
2 2k

pE m v
m

= =       όπου      p mv= .     

Επίσης, για κυκλική κίνηση [βλ. εξίσ.(3.32)],   

                                         LL mRv R p p
R

= = ⇒ =  .       

Έτσι,   

                                        
2 2 2

2

1
2 2 2k

L L LE
m R mR I

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .     

Εναλλακτικά,   

                                
2 2 2

2
2

2

( ) 21 2
2

k
k

L mRv LmR E
E mRmv

= = ⇒ =  .      

 
(β) Αφού η κίνηση είναι οµαλή, η δύναµη είναι εξ ολοκλήρου κεντροµόλος:   

                                      
22 2

3

v m L LF m
R R mR mR

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.         
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23.  Όταν ένα φορτισµένο σωµάτιο, φορτίου q, κινείται µέσα σε µαγνητικό πεδίο έντα-
σης B

G
 µε ταχύτητα vG , δέχεται δύναµη ( )F q v B= ×

G GG . (α) ∆είξτε ότι η F
G

 δεν παράγει 
έργο. (β) Υποθέτοντας ότι στο σωµάτιο δεν ασκούνται άλλες δυνάµεις εκτός από την 
F
G

, τι συµπεραίνετε για την κινητική του ενέργεια;     
 
Λύση:  (α)  Το έργο τής F

G
 για µια διαδροµή από το σηµείο a ως το σηµείο b, είναι     

                                 ( )
b b b

a a a

drW F dr F dt F v dt
dt

= ⋅ = ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫
GG G GG G  .        

Αλλά,   
                                             ( ) 0F v q v B v⋅ = × ⋅ =

G GG G G     (γιατί;).   

Άρα,  W=0 .    
 
(β) Από το ΘΜΚΕ,  W=∆Ek =0  =>  Ek = σταθερή.   
 
Εναλλακτικά, αφού η ολική δύναµη F

G
 είναι κάθετη στην ταχύτητα vG , το µέτρο v της 

ταχύτητας µένει σταθερό. Άρα,  21
2kE mv= = σταθερή.      

 
 
24.  Μια πέτρα βάρους 20Ν πέφτει από ύψος h=10m και βυθίζεται κατά h΄=0.5m µέσα 
στο έδαφος. Βρείτε τη µέση δύναµη f που ασκεί το έδαφος στην πέτρα καθώς αυτή βυθί-
ζεται.    
 
Λύση:   
 

Το έδαφος βρίσκεται στο ύψος y=0. Η ταχύτητα 
της πέτρας στο αρχικό σηµείο Α και στο τελικό 
σηµείο Β είναι µηδέν. Στην πέτρα δρουν η συ-
ντηρητική δύναµη mg και η µη-συντηρητική 
δύναµη f. Η µεταβολή της ολικής µηχανικής ε-
νέργειας (Ek+Ep) της πέτρας από το Α ως το Β 
ισούται µε το έργο τής  f :     
 

( ) ( ) ( )

(0 ) (0 )
( ) 420 .

k p k p B k p A fE E E E E E W

mgh mgh f h
mg h hf N

h

∆ + = + − + = ⇒

′ ′− − + = − ⇒
′+

= =
′

 

 
(Η δυναµική ενέργεια στο Β είναι αρνητική γιατί το Β βρίσκεται κάτω από το επίπεδο 
αναφοράς y=0. Το έργο τής f είναι αρνητικό διότι η f είναι αντίθετη στην κίνηση της 
πέτρας.)  
 
 
 
 
 
 

O

y

0pE =

A

B

mg

mg

f

h

h′
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25.  ∆είξτε ότι η τάση του νήµατος ενός εκκρεµούς είναι  T = mg(3cosθ – 2cosθ0 ), ό-
που θ η στιγµιαία γωνία του νήµατος µε την κατακόρυφο και θ0 η µέγιστη τιµή τής θ 
κατά την ταλάντωση (γωνιακό πλάτος ταλάντωσης).   
 
Λύση:   
                             

                                   

•

θ
0θ

•

A

B

C

C
m

θ

l

l

T

v
mg

ˆTu

ˆNu

          
 
Καλούµε l το µήκος του νήµατος. Οι δυνάµεις στο m είναι το βάρος mg και η τάση Τ 
του νήµατος. Αναλύουµε την κίνηση σε δύο κάθετες διευθύνσεις: µια επιτρόχια (εφα-
πτοµενική) στη διεύθυνση της ταχύτητας, και µια κεντροµόλο στη διεύθυνση του νή-
µατος. Εφαρµόζουµε το νόµο του Νεύτωνα σε κάθε διεύθυνση ξεχωριστά. Για το 
σκοπό αυτό, εισάγουµε τα µοναδιαία διανύσµατα ˆTu  και ˆNu  (σχεδιασµένα ξεχωρι-
στά) στη στιγµιαία θέση C του m. (Θυµηθείτε ότι το ˆTu  είναι εφαπτόµενο στην τρο-
χιά, ενώ το ˆNu  είναι κάθετο σε αυτήν και µε φορά προς το εσωτερικό της. Η φορά 
τού ˆTu  εκλέχθηκε αυθαίρετα.) Καλούµε F

G
 την ολική δύναµη στο m και aG  την επιτά-

χυνσή του:         
        

                   
2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( sin cos )

ˆ ˆ ˆ ˆsin ( cos ) (1)

T N N T N

T N T N

F mg T ma

dv vmg u mg u T u m u u
dt l

dv vmg u T mg u m u m u
dt l

θ θ

θ θ

= + = ⇒

⎛ ⎞
− + = + ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ − = +

G GG G

         

 
Εξισώνουµε τώρα τους συντελεστές των ˆNu  και ˆTu  στα δύο µέλη τής (1):  
            

                       

2 2

cos cos (2)

sin sin (3)

v vT mg m T m g
l l

dv dvmg m g
dt dt

θ θ

θ θ

⎛ ⎞
− = ⇒ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ⇒ =

       

 
Η (3) είναι µια διαφορική εξίσωση για την αλγεβρική τιµή v της ταχύτητας. Η επί-
λυσή της δεν είναι εύκολη υπόθεση, γι’ αυτό αναζητούµε εναλλακτικούς δρόµους. 
Καταφεύγουµε λοιπόν στη διατήρηση της ενέργειας. Έστω Ep η δυναµική ενέργεια 
του m λόγω της βαρύτητας. Όπως γνωρίζουµε, η µεταβολή του αθροίσµατος (Ek+Ep) 
ισούται µε το έργο των δυνάµεων που δεν περιλαµβάνονται στην Ep : ∆(Ek+Ep) = W΄.      
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Εδώ, W΄ είναι το έργο της τάσης Τ. Επειδή όµως η Τ είναι συνεχώς κάθετη στην τα-
χύτητα, το έργο της είναι µηδέν: W΄=0. Έτσι, ∆(Ek+Ep) =0  <=>  Ek+Ep = σταθερό. 
Ειδικά,     
                                                  (Ek+Ep)C =  (Ek+Ep)B      (4)                    
 
∆ιαλέγουµε Ep=0 στο χαµηλότερο σηµείο Α (όπου θ=0). Έτσι, στην τυχαία θέση C 
µε γωνία θ,     
                                      Ep = mg (l – l cosθ) = mgl (1 – cosθ)       
 
[όπου (l – l cosθ) είναι η κατακόρυφη απόσταση του C από το Α]. Στο ακρότατο ση-
µείο Β της τροχιάς έχουµε θ=θ0 και v=0. Η (4) τώρα δίνει      

                               
2

0

2
0

1 (1 cos ) 0 (1 cos )
2

2 (cos cos ) (5)

mv mgl mgl

v gl

θ θ

θ θ

+ − = + − ⇒

= −
     

 
Αντικαθιστώντας την (5) στη (2), βρίσκουµε    
                                      
                                            T = mg(3cosθ – 2cosθ0) .      
 
Προσέξτε ότι το αποτέλεσµα είναι ανεξάρτητο του l.      
 
 
26.  Ένα µικροσκοπικό αντικείµενο µάζας m ισορροπεί στο ανώτατο σηµείο Α µιας λεί-
ας σφαιρικής επιφάνειας ακτίνας r (βλ. σχήµα). ∆ίνουµε στο αντικείµενο µια µικρή ώ-
θηση ώστε να ολισθήσει πάνω στην επιφάνεια. (α) Βρείτε την κάθετη αντίδραση R από 
τη σφαίρα στο m , σαν συνάρτηση της γωνίας θ. (β) Βρείτε τη γωνία θ για την οποία το 
m θα διαχωριστεί από τη σφαίρα.   
 
Λύση:  Έστω Β µια τυχαία θέση τού m πάνω στη σφαίρα, µε αντίστοιχη γωνία θ :   
 

                                              

•
•

i
θ

A
B

m

m

mg

r v

R

        
 
Εργαζόµαστε όπως στο Πρόβληµα 25: Εισάγουµε τα µοναδιαία διανύσµατα ˆTu  και 
ˆNu  στο σηµείο Β (σχεδιάστε τα), εφαρµόζουµε το νόµο του Νεύτωνα, και παίρνουµε 
χωριστά τις συνιστώσες του στις δύο κάθετες διευθύνσεις (εφαπτόµενη και κάθετη 
στην επιφάνεια). Ο νόµος του Νεύτωνα για την κεντροµόλο δύναµη γράφεται   

                          
2 2

cos ( cos )v vmg R m R m g
r r

θ θ− = ⇒ = −     (1)     

Η επιτρόχια συνιστώσα του νόµου οδηγεί σε µια διαφορική εξίσωση για την αλγε-
βρική τιµή v της ταχύτητας. Η τιµή αυτή µπορεί εναλλακτικά να προσδιοριστεί µε 
διατήρηση της ενέργειας. Έτσι, ∆(Ek+Ep) = W΄, όπου Ep η δυναµική ενέργεια λόγω 
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της βαρύτητας, και W΄ το έργο της αντίδρασης R (της δύναµης, δηλαδή, που δεν συ-
µπεριλαµβάνεται στη δυναµική ενέργεια). Όµως, W΄=0, αφού η R είναι πάντα κάθετη 
στην ταχύτητα. Έτσι,  ∆(Ek+Ep) =0  <=>  Ek+Ep = σταθερό. Ειδικά,     
                                             
                                                  (Ek+Ep)Α =  (Ek+Ep)B      (2)                    
 
∆ιαλέγουµε Ep=0 στο σηµείο ισορροπίας Α (όπου θ=0). Έτσι, στην τυχαία θέση Β µε 
γωνία θ,     
                                  Ep =  − mg (r – r cosθ) = − mgr (1 – cosθ)  .      
 
(Εξήγηση: Το σηµείο Β βρίσκεται σε κατακόρυφη απόσταση (r – r cosθ) κάτω από το 
σηµείο αναφοράς Α. Αυτό εξηγεί και το αρνητικό πρόσηµο της Ep στο Β.) Στο ανώ-
τατο σηµείο Α έχουµε θ=0 και v=0. Η (2) τώρα δίνει   

                                          
2

2

10 0 (1 cos )
2

2 (1 cos ) (3)

m v mgr

v gr

θ

θ

+ = − − ⇒

= −
          

 
Αντικαθιστώντας την (3) στην (1), βρίσκουµε   
  
                                                 R = mg (3cosθ – 2)  .      
 
Για να µείνει το m σε επαφή µε τη σφαίρα, θα πρέπει R > 0  =>  cosθ > 2/3. ∆ηλαδή, 
το m διαχωρίζεται από τη σφαίρα όταν  θ = arc cos(2/3).   
 
 
27.  Σε έναν αγώνα χόκεϊ επί πάγου, ο παίκτης χτυπά το δίσκο δίνοντάς του αρχική τα-
χύτητα v0 =20m/s. Ο δίσκος γλιστρά στον πάγο κινούµενος ευθύγραµµα, και διανύει 
απόσταση ∆x=120m µέχρις ότου σταµατήσει. Βρείτε το συντελεστή κινητικής τριβής µ  
µεταξύ του δίσκου και του πάγου. (g=9.8m/s2) 
 
Λύση:  Μπορούµε να εργαστούµε µε δύο τρόπους. Ο πρώτος τρόπος είναι µε χρήση 
του νόµου του Νεύτωνα:   
 
                      
 
 
 
 
 
 
Οι δυνάµεις στο δίσκο είναι το βάρος mg, η κάθετη δύναµη Ν από τον πάγο, και η 
κινητική τριβή f. Εφαρµόζουµε το νόµο του Νεύτωνα στις κατευθύνσεις x και y :   
 
                               ΣFx = max    =>                              − f = ma     (1) 

                               ΣFy = may    =>   N – mg = 0  =>    N = mg     (2)        
 
όπου a (= ax) η αλγεβρική τιµή της επιτάχυνσης του δίσκου. Οι (1) και (2), µαζί µε τη 
σχέση  f = µΝ , δίνουν   
 

mg

f

N

v
x

y
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                                    ma = − µΝ = − µmg    =>    a = − µg    (3)       
 
Προσέξτε ότι a<0 ενώ v>0, έτσι ώστε va<0. Αυτό επιβεβαιώνει ότι η κίνηση είναι 
επιβραδυνόµενη (βλ. Παρ.2.4) και µάλιστα οµαλά, αφού η επιτάχυνση a είναι στα-
θερή. Μπορούµε έτσι να χρησιµοποιήσουµε τη σχέση   
 
                                       v2 = v0

2 + 2a(x – x0) = v0
2 + 2a∆x       

 
όπου ∆x η απόσταση που διανύει το m. Για τη δοσµένη, ολική απόσταση ∆x στην ο-
ποία το κινητό τελικά σταµατάει, η τελική ταχύτητα είναι v=0. Έτσι,   

                                      0 = v0
2 + 2a∆x    =>    a = 

2
0

2
v

x
−

∆
    (4)     

Συνδυάζοντας τις (3) και (4), βρίσκουµε   

                                                         µ = 
2

0

2
v
g x∆

    (5)        

 
    Εναλλακτικά, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το ΘΜΚΕ: Οι Ν και mg δεν παρά-
γουν έργο, αφού είναι κάθετες στην ταχύτητα. Έτσι, το έργο της συνισταµένης δύνα-
µης είναι αυτό που παράγει από µόνη της η τριβή f, και ισούται µε τη µεταβολή της 
κινητικής ενέργειας του δίσκου:    

                                    ∆Ek = Wf     =>    0 − 1
2

mv0
2 = − f ∆x .     

(Η τελική κινητική ενέργεια είναι µηδέν, αφού ο δίσκος σταµατάει. Το αρνητικό πρό-
σηµο στα δεξιά οφείλεται στο ότι η φορά τής f είναι αντίθετη στη µετατόπιση του δί-
σκου.) Έχουµε:   

                       1
2

mv0
2 = f ∆x = µΝ ∆x = µmg∆x    =>    µ = 

2
0

2
v
g x∆

  ,      

που είναι η (5). Αντικαθιστώντας τις δοσµένες τιµές, βρίσκουµε  µ= 0.17.    
 
 
28.  Ένας κύβος αφήνεται να ολισθήσει από την κορυφή ενός κεκλιµένου επιπέδου µή-
κους l και γωνίας κλίσης θ, το οποίο πατάει πάνω σε οριζόντιο τραπέζι. ∆εν υπάρχει 
τριβή µεταξύ κύβου και κεκλιµένου επιπέδου, ενώ ο συντελεστής κινητικής τριβής του 
κύβου µε το τραπέζι είναι µ. Πόσο µακριά από τη βάση του κεκλιµένου επιπέδου θα 
προχωρήσει ο κύβος µέχρι να σταµατήσει;   
 
Λύση:   

                 

i

A

B C

h

N

mg
θ f

N ′

mg

0v =

      
 
Κατά µήκος της διαδροµής ΑΒ, µήκους ΑΒ=l, στον κύβο δρα η συντηρητική δύναµη 
mg και η κάθετη αντίδραση Ν, η οποία δεν παράγει έργο (γιατί;). Έτσι,   
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                              ∆(Ek+Ep) = WN = 0    =>    Ek+Ep = σταθερό .    
Ειδικά,   
                                                  (Ek+Ep)Α = (Ek+Ep)Β  .        
 
Παίρνοντας Ep=0 στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου, και λαµβάνοντας υπόψη ότι 
vA=0, έχουµε:   

                        0 + mgh = 1
2

mvB
 2 + 0    =>    vB

 2 = 2gh = 2glsinθ    (1)     

Κατά µήκος της διαδροµής BC (όπου C το σηµείο στο οποίο σταµατάει ο κύβος), µό-
νο η τριβή f παράγει έργο (γιατί;) και µάλιστα αρνητικό, αφού η f είναι αντίθετη στη 
µετατόπιση του κύβου. Από το ΘΜΚΕ,   

                     ∆Ek = Ek,C – Ek,B = Wf    =>    0 − 1
2

mvB
 2 = − f (BC)    =>    

              mvB
 2 = 2 f (BC) = 2µΝ΄(BC) = 2µmg(BC)    =>    vB

 2 = 2µg(BC)    (2)    
 
Συγκρίνοντας τις (1) και (2), βρίσκουµε         

                                                     BC = h
µ

 =  sinl θ
µ

  .        

 
29.  Η µάζα m (βλ. σχήµα) είναι αρχικά στη θέση Α όπου και τα δύο ελατήρια έχουν το 
φυσικό τους µήκος (δεν έχουν υποστεί παραµόρφωση). Στη συνέχεια, η µάζα µετατοπί-
ζεται κατά απόσταση l προς τα δεξιά, στη θέση Β. ∆εν υπάρχει τριβή µεταξύ της m και 
του οριζόντιου επιπέδου. (α) Αν η m αφεθεί ελεύθερη στη θέση Β, βρείτε την ταχύτητά 
της τη στιγµή που περνάει από το Α . (β) Βρείτε τη µέγιστη απόσταση αριστερά τού Α 
στην οποία θα φτάσει η m . ∆ίδονται: m=4kg, l=0.2m, k=8N/m, k΄=5N/m .      
 
Λύση:   

                              

m m
i i

k k ′

A B
l mg

N

F

F ′

        
Οι δυνάµεις στο m είναι το βάρος mg, η κάθετη αντίδραση Ν από το επίπεδο, και οι F 
και F΄ από τα ελατήρια k και k΄, αντίστοιχα. Η Ν δεν παράγει έργο (γιατί;), ενώ η δυ-
ναµική ενέργεια λόγω της βαρύτητας είναι σταθερά µηδέν. Έτσι, η ολική δυναµική 
ενέργεια του m οφείλεται αποκλειστικά στα ελατήρια, και ισούται µε    

                           Ep = 1
2

k (∆ l) 2 + 1
2

k΄ (∆ l) 2 = 1
2

( k+k΄ ) (∆ l) 2       

όπου ∆ l  η κοινή παραµόρφωση των δύο ελατηρίων. Επιπλέον,   
 
                              ∆(Ek+Ep) = WN = 0    =>    Ek+Ep = σταθερό .    
 
(α) Στη θέση Β,  ∆ l = l  και vB = 0, ενώ στη θέση Α,  ∆ l = 0. Έτσι,    

              (Ek + Ep)B = (Ek + Ep)A    =>    0 + 1
2

( k+k΄ ) l 2 = 1
2

mvA
 2 + 0    =>    

                                           0.36 / .A
k kv l m s

m
′+

= =        
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(β) Έστω ότι το m σταµατάει προσωρινά σε κάποιο σηµείο C σε απόσταση x αρι-
στερά τού Α. Τότε,  vB= vC=0  και    

          (Ek + Ep)B = (Ek + Ep)C    =>    0 + 1
2

( k+k΄ ) l 2 = 0 + 1
2

( k+k΄ ) x 2    =>     

                                                         x = l = 0.2 m  .        
 
30.  Ένα σώµα µάζας m εκτοξεύεται από την επιφάνεια της Γης κατακόρυφα προς τα 
πάνω. Βρείτε την ταχύτητα διαφυγής του σώµατος, δηλαδή, την ελάχιστη ταχύτητα 
εκτόξευσης ώστε το σώµα να απελευθερωθεί από τη βαρυτική έλξη της Γης και να δια-
φύγει στο διάστηµα. ∆ίνονται η µάζα Μ και η ακτίνα R της Γης. (Η δυναµική ενέργεια 
του m στο πεδίο βαρύτητας της Γης είναι   

                                                   ( )p
MmE r G

r
= −   ,        

όπου  r > R  η απόσταση του m από το κέντρο της Γης.)   
 
Λύση:  Έστω v0 η ταχύτητα εκτόξευσης. Η ολική µηχανική ενέργεια του m κατά την 
εκτόξευση είναι     

                                     2
0 ,0 0

1( )
2k p

MmE E E R mv G
R

= + = −         

(διότι r=R στην επιφάνεια της Γης). Ας υποθέσουµε τώρα ότι το m έχει αρκετή ενέρ-
γεια ώστε να διαφύγει από τη Γη και να φτάσει στο «άπειρο» (r=∞ ), έχοντας εκεί και 
µια ταχύτητα v∞  . Η ολική ενέργεια του m στο άπειρο είναι   

                                 2 2
,

1 1( ) 0
2 2k pE E E m v m v∞ ∞ ∞ ∞= + ∞ = + =  .       

Επειδή η µηχανική ενέργεια διατηρείται (αν αγνοήσουµε την αντίσταση του αέρα, 
που είναι µη-συντηρητική δύναµη),    

                

2 2 2
0 0 0

0

1 1 20
2 2

2 .

Mm GME E mv G m v v
R R

GMv
R

∞ ∞= ⇒ − = ≥ ⇒ ≥ ⇒

≥
           

Η ταχύτητα διαφυγής είναι    

                                                      0,min
2GMv

R
=           

ανεξάρτητα από τη µάζα m του σώµατος. (Προσέξτε όµως ότι η αναγκαία κινητική 
ενέργεια διαφυγής εξαρτάται από τη µάζα του σώµατος!)      
 
31.  ∆ύο µάζες m1 και m2 συνδέονται κατακόρυφα µε ελατήριο σταθεράς k, όπως στο 
σχήµα. Η πάνω µάζα m1 βρίσκεται σε ισορροπία στη θέση Α. Πιέζουµε τώρα την m1 
προς τα κάτω µέχρι τη θέση Β και στη συνέχεια την αφήνουµε ελεύθερη. Η m1 τότε κι-
νείται προς τα πάνω µέχρι τη θέση C όπου σταµατάει προσωρινά, πριν αρχίσει και πάλι 
να κινείται προς τα κάτω. (α) ∆είξτε ότι οι κατακόρυφες αποστάσεις ΑΒ και ΑC είναι 
ίσες. (β) Βρείτε την κατακόρυφη µετατόπιση ΑΒ έτσι ώστε η µάζα m2 να ανασηκωθεί 
ελάχιστα από το έδαφος όταν η m1 φτάσει στο C.        
 
Λύση:  Στις θέσεις Α και Β το ελατήριο προφανώς βρίσκεται σε συµπίεση σε σχέση 
µε το φυσικό του µήκος. Καλούµε x0 τη συµπίεση του ελατηρίου όταν η m1 είναι στη 
θέση ισορροπίας Α. Για να ανασηκωθεί η m2 θα πρέπει το ελατήριο να είναι σε  
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επέκταση όταν η m1 είναι στη θέση C. Υποθέτουµε λοιπόν ότι το C βρίσκεται πάνω 
από το ύψος y που αντιστοιχεί στο φυσικό µήκος του ελεύθερου ελατηρίου:   
 

                    O

y

0x
A

B

C

k
k

k

1m

1m

1m

2m 2m 2m

ελευθερο ελατηριο′ ′

                 
 
Η συνθήκη ισορροπίας τής m1 στη θέση Α είναι   

                                                    k x0 = m1 g     (1)       

Η ολική µηχανική ενέργεια της m1 σε µια τυχαία θέση y, είναι   

                                 E = Ek + Ep = 1
2

m1v2 + m1 g y + 1
2

k x2       

όπου x η παραµόρφωση του ελατηρίου (συµπίεση ή επέκταση) σε σχέση µε το φυσικό 
του µήκος. Στις θέσεις Β και C,  vB = vC = 0.  Επίσης,  xB = x0 + AB,   
xC = AC – x0 .  Από τη διατήρηση της µηχανικής ενέργειας,  EB = EC  =>       

                 0 + m1 g yΒ + 1
2

k (x0 + AB)2 = 0 + m1 g yC + 1
2

k (AC – x0)2    =>     

                 1
2

k [(x0 + AB)2 − (AC – x0)2 ] = m1 g ( yC – yB ) = m1 g (BC)    =>      

                            1
2

k [(AB)2 − (AC)2 ] + k x0 (AB+AC) = m1 g (BC)      

ή, δοθέντος ότι  AB+AC = BC ,      

                                1
2

k [(AB)2 − (AC)2 ] = (m1 g − k x0)(BC) = 0       

λόγω της (1). Άρα, τελικά,   

                                                       AB = AC     (2)          
 
Για να ανασηκωθεί η m2 θα πρέπει το ελατήριο να της ασκήσει µια δύναµη προς τα 
πάνω, έστω και ελάχιστα µεγαλύτερη από το βάρος της :   

                                   k xC > m2 g    =>    k (AC – x0) > m2 g .           

Αντικαθιστώντας  AC = AB  και  k x0 = m1 g, λόγω των (2) και (1), βρίσκουµε   

                                                  ΑΒ > 1 2( )m m g
k
+  .            
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32.  Μια αντλία ανυψώνει νερό σε ύψος H πάνω από µια δεξαµενή, µε ρυθµό α (µάζα 
νερού ανά µονάδα χρόνου). Το νερό φτάνει στο τελικό του ύψος έχοντας αποκτήσει τα-
χύτητα v. Βρείτε την ισχύ (παραγόµενο έργο ανά µονάδα χρόνου) της αντλίας.   
 
Λύση:   
                                               h2   v               h 
 

H  
 
                                              h1  v=0       
  ∆εξαµενή  
 
Έστω dm η µάζα του νερού που ανυψώνεται κατά H από την αντλία σε χρόνο dt. Τό-
τε, ο ρυθµός ανύψωσης του νερού είναι    

                                                           dm
dt

α =     (1)       

Το έργο dW που παράγει η αντλία σ’ αυτό το χρονικό διάστηµα ισούται µε τη µετα-
βολή της ολικής µηχανικής ενέργειας της µάζας dm  [βλ. σχέση (4.20)]:         

   dW = ∆ (Ek+Ep) = (Ek+Ep)2 − (Ek+Ep)1  = [ 1
2

(dm)v2 + (dm)gh2] – [0 + (dm)gh1]    

όπου τα ύψη h1 και h2 µετρούνται από αυθαίρετο επίπεδο αναφοράς. Έτσι,   

                      dW = 1
2

(dm)v2 + (dm)g(h2 – h1) = 1
2

(dm)v2 + (dm)gH .      

Η ισχύς της αντλίας είναι     

                                         
(1)

21
2

dW dm dmP v gH
dt dt dt

= = + ⇒       

                                                    21
2

P v gHα α= +  .     

 
33.  Ένα σωµατίδιο εκτελεί αρµονική ταλάντωση κατά µήκος του άξονα x, σύµφωνα µε 
την εξίσωση  x= A cosωt, όπου ω=2π/Τ. Βρείτε τα χρονικά διαστήµατα στα οποία η 
κίνηση είναι επιταχυνόµενη ή επιβραδυνόµενη.   
 
Λύση:  Το κριτήριο αξιολόγησης της κίνησης είναι το πρόσηµο του γινοµένου va, 
όπου  v  και  a  οι αλγεβρικές τιµές της ταχύτητας και της επιτάχυνσης, αντίστοιχα:   

                          2sin , cosdx dvv A t a A t
dt dt

ω ω ω ω= = − = = − ⇒          

                                   
3 2

3 2 sin cos sin 2
2
Ava A t t tωω ω ω ω= =  .                       

Η κίνηση είναι επιταχυνόµενη όταν   

                      
0 sin 2 0 2 2 (2 1)

2 (2 1)
2 2 4

va t k t k
t kT k Tk t k t

T

ω π ω π
π ππ ω π

> ⇒ > ⇒ < < + ⇒
+

< = < + ⇒ < <
        

όπου k = 0,1,2,...  Θέτοντας k = 0 και k = 1, βρίσκουµε, αντίστοιχα,  0 < t < T/4  και 
T/2 < t < 3T/4 .  (Βρείτε τα διαστήµατα όπου η κίνηση είναι επιβραδυνόµενη.)    
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34.  Μια µάζα m µπορεί να συνδεθεί µε δύο ελατήρια µε τρεις διαφορετικούς τρόπους, 
όπως στο σχήµα. Βρείτε την περίοδο της ταλάντωσης σε κάθε περίπτωση. (Οι µάζες 
των ελατηρίων είναι αµελητέες. Η οριζόντια επιφάνεια στο (γ) είναι λεία, και τα ελατή-
ρια είναι σε επέκταση όταν η  m  ισορροπεί.)  
 

                      

1k

2k

m

i

m

kk

( )α ( )β ( )γ

1k 2k
m

          
 
Λύση:  Θα ακολουθήσουµε µια µέθοδο όµοια µε αυτή που χρησιµοποιούµε σε προ-
βλήµατα µε αντιστάσεις ή πυκνωτές στον Ηλεκτρισµό: Θα προσπαθήσουµε να αντι-
καταστήσουµε το σύστηµα των δύο ελατηρίων µε ένα ισοδύναµο ελατήριο το οποίο, 
όταν υφίσταται παραµόρφωση ίση µε αυτή του συστήµατος, ασκεί στα άκρα του την 
ίδια δύναµη. Θυµίζουµε (Παρ.5.4) ότι, όταν ένα ελατήριο σταθεράς k παραµορφώνε-
ται (επεκτείνεται ή συµπιέζεται) κατά x, ασκεί στα δύο άκρα του δυνάµεις µέτρου 
F=kx, αντίθετες προς την παραµόρφωση. Αν τώρα προσαρτήσουµε µια µάζα m στο 
ένα άκρο του ελατηρίου και στερεώσουµε το άλλο άκρο, το σύστηµα θα µπορεί να 
εκτελεί αρµονικές ταλαντώσεις στην οριζόντια ή την κατακόρυφη διεύθυνση, γύρω 
από τη θέση ισορροπίας τής m, µε περίοδο   

                                                       2 mT
k

π=      (1)             

 
α) Κατακόρυφα ελατήρια k1 και k2 σε σειρά:   
 

                                          

1k

2k

i

iO

F

2k

i

iO

F

F ′

i
1k

F ′

            
 
Υποθέστε ότι ασκούµε µια δύναµη F στο άκρο Ο του συστήµατος των ελατηρίων. 
Από το νόµο δράσης-αντίδρασης, το σύστηµα θα ασκήσει σ’ εµάς µια αντίθετη δύ-
ναµη ίσου µέτρου F. Έστω x1 και x2 οι επιµέρους επιµηκύνσεις των k1 και k2 , αντί-
στοιχα. Η συνολική επιµήκυνση του συστήµατος είναι x= x1+ x2 . Θα δείξουµε ότι η 
δύναµη F που µας ασκεί το σύστηµα είναι ανάλογη της συνολικής παραµόρφωσης x 
του συστήµατος από το φυσικό του µήκος.  
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    Καλούµε F΄ τη δύναµη που ασκεί το ένα ελατήριο στο άλλο. Από το νόµο του 
Νεύτωνα, επειδή το k2 έχει σχεδόν µηδενική µάζα, η ολική δύναµη πάνω του είναι 
µηδέν, έτσι ώστε F΄=F. Λαµβάνοντας υπόψη τις επιµέρους επιµηκύνσεις των ελατη-
ρίων, έχουµε:  

                             F = k2 x2 = k1 x1    =>    x1 = F / k1  ,    x2 = F / k2  .         
Έτσι,   

                                       1 2
1 2 1 2

1 1F Fx x x F
k k k k

⎛ ⎞
= + = + = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (2)       

Ορίζουµε την ισοδύναµη σταθερά k΄ µε τη σχέση   

                                         1 2

1 2 1 2

1 1 1 k k
k΄

k΄ k k k k
= + ⇔ =

+
  .       

Η (2) τότε γράφεται   

                                              1x F F k΄ x
k΄

= ⇒ =   .        

∆ηλαδή, όταν το σύστηµα επιµηκύνεται κατά x, ασκεί δύναµη ανάλογη του x, σαν να 
ήταν ένα µοναδικό ελατήριο σταθεράς k΄. Όταν τώρα κρεµάσουµε µια µάζα m στο 
σηµείο Ο, το σύστηµα θα εκτελεί ταλάντωση γύρω από τη θέση ισορροπίας τής m µε 
περίοδο που δίνεται από τη σχέση (1):   

                                         
1/ 2

1 2

2 2m m mT
k΄ k k

π π
⎛ ⎞

= = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .          

Ειδικά, αν  k1=k2=k,  τότε  k΄=k/2  και  Τ=2π 2 /m k  .       
 
β) Παράλληλα, κατακόρυφα ελατήρια k :  
 

                                                     

kk

O

F                    
 
Υποθέστε ότι ασκούµε µια δύναµη F στο άκρο Ο του συστήµατος, προκαλώντας επι-
µήκυνση x από το φυσικό του µήκος. Προφανώς, και τα δύο ελατήρια θα επεκταθούν 
κατά x. Από το νόµο δράσης-αντίδρασης, το σύστηµα θα µας ασκήσει αντίθετη δύ-
ναµη ίσου µέτρου F, ίση µε τη συνισταµένη των δυνάµεων από κάθε ελατήριο ξεχω-
ριστά:    
                           F = k x + k x = 2 k x ≡  k΄ x ,   όπου   k΄ = 2 k .         

Αν τώρα αναρτήσουµε µια µάζα m στο O, το σύστηµα θα εκτελεί ταλαντώσεις µε πε-
ρίοδο   

                                           2 2
2

m mT
k΄ k

π π= =   .        
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γ) Οριζόντια ελατήρια k1 και k2 , συνδεµένα µε µάζα m τοποθετηµένη πάνω σε λείο 
οριζόντιο επίπεδο:   

                                              

m1F 2F

x                
Η  m αρχικά ισορροπεί, ενώ τα ελατήρια είναι σε επέκταση. Έστω τώρα ότι µετατοπί-
ζουµε την m κατά  x προς τα δεξιά. Η επέκταση του k1 , τότε, αυξάνει κατά  x, ενώ αυ-
τή του k2 ελαττώνεται κατά  x. Έτσι, τα ελατήρια ασκούν στην  m  επιπρόσθετες δυνά-
µεις F1= k1x και F2= k2 x, και οι δύο προς τα αριστερά. Επειδή οι κατακόρυφες δυνά-
µεις στην m αλληλοαναιρούνται, και επειδή δεν υπάρχει τριβή, η συνισταµένη δύνα-
µη στην m είναι    

                         F = F1 + F2 = (k1 + k2) x ≡ k΄ x ,   όπου   k΄ = k1 + k2  .         

Η περίοδος της ταλάντωσης είναι   

                                           
1 2

2 2m mT
k΄ k k

π π= =
+

  .              

 
35.  Ένας ανελκυστήρας µάζας Μ κρέµεται από ελατήριο σταθεράς k. Ένα κιβώτιο µά-
ζας m πατάει στο δάπεδο του ανελκυστήρα. Το σύστηµα υφίσταται κατακόρυφη αποµά-
κρυνση κατά απόσταση Α από τη θέση  ισορροπίας του, και στη συνέχεια αφήνεται ε-
λεύθερο. Βρείτε τις τιµές τού Α για τις οποίες το κιβώτιο δεν θα διαχωριστεί από τον 
ανελκυστήρα.   
 
Λύση:   
 
                               
 
 
 
 
 
 
 
Ας υποθέσουµε ότι ο ανελκυστήρας και το κιβώτιο κινούνται µαζί, σαν ένα σώµα, µε 
κοινή επιτάχυνση a. Είναι σαν να κρεµάµε µια µάζα (M+m) από ένα ελατήριο k. Ένα 
τέτοιο σύστηµα εκτελεί αρµονική ταλάντωση γύρω από τη θέση ισορροπίας του, µε 
κυκλική συχνότητα ω= [k /(M+m)]1/2. Αν y είναι η στιγµιαία αποµάκρυνση από τη 
θέση ισορροπίας, η αντίστοιχη ολική δύναµη στο σύστηµα έχει µέτρο F=ky [βλ. Παρ. 
5.4, εξίσ.(5.20)]. Έτσι, η στιγµιαία επιτάχυνση του συστήµατος είναι, κατά µέτρο,   

                                               F k ya
M m M m

= =
+ +

  .        

∆οθέντος ότι η µέγιστη τιµή της αποµάκρυνσης ισούται µε το πλάτος Α της ταλάντω-
σης,  ymax=A , η µέγιστη τιµή της επιτάχυνσης είναι   

                                                    max
k Aa

M m
=

+
     (1)     

m

M

k

a
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Τώρα, το κιβώτιο µπορεί να διαχωριστεί από το δάπεδο του ανελκυστήρα µόνο όταν 
αυτός επιταχύνεται προς τα κάτω. Για να αποτραπεί ο διαχωρισµός, η προς τα κάτω 
επιτάχυνση a του ανελκυστήρα δεν πρέπει ποτέ να ξεπεράσει κατά µέτρο την επιτά-
χυνση ελεύθερης πτώσης g του κιβώτιου:   

                                           
(1)

max
( )M m ga g A

k
+

≤ ⇒ ≤   .              

 
36.  Θεωρούµε δύο σωµατίδια  m1 και m2 που υπόκεινται µόνο στην αµοιβαία τους αλ-
ληλεπίδραση (αποµονωµένο σύστηµα). Καλούµε 12F

G
 τη δύναµη στο m1 λόγω του m2 , 

και 12aG  την επιτάχυνση του m1 ως προς το m2 . (Τότε, αντίστοιχα, 21 12F F= −
G G

 και 

21 12a a= −
G G  .) ∆είξτε ότι    

                                                          12 12F aµ=
G G      (1)      

 
όπου µ  η ανηγµένη µάζα του συστήµατος:   

                                      1 2

1 2 1 2

1 1 1m m
m m m m

µ
µ

= ⇔ = +
+

       

 
Λύση:  Έστω 1 2,a aG G  οι επιταχύνσεις των m1 , m2 ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς. Από το νόµο του Νεύτωνα, και δοθέντος ότι οι µόνες δυνάµεις  στο σύ-
στηµα των δύο σωµατιδίων είναι αυτές που ασκούνται από το ένα σωµατίδιο στο άλ-
λο, έχουµε   

                                        12 21 12
1 2

1 2 2

,F F Fa a
m m m

= = = −
G G G

G G   .        

Έτσι,   

                             12 1 2 12 12
1 2

1 1 1 (1)a a a F F
m m µ

⎛ ⎞
= − = + = ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

G GG G G     

              
37.  ∆είξτε ότι η διατήρηση της κινητικής ενέργειας είναι αδύνατη στην πλαστική κρού-
ση.   
 
Λύση:  Υποθέτουµε ότι τα σώµατα m1 και m2 κινούνται κατά µήκος του άξονα  x και, 
λίγο πριν την κρούση, έχουν ταχύτητες 1 1 ˆxv v u=

G  και 2 2 ˆxv v u=
G , ενώ, αµέσως µετά την 

κρούση, το συσσωµάτωµα (m1+m2) έχει ταχύτητα ˆxV V u=
G

 (τα v1, v2 και V είναι αλγε-
βρικές τιµές και µπορούν να είναι θετικά ή αρνητικά). Η διατήρηση της ορµής δίνει   

                                             1 1 2 2 1 2( )m v m v m m V+ = +
GG G      

ή, βγάζοντας κοινό παράγοντα και απαλείφοντας το ˆxu ,   

                         1 1 2 2
1 1 2 2 1 2

1 2

( )
m v m v

m v m v m m V V
m m

+
+ = + ⇒ =

+
     (1)       

Η µεταβολή της κινητικής ενέργειας κατά την κρούση είναι   

                ∆ Ek = Ek,µετά – Ek,πριν = 1
2

(m1+ m2) V  2 – ( 1
2

m1v1
2 + 1

2
m2v2

2)  .     
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Αντικαθιστώντας το V από την (1), βρίσκουµε τελικά:   

                               1 2 2 2
1 2 12

1 2

1 1( )
2 2k

m m
E v v v

m m
µ∆ = − − = −

+
     (2)      

όπου  v12 = v1 – v2  η σχετική ταχύτητα των µαζών αµέσως πριν την κρούση, και όπου 
µ  η ανηγµένη µάζα του συστήµατος (βλ. Πρόβλ.36). ∆οθέντος ότι 1 2v v≠  (αλλιώς 
δεν θα είχαµε κρούση!), η (2) µας δείχνει ότι 0kE∆ ≠ . ∆ηλαδή, η κινητική ενέργεια 
του συστήµατος δεν διατηρείται. Για παράδειγµα, αν  m1= m2  και  v1= − v2 , η (1) δίνει 
V=0, έτσι ώστε το τελικό συσσωµάτωµα δεν έχει κινητική ενέργεια: όλη η αρχική 
κινητική ενέργεια του συστήµατος έχει χαθεί. Σύµφωνα µε το ΘΜΚΕ, η απώλεια της 
ενέργειας αυτής οφείλεται κατά κύριο λόγο στο έργο των εσωτερικών δυνάµεων που 
αναπτύσσονται κατά την κρούση των δύο σωµάτων. Οι δυνάµεις αυτές ευθύνονται 
για την παραµόρφωση των σωµάτων κατά τη δηµιουργία του συσσωµατώµατος.   
 
 
38.  ∆ύο καρότσια µε ίσες µάζες m=0.25kg τοποθετούνται σε έναν λείο, οριζόντιο διά-
δροµο, στο τέλος του οποίου είναι τοποθετηµένο ένα ελατήριο σταθεράς k=50N/m (βλ. 
σχήµα). Στο αριστερό καρότσι δίνουµε ταχύτητα v0=3m/s προς τα δεξιά, ενώ το δεξί 
καρότσι είναι αρχικά ακίνητο. Στη συνέχεια, τα δύο καρότσια συγκρούονται ελαστικά 
και το δεξί καρότσι πέφτει πάνω στο ελατήριο. Βρείτε τη µέγιστη συµπίεση που υφίστα-
ται το ελατήριο.   
 
Λύση:   

                          

m
D D

m
D D

0v

1 2

k ˆxu

       
 
Οι δείκτες 1 και 2 αντιστοιχούν στο αριστερό και το δεξί καρότσι. Έστω 1 1 ˆxv v u=

G  και 

2 2 ˆxv v u=
G  οι ταχύτητες των καροτσιών αµέσως µετά την ελαστική κρούση (τα v1 και 
v2 είναι αλγεβρικές τιµές). Η διατήρηση της ορµής δίνει   

                              0 1 2 0 1 2ˆ ˆ ˆ0x x xmv u mv u mv u v v v+ = + ⇒ = +     (1)       

Η κινητική ενέργεια επίσης διατηρείται:   

                         2 2 2 2 2 2
0 1 2 0 1 2

1 1 10
2 2 2

mv mv mv v v v+ = + ⇒ = +      (2)      

Υψώνοντας την (1) στο τετράγωνο και λαµβάνοντας υπόψη τη (2), βρίσκουµε ότι 
v1v2=0. Η περίπτωση v2=0 είναι αδύνατη, αφού η (1) θα έδινε v1=v0 (δηλαδή, µετά 
την κρούση, το 1 θα συνέχιζε να κινείται προς τα δεξιά µε την αρχική του ταχύτητα 
ενώ το 2 θα παρέµενε ακίνητο!). Έτσι, η µόνη δυνατή λύση των (1) και (2) είναι   

                                                   v1 = 0  ,    v2 = v0  .      

∆ηλαδή, το 2 παίρνει την ταχύτητα του 1, το οποίο µετά την κρούση ακινητοποιείται.   
 
    Ας θεωρήσουµε τώρα το καρότσι 2 (δεξί) µετά την κρούση µε το 1. Όπως είναι εύ-
κολο να δούµε, η συνισταµένη δύναµη στο σώµα ισούται µε αυτή που του ασκείται 
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λόγω της συµπίεσης του ελατηρίου, όταν το σώµα και το ελατήριο βρίσκονται σε ε-
παφή. Επειδή η δύναµη αυτή είναι συντηρητική, η ολική µηχανική ενέργεια του  
καροτσιού 2 µένει σταθερή. Λίγο πριν τη σύγκρουσή του µε το ελατήριο, το 2 έχει 
την ταχύτητα v0 που είχε αποκτήσει, ενώ το ελατήριο είναι ασυµπίεστο. Μετά τη σύ-
γκρουση, το 2 θα σταµατήσει προσωρινά τη στιγµή που το ελατήριο θα έχει υποστεί 
τη µέγιστη συµπίεσή του, έστω l∆ . Η διατήρηση της ενέργειας δίνει   

                        2 2
0 0

1 10 0 ( ) 0.212 .
2 2

mmv k l l v m
k

+ = + ∆ ⇒ ∆ = �          

 
 
39.  Το βαλλιστικό εκκρεµές είναι µια διάταξη που χρησιµεύει στη µέτρηση της ταχύ-
τητας ενός ταχέως κινούµενου βλήµατος, π.χ., µιας σφαίρας πυροβόλου όπλου. Η διά-
ταξη περιγράφεται στο ακόλουθο παράδειγµα: Ένας σερίφης πυροβολεί οριζόντια και 
από κοντινή απόσταση µια µικρή ξύλινη επιγραφή µάζας Μ που κρέµεται µε σχοινί έξω 
από ένα σαλούν. Η µάζα της σφαίρας είναι m. Η σφαίρα σφηνώνεται στο ξύλο, το ο-
ποίο ξεκινά να αιωρείται σαν εκκρεµές, φτάνοντας σε κατακόρυφη απόσταση h πάνω 
από την αρχική του θέση. Βρείτε την αρχική ταχύτητα v της σφαίρας, καθώς και την 
απώλεια κινητικής ενέργειας κατά την κρούση της σφαίρας µε την επιγραφή.   
 
Λύση:    
 

                  

ˆxu

vm

M

V

M m+

M m+ h

       
 
Θεωρούµε το σύστηµα «σφαίρα+επιγραφή». Η ορµή του συστήµατος αµέσως πριν 
και αµέσως µετά την κρούση είναι ίδια:   

                         
ˆ ˆ0 ( ) ( )

1 (1)

x xmvu M m V u mv M m V
Mv V
m

+ = + ⇒ = + ⇒

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(όπου V η ταχύτητα του συσσωµατώµατος αµέσως µετά την κρούση). Μετά την 
κρούση, στο σύστηµα δρουν δύο εξωτερικές δυνάµεις: το βάρος (M+m)g, που είναι 
συντηρητική δύναµη, και η τάση του νήµατος, η οποία δεν παράγει έργο διότι είναι 
πάντα κάθετη στην ταχύτητα του συσσωµατώµατος. (Το κέντρο µάζας του συσσωµα-
τώµατος διαγράφει τόξο κύκλου µε ακτίνα το νήµα. Η ταχύτητά του είναι εφαπτό-
µενη στο τόξο, άρα κάθετη στην ακτινική τάση του νήµατος.) Έτσι, µετά την κρούση, 
η ολική µηχανική ενέργεια του συστήµατος µένει σταθερή. Ειδικά, η ενέργεια αµέ-
σως µετά την κρούση (όπου το σύστηµα έχει ταχύτητα V) ισούται µε την ενέργεια 
στο ανώτατο ύψος h (όπου το σύστηµα σταµατά προσωρινά):   

                    21 ( ) 0 0 ( ) 2 (2)
2

M m V M m gh V gh+ + = + + ⇒ =         
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Από τις (1) και (2) παίρνουµε, τελικά,   

                                                   1 2 (3)Mv gh
m

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

     

Χρησιµοποιώντας τις (2) και (3), βρίσκουµε την απώλεια κινητικής ενέργειας κατά 
την κρούση:    

     kE∆ = (Ek)αµέσως µετά  −  (Ek)αµέσως πριν 2 21 1( ) 1
2 2

MM m V m v M gh
m

⎛ ⎞= + − = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    

 
40.  Στο σχήµα, η σφαίρα (µάζας m) προσπίπτει µε οριζόντια ταχύτητα και σφηνώνεται 
στο κοµµάτι ξύλου (µάζας Μ), το οποίο είναι συνδεδεµένο µε ελατήριο σταθεράς k. Ο 
συντελεστής τριβής (στατικής και κινητικής) µεταξύ του ξύλου και της οριζόντιας επι-
φάνειας είναι µ, ενώ το ελατήριο έχει αρχικά (πριν την κρούση) το φυσικό του µήκος. 
Βρείτε τις τιµές της αρχικής ταχύτητας v0 της σφαίρας για τις οποίες το ξύλο τελικά θα 
ισορροπήσει.   
                           

                            

0v k ˆxu
m M•

x  
 
Λύση:  Επειδή η κρούση είναι πλαστική, µόνο η ορµή διατηρείται:   

                     0

0

ˆ ˆ0 ( )

( ) (1)
x xP P mv u M m V u

m v M m V
αµε σως πριν αµε σως µετα′ ′ ′= ⇒ + = + ⇒

= +

G G
         

όπου V η ταχύτητα του συστήµατος (συσσωµατώµατος) «ξύλο+σφαίρα» αµέσως µε-
τά την κρούση.  

               

•

N

( )M m g+

•

N

( )M m g+

f fk xk x κινηση′
ισορροπια′

      

Στο συσσωµάτωµα (M+m) δρουν τέσσερις δυνάµεις: το βάρος (M+m)g, η κάθετη 
αντίδραση Ν από το επίπεδο, η τριβή f, και η δύναµη kx από το ελατήριο (όπου x η 
συµπίεση του ελατηρίου). Οι δυνάµεις (M+m)g και Ν αλληλοεξουδετερώνονται, έτσι 
δεν χρειάζεται να τις λάβουµε υπόψη. Οι µόνες δυνάµεις στο σύστηµα, λοιπόν, είναι 
οι kx και f . Όταν, µετά την κρούση, το (M+m) κινείται προς τα δεξιά, η f είναι κινη-
τική τριβή προς τα αριστερά και ισούται µε f = µN = µ(M+m)g. Αν όµως το (M+m) 
τελικά ισορροπήσει, η  f  θα είναι στατική τριβή προς τα δεξιά (γιατί;) και θα ισχύει 
ότι  f < µΝ .  
 
    Η  kx  είναι συντηρητική δύναµη, µε δυναµική ενέργεια  

                                                        21
2pE k x=  .      
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Αµέσως µετά την κρούση, η αρχική µηχανική ενέργεια του συστήµατος είναι   

                          21 ( ) 0
2

E M m Vαρχ = + +     (διότι  x=0  =>  Ep=0) .        

Όταν το ξύλο σταµατήσει, έχοντας διανύσει απόσταση x προς τα δεξιά (οπότε και η 
συµπίεση του ελατηρίου στη θέση αυτή θα είναι επίσης x), η τελική µηχανική ενέρ-
γεια του συστήµατος θα είναι    

                                                       210
2

E k xτελ = + .       

Μέσα σ’ αυτό το διάστηµα, η µεταβολή της µηχανικής ενέργειας του συστήµατος θα 
ισούται µε το έργο της κινητικής τριβής f (αφού το βάρος και η κάθετη αντίδραση Ν 
δεν παράγουν έργο). Λαµβάνοντας υπόψη ότι η φορά τής f είναι αντίθετη στη µετα-
τόπιση, έχουµε:   

                           2 2

2 2

1 1 ( ) ( )
2 2

2 ( ) ( ) 0 .

fE E E W

k x M m V f x M m g x

k x M m g x M m V

τελ αρχ

µ

µ

∆ = − = ⇒

− + = − = − + ⇒

+ + − + =

        

 

Θέτοντας  M m
k

λ +
=  ,  γράφουµε       

                                              2 22 0 (2)x g x Vµλ λ+ − =        
 
Κρατώντας µόνο τη θετική ρίζα τής (2) (διότι x > 0), έχουµε    
                
                                         2 2 2 2 (3)x g g Vµλ µ λ λ= − + +      
 
Η (3) προσδιορίζει τη θέση όπου το ξύλο σταµατά (έστω προσωρινά), ως προς την 
αρχική θέση ισορροπίας του. Τώρα, για να ισορροπήσει το ξύλο στη νέα αυτή θέση 
(να µην αρχίσει, δηλαδή, να κινείται και πάλι προς τα αριστερά), θα πρέπει η στατική 
τριβή να εξουδετερώνει πλήρως τη δύναµη από το ελατήριο:  f = kx.  Άρα,  
 

                     max ( )
(4)

k x f f N M m g k x k g
x g

µ µ µλ
µλ

= ≤ = = + ⇒ ≤ ⇒
≤

          

 
Αντικαθιστώντας την (3) στην (4), και λύνοντας ως προς V, βρίσκουµε   
 
                                                    3 (5)V gµ λ≤       
 
Λύνοντας την (1) ως προς V, και αντικαθιστώντας στην (5), βρίσκουµε τελικά:   
                       

                        0 1 3Mv g
m

µ λ⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

      όπου      M m
k

λ +
=  .      
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41.  Ένα σώµα, που είναι αρχικά ακίνητο, εκρήγνυται και διασπάται σε δύο κοµµάτια 
µε µάζες m1 και m2. (α) ∆είξτε ότι οι κινητικές ενέργειες των θραυσµάτων είναι αντι-
στρόφως ανάλογες των µαζών τους. (β) Αν Q είναι η ενέργεια που απελευθερώνεται µε 
την έκρηξη, βρείτε τις κινητικές ενέργειες των δύο θραυσµάτων.   
 
Λύση:  (α) Επειδή η έκρηξη λαµβάνει χώρα στιγµιαία, και επειδή κατά τη διάρκειά 
της οι εξωτερικές δυνάµεις στο σύστηµα είναι σχεδόν αµελητέες σε σχέση µε τις ε-
σωτερικές, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η ορµή του συστήµατος αµέσως πριν και 
αµέσως µετά την έκρηξη είναι ίδια (βλ. και Παρ.6.6):     
 
                                 1 2 1 20P P p p p pπριν µετα′= ⇒ = + ⇒ = −

G G G G G G         
 
όπου 1pG  και 2pG  οι ορµές των δύο θραυσµάτων. Αν  p1 και  p2 είναι τα µέτρα των ορ-
µών αυτών, τότε  p1 = p2 ≡ p . Τώρα, γενικά, η κινητική ενέργεια ενός σώµατος µά-
ζας m και ορµής µέτρου p ισούται µε  

                                                            
2

2k
pE
m

=       (δείξτε το!) .                      

Έτσι,   

                                  
2 2 2 2

1 2
,1 ,2

1 1 2 2

,
2 2 2 2k k
p p p pE E
m m m m

= = = =             

 
και, διαιρώντας κατά µέλη,  

                                                          2,1

,2 1

(1)k

k

mE
E m

=         

 
(β) Έστω τώρα ότι   

                                                      Ek,1 + Ek,2 = Q  .     
 
Εφαρµόζοντας ιδιότητες αναλογιών στην (1), έχουµε:   
 

                          2 1 2,1 ,1 ,2

,1 ,2 1 2 ,2 1

,k k k

k k k

m m mE E E
E E m m E m

++
= =

+ +
  .         

Άρα,   

                                 2 1
,1 ,2

1 2 1 2

,k k

m m
E Q E Q

m m m m
= =

+ +
 .         

 
Προσέξτε ότι, αν  m1<< m2 , τότε  Ek,2 ~ 0  και  Ek,1 ~  Q . ∆ηλαδή, σχεδόν όλη η α-
πελευθερούµενη ενέργεια Q γίνεται κινητική ενέργεια του µικρότερου θραύσµατος. 
Κάτι τέτοιο παρατηρείται, για παράδειγµα, κατά τις ραδιενεργές εκποµπές των πυρή-
νων των ατόµων.   
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42.  Ένας τροχός µάζας Μ και ακτίνας R µπορεί να περιστρέφεται γύρω από οριζόντιο 
άξονα που διέρχεται από το κέντρο του, Ο. Ένα νήµα, που είναι τυλιγµένο γύρω από 
τον τροχό, έχει προσδεθεί σε αντικείµενο µάζας m. Καθώς το νήµα ξετυλίγεται, η µάζα 
m κινείται προς τα κάτω ενώ ο τροχός περιστρέφεται. Να βρεθούν (α) η γραµµική επι-
τάχυνση a του m, (β) η γωνιακή επιτάχυνση α  του τροχού, (γ) η τάση F του νήµατος, 
και (δ) η αντίδραση Ν στο σηµείο στήριξης Ο. (Η ροπή αδρανείας του τροχού ως προς 

τον άξονα περιστροφής είναι 21
2

I MR= .)   

 
Λύση:  Το m εκτελεί µόνο µεταφορική κίνηση, ενώ το Μ µόνο περιστροφική. Για τη 
µεταφορική κίνηση παίρνουµε τη θετική φορά προς τα κάτω. Για την περιστροφική, 
παίρνουµε ως θετική φορά περιστροφής την αριστερόστροφη. Ισοδύναµα, καλούµε z 
τον άξονα περιστροφής, µε διεύθυνση κάθετη στη σελίδα, και παίρνουµε τη θετική 
φορά του προς τα έξω (προς εµάς), σύµφωνα µε τον κανόνα του δεξιού χεριού:   
 

                        

i m i

m

+

+

M M
O O

F

F

F

F

mg
Mg

N

a

a

α α

        
 
Η εξίσωση µεταφορικής κίνησης του m είναι     

                                                         mg F ma− =     (1)         

Ο τροχός Μ δεν εκτελεί µεταφορική κίνηση, άρα    

                                      0Mg F N N Mg F+ − = ⇒ = +     (2)     

Η εξίσωση περιστροφικής κίνησης του Μ είναι ΣTz= Iα , όπου α  η γωνιακή επιτά-
χυνση του τροχού και ΣTz η z-συνιστώσα της ολικής ροπής ως προς Ο (ίση µε το ά-
θροισµα των z-συνιστωσών των ροπών όλων των επιµέρους δυνάµεων). Οι Mg και Ν 
περνούν από το Ο, έτσι δεν προκαλούν ροπή. Η ολική ροπή στο Μ, λοιπόν, οφείλεται 
αποκλειστικά στην τάση F του νήµατος και είναι στη θετική φορά, αφού η F τείνει να 
στρέψει τον τροχό αριστερόστροφα. Έχουµε [βλ. Παρ.(7.5)]:      

                                               ( )z TT RF F R= =∑ ∑        
έτσι ώστε    

                                              IF R I F
R

α α= ⇒ =     (3)     

Παρατηρούµε τώρα ότι η ταχύτητα µε την οποία κατέρχεται το m είναι ίση, κατά µέ-
τρο, µε την ταχύτητα περιστροφής Rω όλων των σηµείων της περιφέρειας του τροχού 
(όπου ω η στιγµιαία γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του τροχού). Όµοια, η επιτά-
χυνση a του m ισούται µε την επιτρόχια επιτάχυνση Rα  των σηµείων της περιφέρειας 
του τροχού. ∆ηλαδή,   

                                                           a Rα=     (4)       
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Οι (3) και (4) δίνουν   

                                2
2 2

1 1 1( )
2 2

IF a MR a F Ma
R R

= = ⇒ =     (5)     

Αντικαθιστώντας την (5) στην (1), βρίσκουµε   

                                                       2
2

mga
m M

=
+

    (6)    

Η (4) τότε δίνει   

                                                2
(2 )

a mg
R m M R

α = =
+

  .    

Από τις (5) και (6), παίρνουµε   

                                                      
2

mMgF
m M

=
+

    (7)    

Οι (2) και (7), τέλος, δίνουν   

                                              1
2

mN Mg
m M

⎛ ⎞= +⎜ ⎟+⎝ ⎠
 .    

Τι θα συµβεί αν η µάζα του τροχού είναι αµελητέα (Μ = 0);      

 
43.  Στο σχήµα, το νήµα είναι τυλιγµένο γύρω από τον τροχό. ∆ίνονται η µάζα Μ και η 
ακτίνα R του τροχού, και οι µάζες m1, m2 των δύο αντικειµένων που έχουν προσδεθεί 
στις άκρες του νήµατος, όπου m1<m2 . Βρείτε τις γραµµικές επιταχύνσεις των δύο µα-
ζών, τη γωνιακή επιτάχυνση α  του τροχού, και τις τάσεις F1, F2 του νήµατος. (Η ροπή 

αδρανείας του τροχού είναι 21
2

I MR= .)   

Λύση:  Για τη µεταφορική κίνηση των m1 και m2 παίρνουµε τη θετική φορά προς τα 
κάτω. Για την περιστροφική κίνηση του Μ παίρνουµε ως θετική φορά περιστροφής 
τη δεξιόστροφη. ∆ηλαδή, θεωρούµε ότι ο άξονας περιστροφής z, κάθετος στη σελίδα, 
έχει θετική φορά προς τα µέσα. Υποθέτουµε αυθαίρετα ότι ο τροχός επιταχύνεται δε-
ξιόστροφα και, αντίστοιχα, οι m1, m2 επιταχύνονται όπως στο σχήµα. Αν η υπόθεσή 
µας είναι σωστή, στο τέλος θα βρούµε θετικές τιµές για τα µέτρα των επιταχύνσεων, 
αλλιώς οι τιµές που θα προκύψουν θα είναι αρνητικές.    
 

                                      

i

1m
2m

α

a a

O

M1F

1F

2F

2F

1m g

2m g

+

+
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(Σε αντίθεση µε το Πρόβληµα 11, όπου η τάση του νήµατος ήταν κοινή για όλο το 
νήµα και δεν επηρεαζόταν από την παρουσία της τροχαλίας, εδώ το νήµα είναι τυλιγ-
µένο γύρω από τον τροχό χωρίς να ολισθαίνει πάνω του, πράγµα που επιτρέπει στα 
δύο τµήµατα του νήµατος να αναπτύσσουν ανεξάρτητες τάσεις F1 και F2 .)  
 
    Οι εξισώσεις κίνησης για τα m1 και m2 είναι     

                                 1 1 1 1 1 1m g F m a F m g m a− = − ⇒ − =     (1)    

                                                                    2 2 2m g F m a− =     (2)    

Προσέξτε ότι οι γραµµικές επιταχύνσεις των m1, m2 είναι ίσες µεταξύ τους κατά µέ-
τρο, και ισούνται µε την επιτρόχια επιτάχυνση Rα  των σηµείων της περιφέρειας του 
τροχού:   
                                                           a Rα=     (3)      

(τα a και α  παριστούν µέτρα, άρα είναι εξ ορισµού θετικά). Η εξίσωση περιστροφι-
κής κίνησης του Μ είναι  ΣTz= Iα . Από τις δυνάµεις που δρουν πάνω στον τροχό, 
µόνο οι τάσεις F1 και F2 προκαλούν ροπή ως προς το Ο (ποιες είναι οι υπόλοιπες δυ-
νάµεις;). Η ροπή τής F2 είναι θετική, ενώ αυτή της F1 αρνητική (γιατί;). Έχουµε:   

                               2 1 2 1( ) ( ) .z TT RF F R F R F F R= = − = −∑ ∑      

Έτσι, χρησιµοποιώντας και την (3),   

                 2
2 1 2 1 2 2

1 1( ) ( )
2

I IF F R I F F a MR a
R R R

α α− = ⇒ − = = = ⇒    

                                                 2 1
1
2

F F M a− =     (4)       

Προσθέτοντας τις (1) και (2), λύνοντας ως προς (F2 – F1), και συγκρίνοντας µε την 
(4), βρίσκουµε   

                    2 1

1 2

( )

2

m m g
a Mm m

−
=

+ +
       και      2 1

1 2

( )

2

m m ga
MR m m R

α
−

= =
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  .     

Παρατηρούµε ότι 0a >  και 0α >  (αφού m1<m2). Άρα, η φορά που υποθέσαµε για 
τις επιταχύνσεις ήταν σωστή. Από τις (1) και (2) βρίσκουµε τώρα εύκολα τις τάσεις 
F1 και F2 (άσκηση).   
 
    Αν ο τροχός θεωρηθεί αβαρής (Μ=0), τότε, όπως µπορούµε να δείξουµε,  

                             2 1 1 2
1 2

1 2 1 2

( ) 2
,

m m g m m
a F F g

m m m m
−

= = =
+ +

.       

    Η διάταξη που περιγράψαµε καλείται µηχανή του Atwood και χρησιµεύει για τη µε-
λέτη της οµαλά επιταχυνόµενης κίνησης, καθώς και για τον πειραµατικό προσδιορι-
σµό τού g. Επιλέγοντας τις µάζες m1 και m2 έτσι ώστε η διαφορά τους  
(m2−m1) να είναι πολύ µικρή, επιτυγχάνουµε µια τιµή a της επιτάχυνσης αρκετά µι-
κρή ώστε να είναι εύκολα µετρήσιµη.       
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44.  Ένας ξύλινος δίσκος µάζας Μ και ακτίνας R µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβή  
γύρω από οριζόντιο καρφί που περνάει από το κέντρο του, Ο. Μια σφαίρα µάζας m και 
οριζόντιας ταχύτητας v χτυπάει το δίσκο στο ανώτατο σηµείο του, Α, και σφηνώνεται 
εκεί, θέτοντας το δίσκο σε περιστροφή. Βρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση της 
σφαίρας στο σηµείο Β, όπου η γωνία ΑΟΒ είναι π/2. (Η ροπή αδρανείας του δίσκου εί-

ναι 21
2

I MR= .)   

 
Λύση:  Παίρνουµε τη δεξιόστροφη φορά περιστροφής σαν θετική. ∆ηλαδή, θεωρούµε 
ότι ο άξονας περιστροφής z (καρφί), κάθετος στη σελίδα, έχει θετική φορά προς τα 
µέσα (αυτή, εξ ορισµού, είναι και η φορά του µοναδιαίου διανύσµατος ˆzu ):   

                                   

••

•i

m v A

BO
R

M
+

         
 
Καλούµε ωΑ και ωΒ τις γωνιακές ταχύτητες του δίσκου όταν η σφαίρα βρίσκεται στις 
θέσεις Α (αµέσως µετά την κρούση) και Β. Καλούµε vA και vB τις ταχύτητες της σφαί-
ρας στις αντίστοιχες θέσεις. Προφανώς,  

                                          ,A A B Bv R v Rω ω= =      (1)    

Θεωρούµε το σύστηµα «σφαίρα+δίσκος». Η στροφορµή του συστήµατος ως προς το 
Ο αµέσως πριν την κρούση, ισούται µε τη στροφορµή αµέσως µετά την κρούση:   

                       2 2

ˆ ˆ ˆ0

1
2

2 (2)
(2 )

z A z A z

A A A A

A

L L mRv u mRv u I u

mRv mRv I mR MR

mv
m M R

πριν µετα ω

ω ω ω

ω

′= ⇒ + = + ⇒

= + = + ⇒

=
+

G G

    

Από τις (1) και (2),  

                                               2
2A

mvv
m M

=
+

     (3)      

(Προσέξτε ότι, µετά την ενσωµάτωση της σφαίρας στο δίσκο, το κέντρο µάζας του 
συστήµατος δεν συµπίπτει µε το σταθερό σηµείο Ο αλλά περιστρέφεται κι αυτό µε το 
δίσκο.)  
 
    Για να βρούµε την ωΒ θα εφαρµόσουµε διατήρηση της µηχανικής ενέργειας (θυµί-
ζουµε ότι δεν υπάρχει τριβή στο σηµείο στήριξης). Για τη δυναµική ενέργεια λόγω 
βαρύτητας, επιλέγουµε Ep=0 στο οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται από το Ο. Οι εξω-
τερικές δυνάµεις στο σύστηµα είναι τα βάρη mg και Mg και η αντίδραση Ν από το 
καρφί. Η Mg εφαρµόζεται σταθερά στο κέντρο µάζας Ο του δίσκου και αντιστοιχεί 
σε δυναµική ενέργεια Ep,M=0. Η mg αντιστοιχεί σε δυναµική ενέργεια Ep,m=mgy, ό-
που y η (στιγµιαία) κατακόρυφη απόσταση του m από το οριζόντιο επίπεδο που διέρ-
χεται από το Ο. Η Ν δεν παράγει έργο (WN=0) αφού το σηµείο εφαρµογής της, Ο, δεν 
µετακινείται. Η µεταβολή της µηχανικής ενέργειας του συστήµατος δίνεται από τη 
σχέση ∆E=WN=0, έτσι ώστε Ε=σταθερό. Μπορούµε λοιπόν να εφαρµόσουµε  
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διατήρηση της µηχανικής ενέργειας για τις δύο στιγµές όπου η σφαίρα βρίσκεται στις 
θέσεις Α και Β, λαµβάνοντας υπόψη και τις σχέσεις (1):   

                       

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 ,
2 2 2 2
1 1 10 .
2 2 2 2

A A A A

B B B B

ME mv I mgR m R mg R

ME mv I m R

ω ω

ω ω

⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= + + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

    

Εξισώνοντας  ΕΑ=ΕΒ , βρίσκουµε   

                                          
1/ 2

2 4
(2 )B A

mg
m M R

ω ω
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥+⎣ ⎦
    (4)         

όπου η ωΑ δίνεται από την (2). Η δεύτερη από τις σχέσεις (1), τότε, δίνει την vB .   
 
    Θέλουµε τώρα την επιτάχυνση aB του m στη θέση Β. Το m εκτελεί κυκλική κίνηση 
ακτίνας R. Αν Bα  είναι η γωνιακή επιτάχυνση του δίσκου στη θέση Β, έχουµε [βλ. 
σχέσεις (2.36) και (2.37)]:     

                   2 2| |B B T Na a a a= = +
G      όπου     2, .T B N Ba R a Rα ω= =      

Έτσι,  
                                               2 4

B B Ba R α ω= +      (5)                 

Για να βρούµε την Bα , θα χρησιµοποιήσουµε τη σχέση   

                                                   zT =∑  Iολ Bα     (6)          

όπου  ΣTz  η z-συνιστώσα της ολικής εξωτερικής ροπής ως προς Ο στη θέση Β (ίση µε 
το άθροισµα των z-συνιστωσών των ροπών των επιµέρους δυνάµεων), και Ιολ η ολική 
ροπή αδρανείας του συστήµατος «σφαίρα+δίσκος». Οι δυνάµεις Mg και Ν διέρχονται 
από το Ο, άρα δεν παράγουν ροπή. Έτσι, η ολική ροπή οφείλεται αποκλειστικά στην 
mg και είναι στη θετική φορά, αφού η mg τείνει να στρέψει το δίσκο δεξιόστροφα:   

                           zT mgR=∑    όταν η m βρίσκεται στη θέση Β .      

Για να βρούµε την Ιολ , εργαζόµαστε ως εξής: Χωρίζουµε το δίσκο Μ σε στοιχειώδεις 
µάζες mi σε αποστάσεις ri από τον άξονα περιστροφής. ∆οθέντος ότι η σφαίρα m απέ-
χει κατά R από τον άξονα, έχουµε:   

              Ιολ 2 2 2 2 2 21 .
2 2i i

i

Mm r mR I mR MR mR m R⎛ ⎞= + = + = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑       

Η (6) τώρα δίνει:   

                         2 2
2 (2 )B B
M mgmg R m R

m M R
α α⎛ ⎞= + ⇒ =⎜ ⎟ +⎝ ⎠

     (7)      

Αντικαθιστώντας τις (4) και (7) στην (5), βρίσκουµε την aB .    
 
    Άσκηση: Υποθέστε τώρα ότι η σφαίρα δεν ενσωµατώνεται στο δίσκο αλλά ανακλά-
ται στο σηµείο Α, δίνοντας στο δίσκο µια αρχική γωνιακή ταχύτητα ωΑ . Ποια θα εί-
ναι η γωνιακή ταχύτητα ωΒ και η γωνιακή επιτάχυνση Bα  του δίσκου όταν το σηµείο 
πρόσκρουσης πάει στη θέση Β; (Προσέξτε ότι τώρα Ιολ=Ι . Υπάρχει εξωτερική ροπή;)       
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45.  Μια ράβδος µήκους l και µάζας Μ µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβή γύρω από 
οριζόντιο καρφί που περνάει από το ένα άκρο της , Ο. Μια σφαίρα µάζας m προσκρούει 
µε οριζόντια ταχύτητα στο κέντρο C της ράβδου και ενσωµατώνεται σε αυτήν. (α) Βρεί-
τε την ταχύτητα v της σφαίρας έτσι ώστε η ράβδος να φτάσει στην οριζόντια θέση (όπου 
θα σταµατήσει στιγµιαία). (β) Βρείτε την επιτάχυνση (γωνιακή και γραµµική) του κέ-
ντρου C της ράβδου όταν αυτή βρίσκεται στην οριζόντια θέση. (Η ροπή αδρανείας της 

ράβδου είναι 21
3

I M l= .)       

Λύση:  Ορίζουµε σαν θετική φορά περιστροφής την αριστερόστροφη. ∆ηλαδή, ο ορι-
ζόντιος άξονας περιστροφής  z (καρφί), κάθετος στη σελίδα, έχει θετική φορά προς τα 
έξω (αυτή είναι και η φορά τού ˆzu ):    
 

                         

i i
i

i

m v
C

A

B
C

O

+

Aω
             

Καλούµε ωΑ τη γωνιακή ταχύτητα της ράβδου αµέσως µετά την κρούση, όταν η ρά-
βδος είναι ακόµα κατακόρυφη (θέση Α). Στην τελική, οριζόντια θέση Β, η ράβδος 
σταµατά στιγµιαία, οπότε ωΒ=0. Εργαζόµαστε όπως στο Πρόβληµα 44: Θεωρούµε το 
σύστηµα «σφαίρα+ράβδος». Εφαρµόζουµε διατήρηση της στροφορµής ως προς Ο 
κατά την κρούση:   

                      ˆ ˆ ˆ0
2 2z A z A z
l lL L mv u mv u I uπριν µετα ω′

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G G
        

(όπου vA η ταχύτητα της σφαίρας αµέσως µετά την κρούση). Αντικαθιστώντας την 

έκφραση για το Ι, και λαµβάνοντας υπόψη ότι 
2A A
lv ω=  , βρίσκουµε      

                          21 3 4
2 4 3 6A A

m M m Mmlv l v l
m

ω ω+⎛ ⎞= + ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (1)         

Για να βρούµε το ωΑ θα εφαρµόσουµε διατήρηση της µηχανικής ενέργειας. Παίρ-
νουµε τη µηδενική στάθµη της βαρυτικής δυναµικής ενέργειας σε ύψος l/2 κάτω από 
το Ο. Οι εξωτερικές δυνάµεις στο σύστηµα είναι τα βάρη mg και Mg και η αντίδραση 
Ν από το καρφί. Η δυναµική ενέργεια του συστήµατος είναι   

                           Ep = Ep,m + Ep,M = m g y + M g y = (m+M) g y         

όπου y η (στιγµιαία) κάθετη απόσταση του C από το οριζόντιο επίπεδο µηδενικής δυ-
ναµικής ενέργειας [βλ. και Παρ.7.9, εξίσ.(7.66)]. Η Ν δεν παράγει έργο, έτσι η µηχα-
νική ενέργεια του συστήµατος µένει σταθερή. Για τις δύο ακραίες θέσεις Α και Β,  
έχουµε (λαµβάνοντας υπόψη ότι yA=0, yB=l/2 και ωΒ=0):   

                      1
2AE = Ιολ 2 2 21( ) 0 ,

2 4 3A A A
m Mm M g y lω ω⎛ ⎞+ + = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
       

                      1
2BE = Iολ 2 ( )B Bm M g yω + + 0 ( )

2
lm M g= + +   ,         
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όπου θέσαµε  

                                       Ιολ
2

2 21
3 2 4 3

l m MM l m l⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 .    

Εξισώνοντας  ΕΑ=ΕΒ , βρίσκουµε   

                                                 
1/ 2

12( )
(3 4 )A

m M g
m M l

ω
⎡ ⎤+

= ⎢ ⎥+⎣ ⎦
     (2)                 

Αντικαθιστώντας την (2) στην (1), έχουµε   

                                    [ ] 1/ 21 12( )(3 4 )
6

v m M m M gl
m

= + +   .       

 
    Η γωνιακή επιτάχυνση Bα  στη θέση Β βρίσκεται από τη σχέση   

                                        zT =∑ Ιολ 2

4 3B B
m M lα α⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (3)          

Η αντίδραση Ν δεν παράγει ροπή ως προς το Ο, σε αντίθεση µε τα βάρη mg και Mg 
που προκαλούν ροπή κατά την αρνητική φορά (αφού τείνουν να στρέψουν τη ράβδο 
δεξιόστροφα). Οι mg και Mg ασκούνται στο κέντρο C της ράβδου. Στην οριζόντια 
θέση Β,   

                               1 ( )
2 2 2z
l lT mg Mg m M gl= − − = − +∑  .         

Αντικαθιστώντας στην (3), παίρνουµε την αλγεβρική τιµή της γωνιακής επιτάχυνσης :   

                                              6( )
(3 4 )B

m M g
m M l

α +
= −

+
     (4)        

Τώρα, το σηµείο C εκτελεί κυκλική κίνηση ακτίνας l/2. Το µέτρο της γραµµικής επι-
τάχυνσής του στη θέση Β είναι   

                                     ( )1/ 22 4 | |
2 2B B B B
l la α ω α= + =       (διότι 0Bω = ) .      

Αντικαθιστώντας το Bα  από την (4), έχουµε τελικά:   

                                               3( )
3 4B
m M ga
m M
+

=
+

  .         

                  
 
46.  Μια συµπαγής σφαίρα µάζας Μ και ακτίνας R αφήνεται να κυλήσει από την  
κορυφή κεκλιµένου επιπέδου γωνίας θ και µέγιστου ύψους h. Η κύλιση ξεκινάει χωρίς 
αρχική ταχύτητα. (α) Βρείτε την ταχύτητα της σφαίρας όταν αυτή φτάσει στη βάση του 
κεκλιµένου επιπέδου, χρησιµοποιώντας δύο εναλλακτικές µεθόδους: τη διατήρηση της 
µηχανικής ενέργειας και τις εξισώσεις κίνησης της σφαίρας. (β) Βρείτε την ελάχιστη 
τιµή του συντελεστή στατικής τριβής µ, έτσι ώστε η σφαίρα να κυλάει χωρίς να ολισθαί-

νει πάνω στο κεκλιµένο επίπεδο. (Η ροπή αδρανείας της σφαίρας είναι 22
5

I MR= .)    

 
Λύση:  Θεωρούµε τυχαία θέση της σφαίρας πάνω στο κεκλιµένο επίπεδο, σε ύψος y 
από τη βάση του. Καλούµε ω τη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της σφαίρας, και v 
την ταχύτητα του κέντρου µάζας της, στη θέση αυτή:   
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h
y

θ

A

B

y

0pE =

0Av =
v

Bv

         
Επειδή η σφαίρα εκτελεί καθαρή κύλιση (χωρίς ολίσθηση),  

                                                           v = Rω     (1)        

Η ολική µηχανική ενέργεια της σφαίρας στη θεωρούµενη θέση είναι   

                                        E = 1
2

Mv2 + 1
2
Ιω2 + Mgy  .       

Η Ε µένει σταθερή κατά την κίνηση, για τον εξής λόγο: Στη σφαίρα δρουν τρεις δυ-
νάµεις: το βάρος Mg (στο οποίο αντιστοιχεί η Ep=Mgy), η κάθετη αντίδραση Ν από 
το κεκλιµένο επίπεδο, και η στατική τριβή f, η οποία εµποδίζει την ολίσθηση. Η Ν δεν 
παράγει έργο γιατί είναι πάντα κάθετη στην ταχύτητα v. Η f επίσης δεν παράγει έργο, 
γιατί υποθέτουµε ότι η σφαίρα εκτελεί καθαρή κύλιση (βλ. Παρ.7.11). Έτσι,  

                             ∆ Ε = WN + Wf = 0    =>    E = σταθερό .      

Ειδικά, για τις ακρότατες θέσεις Α και Β, εξισώνουµε  ΕΑ=ΕΒ , ή αναλυτικά,  

                              0 + 0 + Mgh = 1
2

MvB
 2 + 1

2
ΙωB

 2 + 0  .       

Αντικαθιστώντας την έκφραση για το Ι, και παρατηρώντας ότι, λόγω της συνθήκης 
(1),  vB=RωΒ , έχουµε:   

                     gh = 1
2

vB
 2 + 1

5
vB

 2 = 7
10

 vB
 2    =>    vB

 = 10
7

gh      (2)     

Το αποτέλεσµα είναι ανεξάρτητο των Μ, R, θ. Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε 
ότι, αν αντί για τη σφαίρα είχαµε, π.χ., έναν κύβο που εκτελεί ολίσθηση χωρίς τριβή 
κατά µήκος του κεκλιµένου επιπέδου, η αντίστοιχη ταχύτητα στη βάση του επιπέδου 
θα ήταν  vB΄ = 2gh  > vB . Ο λόγος είναι απλός: Στην περίπτωση της σφαίρας, µέρος 
της κινητικής ενέργειας µεταφοράς (Mv2/2) αναλώνεται σαν κινητική ενέργεια περι-
στροφής (Ιω2/2), κι έτσι η τελική ταχύτητα είναι µικρότερη.   
 
    Εναλλακτικά, µπορούµε να εργαστούµε µε τις εξισώσεις κίνησης. Πάνω στη σφαί-
ρα δρουν τρεις δυνάµεις: το βάρος Mg, η κάθετη αντίδραση Ν από το επίπεδο, και η 
στατική τριβή f. Η f έχει κατεύθυνση προς την κορυφή Α του κεκλιµένου επιπέδου, 
έτσι ώστε να εµποδίζει την ολίσθηση:   
 

                                 

i

θ

θh

A

B

C a

α

Mg

f

N

x
y +
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Θεωρούµε µια τυχαία θέση της σφαίρας στο επίπεδο. Καλούµε a τη γραµµική επιτά-
χυνση του κέντρου µάζας C της σφαίρας, και α  τη γωνιακή επιτάχυνση περιστροφής 
της σφαίρας γύρω από το C. Ο άξονας περιστροφής z, που κατέρχεται το κεκλιµένο 
επίπεδο µαζί µε τη σφαίρα, διέρχεται από το C και είναι κάθετος στη σελίδα, µε θε-
τική φορά προς τα µέσα (δηλαδή, παίρνουµε σαν θετική φορά περιστροφής τη δεξιό-
στροφη). Οι εξισώσεις µεταφορικής κίνησης της σφαίρας είναι   

                   , ,x x y yF Ma F Ma= =∑ ∑  όπου     ax= a ,   ay= 0 .     
Αναλυτικά,   
                                                                  Mg sinθ – f = Ma     (3)    

                           Mg cosθ – N = 0    =>    N = Mg cosθ            (4)     
 
Η εξίσωση περιστροφής ως προς το κέντρο µάζας C είναι  ΣTz = Iα .  Η µόνη δύναµη 
που προκαλεί ροπή ως προς το C είναι η τριβή f  (αφού οι Mg και Ν διέρχονται από το 
C). Η ροπή αυτή είναι κατά τη θετική φορά, αφού η f τείνει να προκαλέσει δεξιό-
στροφη περιστροφή. Έτσι έχουµε:     

                        22 2 2
5 5 5

f R MR f MR Maα α⎛ ⎞= ⇒ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (5)        

όπου λάβαµε υπόψη ότι, για καθαρή κύλιση,  a=Rα . Αντικαθιστώντας την (5) στην 
(3), και λύνοντας ως προς a, βρίσκουµε   

                                                   5 sin
7

a g θ=      (6)   

Αντικαθιστώντας τότε την (6) στην (5), έχουµε   

                                                2 sin
7

f Mg θ=      (7)    

Λαµβάνοντας υπόψη ότι η f είναι στατική τριβή (αφού δεν υπάρχει ολίσθηση), και 
χρησιµοποιώντας τις (4) και (7), έχουµε:   

                       max
2 sin cos
7

f f N Mg Mgµ θ µ θ≤ = ⇒ ≤ ⇒    

                                  min
2 2tan tan
7 7

µ θ µ θ≥ ⇔ =      (8)      

Παρατηρούµε ότι  µmin=0  όταν θ=0. Τούτο σηµαίνει ότι η σφαίρα µπορεί να εκτελεί 
καθαρή κύλιση σε οριζόντια επιφάνεια χωρίς τη βοήθεια της στατικής τριβής. Με άλλα 
λόγια, η καθαρή κύλιση είναι δυνατή σε λεία, οριζόντια επιφάνεια (βλ. και Πρόβλ.47).    
 
    Τέλος, θέλουµε την ταχύτητα vB της σφαίρας στη βάση Β του κεκλιµένου επιπέδου. 
Κατά µήκος του επιπέδου (δηλαδή, κατά µήκος του άξονα x), το κέντρο C της σφαί-
ρας εκτελεί οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση µε σταθερή επιτάχυνση a που δίνεται από 
τη σχέση (6). Μπορούµε λοιπόν να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο   

                                               v 2 = v0
2 + 2a(x – x0) ,      

θέτοντας  v = vB ,  v0= vA = 0,  και  x− x0 = AB = 
sin

h
θ

 :      

                   2 5 10 100 2 sin
7 sin 7 7B B

hv g gh v ghθ
θ

⎛ ⎞= + = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ,    

 
σε συµφωνία µε την (2).    
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    Αν στη θέση της σφαίρας είχαµε έναν κύλινδρο ( 2 / 2I MR= ), οι σχέσεις (2), (6) 
και (8) θα είχαν, αντίστοιχα, τη µορφή   

                               4 2 1, sin , tan
3 3 3Bv gh a g θ µ θ= = ≥        

(δείξτε το!). Παρατηρούµε ότι η επιτάχυνση a της σφαίρας κατά µήκος του κεκλιµέ-
νου επιπέδου είναι µεγαλύτερη από αυτήν του κυλίνδρου. Έτσι, αν µια σφαίρα κι έ-
νας κύλινδρος ξεκινήσουν ταυτόχρονα την κύλιση από την κορυφή του κεκλιµένου 
επιπέδου, η σφαίρα θα φτάσει πρώτη στη βάση του επιπέδου, ανεξάρτητα από τις δια-
στάσεις των δύο αντικειµένων!   
 
 
47.  Ο δίσκος του σχήµατος, ακτίνας R, ισορροπεί πάνω σε µια λεία (µ=0) οριζόντια 
επιφάνεια. (α) Σε ποια κατακόρυφη απόσταση h πάνω από το κέντρο µάζας Ο του δί-
σκου θα πρέπει να εφαρµόσουµε µια σταθερή, οριζόντια δύναµη F, έτσι ώστε ο δίσκος 
να κυλάει χωρίς να ολισθαίνει; (β) ∆είξτε ότι η ελεύθερη κύλιση (F=0) πάνω σε οριζό-
ντια επιφάνεια είναι δυνατή και χωρίς τη βοήθεια της στατικής τριβής. (Η ροπή αδρα-
νείας του δίσκου είναι  Ι = ½ MR2. )          
 
Λύση:  Οι θετικές φορές µεταφορικής και περιστροφικής κίνησης σηµειώνονται στα 
δεξιά στο σχήµα. Ο µετακινούµενος άξονας περιστροφής z διέρχεται από το Ο και 
είναι κάθετος στη σελίδα, µε θετική φορά προς τα µέσα. Καλούµε Μ τη µάζα του δί-
σκου και  a, α  τις επιταχύνσεις του, γραµµική και γωνιακή, αντίστοιχα:   
 

                                     

iO
h

R

F
α

a
+

+

       
 
Στο δίσκο ασκούνται τρεις δυνάµεις: το βάρος Mg, η κάθετη αντίδραση Ν από το επί-
πεδο (ίση κατά µέτρο µε το βάρος), και η οριζόντια δύναµη F που ασκούµε εµείς (δεν 
υπάρχει τριβή). Η F αποτελεί και τη συνισταµένη δύναµη στο δίσκο. Η ολική ροπή 
ως προς Ο οφείλεται αποκλειστικά στην F, αφού οι Mg και Ν διέρχονται από το Ο. Οι 
εξισώσεις µεταφορικής και περιστροφικής κίνησης είναι   

                              
2

(1)

1 1 (2)
2 2z

F M a F Ma

T I F h MR MRaα α

= ⇒ =

⎛ ⎞= ⇒ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

G G

        

όπου χρησιµοποιήσαµε τη συνθήκη καθαρής κύλισης, a Rα= . ∆ιαιρώντας την (2) µε 
την (1), έχουµε:   

                               
2
Rh =      (για καθαρή κύλιση χωρίς τριβή) .      

    Στην περίπτωση που F=0, οι (1) και (2) δίνουν a=0 και α =0. ∆ηλαδή, ο δίσκος 
κυλά ελεύθερα πάνω στη λεία, οριζόντια επιφάνεια, χωρίς να ολισθαίνει, µε σταθερή 
γραµµική και γωνιακή ταχύτητα.      
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48.  Ο δίσκος του σχήµατος, ακτίνας R και µάζας Μ, εκτελεί καθαρή κύλιση πάνω σε 
οριζόντιο επίπεδο. Στο δίσκο δρα σταθερή οριζόντια δύναµη F.  
1) Βρείτε τις τιµές της κατακόρυφης απόστασης h πάνω από το κέντρο µάζας Ο του δί-
σκου, όπου πρέπει να ασκήσουµε την F έτσι ώστε η στατική τριβή f από το επίπεδο στο 
δίσκο να έχει φορά (α) προς τα αριστερά, (β) προς τα δεξιά.  
2) Για τις τιµές h=0 και h=R , βρείτε τις τιµές του συντελεστή στατικής τριβής µ, έτσι 
ώστε ο δίσκος να εκτελεί καθαρή κύλιση.  
(Η ροπή αδρανείας του δίσκου είναι  Ι = ½ ΜR2.)    
 
Λύση:  Οι θετικές φορές µεταφορικής και περιστροφικής κίνησης σηµειώνονται στα 
δεξιά στο σχήµα (ο κινητός άξονας περιστροφής z είναι κάθετος στη σελίδα, µε θε-
τική φορά προς τα µέσα). Καλούµε a τη γραµµική και α  τη γωνιακή επιτάχυνση του 
δίσκου:   
 

              

+

+
iO
h

R

F
α

a iO
h

R

F
α

a

f f

( )α ( )β
     

 
Η συνθήκη καθαρής κύλισης είναι   

                                                           a Rα=     (1)         

Η συνισταµένη δύναµη στο δίσκο είναι  F + f  (οι κατακόρυφες δυνάµεις αλληλοα-
ναιρούνται). Οι F και f είναι και οι µόνες που παράγουν ροπή ως προς το Ο, αφού οι 
κατακόρυφες δυνάµεις διέρχονται από το Ο. Οι εξισώσεις µεταφορικής και περι-
στροφικής κίνησης είναι   

                                          , zF M a T Iα= =∑ ∑
G G     (2)        

Εφαρµόζουµε τις (2) ξεχωριστά για τις περιπτώσεις (α) και (β), λαµβάνοντας υπόψη 
τη συνθήκη (1) και παρατηρώντας ότι η ροπή τής F ως προς Ο είναι θετική, ενώ η 
ροπή τής f είναι θετική στην περίπτωση (α) και αρνητική στην περίπτωση (β).     
 
    (α) Η  f  προς τα αριστερά:   

                                     2

(3)
1 1 (4)
2 2

F f M a

Fh f R MR MRaα

− =

⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

         

∆ιαιρώντας την (4) µε την (3), βρίσκουµε   

                                                 3 (5)
2 2
R Rf h F⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
         

∆οθέντος ότι  f >0 και F >0  (τα f και F είναι µέτρα δυνάµεων), θα πρέπει   

                                          0 0
2 2
R Rh h− > ⇒ ≤ <   .              
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    (β) Η  f  προς τα δεξιά:    

                                        2

(6)
1 1 (7)
2 2

F f M a

Fh f R MR MRaα

+ =

⎛ ⎞− = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

          

∆ιαιρώντας την (7) µε την (6), βρίσκουµε      

                                                    3 (8)
2 2
R Rf h F⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
        

Τη φορά αυτή, θα πρέπει   

                                             0
2 2
R Rh h R− > ⇒ < ≤  .       

    Ζητούµε τώρα το συντελεστή στατικής τριβής  µ για καθαρή κύλιση, όταν h=0 και 
h=R. Θέτοντας h=0 στην (5) και h=R στην (8), βρίσκουµε, και στις δύο περιπτώσεις,   

                                                            
3
Ff =  .      

Έτσι έχουµε:     

                      max 3 3
F Ff f N Mg Mg

Mg
µ µ µ µ≤ = = ⇒ ≤ ⇒ ≥  .      

 
    Άσκηση:  ∆είξτε ότι, όταν F=0 (ελεύθερη κύλιση), τότε f=0, a=0 και α =0. ∆η-
λαδή, ο δίσκος κυλά ελεύθερα µε σταθερή γραµµική και γωνιακή ταχύτητα, χωρίς τη 
βοήθεια της στατικής τριβής (βλ. και Πρόβλ.47).   
 
 
49.  Ο δίσκος του σχήµατος, ακτίνας R και µάζας Μ, έχει ένα νήµα τυλιγµένο γύρω του. 
Μια µάζα m είναι δεµένη στο ένα άκρο του νήµατος, όπως στο σχήµα. Καθώς το νήµα 
ξετυλίγεται, η m κινείται προς τα κάτω ενώ ο δίσκος εκτελεί καθαρή κύλιση προς τα 
δεξιά πάνω στο οριζόντιο επίπεδο. Βρείτε τις επιταχύνσεις a1 και a2 των δύο µαζών, 
την τάση F του νήµατος, και τη στατική τριβή f (µέτρο και κατεύθυνση) στο σηµείο επα-
φής Ο. (Η ροπή αδρανείας του δίσκου είναι I = ½ MR2.)      
 

                                    

i mM

O

R
C

P F

2a

⋅
1a

       
 
Λύση:  Επειδή δεν γνωρίζουµε εξαρχής τη φορά της τριβής f, θα υποθέσουµε αυθαί-
ρετα ότι είναι προς τα δεξιά. Αν στο τέλος βρούµε αρνητικό µέτρο f, η υπόθεσή µας 
θα είναι λανθασµένη. Η επιτάχυνση a1 του δίσκου είναι, εξ ορισµού, η επιτάχυνση 
του κέντρου µάζας του, C, ως προς το οριζόντιο επίπεδο, ή ισοδύναµα, ως προς το 
σηµείο επαφής Ο:  a1= aC,O . Η επιτάχυνση a2 του m ως προς το επίπεδο (µε φορά 
προς τα κάτω) ισούται κατά µέτρο µε την επιτάχυνση του ανώτατου σηµείου P του 
δίσκου ως προς το επίπεδο (ή, ως προς το Ο):  a2= aP,O . Από τη µελέτη της κύλισης 
(Παρ.7.10) γνωρίζουµε ότι  aP,O= 2aC,O . Άρα,   
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                                                              a2 = 2a1    (1)          
Θέτουµε   
                                                      a1 = a  ,    a2 = 2a  .         

Αν α  είναι η γωνιακή επιτάχυνση του δίσκου ως προς το C, η συνθήκη καθαρής κύ-
λισης απαιτεί    
                                                          a1 = a = Rα     (2)                  

Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις σε κάθε σώµα ξεχωριστά:   
 

                       

M
C

α

Mg

N

R

R

F

f

a m

F

mg

2a
+

+

+

          
 
Οι θετικές φορές για µεταφορά και περιστροφή σηµειώνονται στα δεξιά στο σχήµα (ο 
άξονας περιστροφής z είναι κάθετος στη σελίδα, µε θετική φορά προς τα µέσα). Η συ-
νισταµένη δύναµη στο Μ είναι (F+f ) (αφού N=Mg), ενώ αυτή στο m είναι (mg−F). 
Οι Mg και Ν δεν παράγουν ροπή ως προς το C, αφού διέρχονται από το C. Έτσι, η 
ολική ροπή στο Μ ως προς C είναι   
                                         ( )zT F R f R F f R= − = −∑      
(προσέξτε ότι η F προκαλεί θετική ροπή, ενώ η f αρνητική). Γράφουµε τις εξισώσεις 
µεταφορικής κίνησης για τα m και Μ, καθώς και την εξίσωση περιστροφικής κίνησης 
για το Μ :     
                                             mg – F = m(2a) = 2ma    (3)      

                                                       F + f = Ma    (4)        

                        
(2)

21 1( )
2 2

F f R I MR F f M aα α⎛ ⎞− = = ⇒ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (5)       

 
∆ιαιρώντας την (4) µε την (5) =>  F = 3f       (6)         

Από τις (4) και (6) =>   f = 
4

Ma       (7)   

Από τις (6) και (7) =>   F = 3
4
Ma    (8)   

Από τις (3) και (8) =>   a = a1 = 4
8 3

mg
m M+

  (9) √  

Από τις (1) και (9) =>   a2 = 8
8 3

mg
m M+

  (10) √   

Από τις (7), (8) και (9) => f = 
8 3

M mg
m M+

 ,   F = 3
8 3

M mg
m M+

 (11) √     

(παρατηρούµε ότι f > 0, άρα η εκλεγµένη φορά για την f είναι σωστή). Οι (9), (10) και 
(11) αποτελούν τη λύση του προβλήµατος.     
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50.  Ένας µαθητής κάθεται σε ένα σκαµνί το οποίο µπορεί να περιστρέφεται ελεύθερα, 
χωρίς τριβή, γύρω από έναν κατακόρυφο άξονα. Ο µαθητής κρατάει µε τεντωµένα τα 
χέρια του δύο βαράκια που το καθένα έχει µάζα m, ενώ το σκαµνί περιστρέφεται µε µια 
αρχική γωνιακή ταχύτητα ω1 . Ο µαθητής τότε τραβάει προς το µέρος του τα βαράκια, 
έτσι ώστε η αρχική τους απόσταση R1 από τον άξονα περιστροφής να ελαττωθεί σε R2 . 
(α) Βρείτε τη νέα γωνιακή ταχύτητα ω2 που αποκτά το σκαµνί. Υποθέστε, προσεγγι-
στικά, ότι η ροπή αδρανείας του συστήµατος «σκαµνί+µαθητής» (χωρίς τα βαράκια) 
µένει σταθερή και ίση µε Ι0 . (β) Συγκρίνετε την αρχική µε την τελική κινητική ενέργεια 
του συστήµατος (µε τα βαράκια).   
 
Λύση:  Θεωρούµε το σύστηµα «σκαµνί+µαθητής+βαράκια». Η αρχική και η τελική 
ολική ροπή αδρανείας του συστήµατος είναι, αντίστοιχα,  
 
                                    I1 = I0 + mR1

2 + mR1
2 = I0 + 2mR1

2  ,        
                                               
                                                   I2 = I0 + 2mR2

2  .       
                    
Η στροφορµή του συστήµατος ως προς ένα σηµείο του άξονα περιστροφής z (ο ο-
ποίος είναι κύριος άξονας) έχει διεύθυνση παράλληλη µε τον άξονα. Η αρχική και η 
τελική τιµή της είναι   
 
                                         L1 = I1 1ω = (I0 + 2mR1

2) 1ω  ,    
                                         L2 = I2 2ω = (I0 + 2mR2

2) 2ω  .     
 
Οι εξωτερικές δυνάµεις στο σύστηµα είναι τα βάρη των σωµάτων που το αποτελούν 
και η αντίδραση του εδάφους στο σκαµνί. Καµία από αυτές δεν προκαλεί ροπή ως 
προς τον άξονα περιστροφής, αφού όλες είναι στην κατακόρυφη διεύθυνση. Έτσι,  
ΣTz=0, και η στροφορµή του συστήµατος µένει σταθερή:   
 
                                      1 2 1 1 2 2L L I Iω ω= ⇒ = ⇒  

                                        
2

0 11
2 1 12

2 0 2

2
2

I mRI
I I mR

ω ω ω
+

= =
+

 .       

Παρατηρούµε ότι ω2>ω1 , αφού R1>R2 .    
 
    Οι κινητικές ενέργειες του συστήµατος, αρχική και τελική, είναι  Ek,1= ½ I1ω1

2 ,  
Ek,2= ½ I2 ω2

2 .  Έτσι,   

                                 
2 2

2,2 2 2 1 1

,1 1 1 1 2 2

1k

k

E I I I I
E I I I I

ω
ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = >⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 .    

∆ηλαδή,  Ek,2 > Ek,1 . ∆οθέντος ότι οι εξωτερικές δυνάµεις δεν παράγουν έργο (αφού 
τα σηµεία εφαρµογής τους είτε είναι ακίνητα, είτε µετακινούνται κάθετα προς τις δυ-
νάµεις), η αύξηση της Ek οφείλεται στο έργο των εσωτερικών δυνάµεων (συγκεκρι-
µένα, στο έργο που κάνει ο µαθητής όταν τραβά προς το µέρος του τα βαράκια).   
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51.  Μια οµογενής σφαίρα πυκνότητας ρ1 αφήνεται να βυθιστεί µέσα σε δοχείο που πε-
ριέχει υγρό πυκνότητας ρ (όπου ρ<ρ1). Το ύψος της ελεύθερης επιφάνειας του υγρού 
πάνω από τον πυθµένα του δοχείου είναι h. (α) Βρείτε το χρόνο t1 που θα χρειαστεί η 
σφαίρα για να φτάσει στον πυθµένα. (β) Αν, ταυτόχρονα µε την πρώτη σφαίρα, αφή-
σουµε να βυθιστεί και µια άλλη µε πυκνότητα ρ2>ρ1 , ποια σφαίρα θα φτάσει πρώτη 
στον πυθµένα;   
 
Λύση:   

 

O

y ρ
h

1w

1a ˆ yu

1A

               
 
(α) Καλούµε m1, V1, w1 τη µάζα, τον όγκο, και το βάρος, αντίστοιχα, της πρώτης 
σφαίρας. Έχουµε ότι  m1=ρ1V1  και      

                                                    1 1 1 1w m g gVρ= =  .       

Η άνωση που δέχεται η σφαίρα από το υγρό είναι   

                                                     1 1A w gVεκ ρ= =  .       
Η ολική δύναµη στη σφαίρα είναι   

                  1 1 1 1 1 1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )y y y yF w A w u A u w A u gV uρ ρ= + = + − = − = −
GG G  .      

Από το νόµο του Νεύτωνα,   

                                      1 1 1 1 1 1 1 1ˆ ˆ( )y yF m a m a u V a uρ= = =
G G  .    

Άρα,   

                              1 1 1 1 1 1
1

( ) 1V a gV a gρρ ρ ρ
ρ

⎛ ⎞
= − ⇒ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (1)     

Επειδή  a1= σταθερό,  η κίνηση είναι οµαλά επιταχυνόµενη. Έτσι,   

                                               2
0 0 1

1
2

y y v t a t= + +      

όπου, στην περίπτωσή µας,  y0=0, v0=0, y=h και t=t1 :     

                 2
1 1 1

1

1 2
2

hh a t t
a

= ⇒ =  ,   όπου η a1 δίνεται από την (1).    

(β) Όµοια, για τη δεύτερη σφαίρα,       

                                  2
2

2ht
a

=       όπου    2
2

1a gρ
ρ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .     

∆οθέντος ότι ρ1< ρ2 , βλέπουµε εύκολα ότι a1< a2 , έτσι ώστε t1>t2 . Άρα, η πιο πυκνή 
σφαίρα ρ2 θα φτάσει πρώτη στον πυθµένα, ανεξάρτητα από τις διαστάσεις των δύο 
σφαιρών !    
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52.  Θεωρούµε µεταλλική σφαίρα ακτίνας R=5cm και πυκνότητας ρσ=3.1g/cm3. Θέ-
λουµε να επικαλύψουµε τη σφαίρα µε ξύλινο σφαιρικό φλοιό (ρξ=0.7g/cm3) έτσι ώστε η 
σύνθετη σφαίρα που θα προκύψει να επιπλέει στο νερό (ρ=1g/cm3), ή τουλάχιστον να 
µη βυθίζεται σ’ αυτό. Βρείτε το ελάχιστο πάχος x του ξύλινου φλοιού.   
 
Λύση:   

                                                

i R x

σρ

ξρ
i

         
 
Καλούµε mσ και Vσ τη µάζα και τον όγκο της µεταλλικής σφαίρας, και mξ και Vξ τη 
µάζα και τον όγκο του ξύλινου φλοιού. Η µάζα και ο όγκος της σύνθετης σφαίρας 
είναι  mολ= mσ+mξ , Vολ= Vσ+Vξ . Για να µη βυθίζεται η σφαίρα αυτή, θα πρέπει η µέ-
ση πυκνότητά της, έστω ρσ΄, να µην υπερβαίνει αυτήν του νερού: ρσ΄ < ρ , όπου     
                

               

( )

( ) .

m m V V V V Vm
V V V V

V
V

σ ξ σ σ ξ ξ σ σ ξ ολ σολ
σ

ολ ολ ολ ολ

σ
σ ξ σ ξ

ολ

ρ ρ ρ ρ
ρ

ρ ρ ρ ρ

+ + + −′ = = = = ⇒

′ = + −
    

 
Έτσι,   

                                  ( ) V
V

σ
σ σ ξ ξ

ολ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ′ ≤ ⇒ − ≤ −     (1)       

 
Αλλά,   

                    3 34 4, ( ) ,
3 3

V R V R xσ ολπ π= = +  και   
3

.V R
V R x

σ

ολ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
     

 
Από την (1), τότε, έχουµε   
                  

                      

1/ 33

1/ 3

1 .

R R x
R x R

x R

ξ σ ξ

σ ξ ξ

σ ξ

ξ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ

⎛ ⎞− −+⎛ ⎞ ≤ ⇒ ≥ ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞−
⎢ ⎥≥ −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

            

 
Αντικαθιστώντας τα αριθµητικά δεδοµένα, βρίσκουµε  xmin = 5cm .      
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53.  Στην Παρ.5.4 µάθαµε ότι, αν κρεµάσουµε µια µάζα m από ένα ελατήριο σταθεράς 
k, η µάζα θα µπορεί να εκτελεί κατακόρυφες ταλαντώσεις γύρω από τη θέση ισορροπίας 
της µε περίοδο T = 2π /m k . Τοποθετούµε τώρα το σύστηµα µέσα σε υγρό που έχει 
πυκνότητα ρ µικρότερη από τη µέση πυκνότητα της µάζας (έτσι, η m θα βυθιζόταν αν 
δεν την συγκρατούσε το ελατήριο). ∆είξτε ότι η περίοδος της ταλάντωσης παραµένει 
ίδια και µέσα στο υγρό!   
 
 
Λύση:               
                                                             
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Τα σύµβολα έχουν την ίδια σηµασία όπως στην Παρ.5.4(β). Το σώµα ισορροπεί στη 
θέση x=0, στην οποία το ελατήριο επεκτείνεται κατά l∆  από το φυσικό του µήκος 
και ασκεί δύναµη Fk΄= k l∆ . Στη συνέχεια, το σώµα µετατοπίζεται κατά x πάνω από 
τη θέση ισορροπίας και δέχεται τώρα από το ελατήριο µια δύναµη Fk= ( )k l x∆ − . Το 
µόνο νέο στοιχείο είναι η σταθερή άνωση Α=ρgV, όπου V ο όγκος του σώµατος. 
Προσέξτε ότι  Α<mg, διότι η πυκνότητα ρ του υγρού είναι µικρότερη από αυτή του 
σώµατος. Στο σηµείο ισορροπίας x=0, έχουµε   
                              
                             0 0kF A mg k l A mg′ + − = ⇒ ∆ + − =     (1)    
 
Η συνισταµένη δύναµη στο σώµα στη θέση µετατόπισης x είναι   
                     

                   
(1)

( )kF F A mg k l x A mg F k x= + − = ∆ − + − ⇒ = −    (2)      
 
Η (2) µας λέει ότι η µάζα m µπορεί να εκτελεί αρµονική ταλάντωση γύρω από τη θέ-
ση ισορροπίας x=0, µε περίοδο 2 /T m kπ= . Παρατηρούµε ότι η περίοδος αυτή εί-
ναι ανεξάρτητη από την πυκνότητα ρ του µέσου που περιβάλλει το ταλαντούµενο 
σώµα.     
 
 
 
 
 
 
 
 
 

mg

A

kF ′

mg

A

kF

0x =

l∆
x

l x∆ −
x
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54.  Ένας κύλινδρος ύψους h και µέσης πυκνότητας ρk επιπλέει βυθισµένος κατά ένα 
µέρος του σε υγρό πυκνότητας ρ (όπου ρ>ρk ), µε τον άξονά του κατακόρυφο. Ο κύλιν-
δρος υφίσταται µικρή κατακόρυφη µετατόπιση από τη θέση ισορροπίας του και στη συ-
νέχεια αφήνεται ελεύθερος. ∆είξτε ότι ο κύλινδρος θα εκτελέσει αρµονική ταλάντωση 
γύρω από τη θέση ισορροπίας του, και βρείτε την κυκλική συχνότητα ω. Σαν εφαρµογή, 
βρείτε το ω στην περίπτωση που ο κύλινδρος είναι βυθισµένος κατά το ήµισυ στο υγρό 
όταν ισορροπεί.   
 
Λύση:   

                    

kρ

kw
0A

kρ

kw
A

ρ

+

x

x

x

0x =

h

    
 

Στο σχήµα βλέπουµε τον κύλινδρο σε δύο θέσεις: στη θέση ισορροπίας (x=0), και σε 
µια θέση µε αποµάκρυνση  x κάτω από τη θέση ισορροπίας. Έστω Vk ο όγκος του κυ-
λίνδρου. Το βάρος του, τότε, είναι wk=ρk gVk . Καλούµε V0 και V τους όγκους του ε-
κτοπιζόµενου υγρού στις θεωρούµενες θέσεις x=0 και x>0, αντίστοιχα. Οι αντίστοι-
χες ανώσεις που δέχεται ο κύλινδρος στις θέσεις αυτές είναι  

                                                Α0 = ρgV0  ,    Α = ρgV .     

Αν S είναι το εµβαδόν βάσης του κυλίνδρου, τότε Vk=S h. Επίσης,  

                                       V = V0 + S x    <=>    V – V0 = S x .     

Στη θέση ισορροπίας (x=0) έχουµε  wk= A0  =>     

                                                         ρkVk = ρV0    (1)    

Η συνισταµένη δύναµη στον κύλινδρο στη θέση αποµάκρυνσης  x είναι  

                               F = wk – A = ρk gVk – ρgV = ( ρkVk – ρV ) g     

ή, αντικαθιστώντας το ρkVk από την (1),  

                       F = ( ρV0 – ρV ) g = − ρ (V – V0) g = − ρ (S x) g   =>      

                                            F = − ( ρgS ) x ≡  − k x    (2)    

Σύµφωνα µε τη (2), ο κύλινδρος εκτελεί κατακόρυφη αρµονική ταλάντωση γύρω από 
τη θέση ισορροπίας (x=0) µε κυκλική συχνότητα /k mω = , όπου m η µάζα του κυ-
λίνδρου. Θέτοντας  m= ρkVk = ρkSh  και  k = ρgS, βρίσκουµε   
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k

g
h

ρω
ρ

=     (3)       

 
Στην ειδική περίπτωση που V0=Vk /2, η (1) δίνει  ρ / ρk = Vk / V0 = 2, οπότε η (3) γίνε-
ται  2 /g hω =  .    
 
    Άσκηση: Βρείτε την περίοδο Τ και τη συχνότητα f της ταλάντωσης. Θα είχαµε από-
λυτα αρµονική ταλάντωση αν στη θέση του κυλίνδρου βρισκόταν µια σφαίρα; Ένας 
κύβος;   
 
 
55.  Ένας χρυσοχόος προσπαθεί να πουλήσει µια κορώνα σε ένα βασιλιά, λέγοντάς του 
ότι είναι ολόχρυση και δεν έχει εσωτερικές κοιλότητες. Πριν αποφασίσει, ο βασιλιάς 
ζητάει τη γνώµη του Αρχιµήδη. Αυτός ζυγίζει αµέσως την κορώνα και βρίσκει πως το 
βάρος της είναι w=7.84N . Στη συνέχεια, τη ζυγίζει βυθισµένη µέσα στο νερό και µετρά 
ένα φαινοµενικό βάρος wφ=6.86Ν . Γνωρίζοντας ότι η πυκνότητα του νερού είναι  
ρ=103kg/m3, ενώ αυτή του χρυσού είναι ρx=19.3× 103kg/m3, σε τι συµπέρασµα καταλή-
γει ο Αρχιµήδης;   
 
Λύση:  Ουσιαστικά, ο Αρχιµήδης ζητά τη µέση πυκνότητα ρ΄ της κορώνας, έτσι ώστε 
να τη συγκρίνει µε την πυκνότητα ρx του χρυσού. Αν V είναι ο όγκος της κορώνας, το 
πραγµατικό της βάρος είναι   

                                                        w gVρ′=     (1)    

Έχουµε µία εξίσωση µε δύο αγνώστους, ρ΄ και V. Υποθέτοντας ότι θέλουµε να απο-
φύγουµε την απευθείας πειραµατική µέτρηση του όγκου V, ζητούµε µια δεύτερη εξί-
σωση για να τον απαλείψουµε από το πρόβληµα. Το φαινοµενικό βάρος της κορώνας 
όταν αυτή είναι βυθισµένη στο νερό, ισούται µε το πραγµατικό της βάρος µειωµένο 
κατά την άνωση Α :    

                                        
( ) (2)

w w A gV gV

w gV
ϕ

ϕ

ρ ρ

ρ ρ

′= − = − ⇒

′= −
     

∆ιαιρώντας την (2) µε την (1), και λύνοντας ως προς ρ΄, βρίσκουµε   

                                   3 38 10 / .x
w kg m

w wϕ

ρ ρ ρ′ = = × <
−

        

Άρα, είτε η κορώνα έχει εσωτερικές κοιλότητες, είτε αποτελείται από κάποιο κράµα. 
(Οι ιστορικοί της εποχής δεν δίνουν πληροφορίες σχετικά µε την τύχη του χρυσο-
χόου...)   
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56.  Μια δεξαµενή µε νερό είναι τοποθετηµένη πάνω σε µια ζυγαριά, η οποία δείχνει 
συνολικό βάρος w. Ποια θα είναι η νέα ένδειξη της ζυγαριάς, αν προσθέσουµε (α) µια 
πέτρα όγκου V, βυθισµένη ολόκληρη στο νερό, που κρατιέται ακίνητη κρεµασµένη µε 
ένα σχοινί από σταθερό υποστήριγµα; (β) µια πέτρα όγκου V που βυθίζεται ελεύθερα 
στο νερό; (γ) ένα κοµµάτι ξύλου, βάρους w΄, που επιπλέει στο νερό; (δ) ένα κοµµάτι 
ξύλου, βάρους w΄, που εκτελεί κατακόρυφη ταλάντωση κυκλικής συχνότητας ω, γύρω 
από τη θέση όπου ισορροπεί (επιπλέει); (∆ίνεται η πυκνότητα ρ του νερού.)  
 
Λύση:   

                       

V V
w′

ρ

( )α ( )β ( ) ( )γ δ−

A

A w
F

ρ

     
 
Σε κάθε περίπτωση, το νερό ασκεί στο βυθισµένο σώµα µια δύναµη άνωσης Α µε φο-
ρά προς τα πάνω. Από το νόµο δράσης-αντίδρασης, το βυθισµένο σώµα ασκεί µε τη 
σειρά του στο νερό µια δύναµη ίσου µέτρου Α, µε φορά προς τα κάτω. Στο σύστηµα 
δεξαµενής+νερού δρουν τρεις εξωτερικές δυνάµεις: το βάρος w, η αντίδραση Α στην 
άνωση από το βυθισµένο σώµα, και η δύναµη F από τη ζυγαριά στο δοχείο. Η F είναι 
και η δύναµη που αντιστοιχεί στην ένδειξη της ζυγαριάς. Επειδή το σύστηµα «δεξα-
µενή+νερό» ισορροπεί (προσέξτε ότι το βυθισµένο σώµα δεν είναι µέρος του συστή-
µατος!), θα πρέπει σε κάθε περίπτωση να ισχύει ότι   

                                                        F = w + A     (1)      

Για τις περιπτώσεις (α) και (β) παρατηρούµε τα εξής: Η πέτρα, είτε είναι κρεµασµένη 
και ακίνητη, είτε βυθίζεται ελεύθερα, δέχεται από το υγρό την ίδια άνωση A=ρgV. 
Άρα, και στις δύο περιπτώσεις το υγρό δέχεται από την πέτρα την ίδια αντίδραση Α 
προς τα κάτω. Έτσι, για τις περιπτώσεις (α) και (β), η σχέση (1) δίνει   

                                                     F = w + ρgV .     

Στην περίπτωση (γ), αφού το ξύλο επιπλέει, το βάρος του w΄ είναι ίσο, κατά µέτρο, µε 
την άνωση:  A=w΄. Έτσι, η (1) δίνει   

                                                      F = w + w΄ .          

Για την περίπτωση (δ) παρατηρούµε τα εξής: Όταν το ξύλο ισορροπεί επιπλέοντας, η 
άνωση είναι  Α0=w΄. Όταν το ξύλο ταλαντώνεται κατακόρυφα, η άνωση µεταβάλλε-
ται περιοδικά µε το χρόνο (δείξτε το!), σύµφωνα µε µια εξίσωση της µορφής   

                                   Α = Α0 + Β cos ωt = w΄+ Β cos ωt      

όπου Β µια σταθερή ποσότητα (0<Β<w΄ ). Η (1), τότε, δίνει   

                                            F = w + w΄+ Β cos ωt  .      
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57.  Ένα δοχείο, εµβαδού διατοµής Α , περιέχει υγρό πυκνότητας ρ. Σε πλευρικό τοί-
χωµα του δοχείου και σε κατακόρυφη απόσταση h κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια 
του υγρού, ανοίγουµε µια οπή εµβαδού a, όπου a<<A . Βρείτε την αρχική ταχύτητα ε-
κροής του υγρού από την οπή, καθώς και την παροχή της αρχικής εκροής. (Το υγρό θε-
ωρείται ιδανικό.)   
 
Λύση:   

                           

1

2

0P

0P

h

1y

2y
v

y

0y =
        

 
Τη στιγµή που ανοίγουµε την οπή, δηµιουργείται µια φλέβα ροής (στο σχήµα φαίνο-
νται διακεκοµµένες µερικές ρευµατικές γραµµές) η οποία εκτείνεται από την ελεύ-
θερη επιφάνεια του υγρού (διατοµή Α2=Α) έως την οπή (διατοµή Α1= a). Η πίεση και 
στις δύο διατοµές είναι ίση µε την ατµοσφαιρική: P1=P2=P0 . Καλούµε v1= v και v2 
τις ταχύτητες ροής στις αντίστοιχες διατοµές, και y1, y2 τα ύψη στα οποία βρίσκονται 
οι διατοµές πάνω από ένα αυθαίρετο επίπεδο αναφοράς. Από το νόµο συνεχείας,   

                             1
1 1 2 2 2 1 2

2

0
A aA v A v v v v v
A A

= ⇒ = = ⇒ �     (1)      

διότι υποθέσαµε ότι  a<<A, έτσι ώστε  a /A� 0. Από το νόµο του Bernoulli,   

                    

(1)
2 2

1 1 1 2 2 2

2 2
0 1 0 2 2 1

1 1
2 2

1 2 ( )
2

2 .

P v g y P v g y

P v g y P g y v g y y

v gh

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

+ + = + + ⇒

+ + = + ⇒ = − ⇒

=

     

Προσέξτε ότι η ταχύτητα εκροής από την οπή είναι ανεξάρτητη από την πυκνότητα ρ 
του υγρού. Η παροχή της εκροής είναι   

                                                   2 .a v a ghΠ = =      

Αν µε µια στρόφιγγα αυξήσουµε (ελαττώσουµε) τη διατοµή a της οπής, θα αυξηθεί 
(ελαττωθεί) η παροχή Π χωρίς να αλλάξει η ταχύτητα v της εκροής.   

    Άσκηση: Λύστε πάλι το πρόβληµα, τη φορά αυτή χωρίς να θεωρήσετε ότι η διατο-
µή a της οπής είναι αµελητέα σε σύγκριση µε τη διατοµή Α του δοχείου. ∆είξτε ότι η 
ακριβής τιµή της αρχικής ταχύτητας εκροής  v είναι   

                            

1/ 2

2
2

1

ghv
a
A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎢ ⎥

⎝ ⎠⎣ ⎦

  ( 2gh�   όταν  1a
A
<<  ) .              
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58.  Στο σχήµα, ένας οριζόντιος σωλήνας διατοµής Α1 στενεύει σε οµοαξονικό οριζό-
ντιο σωλήνα διατοµής Α2 (Α2<Α1). Στη θέση 1 του ευρύτερου τµήµατος στερεώνεται 
ένας κατακόρυφος σωλήνας, ενώ ένας άλλος κατακόρυφος σωλήνας στερεώνεται στη 
θέση 2 του στενότερου τµήµατος. Μέσα στο οµοαξονικό σύστηµα των οριζόντιων σω-
λήνων ρέει νερό, το οποίο ανέρχεται σε ύψη h1 και h2 µέσα στους αντίστοιχους κατακό-
ρυφους σωλήνες. (α) Σε ποιον κατακόρυφο σωλήνα ανέρχεται το νερό σε µεγαλύτερο 
ύψος; (β) Βρείτε την παροχή της ροής , µε δεδοµένα τα  Α1 , Α2 , h1 , h2 .   
 
Λύση:     

                        

1
2

0P 0P

1h
2h

1A 2A1v 2v

        
 
Θεωρούµε προσεγγιστικά ότι οι στήλες του νερού στους δύο κατακόρυφους σωλήνες 
ξεκινούν από τον άξονα του οµοαξονικού οριζόντιου συστήµατος σωλήνων. Επειδή 
το νερό στους κατακόρυφους σωλήνες είναι στατικό, µπορούµε να χρησιµοποιή-
σουµε τη θεµελιώδη εξίσωση της Υδροστατικής για να βρούµε τις πιέσεις στις διατο-
µές 1 και 2:   

                                   1 0 1 2 0 2,P P gh P P ghρ ρ= + = +      (1)       

(όπου ρ η πυκνότητα του νερού και Ρ0 η ατµοσφαιρική πίεση). Τώρα, όπως γνωρί-
ζουµε (Παρ.8.13), στην οριζόντια ροή η υδροστατική πίεση είναι µεγαλύτερη εκεί 
όπου η διατοµή της φλέβας είναι µεγαλύτερη. ∆οθέντος ότι Α1>Α2 , έχουµε έτσι ότι 
Ρ1>Ρ2 , οπότε, από τις σχέσεις (1) έπεται ότι h1>h2 . Το νερό, δηλαδή, ανέρχεται σε 
µεγαλύτερο ύψος στον κατακόρυφο σωλήνα που είναι στερεωµένος στο ευρύτερο 
τµήµα του οµοαξονικού συστήµατος.     

    Ο νόµος συνεχείας δίνει   

                                       1
1 1 2 2 2 1

2

A
A v A v v v

A
= ⇒ =     (2)       

όπου v1, v2 οι ταχύτητες ροής στις δύο διατοµές. Από το νόµο του Bernoulli για ορι-
ζόντια ροή,   

                                         2 2
1 1 2 2

1 1
2 2

P v P vρ ρ+ = +     (3)         

Αντικαθιστώντας τις (1) και (2) στην (3), και λύνοντας ως προς v1, βρίσκουµε   

                                          
1/ 2

1 2
1 2 2 2

1 2

2 ( )g h h
v A

A A
⎡ ⎤−

= ⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

.       

Η παροχή είναι   

                                   
1/ 2

1 2
1 1 1 2 2 2

1 2

2 ( )g h h
A v A A

A A
⎡ ⎤−

Π = = ⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

.       
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59.  Στον πυθµένα δοχείου µεγάλου όγκου ανοίγουµε οπή εµβαδού a=1cm2 (οι διαστά-
σεις της οποίας θεωρούνται αµελητέες σε σχέση µε τη διατοµή του δοχείου). Στη συνέ-
χεια, βάζουµε το δοχείο κάτω από µια βρύση από την οποία τρέχει νερό µε ρυθµό 
Π=140cm3/s. Σε ποιο ύψος h θα ανέλθει η στάθµη του νερού στο δοχείο; (g=980cm/s2)  
 
Λύση:     

                                                  

ρ

h

a

v

Π

         
Στο δοχείο εισέρχεται νερό µε σταθερή παροχή Π από τη βρύση, ενώ ταυτόχρονα ε-
ξέρχεται νερό από την οπή. Στην αρχή η στάθµη του νερού ανεβαίνει διότι η παροχή 
εκροής, ίση µε av (όπου v η ταχύτητα εκροής από την οπή), είναι µικρότερη από την 
παροχή εισροής Π. Η στάθµη θα σταµατήσει να ανεβαίνει όταν οι δύο παροχές γίνουν 
ίσες:   
                                                           avΠ =     (1)      

Τώρα, η οπή βρίσκεται σε κατακόρυφη απόσταση h κάτω από την ελεύθερη επιφά-
νεια του νερού. Όπως δείξαµε στο Πρόβληµα 57 (δεν έχει καµία σηµασία ότι εκεί η 
οπή ήταν σε πλευρικό τοίχωµα του δοχείου και όχι στον πυθµένα!), η ταχύτητα ε-
κροής του υγρού είναι   

                                                        2v gh=     (2)      

Από τις (1) και (2), έχουµε   

                                                  
2

2 10 .
2

h cm
ga
Π

= =       

 
 
60.  Σταθερή παροχή νερού, ίση µε Π, εξέρχεται από µια βρύση της οποίας το στόµιο 
έχει εµβαδόν διατοµής Α. Βρείτε τη διατοµή της στήλης του νερού σε κατακόρυφη από-
σταση h κάτω από το στόµιο της βρύσης, σαν συνάρτηση των Π, Α και h.   
 
Λύση:     

                                

y

0y =

0y

y

h

A

a

0P

0P
0v

v
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Καλούµε a τη ζητούµενη διατοµή της στήλης του νερού. Έστω v η ταχύτητα ροής σε 
κατακόρυφη απόσταση h κάτω από τη βρύση, και έστω y το ύψος στο οποίο βρίσκε-
ται η θέση της διατοµής a ως προς ένα αυθαίρετο επίπεδο αναφοράς. Για το στόµιο 
της βρύσης (διατοµή Α), οι αντίστοιχες ποσότητες είναι v0 και y0. Οι πιέσεις στις δια-
τοµές Α και a είναι ίσες µε την ατµοσφαιρική πίεση Ρ0. Εφαρµόζουµε τους θεµελιώ-
δεις νόµους της Υδροδυναµικής για τις δύο αυτές διατοµές, υποθέτοντας ότι πληρού-
νται όλες οι προϋποθέσεις ιδανικής ροής. Από το νόµο συνεχείας,   
 
                                                     0Av a vΠ = =    (1)      

Από το νόµο του Bernoulli,   

                        
2 2

0 0 0 0

2 2 2
0 0 0

1 1
2 2

2 ( ) 2 (2)

P v g y P v g y

v v g y y v v gh

ρ ρ ρ ρ+ + = + + ⇒

= + − ⇒ = +
          

Από την (1) =>    

                                     0v
A
Π

=    (3)     και     a
v
Π

=    (4)      

όπου η παροχή Π υποτίθεται γνωστή. Αντικαθιστώντας τις (2) και (3) στην (4), βρί-
σκουµε, τελικά,   

                                              
2

2

a

gh
A

Π
=

Π⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  .       
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ  ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ 
 
 

1.  ∆ιαφορικό µιας Συνάρτησης   
 
Έστω συνάρτηση  y= f (x). Έστω ∆x µια αυθαίρετη µεταβολή τού x :  x→  x+∆x  (συµ-
βατικά, θα θεωρήσουµε ότι ∆x > 0). Η αντίστοιχη µεταβολή τού  y είναι   

                                                ( ) ( )y f x x f x∆ = + ∆ −   .      

Προσέξτε ότι το ∆y είναι συνάρτηση δύο ανεξάρτητων µεταβλητών: του x και του ∆x.    
 
    Η παράγωγος της  f στο σηµείο x είναι, εξ ορισµού,   

                                
0 0

( ) ( )( ) lim lim
x x

f x x f x yf ΄ x
x x∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆
= =

∆ ∆
         (1) 

Από την (1) προκύπτει ότι υπάρχει συνάρτηση ( , )x xε ∆  τέτοια ώστε     

                        ( ) ( , )y f ΄ x x x
x

ε∆
= + ∆

∆
    όπου    

0
lim ( , ) 0
x

x xε
∆ →

∆ =        (2) 

Άρα,   
                                          y∆ =  f ΄ (x) x∆ + ( , )x x xε ∆ ∆    (3)         
 
Το γινόµενο  f ΄ (x)∆x  είναι γραµµικό (πρώτου βαθµού) ως προς ∆x, ενώ το γινόµενο 

( , )x x xε ∆ ∆   θα πρέπει να περιέχει όρους τουλάχιστον δευτέρου βαθµού ως προς ∆x 
(δηλαδή, δεν µπορεί να περιέχει σταθερό και πρωτοβάθµιο όρο). Γράφουµε, συµβο-
λικά,     

                      2( , ) ( )x x x O xε ∆ ∆ ≡ ∆    όπου   ∆ x2 ≡ (∆ x)2  [ ≠∆ (x2) ! ] .    

Έτσι, η (3) γράφεται     

                                           y∆ =  f ΄ (x) x∆  + 2( )O x∆    (4) 
 
Παρατηρούµε ότι το ∆y είναι άθροισµα ενός γραµµικού και ενός µη-γραµµικού όρου 
ως προς ∆x. Επιπλέον, η παράγωγος της  f στο σηµείο x είναι ο συντελεστής τού ∆x 
στο γραµµικό όρο.      
 
    Παράδειγµα:  Έστω  y = f (x) = x 3 .  Τότε,   

             ∆y = f (x+∆x) – f (x) = (x+∆x) 3 – x 3 = 3x 2 ∆x + (3x∆x 2 + ∆x 3) ,    

απ’ όπου έχουµε ότι   f ΄ (x) = 3x 2  και  2( )O x∆ = 3x∆x 2 + ∆x 3 .     
 
    Ο γραµµικός όρος στην (4), που είναι συνάρτηση των µεταβλητών x και ∆x, καλεί-
ται διαφορικό της συνάρτησης  y = f (x) και συµβολίζεται ως εξής:   
 
                                             ( )dy df x= =  f ΄ (x) x∆                (5) 
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 Η (4), τότε, γράφεται   

                                                   y dy∆ = + 2( )O x∆     (6)    

    Όταν το ∆x είναι απειροστό (0 < ∆x << 1) , µπορούµε να κάνουµε την προσέγγιση  
2( )O x∆ 0� . Έτσι,   

                                  y dy∆ � =  f ΄ (x) x∆    για απειροστό ∆ x            (7) 
 
Προσέξτε όµως ότι, για πεπερασµένο (όχι απειροστό) ∆x, η διαφορά ∆y και το διαφο-
ρικό dy είναι, γενικά, δύο ξεχωριστές ποσότητες!  
 
    Εξαίρεση στην παραπάνω παρατήρηση αποτελεί η περίπτωση των γραµµικών συ-
ναρτήσεων: Έστω  y = f (x) = ax+b . Τότε,  
           
                         ∆y = f (x+∆x) – f (x) = [a(x+∆x)+b] – (ax+b) = a∆x   
και   
                                  dy =  f ΄ (x) x∆ = (ax+b)΄∆x = a∆x = ∆y .    
 
∆ηλαδή, στις γραµµικές συναρτήσεις (και µόνο σε αυτές) δεν υπάρχει διάκριση ανά-
µεσα στο διαφορικό και τη µεταβολή τους: dy = ∆y . Τούτο βέβαια σηµαίνει ότι, για 
τις συναρτήσεις αυτές, 2( )O x∆ = 0 .    
 
    Ας δούµε µερικά παραδείγµατα εφαρµογής του ορισµού (5):   
 

    Για 1( ) ( ) ( )a a a af x x d x x x ax x−′= ⇒ = ∆ = ∆  .   
            Για ( ) ( ) ( )x x x xf x e d e e x e x′= ⇒ = ∆ = ∆  .      

    Για 1( ) ln (ln ) (ln )f x x d x x x x
x

′= ⇒ = ∆ = ∆  .      

Προσέξτε ότι, για ( )f x x= , έχουµε  ( ) 1dx x x x′= ∆ = ⋅∆ ⇒  
 
                                                          x dx∆ =              (8) 
 
(σε συµφωνία και µε την παρατήρηση που κάναµε νωρίτερα για τις γραµµικές συναρ-
τήσεις). Η (5), έτσι, µπορεί να γραφεί πιο συµµετρικά ως εξής:   
 
                                              ( )dy df x= =  f ΄ (x) dx             (9) 
 
∆ιαιρώντας µε dx, βρίσκουµε µια σηµαντική έκφραση για την παράγωγο:   
                                  

                                                 f ΄ (x) ( )dy df x
dx dx

= =      (10) 

 
Με λόγια, η παράγωγος µιας συνάρτησης ισούται µε το λόγο του διαφορικού της συ-
νάρτησης προς το διαφορικό (ή ισοδύναµα, τη µεταβολή) της ανεξάρτητης µεταβλητής 
της.    
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2.  ∆ιαφορικοί Τελεστές   
 
Εισάγουµε τώρα τον εξής χρήσιµο συµβολισµό:   
                                                 

                                                    ( ) ( )df x d f x
dx dx

≡                   (11) 

 
Προσέξτε ότι ο συµβολισµός αυτός προσπαθεί να «µιµηθεί» τις ιδιότητες του πολλα-
πλασιασµού των πραγµατικών αριθµών:   

                                                      α β α β
γ γ
⋅

= ⋅    

µε τη διαφορά ότι η έκφραση d
dx

 σαφέστατα δεν είναι αριθµός! Το σύµβολο d
dx

  

ονοµάζεται διαφορικός τελεστής και, όταν τοποθετείται µπροστά από µια συνάρτηση  
f (x), δίνει εντολή να πάρουµε την παράγωγο της  f (x). Έτσι, γράφουµε:       
 

                                            f ΄ (x) ( ) ( )df x d f x
dx dx

= =                      (12) 

 
Η σχέση (12) περιέχει τρεις διαφορετικούς συµβολισµούς της παραγώγου µιας συ-
νάρτησης!   
 
    Και οι παράγωγοι ανώτερης τάξης µπορούν να παρασταθούν µε τη βοήθεια διαφο-
ρικών τελεστών. Για παράδειγµα, η δεύτερη παράγωγος της  y= f (x) γράφεται    

                  f ΄΄ (x)
2 2

2
( ) ( ) ( ) ( )d df x d d d df x f x f x

dx dx dx dx dx dx
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

     

ή     

                                             f ΄΄ (x)
2 2

2 2
( )d f x d y

dx dx
= =       (13) 

 
 
    Άσκηση: Αποδείξτε τις παρακάτω ιδιότητες του διαφορικού:   
   

1. [ ( ) ( )] ( ) ( )d f x g x df x dg x± = ±  

2. [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )d f x g x f x dg x g x df x= +  

3. [ ( )] ( )d c f x cdf x=     (c=σταθ.)  

4. 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) [ ( )]

f x g x df x f x dg xd
g x g x

⎡ ⎤ −
=⎢ ⎥

⎣ ⎦
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3.  Γεωµετρική Σηµασία του ∆ιαφορικού     
 

                               

i
i
ii

O
x

y

θM
A

B

x x x+∆

x∆

M ′
( )y f x=

           
 
Στο σχήµα βλέπουµε τµήµα της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  y= f (x). Θε-
ωρούµε ένα τυχαίο σηµείο Μ≡ (x, y) της καµπύλης, και φέρουµε την εφαπτοµένη 
στην καµπύλη στο σηµείο αυτό. Η ευθεία αυτή σχηµατίζει γωνία θ µε τον άξονα x. 
Όπως βλέπουµε, στη µεταβολή ∆x=MA του x αντιστοιχεί η µεταβολή ∆y=AM΄ του y. 
Το τµήµα ΑΒ, τότε, αντιπροσωπεύει το διαφορικό τής f για τις δοσµένες τιµές των x 
και ∆x. Πράγµατι:  

                              dy = f ΄ (x) ∆x = (tan θ) ∆x = AB MA
MA

 = AB .     

Επίσης, από την (6),      

                                   2( )O x∆ = ∆y – dy = ΑΜ΄ - ΑΒ = ΒΜ΄ .       
 
Αν η  f  ήταν γραµµική, θα είχαµε Β≡Μ΄, οπότε 2( )O x∆ = 0  και  ∆y=dy.    
 
 
4.  Παράγωγος Σύνθετης Συνάρτησης   
 
Θεωρούµε δύο συναρτήσεις f και g, τέτοιες ώστε y=f (u) και u=g(x). Η σύνθετη συ-
νάρτηση  ( fD g) ορίζεται ως εξής:   
 
                                             y = ( fD g) (x) ≡  f  [ g(x) ] .         
 
Πιο απλά (και µε κίνδυνο να εξοργίσουµε τους µαθηµατικούς!), γράφουµε, παρα-
λείποντας τα σύµβολα των συναρτήσεων:  y= y(u),  u= u(x), και  y= y(x)= y [u(x)] .     
 
    Θέλουµε τώρα µια έκφραση για την παράγωγο του y ως προς x. Η παράγωγος αυτή 
ισούται µε το πηλίκο dy/dx. Γράφουµε:   

                                    y΄ (x) dy dy du
dx du dx

= = = y΄ (u) u΄ (x)       

που είναι ο γνωστός κανόνας παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης. Προσέξτε πόσο 
απλουστεύεται η απόδειξη αυτού του κανόνα αν εκφράσουµε τις παραγώγους σαν 
πηλίκα διαφορικών !   
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5.  ∆ιαφορικές Εξισώσεις   
 
Όπως γνωρίζουµε, µια αλγεβρική εξίσωση έχει σαν λύση της ένα σύνολο αριθµών 
(πραγµατικών ή και µιγαδικών). Αντίθετα, µια διαφορική εξίσωση έχει σαν λύση ένα 
σύνολο συναρτήσεων. Μια διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης είναι µια αλγεβρική 
σχέση που εµπεριέχει την παράγωγο µιας άγνωστης συνάρτησης και, ενδεχοµένως, 
και την ίδια τη συνάρτηση. Μια τέτοια εξίσωση έχει άπειρες λύσεις. Για να προσδιο-
ρίσουµε κάποια από αυτές, µαζί µε τη διαφορική εξίσωση θα πρέπει να µας δοθεί και 
µια αρχική συνθήκη. Ας δούµε µερικά παραδείγµατα:    
 
1) Βρείτε τη συνάρτηση y=y(x) που επαληθεύει τη διαφορική εξίσωση   

                                                        y΄ = 2 xe        (14) 

και ικανοποιεί την αρχική συνθήκη    

                                               y = 1   όταν   x = 0       (15) 
 
    Η (14) γράφεται:   

                                         2 2x xdy e dy e dx
dx

= ⇒ =    (16) 

 
Μπορούµε να εργαστούµε µε δύο τρόπους:   
     
    (α) Βρίσκουµε πρώτα το αόριστο ολοκλήρωµα της (16), το οποίο αποτελεί και τη 
γενική λύση τής (14):   

             2 2 2
1 2 2 1

1 1 ( )
2 2

x x xdy e dx y C e C y e C C= ⇒ + = + ⇒ = + −∫ ∫    

ή, επειδή τα C1, C2 είναι αυθαίρετα,   

                                                    21
2

xy e C= +       (17) 

Προσέξτε ότι η γενική λύση (17) παριστά ένα άπειρο πλήθος συναρτήσεων, αφού η 
σταθερά C είναι αυθαίρετη. Εφαρµόζοντας την αρχική συνθήκη (15) στην (17), έχου-
µε:   

                                           01 11
2 2

e C C= + ⇒ =  .     

Από την (17), τότε, βρίσκουµε την ειδική λύση       

                                                  21 ( 1)
2

xy e= +  .        

     
    (β) Παίρνουµε τα ορισµένα ολοκληρώµατα των δύο µελών τής (16), τοποθετώντας 
στα κάτω όρια τις αντίστοιχες τιµές των y και x που δίνονται από την αρχική συνθήκη 
(15) (στα πάνω όρια θέτουµε απλά τις µεταβλητές y και x):   

         2 2 2 0 2

1 0
0

1 1 1 11 ( 1)
2 2 2 2

x
y x x x x xdy e dx y e e e y e⎡ ⎤= ⇒ − = = − ⇒ = +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  .   
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Παρατηρούµε ότι, στο βαθµό που δεν µας ενδιαφέρει η γενική λύση της διαφορικής 
εξίσωσης, ο δεύτερος τρόπος εργασίας είναι συντοµότερος.    
 
2) Επιλύστε τη διαφορική εξίσωση  y΄ = 5y,  µε την αρχική συνθήκη:  y=3 όταν x=0.  
     

               
[ ] 33 0

5

5 5 5 ln 5

ln 5 3 .
3

y x y

x

dy dy dyy dx dx y x
dx y y

y x y e

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒

⎛ ⎞ = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
        

 

3) Επιλύστε την εξίσωση   y΄ = 2
2 1x +

,  µε την αρχική συνθήκη:  y=0 όταν x=0.     

 

                     
0 0

0

2 2 2
2 1 2 1 2 1

12 ln(2 1) ln(2 1) .
2

y x

x

dy dx dxdy dy
dx x x x

y x x

= ⇒ = ⇒ = ⇒
+ + +

⎡ ⎤= + = +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫
           

 
4) Επιλύστε την εξίσωση   y΄ = 2 xy,  µε την αρχική συνθήκη:  y=5 όταν x=1.  
 

                       
2

5 1

2 1

2 2 2

ln 1 5 .
5

y x

x

dy dy dyx y x dx x dx
dx y y

y x y e −

= ⇒ = ⇒ = ⇒

⎛ ⎞ = − ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
    

     
    Άσκηση: Επιλύστε και πάλι τις διαφορικές εξισώσεις των Παραδειγµάτων (2), (3) 
και (4), τη φορά αυτή βρίσκοντας πρώτα τις γενικές λύσεις των εξισώσεων, όπως στο 
Παράδειγµα 1(α).    
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ΒΑΣΙΚΑ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 
 
 

 
 

dx x C= +∫  

 
1

( 1)
1

a
a xx dx C a

a

+

= + ≠ −
+∫  

 

ln | |dx x C
x
= +∫  

 
x xe dx e C= +∫  

 

2

2

cos sin

sin cos

tan
cos

cot
sin

x dx x C

x dx x C

dx x C
x

dx x C
x

= +

= − +

= +

= − +

∫

∫

∫

∫

 

 

2
arcsin

1
dx x C

x
= +

−∫  

 

2 arctan
1

dx x C
x

= +
+∫  

 

2
1 1ln

1 2 1
dx x C

x x
−

= +
− +∫  

 

( )2

2
ln 1

1
dx x x C

x
= + ± +

±∫           
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