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Θα συζητήσουµε µερικά λεπτά σηµεία που αφορούν το έργο ενός χρονικά µεταβαλ-
λόµενου πεδίου δυνάµεων. Ειδικότερα, θα εξηγήσουµε γιατί ένα τέτοιο πεδίο δεν 
µπορεί να είναι συντηρητικό, ακόµα κι αν είναι αστρόβιλο.  

 
 

1.  Εισαγωγή 
 
Σε ένα πρόσφατο άρθρο [1] συζητήσαµε µια λανθασµένη αντίληψη που εµφανίζεται 
συχνά στη βιβλιογραφία του Ηλεκτροµαγνητισµού σε σχέση µε την ηλεκτρεγερτική 
δύναµη (ΗΕ∆). Συγκεκριµένα, εξηγήσαµε γιατί είναι λάθος να ορίζουµε γενικά την 
ΗΕ∆ σαν έργο (ανά µονάδα φορτίου). Με απλά λόγια, η ΗΕ∆ ορίζεται πάντα για µια 
δεδοµένη χρονική στιγµή, ενώ για τον υπολογισµό του έργου µιας δύναµης πάνω σε 
ένα σωµάτιο (εδώ, ένα ηλεκτρικό φορτίο) που κινείται στο χώρο, ο χρόνος δεν µένει 
στατικός αλλά «ρέει» κατά τη διάρκεια της κίνησης.  
      Βέβαια, υπάρχουν κάποιες εξαιρετικές περιπτώσεις όπου η τιµή της ΗΕ∆ ενός κυ-
κλώµατος συµπίπτει µε αυτήν του έργου ανά µονάδα φορτίου για µια πλήρη περιφο-
ρά πάνω στο κύκλωµα. Όπως έχουµε εξηγήσει [1], αναγκαία συνθήκη για να συµβεί 
κάτι τέτοιο είναι τόσο η ΗΕ∆, όσο και το έργο, να είναι χρονικά ανεξάρτητες ποσό-
τητες.  
      Από τη σκοπιά της Κλασικής Μηχανικής, εν τούτοις, η περίπτωση των χρονικά 
µεταβαλλόµενων δυνάµεων και του έργου τους παρουσιάζει µεγαλύτερο ενδιαφέρον. 
Θα µελετήσουµε κάποιες πτυχές του προβλήµατος, εστιάζοντας την προσοχή µας σε 
δυσκολίες που προκύπτουν όταν φεύγουµε από την περιοχή των στατικών πεδίων δυ-
νάµεων. Αν και το ζήτηµα το θίγουν πολλά σηµαντικά εκπαιδευτικά συγγράµµατα 
στη Μηχανική (βλ, π.χ., [2-5]), έχουµε την αίσθηση ότι απαιτείται λεπτοµερέστερη 
ανάλυση για να γίνει πλήρως κατανοητό το πρόβληµα.  
      Αφού ορίσουµε το έργο ενός χρονικά µεταβαλλόµενου πεδίου δυνάµεων πάνω σε 
ένα σωµάτιο και συζητήσουµε κάποια λεπτά σηµεία του ορισµού, θα αναφερθούµε 
στη σχέση ανάµεσα στα αστρόβιλα και τα συντηρητικά πεδία και θα εξηγήσουµε γιατί 
ένα χρονικά µεταβαλλόµενο πεδίο δυνάµεων δεν µπορεί να είναι συντηρητικό και να 
οδηγεί στη διατήρηση της ολικής µηχανικής ενέργειας του σωµατιδίου, ακόµα κι αν 
το πεδίο αυτό είναι αστρόβιλο.  
 

2.  Έργο κατά µήκος καµπύλης στο χώρο  
 
Θεωρούµε σωµάτιο µάζας m κινούµενο σε κάποια περιοχή του χώρου, κάτω από την 
επίδραση ενός πεδίου δυνάµεων F

�
. Η τροχιά του σωµατιδίου στο χώρο είναι µια κα-

µπύλη L που εκτείνεται από το σηµείο A ως το σηµείο B. Καλούµε r
�

 το διάνυσµα 
θέσης τού m πάνω στην L τη χρονική στιγµή t, ως προς την αρχή O ενός αδρανειακού 
συστήµατος αναφοράς, και συµβολίζουµε µε d r

�
 τη στοιχειώδη µετατόπιση του m 

κατά µήκος τής L σε ένα απειροστό χρονικό διάστηµα dt.  
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      Το έργο του πεδίου F

�
 πάνω στο m από το A ως το B είναι  

 

                                                          
L

W F d r= ⋅∫
� �

               (1) 

 
Για να υπολογίσουµε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα στη σχέση (1) θα πρέπει να έχου-
µε κάποια µαθηµατική περιγραφή της καµπύλης L. Βέβαια, η καµπύλη µπορεί να ο-
ριστεί παραµετρικά κάνοντας χρήση οποιασδήποτε βολικής παραµέτρου της οποίας 
οι τιµές αντιστοιχούν στα διάφορα σηµεία r

�
 της L. Εν τούτοις, όπως θα δούµε σύ-

ντοµα, µια απλή γεωµετρική περιγραφή τής L ενδέχεται να µην είναι αρκετή για να 
προσδιορίσουµε το έργο W, αφού ίσως είναι σηµαντικό να λάβουµε υπόψη τη χρονι-
κή στιγµή κατά την οποία το σωµατίδιο m διέρχεται από οποιοδήποτε δοσµένο σηµείο 
της καµπύλης. Έτσι, η πιο πιστή παραµετροποίηση της L δίνεται από την εξίσωση κί-
νησης του m, µέσω της οποίας η θέση r

�
 του σωµατιδίου συνδέεται µε τη χρονική 

στιγµή t κατά την οποία το σωµάτιο διέρχεται από αυτή τη θέση.  
      Ας υποθέσουµε, λοιπόν, ότι η κίνηση του m κατά µήκος της τροχιάς L περιγράφε-
ται µαθηµατικά ως εξής:  
 
                         0 1( ) ,r t t t tφ= ≤ ≤

�
   όπου   0 1( ) , ( )A Bt r t rφ φ= =

� �
            (2) 

 
Τότε, ( ) ( )d r d t t dtφ φ′= =

�
. Η πολυπλοκότητα της παραγώγισης (1) εξαρτάται τώρα 

από τη φύση του πεδίου δυνάµεων F
�

, και ειδικά, από το αν το πεδίο αυτό είναι ή όχι 
συνάρτηση του χρόνου.  

      Για ένα στατικό (χρονικά αµετάβλητο) πεδίο δυνάµεων ( )F r
� �

 έχουµε ότι  
 

                                                 ( )( )1

0

( )
t

t
W F t t dtφ φ′= ⋅∫

�
                    (3) 

 
Η παραπάνω ποσότητα είναι ανεξάρτητη της παραµετροποίησης της καµπύλης L, δη-
λαδή, ανεξάρτητη από την ειδική συναρτησιακή σχέση (2) που συνδέει το r

�
 µε το t. 

Πράγµατι, η αντικατάσταση ( )t rφ =
�

 µετασχηµατίζει το ολοκλήρωµα (3) στη µορφή  
 

                                                       ( )
B

A
W F r d r= ⋅∫

� �
               (4) 

 
Όπως βλέπουµε, το ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος εξαρτάται µόνο από τη γεωµετρία 
της καµπύλης L, όχι από την όποια παραµετροποίηση της καµπύλης αυτής. Συµπε-
ραίνουµε ότι  
 

σε ένα στατικό πεδίο δυνάµεων, το έργο είναι µια καλά καθορισµένη ποσότητα 
που εξαρτάται από τη διαδροµή του σωµατιδίου µέσα στο πεδίο.  

 



ΕΡΓΟ ΜΙΑΣ ΧΡΟΝΙΚΑ ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΗΣ ∆ΥΝΑΜΗΣ 

3 

      Τα πράγµατα περιπλέκονται σηµαντικά στην περίπτωση ενός χρονικά µεταβαλλό-

µενου πεδίου δυνάµεων ( , )F r t
� �

. Το έργο πάνω στο σωµάτιο m, κατά µήκος της κα-
µπύλης L, γράφεται:  
 

                                              ( , )
B

L A
W F d r F r t d r= ⋅ = ⋅∫ ∫

� �� � �
              (5) 

 
Προσέξτε ιδιαίτερα ότι, µέσα στο ολοκλήρωµα, οι µεταβλητές r

�
 και t δεν είναι ανε-

ξάρτητες µεταξύ τους, αφού η πρώτη είναι συνάρτηση της δεύτερης µέσω της παρα-
µετροποίησης (2) της L, δηλαδή, σύµφωνα µε την εξίσωση κίνησης του m πάνω στην 
L.  Η σχέση (5) γράφεται:  
 

                                                ( )( )1

0

, ( )
t

t
W F t t t dtφ φ′= ⋅∫

�
               (6) 

 
Αυτή τη φορά, η αντικατάσταση ( )t rφ =

�
 δεν µπορεί να απαλείψει το χρόνο t προς 

όφελος του r
�

. Έτσι, το έργο W δεν είναι πια ανεξάρτητο της παραµετροποίησης της 
καµπύλης L µέσω της εξίσωσης κίνησης του m. Η γεωµετρία τής L δεν είναι από µό-
νη της αρκετή για τον προσδιορισµό τού W !  

      Για να το καταλάβουµε καλύτερα, θεωρούµε το στοιχειώδες έργο dW F d r= ⋅
� �

. 

Στην περίπτωση στατικού πεδίου δυνάµεων, αυτό γράφεται: ( )dW F r d r= ⋅
� � �

. Για δο-
σµένη εξίσωση κίνησης της µορφής (2), το dW εξαρτάται µόνο έµµεσα από το t µέσω 
της σχέσης ( )r tφ=

�
. Έτσι, για µια δοσµένη στοιχειώδη µετατόπιση του σωµατιδίου 

κατά µήκος τής L, το dW εξαρτάται µόνο από τη θέση r
�

 του m πάνω στην καµπύλη, 
όχι από τη χρονική στιγµή κατά την οποία το σωµάτιο διέρχεται από αυτή τη θέση. 
Καθώς το t µεταβάλλεται από t0 ως t1 , το διάνυσµα θέσης r

�
 διαγράφει όλα τα σηµεία 

της καµπύλης από A ως B. Τελικά, το ολικό έργο W που δίνεται από τη σχέση (4) έχει 
καλά καθορισµένη τιµή, ανεξάρτητη από την παραµετροποίηση της L. Αυτή η τιµή 
του έργου εξαρτάται µόνο από τη γεωµετρία της τροχιάς L που συνδέει τα A και B.  
      Από την άλλη µεριά, στην περίπτωση ενός χρονικά µεταβαλλόµενου πεδίου δυ-

νάµεων, το στοιχειώδες έργο είναι της µορφής ( , )dW F r t d r= ⋅
� � �

. Εδώ, το dW εξαρ-
τάται απευθείας από το t. Έτσι, για δοσµένη στοιχειώδη µετατόπιση πάνω στην L, το 
dW εξαρτάται όχι µόνο από τη θέση του σωµατιδίου στην L αλλά επίσης από τη χρο-
νική στιγµή κατά την οποία το σωµατίδιο διέρχεται από αυτή τη θέση. Αυτό, µε τη 
σειρά του, εξαρτάται από την εξίσωση κίνησης ( )r tφ=

�
 ή, µε άλλα λόγια, από την 

παραµετροποίηση της L. Βλέπουµε λοιπόν ότι το ολικό έργο (5) δεν είναι µια µονο-
σήµαντα καθορισµένη ποσότητα αλλά εξαρτάται από την εξίσωση κίνησης πάνω 
στην L.  
 

3.  Συντηρητικά και αστρόβιλα πεδία 
 

Έστω ( )F r
� �

 ένα στατικό πεδίο δυνάµεων. Γενικά µιλώντας, το πεδίο αυτό είναι συ-
ντηρητικό αν το έργο που κάνει πάνω σε ένα σωµάτιο είναι ανεξάρτητο της διαδροµής 
του σωµατίου από ένα σταθερό σηµείο σε ένα άλλο, ή ισοδύναµα, αν  
 

                                                       ( ) 0
C

F r d r⋅ =∫
� � �

�                       (7) 
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για κάθε κλειστή διαδροµή C.  
 

S

C

dr
�

da
da
���

 
 
      Έστω S µια ανοιχτή επιφάνεια µε όριο µια δοσµένη κλειστή καµπύλη C. Από το 
θεώρηµα του Stokes και τη σχέση (7), έχουµε ότι  
 

                                          ( ) ( ) 0
C S

F r d r F da⋅ = ∇× ⋅ =∫ ∫
���� � �� �

�                (8) 

 

Για να ισχύει αυτό για κάθε επιφάνεια S µε όριο την C, το πεδίο ( )F r
� �

 θα πρέπει να 
είναι αστρόβιλο :  
 

                                                             0F∇× =
� �

                   (9) 
 

Αντίστροφα, ένα αστρόβιλο πεδίο δυνάµεων ( )F r
� �

 θα είναι και συντηρητικό σε µια 
περιοχή του χώρου που είναι απλά συνεκτική (βλ. [6]). Πράγµατι, για κάθε κλειστή 
καµπύλη C σε µια τέτοια περιοχή, είναι δυνατό να βρούµε µια ανοιχτή επιφάνεια S 
που να έχει ως όριο την C. Έτσι, αν ισχύει η (9), η δύναµη θα είναι συντηρητική λόγω 
της (8).  

      ∆οθέντος ενός συντηρητικού πεδίου ( )F r
� �

, υπάρχει συνάρτηση ( )U r
�

 (δυναµική 
ενέργεια του σωµατιδίου m) τέτοια ώστε  
 

                                                             F U= − ∇
� �

                 (10) 
 
Όπως είναι γνωστό (και όπως θα δείξουµε αναλυτικά λίγο αργότερα) η ολική µηχανι-
κή ενέργεια του m είναι σταθερή κατά τη διάρκεια της κίνησης του σωµατιδίου µέσα 
στο πεδίο. Η ενέργεια αυτή είναι το άθροισµα E=T+U της κινητικής ενέργειας 
T=mv2/2 (όπου v το µέτρο της ταχύτητας του σωµατιδίου) και της δυναµικής ενέρ-
γειας U.  

      Ας θεωρήσουµε τώρα ένα χρονικά µεταβαλλόµενο πεδίο δυνάµεων ( , )F r t
� �

 σε µια 
απλά συνεκτική περιοχή Ω του χώρου. Υποθέτουµε ότι το πεδίο αυτό είναι αστρόβιλο 
για κάθε χρονική στιγµή t :  
 

                                                         ( , ) 0F r t∇× =
� � �

                (11) 
 
Θα µπορούσαµε άραγε να συµπεράνουµε ότι το πεδίο F

�
 είναι συντηρητικό;  

      Είναι εύκολο να παρασυρθούµε στον ακόλουθο λανθασµένο τρόπο σκέψης: Έστω 
C µια αυθαίρετη κλειστή καµπύλη στην περιοχή Ω. Επειδή η Ω είναι απλά συνεκτική, 
υπάρχει πάντα µια ανοιχτή επιφάνεια S µε όριο την C. Από το θεώρηµα του Stokes,  
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                                         ( , ) ( ) 0
C S

F r t d r F da⋅ = ∇× ⋅ =∫ ∫
���� � �� �

�                  (12) 

 
για κάθε τιµή τού t. Αυτό φαίνεται να σηµαίνει ότι το πεδίο F

�
 είναι συντηρητικό. 

∆εν είναι έτσι, όµως, για τον εξής λόγο: Για κάθε δοσµένη τιµή τού t, το ολοκλήρωµα  
 

( ) ( , )
C

I t F r t d r= ⋅∫
� � �

�  

 
δεν παριστά έργο. Πράγµατι, το I(t) εκφράζει την ολοκλήρωση µιας συνάρτησης δύο 
ανεξάρτητων µεταβλητών, r

�
 και t, ως προς µία από αυτές τις µεταβλητές (το r

�
), ενώ 

η άλλη µεταβλητή (το t) παίζει το ρόλο µιας «παραµέτρου» της ολοκλήρωσης, η ο-
ποία (παράµετρος) µένει σταθερή. Τούτο σηµαίνει ότι το I(t) υπολογίζεται για µια δο-

σµένη χρονική στιγµή t και όλες οι τιµές τού F
�

, στα διάφορα σηµεία τής C, θα πρέπει 
να µετρηθούν ταυτόχρονα τη στιγµή αυτή.  
      Αντίθετα, στο ολοκλήρωµα που παριστά το έργο,  
 

( , )
C

W F r t d r= ⋅∫
� � �

�  , 

 
ο χρόνος υποτίθεται ότι ρέει καθώς το σωµάτιο m κινείται κατά µήκος της κλειστής 
καµπύλης C. Σε αυτή την περίπτωση, τα r

�
 και t δεν είναι πλέον ανεξάρτητα µεταξύ 

τους αλλά συνδέονται µέσω της εξίσωσης κίνησης του m πάνω στην C, η οποία εξί-
σωση αντιπροσωπεύει µια δεδοµένη παραµετροποίηση της C. Αυτή η δυσκολία δεν 
εµφανίζεται ποτέ στην περίπτωση των στατικών πεδίων, όπως είδαµε νωρίτερα. 
Μπορούµε λοιπόν να συµπεράνουµε ότι:  
 

1. Ένα πεδίο δυνάµεων που είναι ταυτόχρονα στατικό και αστρόβιλο σε µια α-
πλά συνεκτική περιοχή του χώρου, είναι συντηρητικό.  

2. Ένα χρονικά µεταβαλλόµενο πεδίο δυνάµεων δεν µπορεί να είναι συντηρητι-
κό, ακόµα κι αν είναι αστρόβιλο και η περιοχή της δράσης του είναι απλά συνε-
κτική.  

 
      Τέλος, ας εξηγήσουµε γιατί ένα χρονικά µεταβαλλόµενο πεδίο δυνάµεων δεν ο-
δηγεί στη διατήρηση της ολικής µηχανικής ενέργειας. Θεωρούµε και πάλι ένα αστρό-

βιλο πεδίο ( , )F r t
� �

 [βλ. σχέση (11)] σε µια απλά συνεκτική περιοχή Ω. Όπως αποδει-
κνύεται, µπορεί τότε να οριστεί µια χρονικά µεταβαλλόµενη δυναµική ενέργεια 

( , )U r t
�

 του m, τέτοια ώστε, για κάθε τιµή τού t,  
 

                                                    ( , ) ( , )F r t U r t= − ∇
� �� �

                   (13) 
 

Υποθέτουµε τώρα ότι το ( , )F r t
� �

 παριστά την ολική (συνισταµένη) δύναµη στο m. 
Από το Νόµο του Νεύτωνα, τότε,  
 

0
dv dv

m F m U
dt dt

= ⇒ +∇ =
� �
� �

  

 
(όπου  /v d r dt=

� �
).  Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο µε το v

�
, έχουµε:  
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0
dv

mv v U
dt

⋅ + ⋅∇ =
�

�� �
 . 

 
Όµως,  
 

21 1
( ) ( ) ( | | )

2 2

dv d d
v v v v v v

dt dt dt
⋅ = ⋅ = =
�

� � � �
 

 
και  
 

U
dU dt

U d r dU Ut
v U

dt dt dt t

∂
−

∇ ⋅ ∂∂
⋅∇ = = = −

∂

� �
��

 

 

όπου λάβαµε υπόψη ότι  ( , )
U

dU r t U d r dt
t

∂
= ∇ ⋅ +

∂

�� �
.  Έτσι, τελικά,  

 

21
0

2

d dU U
mv

dt dt t

∂  + − = ⇒  ∂ 
 

 

                                                       ( )
d U

T U
dt t

∂
+ =

∂
                  (14) 

 
Σύµφωνα µε την (14), η ολική µηχανική ενέργεια (T+U) του m δεν µένει σταθερή, 
εκτός αν  ∂U/∂t=0,  δηλαδή, εκτός αν το πεδίο δυνάµεων είναι στατικό.  
 

4.  Περίληψη 
 
Ας θυµηθούµε τα βασικά συµπεράσµατα στα οποία έχουµε καταλήξει:  
      1. Σε ένα στατικό πεδίο δυνάµεων, το έργο πάνω σε ένα σωµάτιο είναι µια καλά 
καθορισµένη ποσότητα που εξαρτάται από τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της τρο-
χιάς του σωµατιδίου µέσα στο πεδίο.  
      2. Σε ένα χρονικά µεταβαλλόµενο πεδίο δυνάµεων, η γεωµετρία της τροχιάς δεν 
επαρκεί για να υπολογίσουµε το έργο: θα πρέπει επίσης να γνωρίζουµε την ακριβή 
εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου πάνω στην τροχιά, η οποία (εξίσωση) συνδέει τη 
θέση του σωµατιδίου µε το χρόνο. Έτσι, το έργο δεν είναι µια µονοσήµαντα καθορι-
σµένη ποσότητα.  
      3. Ένα στατικό πεδίο δυνάµεων που είναι αστρόβιλο σε µια απλά συνεκτική περιο-
χή του χώρου, είναι συντηρητικό.  
      4. Ένα χρονικά µεταβαλλόµενο πεδίο δυνάµεων δεν µπορεί να είναι συντηρητικό, 
ακόµα κι αν είναι αστρόβιλο και η περιοχή δράσης του είναι απλά συνεκτική.  
      5. Τα χρονικά µεταβαλλόµενα πεδία δυνάµεων είναι ασύµβατα µε τη διατήρηση 
της ολικής µηχανικής ενέργειας.  
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