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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 

 Το βιβλίο αυτό απευθύνεται κατά κύριο λόγο στους δευτεροετείς σπουδαστές της 
Σχολής Ναυτικών ∆οκίµων και καλύπτει τις ανάγκες ενός µέρους του διδασκόµενου 
µαθήµατος της Φυσικής. Χωρίζεται σε δύο µέρη: (α) Στοιχεία Φυσικής των Κρυ-
σταλλικών Στερεών, και (β) Ηλεκτροµαγνητικά Πεδία και Κύµατα. Τα τρία πρώτα 
κεφάλαια αποτελούν το πρώτο µέρος, ενώ τα υπόλοιπα κεφάλαια το δεύτερο.  
 
    Πέραν από την κάλυψη συγκεκριµένων διδακτικών αναγκών, η συνύπαρξη των 
δύο παραπάνω αντικειµένων έχει και βαθύτερη παιδαγωγική λογική: Στο πρώτο µέ-
ρος ο µαθητής αποκτά µια ιδέα για τη φυσική δοµή και τις βασικές ιδιότητες των υλι-
κών µέσων, πριν αποδυθεί στο δυσκολότερο έργο της µελέτης των ηλεκτροµαγνητι-
κών φαινοµένων που αναπτύσσονται µέσα σ’ αυτά. Η επιλογή της ύλης έγινε µε πρα-
κτικά κριτήρια: Ο µαθητής δεν απαιτείται (ούτε είναι καν επιθυµητό) να γίνει παντο-
γνώστης, χρειάζεται όµως να αποκτήσει τις αναγκαίες βάσεις για να παρακολουθήσει 
στη συνέχεια πιο προχωρηµένα και εξειδικευµένα αντικείµενα όπως, π.χ., η Ηλεκτρο-
νική.  
 
    Ο βασικός στόχος των δύο πρώτων κεφαλαίων του πρώτου µέρους είναι η γνωρι-
µία µε τα κρυσταλλικά στερεά και η κατανόηση των µηχανισµών ηλεκτρικής αγωγι-
µότητάς τους, µε έµφαση στις διαφορές ανάµεσα στα µέταλλα και τους ηµιαγωγούς. 
Στο τρίτο και τελευταίο κεφάλαιο του µέρους αυτού τα στερεά εξετάζονται από τη 
σκοπιά της Στατιστικής Φυσικής, µε κεντρικό άξονα την κατανοµή της ενέργειας 
στους φορείς αγωγιµότητας.  
 
    Οι εξισώσεις του Maxwell αποτελούν τη βάση για την κατανόηση όλων των ηλε-
κτροµαγνητικών φαινοµένων. Στο δεύτερο µέρος του βιβλίου εξετάζουµε το συσχετι-
σµό των εξισώσεων αυτών µε αντίστοιχους εµπειρικούς νόµους και περιγράφουµε τη 
χρήση των εξισώσεων για τη µελέτη της κυµατικής συµπεριφοράς του ηλεκτροµα-
γνητικού πεδίου. Αναφέρονται οι βασικοί τρόποι παραγωγής ηλεκτροµαγνητικών κυ-
µάτων και µελετάται η διάδοση της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας σε µονωτικά 
και αγώγιµα υλικά µέσα. Μερικά σηµαντικά θεωρητικά θέµατα αναπτύσσονται ξε-
χωριστά στα Προβλήµατα στο τέλος κάθε κεφαλαίου. Όλα τα προβλήµατα συνοδεύ-
ονται από λύσεις ή υποδείξεις λύσεων.  
 
    Ευχαριστώ τον συνάδελφο Μ. Φαφαλιό για τις χρήσιµες συµβουλές και τη σηµα-
ντική βοήθεια που µου προσέφερε σε ό,τι αφορά τη Φυσική των ηµιαγωγών. Ιδιαίτε-
ρα επωφελείς για µένα υπήρξαν οι συζητήσεις (ακόµα κι αν κάποιες φορές κατέληξαν 
σε διαφωνίες) µε τον Α. Μαγουλά πάνω στα ηλεκτροµαγνητικά πεδία. Στα πλαίσια, 
µάλιστα, µιας προσπάθειας γεφύρωσης των διαφορών µας (των ποδοσφαιρικών µη 
εξαιρουµένων!), σχεδιάζουµε από κοινού µια νέα, επαυξηµένη έκδοση του βιβλίου. 
Τέλος, είµαι ιδιαίτερα υποχρεωµένος στον Φ. Κατσαµάνη που φρόντισε ώστε κάθε 
πρόβληµα σχετικό µε τους υπολογιστές µου να βρίσκει γρήγορα τη λύση του, πράγµα 
που έκανε δυνατή την απρόσκοπτη ολοκλήρωση αυτού του συγγράµµατος.  
 
    Κ. Ι. Παπαχρήστου  
    Αθήνα, Απρίλιος 2009  
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ ΣΤΗ Β΄ ΕΚ∆ΟΣΗ 
 
 

Στη νέα έκδοση του βιβλίου είχα την ευκαιρία να κάνω µερικές διορθώσεις και προ-
σθήκες µε σκοπό την σαφέστερη και πληρέστερη παρουσίαση του αντικειµένου. Οι 
αλλαγές αυτές υπήρξαν αποτέλεσµα γόνιµων συζητήσεων µε τους αλάνθαστους κρι-
τές του βιβλίου, τους οποίους και ευχαριστώ. Ελπίζω να έµαθαν απ’ το δάσκαλό τους 
όσα έµαθε εκείνος απ’ αυτούς!  
 
    Κ. Ι. Π.   
    Ιούνιος 2010  
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 1  

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 
 

ΑΤΟΜΑ, ΜΟΡΙΑ, ΚΡΥΣΤΑΛΛΟΙ 
 
 

1.1  Καταστάσεις της Ύλης  
 
Έχει παρατηρηθεί ότι οι περισσότερες φυσικές ουσίες µπορούν, ανάλογα µε τη θερ-
µοκρασία, να βρεθούν σε κάθε µια από τις τρεις καταστάσεις της ύλης: στερεά, υγρή, 
ή αέρια. Ποιοι φυσικοί παράγοντες ευθύνονται για την κατάσταση στην οποία βρί-
σκεται µια ουσία;  
 
    Η φυσική κατάσταση µιας ουσίας είναι προϊόν «ανταγωνισµού» ανάµεσα σε δύο 
αντίθετους παράγοντες: (α) Μιας ελκτικής (ή ενωτικής) δύναµης, ηλεκτροµαγνητικής 
προέλευσης, ανάµεσα στα άτοµα (ή µόρια, ή ιόντα) η οποία έχει την τάση να φέρνει 
τα άτοµα όσο γίνεται πιο κοντά το ένα στο άλλο. Αυτό επιτυγχάνεται καλλίτερα όταν 
τα άτοµα βρίσκονται σε κάποιας µορφής κανονική διάταξη, όπως συµβαίνει σε ένα 
κρυσταλλικό πλέγµα. (β) Της θερµικής ενέργειας, η οποία προκαλεί τυχαία κίνηση των 
ατόµων. Η άτακτη αυτή κίνηση γίνεται πιο έντονη µε την αύξηση της θερµοκρασίας. 
Οι δύο παραπάνω παράγοντες δρουν αντίθετα ο ένας προς τον άλλον.  
 
    Ας θεωρήσουµε µια ουσία που βρίσκεται αρχικά στη στερεά κατάσταση. Στην κα-
τάσταση αυτή κυριαρχούν οι ελκτικές δυνάµεις µεταξύ των ατόµων, οι οποίες τείνουν 
να συσπειρώσουν τα άτοµα σε µια κανονική διάταξη που ονοµάζεται κρύσταλλος. Η 
θερµική ενέργεια δεν είναι ικανή να αντιτεθεί στις ισχυρές δυνάµεις που συγκρατούν 
τα άτοµα σε σταθερές σχετικές θέσεις µέσα στην κρυσταλλική δοµή: το µόνο που ε-
πιτυγχάνει είναι να θέσει τα άτοµα σε ταλάντωση γύρω από τις σταθερές αυτές θέσεις.  
 
    Καθώς η θερµοκρασία αυξάνει, το πλάτος ταλάντωσης των ατόµων γίνεται όλο και 
µεγαλύτερο, ώσπου κάποια στιγµή οι ελκτικές δυνάµεις µεταξύ των ατόµων δεν είναι 
πια αρκετά ισχυρές για να συγκρατήσουν τα άτοµα στις θέσεις που κατείχαν µέσα 
στον κρύσταλλο. Στη θερµοκρασία  αυτή (σηµείο τήξης) η κρυσταλλική δοµή διασπά-
ται και το στερεό τήκεται (λιώνει) και µετατρέπεται σε υγρό. Στην κατάσταση αυτή 
υπάρχει ισοδυναµία ανάµεσα στις δύο αντίθετες τάσεις, δηλαδή, τις ελκτικές ατοµι-
κές δυνάµεις και τη θερµική κίνηση.1 
 
    Με την περαιτέρω αύξηση της θερµοκρασίας η θερµική κίνηση των ατόµων αρχί-
ζει να γίνεται κυρίαρχη στο παιχνίδι του ανταγωνισµού. Όταν η θερµοκρασία φτάσει 
στο σηµείο βρασµού, οι ενέργειες των ατόµων γίνονται τόσο µεγάλες ώστε αυτά κα-
τορθώνουν τελικά να «αποδράσουν» από το υγρό και να σχηµατίσουν ένα αέριο. 
Στην κατάσταση αυτή οι ελκτικές ατοµικές δυνάµεις είναι πολύ ασθενείς (σε ένα  
ιδανικό αέριο θεωρούνται αµελητέες). Παρατηρούµε ότι τα σηµεία τήξης και βρα-
σµού µιας ουσίας σχετίζονται άµεσα µε την ισχύ των (ηλεκτροµαγνητικής φύσης) δε-
σµών µεταξύ των ατόµων της ουσίας αυτής.  
 
 
 
                                                 
1 Το διαµάντι αποτελεί αξιοσηµείωτη εξαίρεση: το σηµείο τήξης του είναι, θεωρητικά, στους 5000 Κ, 
αλλά δεν το φτάνει ποτέ, αφού µετατρέπεται σε γραφίτη στους 3400 Κ !  



2 ΚΡΥΣΤΑΛΛΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ 

1.2  Κρυσταλλικά και Άµορφα Στερεά  
 
Είδαµε προηγουµένως ότι η κρυσταλλική δοµή, που χαρακτηρίζεται από κανονικό-
τητα στη διάταξη των ατόµων, εξασφαλίζει τη µέγιστη σταθερότητα στη στερεά κα-
τάσταση µιας ουσίας. Στη φύση όµως συναντούµε και υλικά που µοιάζουν µε στερεά 
(π.χ., είναι σκληρά και έχουν σταθερό σχήµα) χωρίς εν τούτοις να διαθέτουν πραγµα-
τική κρυσταλλική δοµή. Τέτοια στερεά ονοµάζονται άµορφα και η ατοµική δοµή τους 
είναι παρόµοια µε αυτή των υγρών: τα άτοµα βρίσκονται σε τυχαίες θέσεις, σε αντί-
θεση µε την κανονική διάταξη των ατόµων στα κρυσταλλικά στερεά. Μπορούµε, δη-
λαδή, να φανταστούµε ένα άµορφο στερεό σαν υγρό µε τεράστιο ιξώδες! Στην κατη-
γορία αυτή ανήκει το συνηθισµένο γυαλί (αν ακούσετε την κυρία Χ. να καυχιέται για 
τα πανάκριβα κρυστάλλινα ποτήρια που αγόρασε, µην ξεγελαστείτε: η καθηµερινή 
χρήση του όρου «κρύσταλλο» δεν έχει την ίδια σηµασία µε αυτή που δίνουµε εδώ 
στον όρο αυτό!).   
 
    Ας επιστρέψουµε, όµως, στους πραγµατικούς κρυστάλλους. Πού οφείλεται η τόσο 
µεγάλη ευστάθεια της κρυσταλλικής δοµής; Ας θυµηθούµε ένα πολύ απλούστερο πα-
ράδειγµα, αυτό ενός εκκρεµούς. Ευσταθής ισορροπία της σφαίρας του εκκρεµούς ε-
πιτυγχάνεται όταν η σφαίρα βρίσκεται ακίνητη στο χαµηλότερο δυνατό σηµείο της 
τροχιάς της (όταν, δηλαδή, το νήµα είναι κατακόρυφο). Στη θέση αυτή η δυναµική 
ενέργεια της σφαίρας λόγω του πεδίου βαρύτητας γίνεται ελάχιστη. Κατ’ αναλογία, η 
εσωτερική δυναµική ενέργεια ορισµένων στερεών ελαχιστοποιείται όταν τα άτοµά 
τους τοποθετούνται έτσι ώστε να σχηµατίσουν µια κανονική, κρυσταλλική δοµή. Αυ-
τό εξασφαλίζει και τη µέγιστη ευστάθεια των στερεών αυτών. Από την άλλη µεριά, 
κάποια άλλα στερεά είναι άµορφα διότι, λόγω αυξηµένων εσωτερικών τριβών στη 
φάση της στερεοποίησης, τα άτοµά τους δεν µπορούν να µετακινηθούν στις κα-
τάλληλες θέσεις ώστε να σχηµατίσουν κρυστάλλους. Σηµειώνουµε επίσης ότι η µε-
τάβαση ενός κρυσταλλικού στερεού από τη στερεά στην υγρή κατάσταση γίνεται α-
πότοµα όταν η θερµοκρασία φτάσει στο σηµείο τήξης. Αντίθετα, η υγροποίηση ενός 
άµορφου στερεού γίνεται βαθµιαία, έτσι ώστε να µην είναι δυνατό να προσδιοριστεί 
σαφές σηµείο τήξης.  
 
    Ορισµένα κρυσταλλικά στερεά, όπως τα µέταλλα, εµφανίζουν αυξηµένη ηλεκτρική 
αγωγιµότητα. Αυτό οφείλεται στο ότι διαθέτουν στο εσωτερικό τους ελεύθερους ηλε-
κτρικούς φορείς (ηλεκτρόνια, στην περίπτωση των µετάλλων) οι οποίοι µπορούν να 
κινηθούν προσανατολισµένα κάτω από την επίδραση ενός ηλεκτρικού πεδίου. Στο 
άλλο άκρο, υπάρχουν στερεά που δεν διαθέτουν τέτοιους φορείς κι έτσι συµπεριφέ-
ρονται σαν ηλεκτρικοί µονωτές. Υπάρχουν, βέβαια, και «διπλοί πράκτορες», οι ηµια-
γωγοί, οι οποίοι φέρουν χαρακτηριστικά και από τις δύο παραπάνω κατηγορίες και, 
υπό κανονικές συνθήκες, εµφανίζουν αγωγιµότητα που όµως είναι µικρότερη από αυ-
τή των µετάλλων.  
 
    Μια άλλη ενδιαφέρουσα ιδιότητα των στερεών 

2 είναι η θερµική τους αγωγιµότητα. 
Η διάδοση της θερµότητας στα στερεά γίνεται µε δύο τρόπους: (α) ταλαντώσεις του 
κρυσταλλικού πλέγµατος (σε όλα τα στερεά), και (β) µετακίνηση ελεύθερων ηλε-
κτρονίων (στα µέταλλα). Η εξαιρετική θερµική αγωγιµότητα των µετάλλων οφείλεται 
στην ταυτόχρονη δράση και των δύο αυτών µηχανισµών.  
 

                                                 
2 Στο εξής, µε τον όρο «στερεό» θα εννοούµε «κρυσταλλικό στερεό».  
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    Τα στερεά µπορούν να ταξινοµηθούν µε βάση το είδος του δεσµού που συγκρατεί 
τα άτοµα (ή µόρια, ή ιόντα) του κρυσταλλικού πλέγµατος. Οι βασικότερες κατηγορίες 
στερεών που παρατηρούνται είναι οι εξής:  
 
1) Οµοιοπολικά στερεά. Τα άτοµα συγκρατούνται µεταξύ τους µε οµοιοπολικούς δε-
σµούς. Τέτοια στερεά είναι οι κρύσταλλοι του διαµαντιού, του πυριτίου και του γερ-
µανίου. Λόγω της πολύ σταθερής ηλεκτρονικής δοµής τους, τα στερεά αυτά εµφανί-
ζουν διάφορα κοινά χαρακτηριστικά. Για παράδειγµα, είναι εξαιρετικά σκληρά και 
παραµορφώνονται δύσκολα. Επίσης, είναι κακοί αγωγοί της θερµότητας3 και του  
ηλεκτρισµού (διότι δεν διαθέτουν σηµαντικό αριθµό ελεύθερων ηλεκτρονίων, τα  
οποία θα µπορούσαν να µεταφέρουν ενέργεια ή ηλεκτρικό φορτίο από σηµείο σε ση-
µείο).  

2) Ιοντικά στερεά. ∆οµούνται µε κανονική διάταξη θετικών και αρνητικών ιόντων. 
Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι οι κρύσταλλοι του χλωριούχου νατρίου (NaCl) οι 
οποίοι αποτελούνται από ιόντα Na+ και Cl-. Λόγω της απουσίας ελεύθερων ηλεκτρο-
νίων, τα στερεά αυτά είναι κακοί αγωγοί της θερµότητας και του ηλεκτρισµού. Επί-
σης, είναι σκληρά και έχουν υψηλό σηµείο τήξης εξαιτίας των ισχυρών ηλεκτροστα-
τικών δυνάµεων ανάµεσα στα ιόντα.  

3) Στερεά δεσµού υδρογόνου. Χαρακτηρίζονται από την παρουσία ισχυρά διπολικών 
µορίων (βλ. Παρ.8.2) τα οποία περιέχουν ένα ή περισσότερα άτοµα υδρογόνου. Τέ-
τοιο στερεό είναι ο πάγος (H2O).  

4) Μοριακά στερεά. Αποτελούνται από µόρια που δεν είναι πολικά (βλ. Παρ.8.2). Σαν 
παράδειγµα αναφέρουµε τη στερεά µορφή τού CO2 .  

5) Μέταλλα. Αποτελούνται από άτοµα µε µικρή ενέργεια ιονισµού και µικρό αριθµό 
ηλεκτρονίων στην εξωτερική τους στοιβάδα. Τα ηλεκτρόνια αυτά απελευθερώνονται 
εύκολα από τα άτοµα στα οποία ανήκουν, χρησιµοποιώντας µέρος της ενέργειας που 
εκλύεται κατά το σχηµατισµό του κρυστάλλου. Το µεταλλικό πλέγµα, λοιπόν, αποτε-
λείται από µια κανονική διάταξη θετικών ιόντων, ανάµεσα στα οποία κινείται ένα 
«σµήνος» ελεύθερων ηλεκτρονίων. Στα ηλεκτρόνια αυτά οφείλουν τα µέταλλα την 
ηλεκτρική τους αγωγιµότητα καθώς και ένα σηµαντικό µέρος της θερµικής τους  
αγωγιµότητας (ένα άλλο µέρος οφείλεται στις ταλαντώσεις των ιόντων του κρυσταλ-
λικού πλέγµατος). Στα ελεύθερα ηλεκτρόνια επίσης οφείλεται η συνεκτικότητα της 
µεταλλικής κρυσταλλικής δοµής, αφού χωρίς αυτά οι απωστικές δυνάµεις µεταξύ των 
θετικών ιόντων θα αποσυνέθεταν τον κρύσταλλο! Θα µπορούσαµε να πούµε, δηλαδή, 
ότι τα ελεύθερα ηλεκτρόνια είναι η «κόλλα» που συγκρατεί τα ιόντα στις θέσεις τους 
στο µεταλλικό πλέγµα.  
 
    Πριν συνεχίσουµε τη µελέτη των κρυσταλλικών στερεών, θα ήταν χρήσιµο να ε-
ξοικειωθούµε µε κάποιες βασικές έννοιες από την Κβαντική Φυσική καθώς και µε τη 
δοµή κάποιων απλούστερων κβαντικών συστηµάτων: των ατόµων και των µορίων.  
 
 
 
 
 
                                                 
3 Το διαµάντι αποτελεί εξαίρεση, αφού η θερµική αγωγιµότητά του ξεπερνά ακόµα και αυτή των µε-
τάλλων σε συνήθεις θερµοκρασίες! Φυσικά, η αγωγιµότητα αυτή οφείλεται αποκλειστικά σε ταλαντώ-
σεις του κρυσταλλικού πλέγµατος .  
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1.3  Ατοµικό Μοντέλο του Rutherford  
 
Το πρώτο σύγχρονο ατοµικό µοντέλο προτάθηκε από τον Rutherford το 1911. Ας πά-
ρουµε το απλούστερο δυνατό άτοµο, αυτό του υδρογόνου. Σύµφωνα µε το µοντέλο 
του Rutherford, το µοναδικό ηλεκτρόνιο του ατόµου κινείται σε κυκλική τροχιά γύρω 
από τον πυρήνα (πρωτόνιο) µε ταχύτητα σταθερού µέτρου v. Επειδή το µέτρο της τα-
χύτητας είναι σταθερό, η ολική δύναµη που ασκείται στο ηλεκτρόνιο θα πρέπει να 
είναι εξ ολοκλήρου κεντροµόλος. Η δύναµη αυτή δεν είναι άλλη από την ελκτική δύ-
ναµη Coulomb ανάµεσα στο πρωτόνιο και το ηλεκτρόνιο (το βάρος του ηλεκτρονίου 
το θεωρούµε αµελητέο). Καλούµε m τη µάζα του ηλεκτρονίου και q την απόλυτη τιµή 
του φορτίου του, ίση µε 191.6 10 C−× . Έτσι, το πρωτόνιο έχει φορτίο +q ενώ το φορ-
τίο του ηλεκτρονίου είναι –q.  

                                               

•

i

q+

q−

v

F

          
 
Η δύναµη που ασκείται στο ηλεκτρόνιο είναι  
 

                                
1/ 22 2 2

2
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mv q qF v
r r mrπε πε

⎛ ⎞
= = ⇒ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
      (1.1) 

 
όπου r η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς. Η κινητική ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι  
 

                                               
2

2

0

1
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ενώ η δυναµική του ενέργεια, λόγω του πεδίου Coulomb του πρωτονίου, είναι  
 

                                                  
2

04p
qE

rπε
= −    

 
όπου διαλέξαµε τη µηδενική στάθµη της δυναµικής ενέργειας σε άπειρη απόσταση 
από τον πυρήνα ( )r = ∞ . Η ολική µηχανική ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι  
 

                                           
2

08k p
qE E E

rπε
= + = −       (1.2) 

 
Παρατηρούµε ότι 0E →  καθώς r →∞ . Το αρνητικό πρόσηµο της ενέργειας οφείλε-
ται στην επιλογή της µηδενικής στάθµης τής Ep στο άπειρο και δεν έχει καµία ιδιαί-
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τερη φυσική σηµασία. Σηµειώνουµε, γενικά, ότι στην Ατοµική Φυσική αυτό που έχει 
φυσική σηµασία είναι οι διαφορές ενέργειας ∆Ε και όχι οι ενέργειες Ε καθαυτές. Η 
ποσότητα ∆Ε είναι ανεξάρτητη από την εκλογή της µηδενικής στάθµης της δυναµικής 
ενέργειας.  
 
    Η γωνιακή ταχύτητα ω του ηλεκτρονίου είναι συνάρτηση της ολικής ενέργειας Ε. 
Πράγµατι, συνδυάζοντας την έκφραση (1.1) για το v µε τη σχέση v=ωr, βρίσκουµε 
ότι  
 

                                                    
1/ 32

2
04
qr

mπε ω
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

    

 
∆ηλαδή, το r είναι ανάλογο του ω–2/3. Άρα, βάσει της (1.2), το Ε είναι ανάλογο του 
ω2/3, ή, το ω είναι ανάλογο του |Ε|3/2.  
 
    Το «πλανητικό» αυτό µοντέλο του ατόµου, αν και ευσταθεί µηχανικά, παρουσιάζει 
σοβαρά προβλήµατα αν λάβει κανείς υπόψη τους νόµους του κλασικού ηλεκτροµα-
γνητισµού. Σύµφωνα µε αυτούς, κάθε επιταχυνόµενο φορτίο εκπέµπει ενέργεια στη 
µορφή ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας. Αν το φορτίο εκτελεί ταλαντώσεις ή, γε-
νικά, περιοδική κίνηση κυκλικής συχνότητας ω=2πf (όπου f η συχνότητα της περιο-
δικής κίνησης), η εκπεµπόµενη ακτινοβολία θα χαρακτηρίζεται επίσης από την ίδια 
συχνότητα. Στην περίπτωσή µας, η κυκλική συχνότητα της ακτινοβολίας που εκπέ-
µπεται από το ηλεκτρόνιο θα είναι ίση µε τη γωνιακή ταχύτητα ω της περιστροφής 
του (προσέξτε ότι ω=2π/Τ=2πf, όπου Τ η περίοδος της κίνησης). Όµως, αν το ηλε-
κτρόνιο εκπέµπει ενέργεια, η ολική του ενέργεια Ε θα πρέπει να µειώνεται συνεχώς, 
µε παράλληλη µείωση και της ακτίνας r της τροχιάς, βάσει της (1.2). Έτσι, το ηλε-
κτρόνιο θα πέσει τελικά µέσα στον πυρήνα και το άτοµο θα καταρρεύσει (όπως έχει 
υπολογιστεί, ο χρόνος που θα χρειαζόταν για κάτι τέτοιο θα ήταν της τάξης των 

810 s− !). Ευτυχώς κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει στ’ αλήθεια, αφού τα άτοµα είναι ευ-
σταθή. Επίσης, κατά τη συνεχή µεταβολή της ενέργειας Ε η συχνότητα ω της εκπε-
µπόµενης ακτινοβολίας θα πρέπει κι αυτή να µεταβάλλεται κατά τρόπο συνεχή, αφού, 
όπως δείξαµε παραπάνω, το Ε είναι µια συνεχής συνάρτηση του ω. Έτσι, το φάσµα 
εκποµπής του υδρογόνου θα πρέπει να εµφανίζει µια συνεχή κατανοµή συχνοτήτων. 
Στην πραγµατικότητα, όµως, το φάσµα του υδρογόνου, όπως και των άλλων ατόµων, 
είναι γραµµικό, δηλαδή περιέχει ορισµένες µόνο συχνότητες χαρακτηριστικές του α-
τόµου που εκπέµπει την ακτινοβολία.  
 
    Το µοντέλο του Rutherford, λοιπόν, ήταν ένα πρώτο, τολµηρό βήµα στην ατοµική 
θεωρία, έπασχε όµως από σοβαρά θεωρητικά προβλήµατα. Ο κύριος λόγος της απο-
τυχίας του ήταν ότι αντιµετώπισε ένα σωµάτιο του µικρόκοσµου, το ηλεκτρόνιο, σαν 
κοινό κλασικό σωµατίδιο που υπακούει στους νόµους του Νεύτωνα, αγνοώντας την 
κβαντική φύση του. Θα έπρεπε, άραγε, να εγκαταλειφθεί το µοντέλο οριστικά, ή µή-
πως υπήρχαν περιθώρια «θεραπείας» του; Το 1913 ένας νεαρός που δούλευε στο ερ-
γαστήριο του Rutherford διάλεξε τη δεύτερη λύση.  
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1.4  Μοντέλο του Bohr για το Άτοµο του Υδρογόνου  
 
Για να ξεπεράσει τις θεωρητικές δυσκολίες που προέκυψαν µε το µοντέλο του Ruth-
erford, ο Bohr πρότεινε τις παρακάτω αρχές για το άτοµο του υδρογόνου:  
 
1.  Το ηλεκτρόνιο µπορεί να βρίσκεται σε καθορισµένες µόνο κυκλικές τροχιές γύρω 
από τον πυρήνα, µε ακτίνες r1, r2, r3, ..., και αντίστοιχες ενέργειες Ε1, Ε2, Ε3, ...  Στις 
τροχιές αυτές το ηλεκτρόνιο δεν εκπέµπει ακτινοβολία.  

2.  Όταν το ηλεκτρόνιο µεταπίπτει από µια τροχιά ενέργειας Ε σε µια άλλη τροχιά 
µικρότερης ενέργειας Ε΄, το άτοµο εκπέµπει ακτινοβολία µε τη µορφή ενός φωτονίου, 
συχνότητας  

                                                     E Ef
h

′−
=        (1.3) 

όπου h η σταθερά του Planck, ίση µε 346.63 10 J s−× ⋅ .  

3.  Οι επιτρεπόµενες τροχιές και ενέργειες καθορίζονται από τη συνθήκη ότι, η στρο-
φορµή του ηλεκτρονίου µπορεί να πάρει ένα άπειρο πλήθος από διακριτές τιµές που 
δίνονται από τη σχέση  

                                           , 1,2,3,
2
hmvr n n
π

= = "     (1.4) 

 
Η ιδιότητα τόσο της ενέργειας, όσο και της στροφορµής, να παίρνουν συγκεκρι-
µένες µόνο τιµές (αντί για τις αυθαίρετες τιµές που θα επέτρεπε η κλασική µη-
χανική) ονοµάζεται κβαντισµός της ενέργειας και της στροφορµής, αντίστοιχα.  

 
    Θα υπολογίσουµε τώρα τις επιτρεπόµενες τροχιές rn και τις αντίστοιχες ενέργειες 
En (n=1,2,3,...). Από την (1.4) έχουµε ότι v=nh/2πmr. Συγκρίνοντας αυτή την έκ-
φραση για το v µε εκείνη της σχέσης (1.1), βρίσκουµε ότι  

                                
2

2 20
02 ( 1,2,3, )n

hr n a n n
q m
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π

= ≡ = "      (1.5) 

Ειδικά, η µικρότερη επιτρεπτή τροχιά έχει ακτίνα r1=a0 (ακτίνα Bohr). Αντικαθιστώ-
ντας την (1.5) στην (1.2) βρίσκουµε τις επιτρεπτές (κβαντισµένες) τιµές της ενέργειας 
του ηλεκτρονίου:  

                           
4

2 2 2 2
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1 ( 1,2,3, )
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Παρατηρούµε ότι 0nE →  για n →∞  (άρα και r →∞ ). Στο όριο αυτό, το ηλεκτρό-
νιο αποδεσµεύεται από το άτοµο και κινείται πλέον σαν ελεύθερο σωµάτιο (βρείτε τις 
επιτρεπτές τιµές Fn της δύναµης Coulomb που ασκείται στο ηλεκτρόνιο και δείξτε ότι 
Fn→0 όταν n →∞ ). Η ενέργεια 1 1| |E E E κ∞ − = =  καλείται ενέργεια ιονισµού του 
ατόµου του υδρογόνου. Από φυσική άποψη, η ενέργεια ιονισµού είναι η ελάχιστη ε-
νέργεια που πρέπει να δώσουµε στο ηλεκτρόνιο για να το αποσπάσουµε από το άτο-
µο. Προσέξτε ότι, από τη στιγµή που το ηλεκτρόνιο είναι ελεύθερο να κινείται οπου-
δήποτε στο χώρο, µπορεί πλέον να έχει οποιαδήποτε ενέργεια! ∆ηλαδή, ο κβαντισµός 
της ενέργειας δεν ισχύει για τα ελεύθερα κινούµενα ηλεκτρόνια αλλά µόνο γι’ αυτά που 
βρίσκονται περιορισµένα µέσα σε ένα άτοµο, µόριο, κρύσταλλο, κλπ. Μη λέτε ποτέ, 
λοιπόν, γενικά και αόριστα ότι «η ενέργεια είναι κβαντισµένη»!   
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    Μια χρήσιµη κβαντική έννοια που θα τη συναντούµε συχνά είναι αυτή µιας ενερ-
γειακής στάθµης. Καταρχήν, χαράζουµε έναν κατακόρυφο άξονα µε θετική φορά 
προς τα πάνω και συµφωνούµε ότι τα σηµεία του θα παριστούν τιµές της ενέργειας σε 
µονάδες eV (1eV=1.6× 10 -19 J). Για οποιαδήποτε τιµή Ε της ενέργειας µπορούµε να 
χαράξουµε µια οριζόντια γραµµή (ενεργειακή στάθµη) η οποία να τέµνει τον κατα-
κόρυφο άξονα στο σηµείο που αντιστοιχεί στην τιµή αυτή. Ειδικά, οι επιτρεπτές ατο-
µικές ενεργειακές στάθµες για το ηλεκτρόνιο του ατόµου του υδρογόνου σχεδιάζονται 
µε βάση τη σχέση (1.6). Από ενεργειακή άποψη, το ηλεκτρόνιο µπορεί να βρεθεί σε 
οποιαδήποτε από αυτές τις στάθµες, όχι όµως ενδιάµεσα:  
 
           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Η στάθµη Ε1 λέγεται βασική ή θεµελιώδης, ενώ οι Ε2, Ε3, ..., καλούνται διηγερµένες 
στάθµες. Παρατηρούµε ότι οι στάθµες πυκνώνουν καθώς η ενέργεια αυξάνει (αυτό 
µπορούµε να το εξηγήσουµε υπολογίζοντας τη διαφορά ∆Εn=En+1 - En από την (1.6) 
και παρατηρώντας ότι το ∆Εn φθίνει καθώς το n αυξάνει).  
 
    Εκτός από την ευστάθεια του ατόµου του υδρογόνου, το µοντέλο του Bohr µπορεί 
να εξηγήσει και τη γραµµικότητα του φάσµατος εκποµπής και απορρόφησης του α-
τόµου, το γεγονός δηλαδή ότι το άτοµο εκπέµπει και απορροφά ορισµένες µόνο συ-
χνότητες ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας. Όπως είδαµε, το ηλεκτρόνιο µπορεί να 
βρίσκεται σε καθορισµένες κυκλικές τροχιές γύρω από τον πυρήνα, µε ακτίνες r1, r2, 
r3, ..., και αντίστοιχες ενέργειες Ε1, Ε2, Ε3, ... Ας υποθέσουµε τώρα ότι το ηλεκτρόνιο 
µετακινείται από µια τροχιά ra  απευθείας σε µια άλλη τροχιά rb , όπου a≠ b. ∆ιακρί-
νουµε δύο περιπτώσεις: (α) Αν a>b, τότε, βάσει της (1.6), Ea>Eb. Το ηλεκτρόνιο µε-
ταπίπτει σε τροχιά µικρότερης ενέργειας µε ταυτόχρονη εκποµπή ενός φωτονίου. (β) 
Αν a<b, τότε Ea<Eb. Το ηλεκτρόνιο απορροφά ένα φωτόνιο και διεγείρεται σε τροχιά 
µεγαλύτερης ενέργειας. Σε κάθε περίπτωση, η συχνότητα του εκπεµπόµενου ή απορ-
ροφούµενου φωτονίου είναι  

                                           2 2
| | 1 1a bE Ef

h h b a
κ−

= = −      (1.7) 

1n =

2n =

3n =

4n =

1E

2E

3E
4E

( )
E

eV

0 n = ∞
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Το µήκος κύµατος της εκπεµπόµενης ή απορροφούµενης ακτινοβολίας δίνεται από τη 
σχέση  

                                                  2 2
1 1 1f

c hc b a
κ

λ
= = −      (1.8) 

όπου c η ταχύτητα του φωτός. Η γραµµικότητα του φάσµατος του ατόµου του υδρο-
γόνου προκύπτει από την παρατήρηση ότι τόσο το f , όσο και το λ, παίρνουν διακριτές 
και όχι αυθαίρετες τιµές. Αυτό, µε τη σειρά του, είναι συνέπεια του κβαντισµού της 
ενέργειας και της στροφορµής του ηλεκτρονίου.  
 
 
1.5  Άτοµα µε Πολλά Ηλεκτρόνια  
 
Αν και επιτυχηµένο για το υδρογόνο, το µοντέλο του Bohr δεν επαρκεί για να εξηγή-
σει τη δοµή ατόµων µε δύο ή περισσότερα ηλεκτρόνια. Η µελέτη τέτοιων ατόµων γί-
νεται µε τη βοήθεια της Κβαντοµηχανικής, µιας αρκετά πολύπλοκης, από µαθηµατική 
άποψη, θεωρίας. Στη θεωρία αυτή, φυσικές έννοιες όπως η θέση ή η τροχιά ενός ηλε-
κτρονίου δεν έχουν νόηµα αφού είναι αδύνατο, λόγω της «αρχής της αβεβαιότητας», 
να προσδιοριστούν επακριβώς σε ένα πείραµα. Άλλα φυσικά µεγέθη, όπως η ενέργεια 
και η στροφορµή ενός ηλεκτρονίου, µπορούν να λαµβάνουν µόνο διακεκριµένες τι-
µές, είναι δηλαδή κβαντισµένα µεγέθη. Οι τιµές αυτές προσδιορίζονται µε τη βοήθεια 
παραµέτρων που ονοµάζονται κβαντικοί αριθµοί. Το σύνολο των κβαντικών αριθµών 
που µπορούν να προσδιοριστούν κατά την πειραµατική παρατήρηση ενός ηλεκτρο-
νίου αντιπροσωπεύει µια κατάσταση του ηλεκτρονίου. Κατά µία έννοια, κατάσταση 
ενός ηλεκτρονίου είναι η µέγιστη πληροφορία που µπορούµε να αποκοµίσουµε για το 
ηλεκτρόνιο µέσα στα πλαίσια της αρχής της αβεβαιότητας. Χαρακτηρίζεται από κα-
θορισµένες (κβαντισµένες) τιµές φυσικών µεγεθών όπως η ενέργεια και η στρο-
φορµή. (Από µαθηµατική άποψη, η κατάσταση ενός ηλεκτρονίου εκφράζεται στη 
µορφή µιας «κυµατοσυνάρτησης» η οποία αποτελεί λύση της διαφορικής εξίσωσης 
του Schrodinger. Η συνάρτηση αυτή περιέχει ένα σύνολο παραµέτρων που δεν είναι 
άλλες από τους κβαντικούς αριθµούς που προαναφέραµε. Το πλήθος και οι δυνατές 
τιµές των κβαντικών αριθµών ποικίλλουν, ανάλογα µε το φυσικό σύστηµα στο οποίο 
ανήκει το ηλεκτρόνιο.)  
 
    Η κατάσταση ενός ηλεκτρονίου σε ένα άτοµο προσδιορίζεται µε τη βοήθεια τεσ-
σάρων κβαντικών αριθµών (n, l, ml, ms) οι οποίοι µπορούν να πάρουν τις παρακάτω 
τιµές:  

n = 1, 2, 3, ...  
l  = 0, 1, 2, ... , (n–1)  (για δοσµένο n)  
ml = 0, ± 1, ± 2, ... , ± l (για δοσµένο l )   

ms = ± 1
2

          

Το l καθορίζει το µέτρο της στροφορµής L
G

 του ηλεκτρονίου, το ml τη διεύθυνση της 
στροφορµής (για την ακρίβεια, την προβολή τής L

G
 στον άξονα z), το ms τη διεύθυνση 

(την προβολή) της ιδιοστροφορµής (spin), ενώ τα (n, l ) προσδιορίζουν την ενέργεια 
του ηλεκτρονίου. Αναλυτικά:  

                                  
| | ( 1) ,

, ( , )
2

z l

z s

L l l L m

S m E E n l

= + =

= = ± =

G
= =
==

        
2
h
π

⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠
=     
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    Σύµφωνα µε την απαγορευτική αρχή του Pauli,  
 

σε ένα άτοµο (ή µόριο, κρύσταλλο, κλπ.) δεν µπορεί να υπάρχουν δύο ή πε-
ρισσότερα ηλεκτρόνια που να βρίσκονται στην ίδια κβαντική κατάσταση 
(να έχουν όλους τους κβαντικούς αριθµούς ίδιους).   

 
Έτσι, για παράδειγµα, αν δύο ηλεκτρόνια ενός ατόµου έχουν τις ίδιες τιµές των n, l 
και ml, τότε υποχρεωτικά θα έχουν διαφορετικά ms  (+ ½ και – ½). Λόγω της αρχής 
αυτής δεν επιτρέπεται στο σύνολο των ηλεκτρονίων του ατόµου να καταλαµβάνουν 
τη χαµηλότερη δυνατή ενεργειακή στάθµη, αφού η στάθµη αυτή δεν διαθέτει ικανό 
αριθµό καταστάσεων για να «χωρέσει» όλα τα ηλεκτρόνια.4  
 
    Οι καταστάσεις που έχουν την ίδια τιµή τού n (αλλά διαφορετικούς συνδυασµούς 
των l, ml, ms) αποτελούν µια στοιβάδα. Για n=1,2,3,4,..., οι στοιβάδες συµβολίζονται 
µε K, L, M, N,..., αντίστοιχα. Οι καταστάσεις της στοιβάδας n που έχουν την ίδια τιµή 
τού l (αλλά διαφορετικούς συνδυασµούς των ml, ms) αποτελούν την υποστοιβάδα 
(n,l). Για l=0,1,2,3,..., οι υποστοιβάδες ονοµάζονται s, p, d, f,..., αντίστοιχα. Για δο-
σµένη τιµή τού n, υπάρχουν n διάφορες τιµές τού l: 0,1,2,...,(n-1). Έτσι, η στοιβάδα n 
υποδιαιρείται σε n υποστοιβάδες.  
 
    Η υποστοιβάδα που αντιστοιχεί στο ζεύγος (n, l) παρίσταται µε την τιµή τού n ακο-
λουθούµενη από το σύµβολο που αντιστοιχεί στην τιµή τού l. Έτσι, π.χ., η υποστοι-
βάδα µε (n, l)=(2,1) γράφεται 2p. Ο αριθµός των ηλεκτρονίων που βρίσκονται σε µια 
υποστοιβάδα δηλώνεται µε ένα δείκτη που τοποθετείται πάνω δεξιά από το σύµβολο 
της υποστοιβάδας. Για παράδειγµα, 2p2 σηµαίνει ότι η 2p έχει 2 ηλεκτρόνια.  
 
           Στοιβάδες (n)        Υποστοιβάδες (n, l)  
 
        n=1                             l=0                =>  1s      
                               
                              n=2                             l=0,1            =>  2s, 2p  
 
                              n=3                             l=0,1,2         =>  3s, 3p, 3d     
 
                              n=4                             l=0,1,2,3      =>  4s, 4p, 4d, 4f  
 
 
    Οι χωρητικότητες των υποστοιβάδων σε ηλεκτρόνια βρίσκονται µε τη βοήθεια της 
απαγορευτικής αρχής του Pauli, ως εξής: Αφού τα ηλεκτρόνια µιας υποστοιβάδας έ-
χουν το ίδιο l (και, φυσικά, το ίδιο n), θα πρέπει να έχουν διάφορους συνδυασµούς 
των ml και ms . Θέλουµε να βρούµε τον αριθµό των διαφορετικών ζευγών (ml, ms) που 
αντιστοιχούν σε δοσµένο l. Για µια δοσµένη τιµή τού l, το ml µπορεί να πάρει (2l+1) 
διαφορετικές τιµές: 0,± 1,± 2,...,± l. Σε κάθε µια από αυτές αντιστοιχούν δύο τιµές 
τού ms (+ ½ και – ½) . Έτσι έχουµε συνολικά 2(2l+1) διαφορετικά ζεύγη τιµών  
(ml, ms) για το δοσµένο l. Σύµφωνα µε την απαγορευτική αρχή του Pauli, λοιπόν,  
η υποστοιβάδα l χωράει το πολύ 2(2 l+1) ηλεκτρόνια. Αναλυτικά:  

 

 
                                                 
4 Εξαίρεση αποτελούν το υδρογόνο (H, 1) και το ήλιο (He, 2).  
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s    =>    l=0    =>    2   ηλεκτρόνια  

p    =>    l=1    =>    6   ηλεκτρόνια 

d    =>    l=2    =>    10 ηλεκτρόνια 

f     =>    l=3    =>    14 ηλεκτρόνια  

 
κλπ. Τώρα, η στοιβάδα K (n=1) έχει µόνο την υποστοιβάδα s, άρα χωράει 2 ηλεκτρό-
νια. Η στοιβάδα L (n=2) έχει τις s και p, άρα χωράει 2+6=8 ηλεκτρόνια. Η στοιβάδα 
M (n=3) έχει τις s, p, d, άρα χωράει 2+6+10=18 ηλεκτρόνια, κλπ. Σε κάθε περίπτωση, 
όµως, η τελευταία (εξωτερική) στοιβάδα του ατόµου δεν µπορεί να έχει περισσότερα 
από 8 ηλεκτρόνια.  
 
    ∆οθέντος ενός ατόµου µε ατοµικό αριθµό Ζ, τα Ζ ηλεκτρόνιά του τοποθετούνται 
στις διάφορες υποστοιβάδες µε καθορισµένη σειρά, ξεκινώντας από την 1s και συνε-
χίζοντας µε τις 2s, 2p, 3s, 3p, κλπ. Η ηλεκτρονική διάταξη ενός ατόµου (µε κάποιες 
µικρές αποκλίσεις για ορισµένα άτοµα, όπως π.χ. τα στοιχεία µεταπτώσεως) παρίστα-
ται µε βάση το ακόλουθο γενικό σχήµα (ο δείκτης πάνω δεξιά από το σύµβολο µιας 
υποστοιβάδας δηλώνει τον αριθµό των ηλεκτρονίων που περιέχονται στην υποστοι-
βάδα):  
 
                                     1s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 6 3d 10 4s 2 4p 6 ...   
 
Στις περισσότερες των περιπτώσεων η τελευταία υποστοιβάδα δεν είναι συµπληρω-
µένη µέχρι τη µέγιστη χωρητικότητά της. Ας δούµε µερικά παραδείγµατα:  
 

Νάτριο (Na, 11):       1s 2 2s 2 2p 6 3s 1  
 
Πυρίτιο (Si, 14):       1s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 2  
 
Γερµάνιο (Ge, 32):   1s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 6 3d 10 4s 2 4p 2  
 
Νικέλιο (Ni, 28):      1s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 6 3d 8 4s 2  

 
Προσέξτε ότι στο Νικέλιο η υποστοιβάδα 4s, που ανήκει στην τελευταία στοιβάδα, 
συµπληρώνεται πριν από την 3d, που ανήκει στην προηγούµενη στοιβάδα. Ποιος κα-
νόνας θα παραβιαζόταν αν µετακινούσαµε τα δύο ηλεκτρόνια της 4s στην 3d ;  
 
    Όπως αναφέραµε νωρίτερα, η ενέργεια ενός ηλεκτρονίου του ατόµου εξαρτάται 
από τους κβαντικούς αριθµούς (n, l ). Έτσι, ηλεκτρόνια µε τα ίδια (n, l ) έχουν την ί-
δια ενέργεια. Συµπεραίνουµε ότι ηλεκτρόνια που ανήκουν στην ίδια υποστοιβάδα έ-
χουν την ίδια ενέργεια.5 Κάθε υποστοιβάδα, λοιπόν, χαρακτηρίζεται από µια τιµή της 
ενέργειας που είναι κοινή για όλα τα ηλεκτρόνιά της. Λέµε ότι κάθε υποστοιβάδα 
αντιστοιχεί σε µια ηλεκτρονική ενεργειακή στάθµη, και ότι τα ηλεκτρόνια της υποστοι-
βάδας καταλαµβάνουν την αντίστοιχη ενεργειακή στάθµη.  
 
 
                                                 
5 Εξαίρεση αποτελεί το υδρογόνο, όπου η ενέργεια του µοναδικού ηλεκτρονίου του εξαρτάται µόνο 
από το  n  ( En= - κ / n 2 ), έτσι είναι χαρακτηριστική ιδιότητα των στοιβάδων µάλλον παρά των υπο-
στοιβάδων.  
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Ηλεκτρονικές ενεργειακές στάθµες 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σηµειώνουµε ότι η παραπάνω διάταξη των ενεργειακών σταθµών δεν είναι απόλυτη 
αλλά µπορεί να εµφανίζει µικρές αποκλίσεις για ορισµένα άτοµα (π.χ., η 4s µπορεί να 
βρίσκεται πάνω από την 3d).  Προσέξτε ότι οι αποστάσεις µεταξύ των σταθµών είναι 
χαρακτηριστικές του κάθε ατόµου και µεταβάλλονται από άτοµο σε άτοµο.  
 
    Η παραπάνω ανάλυση είναι βέβαια απλουστευµένη! Λόγω της πολυπλοκότητας 
των αλληλεπιδράσεων στα άτοµα µε πολλά ηλεκτρόνια, δεν είναι απόλυτα σωστό να 
µιλάµε για τις ενέργειες µεµονωµένων ηλεκτρονίων αλλά µάλλον για την (κβαντι-
σµένη) ενέργεια ολόκληρου του ατόµου. Έτσι, στη θέση των ηλεκτρονικών ενεργεια-
κών σταθµών θα έπρεπε να είχαµε χαράξει ατοµικές ενεργειακές στάθµες. Το προ-
σεγγιστικό µοντέλο που περιγράψαµε κάνει την υπόθεση ότι κάθε ηλεκτρόνιο του 
ατόµου µπορεί να κινείται ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα ηλεκτρόνια µέσα στο πεδίο 
που αυτά δηµιουργούν. Έτσι, µπορούµε να ορίσουµε µια µέση ενέργεια για κάθε η-
λεκτρόνιο και να εκφράσουµε την ενέργεια του ατόµου σαν το άθροισµα όλων των 
επιµέρους ηλεκτρονικών ενεργειών. Στη συνέχεια, όταν αναφερόµαστε σε «ατοµικές 
στάθµες» ή «µοριακές στάθµες» θα εννοούµε τις ηλεκτρονικές ενεργειακές στάθµες 
των ατόµων ή των µορίων, αντίστοιχα.  
 
 
1.6  Μόρια  
 
Τα άτοµα έχουν συχνά την τάση να συνενώνονται ώστε να σχηµατίσουν µόρια. Αυτό 
δεν γίνεται µε αυθαίρετο τρόπο αλλά ακολουθεί µια συγκεκριµένη λογική: Το δοµικό 
σύστηµα που προκύπτει είναι ευσταθέστερο σε σύγκριση µε το σύστηµα των µεµονω-
µένων ατόµων που υπήρχε πριν. Τούτο σηµαίνει ότι η συνένωση είναι ενεργειακά 
σύµφορη, δηλαδή η δυναµική ενέργεια του νέου συστήµατος (µορίου) είναι µικρό-
τερη από την αντίστοιχη ενέργεια του συστήµατος των µεµονωµένων ατόµων. Αυτό 
εξηγεί γιατί πρέπει να δαπανήσουµε ενέργεια για να διαχωρίσουµε ξανά τα άτοµα 
ενός µορίου. (Ένα µηχανικό ανάλογο είναι το σύστηµα δύο µαζών που συνδέονται 
µεταξύ τους µε ελατήριο: Αν αγνοήσουµε τυχόν εξωτερικές δυνάµεις, το σύστηµα θα 
βρίσκεται σε ισορροπία, άρα θα είναι ευσταθές, όταν το ελατήριο δεν υφίσταται πα-
ραµόρφωση, έτσι ώστε η δυναµική ενέργεια του συστήµατος να είναι ελάχιστη.)  
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    Πώς ακριβώς ορίζεται η έννοια του µορίου; Σαν πρώτη σκέψη θα λέγαµε ότι είναι 
µια οµάδα δύο ή περισσότερων ατόµων που συγκρατούνται µεταξύ τους µε κάποιας 
µορφής ηλεκτροµαγνητικές αλληλεπιδράσεις. Όµως, από τη στιγµή που δύο άτοµα 
αλληλεπιδρούν παύουν να αποτελούν αυτόνοµες, ξεχωριστές οντότητες, αλλά το ένα 
επηρεάζεται άµεσα από την παρουσία του άλλου (για παράδειγµα, οι κινήσεις και οι 
ενέργειες των ηλεκτρονίων των ατόµων τροποποιούνται σηµαντικά). Μετά το σχηµα-
τισµό του µορίου, έχει άραγε νόηµα να λέµε ακόµα ότι ένα ηλεκτρόνιο ανήκει στο 
άτοµο Α ή στο άτοµο Β; Αυτό µας οδηγεί σε µια άλλη, εκ διαµέτρου αντίθετη εικόνα, 
σύµφωνα µε την οποία το µόριο είναι απλά µια οµάδα δύο ή περισσότερων πυρήνων 
που περιβάλλονται από ηλεκτρόνια έτσι ώστε η δοµή που προκύπτει να είναι ευστα-
θής. Αν και πολλοί θα έσπευδαν να υιοθετήσουν αυτή τη δεύτερη άποψη, εµείς θα 
πάρουµε µια ενδιάµεση θέση µε βάση την ακόλουθη παρατήρηση: Όταν δύο άτοµα 
ενώνονται για να σχηµατίσουν ένα µόριο, τα ηλεκτρόνια των εσωτερικών στοιβάδων 
τους (οι οποίες είναι πλήρεις) δεν επηρεάζονται ιδιαίτερα, αφού οι επιδράσεις που 
δέχονται οφείλονται κατά κύριο λόγο στους πυρήνες των αρχικών ατόµων στα οποία 
ανήκαν. Αυτά που επηρεάζονται σηµαντικά είναι τα ηλεκτρόνια των εξωτερικών 
στοιβάδων (ηλεκτρόνια σθένους), τα οποία βρίσκονται κάτω από την επίδραση και 
των δύο πυρήνων έτσι ώστε να µην είναι πλέον δυνατό να προσδιορίσουµε σε ποιο 
από τα άτοµα ανήκει το καθένα. Στα ηλεκτρόνια αυτά οφείλονται οι χηµικοί δεσµοί 
που εξασφαλίζουν τη συνοχή του µορίου.  
 
    Ας υποθέσουµε τώρα ότι Ν όµοια άτοµα ενώνονται για να σχηµατίσουν ένα Ν-
ατοµικό µόριο (όπως, π.χ., για Ν=2 τα µόρια Η2 και Ο2 , για Ν=3 το µόριο Ο3 , κλπ.). 
Το µόριο αυτό είναι ένα νέο κβαντικό σύστηµα µε διαφορετική δοµή από εκείνη των 
αρχικών ατόµων. Ειδικότερα, το µόριο διαθέτει τουλάχιστον Ν φορές περισσότερες 
επιτρεπόµενες ενεργειακές στάθµες για τα ηλεκτρόνια σε σύγκριση µε τα αντίστοιχα ά-
τοµα. Αυτό είναι λογικό, αφού στις µοριακές στάθµες πρέπει να χωρέσουν Ν φορές 
περισσότερα ηλεκτρόνια απ’ ό,τι στις ατοµικές στάθµες. Τώρα, όπως είδαµε, οι ενερ-
γειακές στάθµες των ηλεκτρονίων ενός ατόµου αντιστοιχούν στις υποστοιβάδες 1s, 
2s, 2p, 3s, 3p, κλπ. Όταν Ν όµοια άτοµα ενώνονται για να σχηµατίσουν ένα Ν-ατο-
µικό µόριο, από κάθε ενεργειακή στάθµη ενός µεµονωµένου ατόµου προκύπτουν Ν ή 
περισσότερες στάθµες για το µόριο. Λέµε ότι, κατά το σχηµατισµό του µορίου κάθε 
ατοµική ενεργειακή στάθµη διαχωρίζεται σε Ν ή περισσότερες µοριακές στάθµες 
(στο ενεργειακό διάγραµµα οι στάθµες αυτές βρίσκονται πολύ κοντά η µία στην άλ-
λη). Το παρακάτω ποιοτικό διάγραµµα αφορά το διατοµικό µόριο (Ν=2):  
 
                                    Άτοµο                        Μόριο 
 
                    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )
E

eV

1s

2s

2 p
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1.7  Ενεργειακές Ζώνες Κρυσταλλικών Στερεών  
 
Όπως αναφέραµε νωρίτερα, η ευστάθεια πολλών στερεών ουσιών οφείλεται στην 
κρυσταλλική τους δοµή. Ένας κρύσταλλος αποτελεί κανονική διάταξη ατόµων (ή µο-
ρίων, ή ιόντων) στο χώρο. Η διάταξη αυτή χτίζεται µε κανονική επανάληψη µιας θε-
µελιώδους δοµικής µονάδας στις τρεις διαστάσεις. Ο λόγος για τον οποίο σχηµατίζο-
νται κρύσταλλοι είναι κατά βάση ο ίδιος για τον οποίο σχηµατίζονται µόρια: το απο-
τέλεσµα είναι ενεργειακά σύµφορο. ∆ηλαδή, η δυναµική ενέργεια του κρυστάλλου 
είναι µικρότερη από αυτή που θα είχε το σύστηµα των ατόµων που τον αποτελούν αν 
αυτά ήταν µεµονωµένα.  
 
    Στους κρυστάλλους, όπως και στα µόρια, χωρίζουµε τα ηλεκτρόνια σε δύο κατη-
γορίες: (α) τα ηλεκτρόνια των εσωτερικών στοιβάδων των ατόµων, και (β) τα ηλε-
κτρόνια σθένους των ατόµων. Τα εσωτερικά ηλεκτρόνια βρίσκονται πιο κοντά στους 
πυρήνες των ατόµων όπου ανήκουν, δέχονται ισχυρές δυνάµεις από αυτούς, και δεν 
επηρεάζονται ιδιαίτερα από τα γειτονικά άτοµα (ή ιόντα) του κρυστάλλου. Έτσι, τα 
ηλεκτρόνια αυτά διατηρούν τις ιδιότητες που θα είχαν αν βρίσκονταν στις εσωτερικές 
στοιβάδες µεµονωµένων ατόµων (π.χ., θα είχαν σχεδόν τις ίδιες ενέργειες και οι κα-
ταστάσεις τους θα περιγράφονταν µε τους ίδιους κβαντικούς αριθµούς). Αντίθετα, τα 
ηλεκτρόνια των στοιβάδων σθένους των ατόµων επηρεάζονται και από την παρουσία 
των γειτονικών ατόµων, έτσι ώστε οι αρχικές τους ιδιότητες (κυρίως σε ό,τι αφορά 
την ενέργεια) τροποποιούνται σηµαντικά. Θα µπορούσαµε να πούµε ότι τα ηλεκτρό-
νια αυτά δεν «θυµούνται» από ποια άτοµα προέρχονται αλλά ανήκουν πλέον σε ολό-
κληρο τον κρύσταλλο. Στα ηλεκτρόνια σθένους οφείλονται οι δεσµοί µεταξύ των α-
τόµων καθώς και οι περισσότερες φυσικές ιδιότητες του κρυστάλλου (όπως η ηλε-
κτρική και η θερµική του αγωγιµότητα).  
 
    Ας θεωρήσουµε έναν κρύσταλλο που αποτελείται από Ν όµοια άτοµα (ή µόρια, ή 
ιόντα). Φανταστείτε τον σαν ένα µόριο αποτελούµενο από έναν τεράστιο αριθµό ατό-
µων τα οποία είναι τοποθετηµένα σε κανονική διάταξη στο χώρο. Σύµφωνα µε αυτά 
που συζητήσαµε στην προηγούµενη παράγραφο, κατά το σχηµατισµό του κρυστάλ-
λου κάθε ατοµική ενεργειακή στάθµη θα διαχωριστεί σε Ν (ή περισσότερες) κρυ-
σταλλικές στάθµες που θα βρίσκονται πολύ κοντά η µία στην άλλη. Οι ακριβείς θέ-
σεις και αποστάσεις µεταξύ των σταθµών αυτών εξαρτώνται από την απόσταση µετα-
ξύ των ατόµων στον κρύσταλλο, όπως φαίνεται στο παρακάτω διάγραµµα:  
 

                

 ατοµική ενεργειακή 
          στάθµη 

N
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 απόσταση µεταξύ ατόµων  
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Ο οριζόντιος άξονας παριστά τις τιµές της απόστασης µεταξύ δύο γειτονικών ατόµων 
στον κρύσταλλο, ενώ ο κατακόρυφος άξονας παριστά τις τιµές της ενέργειας που α-
ντιστοιχούν στις Ν κρυσταλλικές στάθµες. Το διάγραµµα ερµηνεύεται ως εξής: Φα-
νταζόµαστε ότι αρχικά τα Ν άτοµα βρίσκονται σε µεγάλες αποστάσεις το ένα από το 
άλλο, έτσι ώστε να µην αλληλεπιδρούν (µεµονωµένα άτοµα). Θεωρούµε µια συγκε-
κριµένη ατοµική ενεργειακή στάθµη, κοινή για όλα τα άτοµα. Καθώς τα άτοµα πλη-
σιάζουν µεταξύ τους για να σχηµατίσουν την κρυσταλλική δοµή, αρχίζουν να αλλη-
λεπιδρούν. Από τη στιγµή αυτή και µετά δεν έχουµε ένα σύνολο µεµονωµένων ατό-
µων αλλά ένα καινούργιο κβαντικό σύστηµα, τον κρύσταλλο. Ειδικά, τα ηλεκτρόνια 
σθένους των ατόµων δεν σχετίζονται πλέον µε µεµονωµένα άτοµα αλλά αποτελούν 
ένα ενιαίο σύστηµα που ανήκει σε όλο τον κρύσταλλο. Από την ατοµική στάθµη που 
θεωρήσαµε προκύπτουν τώρα Ν (τουλάχιστον) διακεκριµένες κρυσταλλικές στάθµες 
που καθορίζουν τις δυνατές τιµές της ενέργειας των ηλεκτρονίων. Κάθε τέτοια στάθ-
µη αντιστοιχεί σε µια τιµή της ενέργειας, η οποία όµως δεν είναι σταθερή αλλά µετα-
βάλλεται σαν συνάρτηση της απόστασης µεταξύ των ατόµων. Έτσι, µπορούµε να χα-
ράξουµε Ν καµπύλες, µία για κάθε στάθµη. Παρατηρούµε ότι για δεδοµένη απόσταση 
ατόµων a, οι επιτρεπόµενες κρυσταλλικές στάθµες βρίσκονται µεταξύ Α και Β στο 
διάγραµµα. Η ενεργειακή απόσταση ΑΒ µεταβάλλεται µε την απόσταση µεταξύ των 
ατόµων.  
 
    Τώρα, στους κρυστάλλους ο αριθµός Ν των ατόµων είναι πάρα πολύ µεγάλος, πε-
ρίπου 1023 άτοµα /cm3. Έτσι, οι Ν ενεργειακές στάθµες είναι τόσο κοντά η µία στην 
άλλη που είναι αδύνατο να τις ξεχωρίσουµε. Λέµε τότε ότι οι στάθµες αυτές σχηµατί-
ζουν µια συνεχή ενεργειακή ζώνη. Το εύρος µιας ζώνης (η ενεργειακή απόσταση ΑΒ 
στο διάγραµµα) µεταβάλλεται µε την απόσταση µεταξύ των ατόµων. Στο παρακάτω 
σχήµα βλέπουµε την ενεργειακή ζώνη που προκύπτει από µια ατοµική στάθµη, για 
δοσµένη απόσταση a µεταξύ των ατόµων (ή ιόντων) του κρυστάλλου:  
 

      

 ενεργειακή 
     ζώνη 

 ατοµική ενεργειακή 
          στάθµη 
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 απόσταση µεταξύ ατόµων  

     
 
Θα µπορούσαµε, γενικά, να πούµε ότι, όπως δείχνει και το επόµενο σχήµα, από κάθε 
ατοµική ενεργειακή στάθµη προκύπτει µια αντίστοιχη κρυσταλλική ενεργειακή ζώνη 
(αν και, όπως θα δούµε αργότερα, η απλοϊκή αυτή εικόνα δεν ισχύει απόλυτα για τις 
ζώνες τις οποίες καταλαµβάνουν τα ηλεκτρόνια σθένους των ατόµων):   
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E

 ατοµικές 
στάθµες 

 κρυσταλλικές 
      ζώνες 

           
 
 
    Παρατηρούµε ότι το εύρος των ζωνών αυξάνει από την κατώτερη προς την ανώτερη 
ζώνη (η κατώτερη είναι σχεδόν όµοια µε ενεργειακή στάθµη). Αυτό εξηγείται ως ε-
ξής: Οι ανώτερες ζώνες αντιστοιχούν στις ανώτερες ατοµικές στάθµες, οι οποίες µε 
τη σειρά τους αντιστοιχούν στις εξωτερικές υποστοιβάδες των ατόµων του κρυ-
στάλλου. Αντίθετα, οι κατώτερες ζώνες αντιστοιχούν στις εσωτερικές υποστοιβάδες. 
∆ηλαδή, οι ανώτερες ζώνες καταλαµβάνονται από τα εξωτερικά ηλεκτρόνια των ατό-
µων, ενώ οι κατώτερες ζώνες από τα εσωτερικά. Όπως έχουµε ήδη εξηγήσει, τα εσω-
τερικά ηλεκτρόνια δέχονται επιδράσεις κυρίως από τους πυρήνες των ατόµων στα 
οποία ανήκουν και ελάχιστα «αισθάνονται» την παρουσία των γειτονικών ατόµων (ή 
ιόντων) του κρυστάλλου. Έτσι, οι ενέργειές τους δεν διαφέρουν σηµαντικά από αυτές 
που θα είχαν στα µεµονωµένα άτοµα, µε συνέπεια οι ενεργειακές ζώνες τους να µη 
διαφέρουν πολύ ως προς το εύρος από τις αντίστοιχες ενεργειακές στάθµες. Από την 
άλλη µεριά, τα εξωτερικά ηλεκτρόνια (ιδιαίτερα τα ηλεκτρόνια σθένους) αλληλεπι-
δρούν πιο έντονα µε τα γειτονικά άτοµα και οι ενέργειές τους τροποποιούνται σηµα-
ντικά, µε αποτέλεσµα οι ατοµικές στάθµες στις οποίες ανήκαν να διευρύνονται σε 
ζώνες κατά το σχηµατισµό του κρυστάλλου. Σηµειώνουµε ότι το εύρος των ζωνών 
είναι ανεξάρτητο από τις διαστάσεις του κρυστάλλου, δηλαδή από το ολικό πλήθος των 
ατόµων: εξαρτάται µόνο από τη συγκέντρωση (πυκνότητα) των ατόµων, δηλαδή το 
πλήθος των ατόµων ανά µονάδα όγκου.  
 
    Όπως οι ατοµικές ενεργειακές στάθµες (που αντιστοιχούν στις υποστοιβάδες), έτσι 
και οι κρυσταλλικές ενεργειακές ζώνες µπορούν να χωρέσουν ορισµένο µόνο αριθµό 
ηλεκτρονίων που καθορίζεται από το πλήθος των διαθέσιµων επιτρεπτών καταστά-
σεων και την απαγορευτική αρχή του Pauli. Θυµίζουµε ότι, σύµφωνα µε την αρχή 
αυτή, δεν είναι δυνατόν δύο ή περισσότερα ηλεκτρόνια του συστήµατος να βρίσκο-
νται στην ίδια κβαντική κατάσταση (ή, όπως λέµε, να «καταλαµβάνουν» την ίδια κα-
τάσταση). Αυτό σηµαίνει ότι διαφορετικά ηλεκτρόνια του κρυστάλλου δεν µπορεί να 
αντιστοιχούν στις ίδιες ακριβώς τιµές του συνόλου των κβαντικών αριθµών. Έτσι, το 
πλήθος των ηλεκτρονίων µιας ζώνης δεν µπορεί να υπερβαίνει το πλήθος των επιτρε-
πτών καταστάσεων της ζώνης.  
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    Η πλήρωση των κρυσταλλικών ζωνών µε ηλεκτρόνια ακολουθεί την ίδια λογική µε 
την πλήρωση των ατοµικών σταθµών (ή αντίστοιχα, των υποστοιβάδων): Πρώτα γε-
µίζει η κατώτατη ζώνη, µετά η αµέσως ανώτερη, κλπ., µέχρι να φτάσουµε σε µια τε-
λευταία (ανώτατη) ζώνη που περιέχει ηλεκτρόνια (κάθε ζώνη πάνω από αυτήν είναι 
κενή). ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:  
 
    (α) Αν η τελευταία ζώνη δεν είναι πλήρης, ονοµάζεται ζώνη αγωγιµότητας:  
 

                 

E
     Ζώνη αγωγιµότητας 

(µερικώς συµπληρωµένη)  

   
 
    (β) Αν η τελευταία ζώνη είναι πλήρης, ονοµάζεται ζώνη σθένους, ενώ η αµέσως 
ανώτερη κενή ζώνη καλείται ζώνη αγωγιµότητας. Η ενεργειακή περιοχή µεταξύ των 
ζωνών σθένους και αγωγιµότητας δεν περιέχει επιτρεπτές καταστάσεις και για το λό-
γο αυτό καλείται απαγορευµένη ζώνη. Το ενεργειακό εύρος της απαγορευµένης ζώνης 
καλείται ενεργειακό χάσµα (EG) :  
 

            

E

GE }

 Ζώνη αγωγιµότητας (κενή) 

 Απαγορευµένη ζώνη 

 Ζώνη σθένους (πλήρης)  

    
 
 
    Προσέξτε ότι στην περίπτωση (β) η ζώνη αγωγιµότητας είναι µια επιτρεπτή ζώνη 
για τα ηλεκτρόνια, παρόλο που υπό κανονικές συνθήκες είναι κενή! Πράγµατι, ηλε-
κτρόνια της ζώνης σθένους µπορούν, αν διεγερθούν κατάλληλα µε προσφορά ενέρ-
γειας, να µεταφερθούν στην ενεργειακή περιοχή της ζώνης αγωγιµότητας. Αντίθετα, 
κανένα ηλεκτρόνιο δεν µπορεί να βρεθεί στην απαγορευµένη ζώνη, αφού η ενεργειακή 
αυτή περιοχή δεν περιέχει επιτρεπτές στάθµες και καταστάσεις για τα ηλεκτρόνια του 
κρυστάλλου. Όπως είναι εύκολο να δούµε, το ενεργειακό χάσµα EG παριστά την ελά-
χιστη ενέργεια που πρέπει να προσφέρουµε σε ένα ηλεκτρόνιο της ζώνης σθένους για 
να το ανυψώσουµε ενεργειακά στη ζώνη αγωγιµότητας. Τη φυσική σηµασία αυτής 
της διαδικασίας θα την εξηγήσουµε στο επόµενο κεφάλαιο.  
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1.8  Κρύσταλλοι Τετρασθενών Στοιχείων  
 
Θα κάνουµε τώρα µια σύντοµη αναφορά στους κρυστάλλους που σχηµατίζονται από 
όµοια άτοµα τετρασθενών στοιχείων, µια και στην κατηγορία αυτή ανήκουν οι κρύ-
σταλλοι των ηµιαγωγών που θα µελετήσουµε αργότερα. Επειδή είναι οµοιοπολικά 
στερεά (βλ. Παρ.1.2) δεν αναµένεται, υπό κανονικές συνθήκες, να εµφανίζουν αξιό-
λογη ηλεκτρική και θερµική αγωγιµότητα, αφού δεν διαθέτουν σηµαντικό αριθµό ε-
λεύθερων ηλεκτρονίων.  
 
    Η τελευταία (εξωτερική) στοιβάδα ενός τετρασθενούς ατόµου έχει τη δοµή  

                                              n s 2 n p 2     (n = 2,3,4,...)                         

 
 
 
   πλήρης     όχι πλήρης      
 
Για παράδειγµα, για  n = 2,3,4,..., έχουµε, αντίστοιχα:  
 
             Άνθρακας (C, 6):       1s 2 2s 2 2p 2   
 
             Πυρίτιο (Si, 14):        1s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 2  

 
 Γερµάνιο (Ge, 32):    1s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 6 3d 10 4s 2 4p 2    

 
Η τελευταία κατειληµµένη ατοµική στάθµη (n p) δεν είναι πλήρης, αφού η αντίστοιχη 
υποστοιβάδα έχει µόνο 2 ηλεκτρόνια ενώ χωράει µέχρι και 6. Θα περίµενε κανείς ότι, 
κατ’ αναλογία, και η τελευταία κατειληµµένη κρυσταλλική ζώνη δεν είναι πλήρης, 
αφού υποτίθεται ότι προκύπτει από διεύρυνση µιας µερικώς κατειληµµένης στάθµης. 
Τα πράγµατα όµως δεν είναι ακριβώς έτσι! Το γεγονός και µόνο ότι οι κρύσταλλοι 
αυτοί δεν είναι καλοί ηλεκτρικοί αγωγοί µαρτυρά ότι η τελευταία κατειληµµένη ζώνη 
τους είναι πλήρης, δηλαδή είναι ζώνη σθένους. Πώς συµβαίνει αυτό; Ας φανταστούµε 
ότι Ν άτοµα (όπου Ν ~ 1023) τετρασθενούς στοιχείου ξεκινούν από «άπειρη» από-
σταση και πλησιάζουν µεταξύ τους ώστε να σχηµατίσουν κρύσταλλο. Τη στιγµή που 
αρχίζουν να αλληλεπιδρούν, οι στάθµες (n s) και (n p) αρχίζουν να διευρύνονται σε 
ζώνες. Η ζώνη (n s) είναι πλήρης ενώ η (n p) είναι µερικώς κατειληµµένη. Καθώς τα 
άτοµα πλησιάζουν περισσότερο, οι ζώνες αυτές διευρύνονται τόσο πολύ ώστε αρχί-
ζουν να επικαλύπτονται, σχηµατίζοντας µια ενιαία ζώνη. Τέλος, όταν τα άτοµα φτά-
σουν στις κατάλληλες αποστάσεις για να σχηµατίσουν τον κρύσταλλο, η ενιαία αυτή 
ζώνη διαχωρίζεται και πάλι, αυτή τη φορά όµως σε δύο νέες ζώνες µε διαφορετικές 
χωρητικότητες από τις αρχικές ζώνες (n s) και (n p). Όλα τα ηλεκτρόνια σθένους των 
ατόµων του κρυστάλλου (4 ανά άτοµο) βρίσκονται στην κατώτερη ζώνη η οποία τώ-
ρα είναι µια πλήρης ζώνη σθένους, ενώ η ανώτερη κενή ζώνη είναι ζώνη αγωγιµό-
τητας.  
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 
 
 

1. Να εξηγηθεί γιατί η ενεργειακή απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών ενεργειακών 
σταθµών του ατόµου του υδρογόνου ελαττώνεται καθώς µεταβαίνουµε από τις κατώ-
τερες προς τις ανώτερες στάθµες.  
 
2. Να βρεθεί η συχνότητα και το µήκος κύµατος της ακτινοβολίας που εκπέµπεται 
από το άτοµο του υδρογόνου κατά τη µετάπτωση του ηλεκτρονίου από την τροχιά n 
στην τροχιά (n-1), όπου n>1.  
 
3. (α) Να δειχθεί ότι η ακτίνα 25a0 (όπου a0 η ακτίνα Bohr) αντιστοιχεί σε επιτρεπό-
µενη τροχιά για το άτοµο του υδρογόνου, και να βρεθεί η στροφορµή και η ολική  
ενέργεια του ηλεκτρονίου στην τροχιά αυτή. (β) Σε ποια απόσταση από τον πυρήνα 
βρίσκεται το ηλεκτρόνιο αν η στροφορµή του είναι ίση µε 3h/π ;  
 
4. Να βρεθούν όλες οι πιθανές συχνότητες ακτινοβολίας που εκπέµπονται από το  
άτοµο του υδρογόνου όταν το ηλεκτρόνιο, ξεκινώντας από την τρίτη τροχιά Bohr, 
καταλήγει στη θεµελιώδη πρώτη τροχιά.  
 
5. Ένα άτοµο υδρογόνου απορροφά ένα φωτόνιο, και στη συνέχεια εκπέµπει δύο φω-
τόνια µε µήκη κύµατος λ1 και λ2 και επανέρχεται στην αρχική του κατάσταση. Να 
βρεθεί το µήκος κύµατος λ του φωτονίου που είχε απορροφήσει το άτοµο.  
 
6. Ένα κινούµενο ηλεκτρόνιο προσπίπτει σε άτοµο υδρογόνου και το διεγείρει από τη 
βασική στην τρίτη ενεργειακή στάθµη. Στη συνέχεια, το άτοµο επανέρχεται στην αρ-
χική του κατάσταση εκπέµποντας δύο φωτόνια. (α) Ποια ήταν η ελάχιστη ταχύτητα 
του ηλεκτρονίου που προσέπεσε στο άτοµο; (β) Ποιες είναι οι συχνότητες των δύο 
φωτονίων;  
 
7. Ο ιονισµός ενός ατόµου υδρογόνου µπορεί να επιτευχθεί είτε µε σύγκρουσή του µε 
κινούµενο ηλεκτρόνιο, είτε µε απορρόφηση φωτονίου. (α) Ποια πρέπει να είναι η ε-
λάχιστη ταχύτητα του ηλεκτρονίου; (β) Ποιο πρέπει να είναι το µέγιστο µήκος κύ-
µατος του φωτονίου;  
 
8. Ένα φωτόνιο προσπίπτει σε άτοµο υδρογόνου και προκαλεί ιονισµό. Στη συνέχεια, 
το ηλεκτρόνιο που απελευθερώνεται προσπίπτει σε ένα άλλο άτοµο υδρογόνου και το 
διεγείρει από τη βασική στην αµέσως ανώτερη ενεργειακή στάθµη. Ποια ήταν η ελά-
χιστη συχνότητα του φωτονίου που προσέπεσε στο πρώτο άτοµο υδρογόνου;  
 
9. (α) Τι ονοµάζουµε κατάσταση ενός ηλεκτρονίου σε ένα άτοµο; Τι αναφέρει η απα-
γορευτική αρχή του Pauli; (β) Όπως γνωρίζουµε, η ενεργειακή στάθµη 1s είναι η 
στάθµη χαµηλότερης ενέργειας σε ένα άτοµο. Γιατί δεν βρίσκεται το σύνολο των η-
λεκτρονίων του ατόµου στη στάθµη αυτή (µε εξαίρεση το H και το He);  
 
10. Να γίνει ένα συγκριτικό διάγραµµα (όχι κατ’ ανάγκη ακριβές!) των ηλεκτρονικών 
ενεργειακών σταθµών του ατόµου του οξυγόνου (Ο) και των σταθµών του µορίου του 
όζοντος (Ο3).  
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11. Γιατί στους κρυστάλλους των στερεών παρατηρούνται ενεργειακές ζώνες αντί για 
τις ενεργειακές στάθµες που χαρακτηρίζουν τα άτοµα και τα µόρια; Γιατί οι ζώνες µε 
µεγαλύτερη ενέργεια έχουν και µεγαλύτερο εύρος;  
 
12. Μια ζώνη ενός κρυστάλλου είναι πλήρης από ηλεκτρόνια, ενώ µια άλλη ζώνη του 
ίδιου κρυστάλλου είναι µερικώς συµπληρωµένη. Ποια ζώνη έχει το µεγαλύτερο εύ-
ρος; Εξηγήστε.  
 
13. Έχουµε δύο διαµάντια, ένα µικρό και ένα µεγάλο. Να συγκριθεί το εύρος των  
αντίστοιχων ζωνών των δύο κρυστάλλων.  
 
14. Με ποιους τρόπους τα ελεύθερα ηλεκτρόνια επηρεάζουν τη δοµή και τις φυσικές 
ιδιότητες των µετάλλων ;  
 
15. ∆ώστε ένα παράδειγµα που να µας επισηµαίνει ότι η αντιστοιχία ανάµεσα στις 
ενεργειακές στάθµες µεµονωµένων ατόµων και τις ενεργειακές ζώνες του κρυ-
στάλλου που συντίθεται από τα άτοµα αυτά, δεν είναι απόλυτη.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 
 

ΗΛΕΚΤΡΙΚΗ ΑΓΩΓΙΜΟΤΗΤΑ ΣΤΕΡΕΩΝ 
 
 

2.1  Εισαγωγή  
 
Μια από τις πιο ενδιαφέρουσες, από θεωρητική αλλά και πρακτική άποψη, ιδιότητες 
των στερεών είναι η ηλεκτρική τους αγωγιµότητα. Από τη σκοπιά αυτή διακρίνουµε 
τρεις κατηγορίες στερεών: τους αγωγούς (ή µέταλλα), τους µονωτές και τους ηµιαγω-
γούς. Οι τελευταίοι έχουν ενδιάµεση αγωγιµότητα σε σχέση µε τους µονωτές και τους 
αγωγούς. Σε αντίθεση, όµως, µε τα µέταλλα, των οποίων η αγωγιµότητα ελαττώνεται 
µε τη θερµοκρασία, η αγωγιµότητα των ηµιαγωγών αυξάνει µε τη θερµοκρασία.  
 
    Όπως θα δούµε παρακάτω, η ηλεκτρική αγωγιµότητα ενός κρυσταλλικού στερεού 
σχετίζεται άµεσα µε τη δοµή των ενεργειακών ζωνών του, ή, για να είµαστε πιο συ-
γκεκριµένοι, των ζωνών εκείνων που «φιλοξενούν» τα ηλεκτρόνια σθένους των ατό-
µων του κρυστάλλου. Αυτό που γενικά πρέπει να θυµόµαστε είναι ότι  
 

µια ζώνη που είναι πλήρης από ηλεκτρόνια (δεν έχει, δηλαδή, ελεύθερες κα-
ταστάσεις) δεν συµβάλλει στην αγωγιµότητα, σε αντίθεση µε µια ζώνη που 
είναι µερικώς συµπληρωµένη.  

 
Έτσι, τα µέταλλα χαρακτηρίζονται από την παρουσία µερικώς συµπληρωµένων ζω-
νών, ενώ στους µονωτές όλες οι κατειληµµένες ζώνες είναι πλήρεις. Οι ηµιαγωγοί σε 
καθαρή µορφή και χαµηλές θερµοκρασίες έχουν ηλεκτρική συµπεριφορά όµοια µε 
αυτή των µονωτών, αφού στις συνθήκες αυτές οι ζώνες τους επίσης είναι πλήρεις. Η 
ηλεκτρική τους αγωγιµότητα µπορεί όµως να αυξηθεί σηµαντικά µε την αύξηση της 
θερµοκρασίας ή µε κατάλληλες προσµείξεις.  
 
 
2.2  Αγωγοί και Μονωτές  
 
Αυτό που γενικά χαρακτηρίζει τα µέταλλα (αγωγούς) είναι ότι η τελευταία κατειληµ-
µένη ζώνη τους δεν είναι πλήρης αλλά µερικώς συµπληρωµένη από ηλεκτρόνια. Με 
άλλα λόγια, τα µέταλλα διαθέτουν ζώνη αγωγιµότητας:  
 

                         

E
 Ζώνη αγωγιµότητας 

        µετάλλου 

   
 
Στην ουσία, η ζώνη αγωγιµότητας είναι το σύνολο των ενεργειακών τιµών που µπο-
ρούν να πάρουν τα ηλεκτρόνια σθένους των ατόµων του κρυστάλλου, η επιτρεπόµενη 
ενεργειακή περιοχή των ηλεκτρονίων σθένους. Τα ηλεκτρόνια αυτά έχουν απελευθε-
ρωθεί από τα άτοµα στα οποία ανήκαν, µετατρέποντας έτσι τα άτοµα σε θετικά ιόντα 
(για την απελευθέρωσή τους τα ηλεκτρόνια χρησιµοποιούν µέρος από την ενέργεια 
που εκλύεται κατά το σχηµατισµό του κρυστάλλου, δεν απαιτείται δηλαδή προσφορά 
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εξωτερικής ενέργειας για το σκοπό αυτό). Τα απελευθερωµένα ηλεκτρόνια σθένους 
κινούνται πλέον ελεύθερα ανάµεσα στα θετικά ιόντα του κρυσταλλικού πλέγµατος 
χωρίς να υφίστανται ιδιαίτερα έντονες επιδράσεις από τα ιόντα, και για το λόγο αυτό 
καλούνται ελεύθερα ηλεκτρόνια. Σε αυτά οφείλεται η ηλεκτρική αγωγιµότητα του µε-
τάλλου καθώς και ένα σηµαντικό µέρος της θερµικής του αγωγιµότητας (ένα άλλο 
µέρος οφείλεται στις ταλαντώσεις των ιόντων του κρυστάλλου).  
 
    Η ηλεκτρική αγωγιµότητα εξηγείται ως εξής: Όταν στο εσωτερικό του µετάλλου 
υπάρχει ηλεκτρικό πεδίο, τα ελεύθερα ηλεκτρόνια παίρνουν ενέργεια απ’ αυτό και 
αρχίζουν να επιταχύνονται. Μέρος της ενέργειας, βέβαια, χάνεται λόγω συγκρούσεων 
µε τα ιόντα, αλλά τελικά τα ηλεκτρόνια αποκτούν µια σταθερή µέση ταχύτητα στη 
διεύθυνση του πεδίου. Η προσανατολισµένη κίνηση των ηλεκτρονίων συνιστά αυτό 
που ονοµάζουµε ηλεκτρικό ρεύµα.  
 
    Από µια κάπως διαφορετική σκοπιά, η ηλεκτρική αγωγιµότητα του µετάλλου οφεί-
λεται στο ότι τα ηλεκτρόνια των ανώτερων κατειληµµένων σταθµών της ζώνης αγω-
γιµότητας µπορούν, παίρνοντας ενέργεια από το ηλεκτρικό πεδίο, να µεταπηδήσουν 
σε υψηλότερες στάθµες της ζώνης που είναι κενές, έτσι ώστε να µην παραβιάζεται η 
απαγορευτική αρχή του Pauli. Η αύξηση της ενέργειας των ηλεκτρονίων οφείλεται 
στην επιτάχυνσή τους από το ηλεκτρικό πεδίο και έχει σαν φυσικό αποτέλεσµα αυτό 
που µακροσκοπικά αντιλαµβανόµαστε ως ηλεκτρικό ρεύµα. Προσέξτε ότι, αν η ζώνη 
των ηλεκτρονίων σθένους ήταν πλήρης, δεν θα µπορούσαν τα ηλεκτρόνια να µεταπη-
δήσουν σε υψηλότερες στάθµες της ζώνης αφού αυτές θα ήταν ήδη κατειληµµένες 
και η µετακίνηση ηλεκτρονίων σε αυτές θα παραβίαζε την απαγορευτική αρχή του 
Pauli.  
 
    Η παραπάνω ανάλυση εξηγεί επίσης την αδιαφάνεια των µετάλλων στο φως: Τα 
µέταλλα είναι αδιαφανή διότι τα ελεύθερα ηλεκτρόνιά τους µπορούν να απορροφή-
σουν τα φωτόνια της ορατής περιοχής του φάσµατος της ηλεκτροµαγνητικής ακτινο-
βολίας και να διεγερθούν σε µια από τις πολλές ανώτερες κενές στάθµες της ζώνης 
αγωγιµότητας που έχουν στη διάθεσή τους.  
     
    Ας δούµε δύο παραδείγµατα, το νάτριο και το µαγνήσιο:  
 

            Νάτριο (Na, 11):          1s 2 2s 2 2p 6 3s 1  
             
                        Μαγνήσιο (Mg, 12):    1s 2 2s 2 2p 6 3s 2 (3p 0)    
 
Το Na είναι αγωγός διότι, κατά το σχηµατισµό του κρυστάλλου, η κατά το ήµισυ µό-
νο συµπληρωµένη ατοµική στάθµη 3s διευρύνεται σε µια αντίστοιχα µερικώς συ-
µπληρωµένη ζώνη αγωγιµότητας. Στο Mg έχουµε επικάλυψη των ζωνών που προκύ-
πτουν από τη διεύρυνση των ατοµικών σταθµών 3s (πλήρης) και 3p (κενή), µε αποτέ-
λεσµα µια µερικώς κατειληµµένη ζώνη αγωγιµότητας.1  
 
 
 

                                                 
1 Τέτοιας µορφής επικάλυψη ζωνών συµβαίνει, γενικά, σε όλα τα µέταλλα, ακόµα κι αν η τελευταία 
ατοµική τους στάθµη δεν είναι πλήρης (π.χ., Na).  



 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 23 

    Στον αντίποδα των µετάλλων από πλευράς αγωγιµότητας βρίσκονται οι µονωτές. 
Σαν τυπικό παράδειγµα παίρνουµε το διαµάντι, του οποίου η κρυσταλλική δοµή χτί-
ζεται µε άτοµα άνθρακα (C) συνδεµένα µεταξύ τους µε ισχυρότατους οµοιοπολικούς 
δεσµούς. Επειδή ο άνθρακας είναι τετρασθενής, ο κρύσταλλος του διαµαντιού εµφα-
νίζει µια πλήρη ζώνη σθένους και µια κενή ζώνη αγωγιµότητας (βλ. Παρ.1.8):  
 

              

E

6GE eV∼

 Ζώνη αγωγιµότητας (κενή) 

 Απαγορευµένη ζώνη 

 Ζώνη σθένους (πλήρης) 

    
 
 
Η ζώνη σθένους χωράει ακριβώς όλα τα ηλεκτρόνια σθένους των ατόµων του κρυ-
στάλλου (4 ηλεκτρόνια ανά άτοµο). Το ενεργειακό χάσµα EG παριστά την ελάχιστη 
ενέργεια που πρέπει να πάρει ένα ηλεκτρόνιο της ζώνης σθένους για να ανυψωθεί 
στην ενεργειακή περιοχή της ζώνης αγωγιµότητας.2 Από φυσική άποψη, το EG είναι η 
ελάχιστη ενέργεια που απαιτείται για να «σπάσει» ένας οµοιοπολικός δεσµός στον 
κρύσταλλο και να απελευθερωθεί ένα ηλεκτρόνιο σθένους. Το ελεύθερο ηλεκτρόνιο 
θα ανήκει πλέον στην ενεργειακή περιοχή της ζώνης αγωγιµότητας. (Τονίζουµε και 
πάλι ότι σε καµία περίπτωση δεν θα µπορούσε το ηλεκτρόνιο να βρεθεί στην απαγο-
ρευµένη ζώνη, αφού η περιοχή αυτή δεν περιέχει επιτρεπτές ενεργειακές στάθµες και 
καταστάσεις.)  
 
    Επειδή όλες οι καταστάσεις της ζώνης σθένους είναι κατειληµµένες, θα ήταν αδύ-
νατο να επιταχύνουµε ένα ηλεκτρόνιο σθένους µε τη βοήθεια ηλεκτρικού πεδίου και 
να δηµιουργήσουµε ηλεκτρικό ρεύµα. Πράγµατι, η επιτάχυνση θα επέφερε αύξηση 
της ενέργειας του ηλεκτρονίου και διέγερσή του σε υψηλότερη ενεργειακή στάθµη 
της ζώνης σθένους, πράγµα όµως που θα παραβίαζε την απαγορευτική αρχή του Pauli 
αφού όλες οι στάθµες της ζώνης αυτής είναι ήδη πλήρως κατειληµµένες. Η µόνη επι-
τρεπτή διέγερση του ηλεκτρονίου είναι η µετάβασή του στην άδεια ζώνη αγωγιµότη-
τας (πρακτικά, το σπάσιµο ενός οµοιοπολικού δεσµού µε απελευθέρωση ενός ηλε-
κτρονίου). Αυτό απαιτεί ενέργεια E > EG , όπου EG ~ 6 eV για το διαµάντι. Μια τόσο 
µεγάλη ενέργεια δεν µπορεί να προσφερθεί από ένα συνηθισµένης έντασης ηλεκτρικό 
πεδίο. Για το λόγο αυτό το διαµάντι έχει ελάχιστη (πρακτικά µηδενική) ηλεκτρική 
αγωγιµότητα.  
 
    Λόγω της µεγάλης τιµής τού EG  το διαµάντι δεν µπορεί να απορροφήσει φωτόνια 
της ορατής περιοχής του φάσµατος, τα οποία έχουν ενέργειες 1.5-3 eV < EG (η απορ-
ρόφηση ενός τέτοιου φωτονίου θα έστελνε ένα ηλεκτρόνιο της ζώνης σθένους στην 
απαγορευµένη ζώνη!). Αυτό εξηγεί τη διαφάνεια του κρυστάλλου. (Το βαθύ µπλε 
χρώµα µερικών διαµαντιών οφείλεται σε πρόσµειξη µε άτοµα βορίου.)  
 
 
 
                                                 
2 Προσέξτε ότι δεν εννοούµε µετακίνηση του ηλεκτρονίου στο χώρο, αλλά στο ενεργειακό διάγραµµα!  
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2.3  Ηµιαγωγοί  
 
Οι ηµιαγωγοί έχουν ενδιάµεση αγωγιµότητα σε σύγκριση µε τα µέταλλα και τους µο-
νωτές. Σαν τυπικά παραδείγµατα µε πολλές πρακτικές εφαρµογές, θα εξετάσουµε εδώ 
το πυρίτιο (Si) και το γερµάνιο (Ge). Όπως και το διαµάντι, είναι οµοιοπολικοί κρύ-
σταλλοι τετρασθενών στοιχείων. Έτσι, σε θεµελιώδη κατάσταση (όταν δεν έχουν υ-
ποστεί διέγερση) εµφανίζουν µια πλήρη ζώνη σθένους. Σε αντίθεση όµως µε το δια-
µάντι, το ενεργειακό χάσµα EG των ηµιαγωγών είναι σχετικά µικρό, της τάξης του 
1eV :  
 
    Πυρίτιο (Si, 14):       1s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 2      (EG = 1.21 eV)  
 
    Γερµάνιο (Ge, 32):   1s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 6 3d 10 4s 2 4p 2    (EG = 0.78 eV)  
 

         

E

1GE eV∼

i  Ζώνη αγωγιµότητας (κενή) 

 Απαγορευµένη ζώνη 

 Ζώνη σθένους (πλήρης) 

    
 
    Η ζώνη σθένους περιέχει τα ηλεκτρόνια σθένους (4 ανά άτοµο) των ατόµων του 
κρυστάλλου. Σε πολύ χαµηλές θερµοκρασίες (κοντά στο απόλυτο µηδέν, Τ ~ 0Κ) η 
ζώνη αυτή είναι πλήρης, πράγµα που πρακτικά σηµαίνει ότι όλα τα ηλεκτρόνια σθέ-
νους συµµετέχουν σε οµοιοπολικούς δεσµούς και δεν υπάρχουν ελεύθερα ηλεκτρόνια 
στον κρύσταλλο (η ζώνη αγωγιµότητας είναι κενή). Έτσι, στις θερµοκρασίες αυτές οι 
ηµιαγωγοί συµπεριφέρονται σαν µονωτές, αφού το ενεργειακό χάσµα EG δεν µπορεί 
να υπερπηδηθεί µε την απλή εφαρµογή ηλεκτρικού πεδίου. Σε υψηλότερες θερµο-
κρασίες, όµως, (π.χ., σε θερµοκρασία δωµατίου, Τ ~ 300Κ) τα ηλεκτρόνια των ανώτε-
ρων σταθµών της ζώνης σθένους προσλαµβάνουν αρκετή θερµική ενέργεια ώστε να 
υπερπηδήσουν το σχετικά µικρό χάσµα EG και να ανυψωθούν ενεργειακά στη ζώνη 
αγωγιµότητας.  
 
    Από φυσική άποψη, η ενέργεια EG είναι η ελάχιστη που απαιτείται για να σπάσει 
ένας οµοιοπολικός δεσµός και να απελευθερωθεί ένα ηλεκτρόνιο. Κάτω από την επί-
δραση ενός ηλεκτρικού πεδίου, τα απελευθερωµένα ηλεκτρόνια κινούνται προσανα-
τολισµένα όπως και τα ελεύθερα ηλεκτρόνια των µετάλλων, έχοντας ενέργειες στην 
περιοχή της ζώνης αγωγιµότητας του κρυστάλλου.  
 
    Από πλευράς οπτικών ιδιοτήτων, οι ηµιαγωγοί είναι αδιαφανείς διότι το ενεργειακό 
τους χάσµα είναι µικρότερο από τις ενέργειες των φωτονίων της ορατής περιοχής του 
φάσµατος (EG < 1.5-3 eV). Έτσι, ηλεκτρόνια των ανώτερων σταθµών της ζώνης σθέ-
νους µπορούν να απορροφήσουν φωτόνια της περιοχής αυτής και να διεγερθούν στη 
ζώνη αγωγιµότητας (δηλαδή, να σπάσουν τους οµοιοπολικούς δεσµούς τους και να 
καταστούν ελεύθερα). Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση της αγωγιµότητας του 
ηµιαγωγού (φωτοαγωγιµότητα).  
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    Κάθε ηλεκτρόνιο σθένους που για οποιονδήποτε λόγο απελευθερώνεται, αφήνει 
πίσω του έναν ατελή («σπασµένο») οµοιοπολικό δεσµό ο οποίος αποτελεί µια οπή 
στον κρύσταλλο του ηµιαγωγού. Ισοδύναµα, κάθε ηλεκτρόνιο της ζώνης σθένους που 
ανυψώνεται στη ζώνη αγωγιµότητας αφήνει µια κενή θέση (κατάσταση) στη ζώνη 
σθένους που επίσης ονοµάζεται οπή. Η οπή συµπεριφέρεται σαν σωµάτιο µε θετικό 
φορτίο, αφού δηµιουργείται από την απουσία ενός ηλεκτρονίου. Επιπλέον, όπως θα 
δούµε, η οπή έχει τη δυνατότητα να µετακινείται µέσα στον κρύσταλλο, συµβάλλο-
ντας έτσι κι αυτή στην αγωγιµότητα του ηµιαγωγού. Στο παρακάτω σχήµα βλέπουµε 
µια απλουστευµένη απεικόνιση, σε δύο διαστάσεις, του κρυσταλλικού πλέγµατος ε-
νός ηµιαγωγού (µόνο τα 4 ηλεκτρόνια σθένους του κάθε ατόµου έχουν σχεδιαστεί). 
Κάθε άτοµο σχηµατίζει 4 οµοιοπολικούς δεσµούς µε τα 4 γειτονικά του άτοµα:  
 

                 

   ελεύθερο  
ηλεκτρόνιο  

 οπή  ηλεκτρόνιο  
  σθένους 

ii i i
i
i

i i i
i

i

i
iii

i

i

i

i
i

i
i

i
i

i
i

i i

i i i i

i
i

i i

+

+

+

+ +

+ +

++

   
 
 
    Ας συνοψίσουµε µερικές σηµαντικές φυσικές έννοιες για τους ηµιαγωγούς:   

    Ζώνη σθένους: η ενεργειακή περιοχή που σχηµατίζεται από το σύνολο των ενερ-
γειακών σταθµών τις οποίες καταλαµβάνουν τα δέσµια ηλεκτρόνια σθένους των ατό-
µων του κρυστάλλου (τα ηλεκτρόνια που συµµετέχουν σε οµοιοπολικούς δεσµούς).  

    Ζώνη αγωγιµότητας: η ενεργειακή περιοχή που σχηµατίζεται από το σύνολο των 
ενεργειακών σταθµών τις οποίες καταλαµβάνουν τα ελεύθερα ηλεκτρόνια (αυτά που 
έσπασαν τους οµοιοπολικούς δεσµούς).  

    Ενεργειακό χάσµα: η ελάχιστη ενέργεια που απαιτείται για να σπάσει ένας οµοιο-
πολικός δεσµός και να απελευθερωθεί ένα ηλεκτρόνιο σθένους.  

    Οπή: ατελής (σπασµένος) οµοιοπολικός δεσµός στον κρύσταλλο, που αντιστοιχεί 
σε µια κενή θέση (κατάσταση) στη ζώνη σθένους.  
 
    Ας δούµε τώρα το ρόλο της οπής στην αγωγιµότητα του ηµιαγωγού: Όταν σε κά-
ποιο σηµείο του κρυσταλλικού πλέγµατος υπάρχει ατελής δεσµός, είναι σχετικά εύ-
κολο για ένα ηλεκτρόνιο σθένους ενός γειτονικού ατόµου, παίρνοντας ενέργεια από 
ένα ηλεκτρικό πεδίο, να εγκαταλείψει τον δικό του δεσµό και να καλύψει την οπή 
αυτή (δεν απαιτείται τώρα ενέργεια EG , αφού το ηλεκτρόνιο παραµένει στη ζώνη 
σθένους). Το ηλεκτρόνιο αυτό όµως θα αφήσει πίσω του µια νέα οπή (έναν ατελή δε-
σµό). Είναι δηλαδή σαν η αρχική οπή να µετατοπίστηκε σε µια νέα θέση, κινούµενη 
αντίθετα από την κατεύθυνση µετατόπισης του ηλεκτρονίου σθένους. Η νέα οπή µπο-
ρεί, µε τη σειρά της, να καλυφθεί από ένα ηλεκτρόνιο σθένους κάποιου άλλου γειτο-
νικού ατόµου, κι έτσι να έχουµε περαιτέρω µετατόπιση της αρχικής οπής σε κατεύ-
θυνση αντίθετη από αυτή των ηλεκτρονίων, κλπ. ∆εδοµένου ότι η οπή είναι στην ου-
σία η απουσία ενός (αρνητικά φορτισµένου) ηλεκτρονίου, µπορούµε να τη θεωρή-
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σουµε σαν ισοδύναµη µε θετικό φορτίο ίσο κατά µέτρο µε αυτό του ηλεκτρονίου. Συ-
µπερασµατικά:  
 

• Οι οπές µπορούν να θεωρηθούν σαν «πραγµατικά» σωµάτια µε θετικό φορτίο, 
των οποίων η κατεύθυνση κίνησης είναι αντίθετη από αυτή των ηλεκτρονίων 
σθένους όταν αυτά (υπό την επίδραση, π.χ., ενός ηλεκτρικού πεδίου) εγκατα-
λείπουν τους οµοιοπολικούς δεσµούς στους οποίους ανήκουν για να καλύ-
ψουν γειτονικούς, ατελείς δεσµούς.  

• Η αγωγιµότητα ενός ηµιαγωγού οφείλεται τόσο στην κίνηση των ελεύθερων 
ηλεκτρονίων, όσο και στην κίνηση των οπών (ουσιαστικά, των δέσµιων ηλε-
κτρονίων σθένους από δεσµό σε δεσµό).  

• Τα ελεύθερα ηλεκτρόνια έχουν ενέργειες στην περιοχή της ζώνης αγωγιµότη-
τας, ενώ οι οπές ανήκουν ενεργειακά στη ζώνη σθένους.  

 
    Συχνά συµβαίνει να καλύπτεται ένας ατελής δεσµός από ένα ελεύθερο ηλεκτρόνιο. 
Η διαδικασία αυτή της επανασύνδεσης ζεύγους οπής-ηλεκτρονίου αντιστοιχεί στη µε-
τάπτωση ενός ηλεκτρονίου από τη ζώνη αγωγιµότητας στη ζώνη σθένους, µε αποτέ-
λεσµα την κάλυψη µιας οπής στη ζώνη σθένους.  
 
 
2.4  Νόµος του Ohm για τα Μέταλλα  
 
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, τα ηλεκτρόνια σθένους των ατόµων ενός µετάλλου απο-
σπώνται εύκολα από τα άτοµα στα οποία ανήκουν (παίρνοντας ένα µέρος από την 
ενέργεια που εκλύεται κατά το σχηµατισµό του κρυστάλλου) και καθίστανται ελεύ-
θερα ηλεκτρόνια, έχοντας ενέργειες στην περιοχή της ζώνης αγωγιµότητας. Ο χαρα-
κτηρισµός «ελεύθερα» υποδηλώνει ότι τα ηλεκτρόνια αυτά δεν δέχονται σηµαντικές 
δυνάµεις κατά την κίνησή τους µέσα στο κρυσταλλικό πλέγµα, εφόσον δεν πλησιά-
ζουν πολύ στα ιόντα του µετάλλου. Η κίνηση των ηλεκτρονίων διαταράσσεται µόνο 
από τις συγκρούσεις τους µε τα ιόντα, µε αποτέλεσµα την επιβράδυνσή τους ή την 
αλλαγή της κατεύθυνσής τους.  
 
    Όταν στο εσωτερικό του µετάλλου δεν υπάρχει ηλεκτρικό πεδίο3 ( 0E =

G
) η κίνηση 

των ελεύθερων ηλεκτρονίων είναι τυχαία και προς όλες τις κατευθύνσεις, έτσι ώστε 
µακροσκοπικά δεν υφίσταται ηλεκτρικό ρεύµα µέσα στο µέταλλο. Η κατάσταση ό-
µως αλλάζει όταν στο εσωτερικό του µετάλλου υπάρχει ηλεκτρικό πεδίο 0E ≠

G
. Το 

πεδίο τότε ασκεί δυνάµεις στα ελεύθερα ηλεκτρόνια και τα επιταχύνει. Η ταχύτητα 
των ηλεκτρονίων θα αύξανε απεριόριστα αν δεν συνέβαιναν οι συγκρούσεις τους µε 
τα ιόντα. Λόγω των συγκρούσεων αυτών, τα ηλεκτρόνια χάνουν κινητική ενέργεια (η 
οποία απορροφάται από το κρυσταλλικό πλέγµα και µετατρέπεται σε θερµότητα 
Joule) και τελικά αποκτούν µια σταθερή µέση ταχύτητα υ

G
 (ταχύτητα µεταθέσεως). 

Επειδή τα ηλεκτρόνια είναι αρνητικά φορτισµένα, η κατεύθυνση κίνησής τους είναι 
αντίθετη από το E

G
. Όπως όµως θα δούµε στο Κεφ.6, η κίνηση ενός αρνητικού φορ-

τίου σε µια κατεύθυνση ισοδυναµεί µε την κίνηση ενός θετικού φορτίου ίσου µέτρου 
στην αντίθετη κατεύθυνση. (Για παράδειγµα, τα δύο φορτία παράγουν το ίδιο µαγνη-
τικό πεδίο αλλά και δέχονται την ίδια δύναµη από ένα εξωτερικό µαγνητικό πεδίο.) 
                                                 
3 Θα χρησιµοποιούµε το σύµβολο Ε τόσο για την ενέργεια όσο και για την ένταση του ηλεκτρικού πε-
δίου. Θα είναι όµως πάντοτε ξεκάθαρο τι ακριβώς εννοούµε.  
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Μπορούµε λοιπόν συµβατικά να θεωρήσουµε ότι τα κινούµενα φορτία είναι θετικά, 
µέτρου +q, και η κατεύθυνση κίνησής τους είναι αντίθετη από την πραγµατική φορά 
κίνησης των ηλεκτρονίων. Έτσι, συµβατικά, το διάνυσµα υ

G
 της ταχύτητας των φορ-

τίων θα θεωρείται οµόρροπο του πεδίου E
G

. Όπως αποδεικνύεται πειραµατικά, για 
σχετικά µικρές τιµές τού E

G
 ισχύει ότι  

 
                                                              Eυ µ=

GG        (2.1) 
 
Ο συντελεστής µ καλείται ευκινησία του ηλεκτρονίου για το θεωρούµενο µέταλλο. 
(Όπως θα δούµε αργότερα, η τιµή τού µ επηρεάζεται από τη θερµοκρασία.) Η προσα-
νατολισµένη αυτή κίνηση των ηλεκτρονίων συνιστά ένα ηλεκτρικό ρεύµα.  
 
    Θεωρούµε τώρα τµήµα αγωγού σε σχήµα λεπτού σύρµατος απειροστού µήκους dl 
και εµβαδού διατοµής  S. Ο όγκος του σύρµατος είναι dv=Sdl. Το σύρµα διαρρέεται 
από ρεύµα έντασης Ι :  
 

                                    

ii
i

dv

S

I

dl
    

 
Καλούµε dN τον αριθµό των ελεύθερων ηλεκτρονίων που διέρχονται από τη διατοµή 
S σε χρόνο dt έτσι ώστε να καταλάβουν τον όγκο dv του σύρµατος. Το (συµβατικά 
θετικό) φορτίο που διέρχεται από τη διατοµή S σε χρόνο dt και καταλαµβάνει τον ό-
γκο dv ισούται µε dQ= qdN , όπου q η απόλυτη τιµή του φορτίου του ηλεκτρονίου. 
Παρατηρούµε ότι ένα ηλεκτρόνιο διανύει το µήκος dl του σύρµατος σε χρόνο dt. Ά-
ρα, η ταχύτητα µεταθέσεως των ηλεκτρονίων είναι, κατά µέτρο, υ= dl/dt. Τέλος, η 
ένταση του ρεύµατος που διαρρέει το σύρµα είναι I= dQ /dt.  
 
    Η πυκνότητα ρεύµατος στη θεωρούµενη διατοµή S είναι  
 

                             1I dQ qdN qdNdl dN dlJ q
S S dt Sdt Sdldt dv dt

= = = = =     (2.2) 

Η ποσότητα  

                                                       dNn
dv

=         (2.3) 

 
καλείται ηλεκτρονική πυκνότητα του µετάλλου και παριστά τη συγκέντρωση των ελεύ-
θερων ηλεκτρονίων (πλήθος ηλεκτρονίων ανά µονάδα όγκου) στο µέταλλο. Επίσης, 
λόγω της (2.1), dl/dt = υ= µΕ, όπου υ και Ε τα µέτρα των αντίστοιχων διανυσµάτων. 
Έτσι, η (2.2) γράφεται    
 
                                                J = q n υ = q n µ Ε          (2.4) 
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Το γινόµενο  
                                                          q nσ µ=        (2.5) 
 
καλείται ειδική αγωγιµότητα του µετάλλου. Η (2.4) τελικά γράφεται  
 
                                                           J Eσ=        (2.6) 

ή, σε διανυσµατική µορφή,  
 
                                                          J Eσ=

G G
         (2.7) 

 
όπου J

G
 διάνυσµα µέτρου J µε κατεύθυνση σύµφωνη µε τη συµβατική φορά του ρεύ-

µατος. Η σχέση (2.7) εκφράζει τη γενική µορφή του νόµου του Ohm. Είναι κατά βάση 
µια εµπειρική σχέση που βρίσκεται ότι ισχύει για όλα τα µέταλλα, υπό την προϋπό-
θεση ότι η τιµή Ε του ηλεκτρικού πεδίου δεν είναι πολύ µεγάλη.  
 
    Η γενική σχέση (2.7) αποδείχθηκε για ένα απειροστό τµήµα ενός µετάλλου και, µε 
την έννοια αυτή, είναι ανεξάρτητη από το σχήµα ή τις διαστάσεις του µετάλλου. Θε-
ωρούµε τώρα την ειδική περίπτωση ενός µεταλλικού σύρµατος µήκους l και σταθε-
ρής διατοµής S, το οποίο διαρρέεται από ρεύµα σταθερής έντασης Ι. Καλούµε V την 
τάση (διαφορά δυναµικού) στα άκρα του σύρµατος:  
 

                              

I

S
l

V           
 
Η πυκνότητα ρεύµατος  J=I /S  είναι σταθερή κατά µήκος του σύρµατος, αφού τα Ι 
και S είναι σταθερά. Από το νόµο του Ohm (2.6) έπεται ότι και το Ε είναι σταθερό 
κατά µήκος του σύρµατος, δηλαδή, το ηλεκτρικό πεδίο µέσα στο σύρµα είναι οµογε-
νές. Όπως γνωρίζουµε (και όπως θα δείξουµε στο δεύτερο µέρος του βιβλίου), στην 
περίπτωση αυτή ισχύει ότι  E=V / l . Έτσι, χρησιµοποιώντας την (2.6) έχουµε:  

                                    
/

V VI J S ES S
l l S

σ σ
σ

= = = =     

Ορίζουµε την ειδική αντίσταση ρ του µετάλλου και την αντίσταση R του σύρµατος µε 
τις σχέσεις  

                                       1 , l lR
S S

ρρ
σ σ

= = =      (2.8) 

Βρίσκουµε έτσι την ειδική µορφή του νόµου του Ohm  

                                                      
VI
R

=      (2.9) 
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    Σηµειώνουµε ότι η ειδική αντίσταση ρ αφορά γενικά το θεωρούµενο µέταλλο, ανε-
ξάρτητα από το σχήµα ή τις διαστάσεις του, ενώ η αντίσταση R αφορά το συγκεκρι-
µένο σύρµα και εξαρτάται από τα γεωµετρικά του χαρακτηριστικά. Προσέξτε επίσης 
ότι η ειδική µορφή (2.9) του νόµου του Ohm ισχύει µόνο για µεταλλικά σύρµατα 
σταθερής διατοµής. (Γιατί η διατοµή του σύρµατος απαιτείται να είναι σταθερή;)  
 
 
2.5  Νόµος του Ohm για τους Ηµιαγωγούς  
 
Όπως γνωρίζουµε, στους ηµιαγωγούς οι ηλεκτρικοί φορείς είναι τα (ελεύθερα) ηλε-
κτρόνια της ζώνης αγωγιµότητας και οι οπές της ζώνης σθένους. Καλούµε n και p τις 
συγκεντρώσεις (πυκνότητες) ηλεκτρονίων4 και οπών, αντίστοιχα, όπου µε τον όρο 
συγκέντρωση εννοούµε, γενικά, το πλήθος οµοίων πραγµάτων (ηλεκτρονίων, οπών, 
ατόµων, κλπ.) ανά µονάδα όγκου. Σε καθαρό ηµιαγωγό, χωρίς δηλαδή εξωτερικές 
προσµείξεις, ο αριθµός των ηλεκτρονίων είναι ίσος µε τον αριθµό των οπών, αφού 
κάθε οπή έχει προκύψει από την αποδέσµευση ενός ηλεκτρονίου. Άρα,  
 
                                        in p n= ≡      (καθαρός ηµιαγωγός)   (2.10) 
 
Η κοινή τιµή ni των δύο πυκνοτήτων στον καθαρό ηµιαγωγό καλείται αυτογενής πυ-
κνότητα. Αντίθετα, όπως θα δούµε αργότερα, στην περίπτωση ηµιαγωγού προσµεί-
ξεως ισχύει γενικά ότι  n≠ p .  
 
    Όταν µέσα στον κρύσταλλο υπάρχει ηλεκτρικό πεδίο E

G
, οι κινήσεις τόσο των ηλε-

κτρονίων όσο και των οπών προσανατολίζονται σύµφωνα µε αυτό, δηµιουργώντας 
δύο παράλληλες πυκνότητες ρεύµατος nJ

G
 και pJ

G
. Τα διανύσµατα αυτά είναι οµόρ-

ροπα µεταξύ τους και έχουν την κατεύθυνση του πεδίου  E
G

. Για να το καταλάβουµε 
αυτό, θεωρούµε την κίνηση ενός ηλεκτρονίου και µιας οπής µέσα σε ηλεκτρικό πεδίο 
E
G

, π.χ., στο χώρο ανάµεσα στις πλάκες ενός πυκνωτή:  

              

• •
+

+

+

−
−
−

+

+

+

−
−
−

q−

q+

q+

q+

E
G

E
G

nJ
G

pJ
G

πραγµατικη
φορα

′
′

συµβατικη
φορα

′
′

     
 
Στην πραγµατικότητα, η οπή κινείται σύµφωνα µε το πεδίο E

G
 ενώ το ηλεκτρόνιο α-

ντίθετα µε αυτό. Συµβατικά, όµως, η κίνηση του ηλεκτρονίου ισοδυναµεί µε κίνηση 
θετικού φορτίου στην αντίθετη κατεύθυνση, δηλαδή οµόρροπα προς την οπή και προς 
το E

G
. Έτσι, και τα δύο ρεύµατα που προκύπτουν από την κίνηση των φορτίων είναι 

στην κατεύθυνση του E
G

.  
 
 

                                                 
4 Με τον όρο «ηλεκτρόνια» θα εννοούµε στο εξής τα ελεύθερα ηλεκτρόνια της ζώνης αγωγιµότητας.  
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    Τα ρεύµατα nJ
G

 και pJ
G

 υπακούουν χωριστά στο νόµο του Ohm :  
 
                                          ,n n p pJ E J Eσ σ= =

G G G G
      (2.11) 

 
όπου οι αντίστοιχες ειδικές αγωγιµότητες ορίζονται  
 
                                       ,n n p pqn q pσ µ σ µ= =      (2.12) 
 
Τα n και p είναι, όπως προαναφέραµε, οι συγκεντρώσεις ηλεκτρονίων και οπών, α-
ντίστοιχα, ενώ τα µn και µp παριστούν τις ευκινησίες των ηλεκτρονίων και των οπών 
για τον θεωρούµενο ηµιαγωγό (το q είναι η απόλυτη τιµή του φορτίου του ηλεκτρο-
νίου). Όπως βρίσκεται πειραµατικά, το µp είναι κάπως µικρότερο από το µn  (µπορείτε 
να δώσετε µια φυσική εξήγηση γι’ αυτό;). Το ολικό ρεύµα είναι  
 
                                        ( )n p n pJ J J Eσ σ= + = +

G G G G
   

 
ή 
                                                     J Eσ=

G G
       (2.13) 

όπου  
                                
                                    n p n pqn q pσ σ σ µ µ= + = +        (2.14) 
 
η ολική ειδική αγωγιµότητα του υλικού. Για καθαρό ηµιαγωγό,  
 
                                              ( )i i n pqnσ µ µ= +       (2.15) 
 
όπου λάβαµε υπόψη την (2.10). Οι (2.13) και (2.14) εκφράζουν το νόµο του Ohm για 
έναν ηµιαγωγό.  
 
    Παρατηρούµε ότι, γενικά, η ειδική αγωγιµότητα σ είναι ένα µέτρο της αγωγιµότη-
τας ενός υλικού το οποίο υπακούει στο νόµο του Ohm. Πράγµατι, όσο µεγαλύτερο 
είναι το σ τόσο µεγαλύτερη είναι η τιµή του ρεύµατος για δοσµένη τιµή του ηλεκτρι-
κού πεδίου. Μπορούµε τώρα να καταλάβουµε γιατί σε κανονικές συνθήκες ένα µέ-
ταλλο είναι πολύ πιο αγώγιµο από έναν καθαρό ηµιαγωγό: Συγκρίνοντας τις ειδικές 
αγωγιµότητες (2.5) και (2.15) βλέπουµε ότι σµετάλλου>>σi . Αυτό οφείλεται στο ότι η 
ηλεκτρονική πυκνότητα n του µετάλλου είναι πολύ µεγαλύτερη από την αυτογενή 
πυκνότητα ni του καθαρού ηµιαγωγού (n>>ni) λόγω του ότι το µέταλλο έχει εξαρχής 
άφθονα ελεύθερα ηλεκτρόνια ενώ ο καθαρός ηµιαγωγός, υπό κανονικές συνθήκες, 
έχει µόνο ένα µικρό αριθµό ελεύθερων ηλεκτρονίων και οπών. Το µειονέκτηµα του 
ηµιαγωγού είναι, βέβαια, η παρουσία απαγορευµένης ζώνης, κάτι που δεν υφίσταται 
στην περίπτωση του µετάλλου.  
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2.6  Επίδραση της Θερµοκρασίας στην Αγωγιµότητα  
 
Μια βασική διαφορά ανάµεσα στα µέταλλα και τους ηµιαγωγούς είναι ο τρόπος που 
επηρεάζεται η αγωγιµότητά τους όταν µεταβάλλεται η θερµοκρασία. Έχει παρατηρη-
θεί ότι µε την αύξηση της θερµοκρασίας η αντίσταση των µετάλλων αυξάνει, δηλαδή 
η αγωγιµότητά τους ελαττώνεται. Αντίθετα, η αύξηση της θερµοκρασίας προκαλεί 
αύξηση της αγωγιµότητας των ηµιαγωγών. Για να κατανοήσουµε αυτά τα φαινόµενα 
θα πρέπει να εξετάσουµε τον τρόπο µε τον οποίο επηρεάζονται από τη θερµοκρασία 
οι διάφοροι παράγοντες που υπεισέρχονται στις εκφράσεις της ειδικής αγωγιµότητας 
σε κάθε περίπτωση.  
 
    α)  Μέταλλα   
 
    Η ειδική αγωγιµότητα ενός µετάλλου δίνεται από τη σχέση (2.5): σ=qnµ. Η τιµή q 
του φορτίου του ηλεκτρονίου δεν εξαρτάται, φυσικά, από τη θερµοκρασία. Στα µέ-
ταλλα η ηλεκτρονική πυκνότητα n (αριθµός ελεύθερων ηλεκτρονίων ανά µονάδα ό-
γκου) είναι σταθερή, ανεξάρτητη της θερµοκρασίας, διότι το πλήθος των ελεύθερων 
ηλεκτρονίων του µετάλλου (ίσο µε τον ολικό αριθµό των ηλεκτρονίων σθένους των 
ατόµων) είναι εξαρχής δεδοµένο και δεν επηρεάζεται από τις µεταβολές της θερµο-
κρασίας. Όµως, η ευκινησία µ των ηλεκτρονίων µειώνεται µε τη θερµοκρασία, για 
τον εξής λόγο: Αύξηση της θερµοκρασίας προκαλεί αύξηση του πλάτους ταλάντωσης 
των ιόντων του κρυστάλλου, άρα και αύξηση της πιθανότητας σύγκρουσης των ελεύ-
θερων ηλεκτρονίων µε τα ιόντα. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να δυσχεραίνεται η κί-
νηση των ηλεκτρονίων ανάµεσα στα ιόντα και να µειώνεται η µέση ταχύτητα κίνησής 
τους για δοσµένη τιµή του ηλεκτρικού πεδίου. Έτσι, βάσει της (2.1), η ευκινησία µ 
των ηλεκτρονίων ελαττώνεται. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι   
 
       αύξηση της θερµοκρασίας επιφέρει ελάττωση της αγωγιµότητας του µετάλλου.  
 
 
    β)  Καθαροί Ηµιαγωγοί   
 
    Η ειδική αγωγιµότητα δίνεται από τη σχέση (2.15): σι=qni(µn+µp). Η αύξηση της 
θερµοκρασίας προκαλεί αύξηση του πλήθους των ζευγών ηλεκτρονίων-οπών στον 
κρύσταλλο (διότι όλο και περισσότεροι οµοιοπολικοί δεσµοί σπάζουν και όλο και 
περισσότερα ηλεκτρόνια της ζώνης σθένους διεγείρονται στη ζώνη αγωγιµότητας 
αφήνοντας πίσω τους οπές), µε αποτέλεσµα την αύξηση της αυτογενούς πυκνότητας 
ni. Οι ευκινησίες µn και µp µειώνονται κάπως αλλά όχι τόσο ώστε να ισοσκελιστεί η 
αύξηση του ni. Έτσι, τελικά,  
 
       αύξηση της θερµοκρασίας προκαλεί αύξηση της αγωγιµότητας του ηµιαγωγού.  
 
Σε αρκετά υψηλές θερµοκρασίες, µάλιστα, οι αγωγιµότητες των µετάλλων και των 
ηµιαγωγών τείνουν να εξισωθούν! Ας µην ξεχνάµε, πάντως, ότι σε θερµοκρασίες πε-
ριβάλλοντος τα µέταλλα είναι ασύγκριτα πιο αγώγιµα σε σχέση µε τους ηµιαγωγούς. 
Οι δεύτεροι, εν τούτοις, πλεονεκτούν στο ότι διαθέτουν δύο ειδών φορείς, ηλεκτρόνια 
και οπές, πράγµα που δίνει τη δυνατότητα ανάπτυξης νέων ειδών αγώγιµων υλικών 
και  καθιστά τους ηµιαγωγούς πολύ χρήσιµους στις εφαρµογές της Ηλεκτρονικής.  
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    Σηµείωση: Αγωγοί και Υπεραγωγοί  
 
    Πολλή συζήτηση έχει γίνει τις δύο τελευταίες δεκαετίες για το φαινόµενο της υπε-
ραγωγιµότητας. Σε αυτό συνετέλεσαν κάποιες πρόσφατες σηµαντικές ανακαλύψεις 
που κάνουν τα υπεραγώγιµα υλικά να φαίνονται πιο προσιτά για πρακτικές εφαρµο-
γές. Η διαφορά ανάµεσα σε ένα κοινό και ένα υπεραγώγιµο µέταλλο φαίνεται αν συ-
γκρίνουµε τις καµπύλες που παριστούν τη µεταβολή της ειδικής αντίστασης σαν συ-
νάρτηση της απόλυτης θερµοκρασίας:  
 

        

T

ρ

O T

ρ

O300K∼

0ρ

cT

 Μέταλλο  Υπεραγωγός 
    

 
    Είπαµε παραπάνω ότι η αντίσταση ενός µετάλλου οφείλεται στις ταλαντώσεις των 
ιόντων του κρυσταλλικού πλέγµατος. Καθώς η θερµοκρασία Τ ελαττώνεται, το πλά-
τος ταλάντωσης γίνεται µικρότερο και η ειδική αντίσταση ρ µειώνεται. Όπως µάλιστα 
βρίσκεται πειραµατικά, σε συνήθεις θερµοκρασίες (Τ~300Κ) η ειδική αντίσταση είναι 
ανάλογη της απόλυτης θερµοκρασίας. Αν αυτό ισχύει γενικά για κάθε Τ, θα πρέπει η 
αντίσταση να µηδενίζεται για Τ→0. Κάτι τέτοιο όµως δεν συµβαίνει στην πραγµατι-
κότητα. Ο λόγος είναι πως, εκτός από τις ταλαντώσεις των ιόντων υπάρχουν κι άλλοι 
παράγοντες που συνεισφέρουν στην αντίσταση του µετάλλου, όπως π.χ. κάποιες ατέ-
λειες της κρυσταλλικής δοµής. Σε χαµηλές θερµοκρασίες αυτές οι ατέλειες παίζουν 
σηµαντικό ρόλο (σε αντίθεση µε τις ταλαντώσεις των ιόντων που σχεδόν καταπαύ-
ουν), µε αποτέλεσµα η ειδική αντίσταση να τείνει σε µια πεπερασµένη τιµή ρ0 καθώς 
Τ→0.  
 
    Με τους υπεραγωγούς τα πράγµατα είναι διαφορετικά, αφού η ειδική τους αντί-
σταση πέφτει απότοµα στο µηδέν όταν η θερµοκρασία γίνει µικρότερη από µια κρί-
σιµη θερµοκρασία Tc  χαρακτηριστική για το υλικό. (Σε θερµοκρασίες πάνω από την 
Tc  οι υπεραγωγοί συµπεριφέρονται σαν κοινά µέταλλα.) Για τους περισσότερους υ-
περαγωγούς (όπως, π.χ., ο Hg ή ο Pb) η κρίσιµη θερµοκρασία είναι λίγοι βαθµοί πά-
νω από το απόλυτο µηδέν, πράγµα που τους καθιστά δύσκολα αξιοποιήσιµους από 
πλευράς εφαρµογών. Έχουν όµως τώρα βρεθεί ενώσεις που εµφανίζουν υπεραγώγι-
µες ιδιότητες σε πολύ υψηλότερες θερµοκρασίες, στην περιοχή των 100Κ. Οι νέες 
αυτές ανακαλύψεις ανοίγουν καινούργιους δρόµους στις εφαρµογές των υπεραγωγών. 
Τέτοιες εφαρµογές περιλαµβάνουν την κατασκευή υπεραγώγιµων µαγνητών για τη 
δηµιουργία πολύ ισχυρών µαγνητικών πεδίων, την κατασκευή µαγνητόµετρων για τη 
µέτρηση πολύ ασθενών µαγνητικών πεδίων (ιδιαίτερα χρήσιµα στην ιατρική έρευνα), 
την αποθήκευση ηλεκτρικής ενέργειας χωρίς απώλειες µε τη χρήση γιγαντιαίων υπε-
ραγώγιµων δακτυλίων, κλπ.  
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2.7  Ηµιαγωγοί Προσµείξεως  
 
Η αγωγιµότητα ενός ηµιαγωγού αυξάνει σηµαντικά µε την προσθήκη κατάλληλων 
προσµείξεων. Μια πρόσµειξη ανατρέπει την ισορροπία των συγκεντρώσεων (n=p) 
ανάµεσα στα ηλεκτρόνια και τις οπές του καθαρού ηµιαγωγού. ∆ιακρίνουµε έτσι δύο 
τύπους ηµιαγωγών προσµείξεως: ηµιαγωγούς τύπου n όταν n>p, και ηµιαγωγούς τύ-
που p όταν p>n. Λέµε ότι στους ηµιαγωγούς τύπου n τα ηλεκτρόνια είναι φορείς 
πλειονότητας και οι οπές φορείς µειονότητας, ενώ το αντίστροφο ισχύει για τους ηµια-
γωγούς τύπου p.  
 
    α)  Ηµιαγωγός τύπου n   
 
    Φανταστείτε ότι σε κρύσταλλο καθαρού γερµανίου (Ge) ή πυριτίου (Si) αντικαθι-
στούµε µερικά από τα τετρασθενή άτοµα µε άτοµα πεντασθενούς στοιχείου όπως ο 
φωσφόρος (P,15) ή το αρσενικό (As,33). Το πεντασθενές στοιχείο καλείται δότης διό-
τι τα άτοµά του προσφέρουν το ένα παραπάνω ηλεκτρόνιο σθένους που έχουν σε σύ-
γκριση µε τα άτοµα του καθαρού ηµιαγωγού, συµβάλλοντας έτσι στην αγωγιµότητα 
του κρυστάλλου. Τα 4 από τα 5 ηλεκτρόνια σθένους του ατόµου του δότη σχη-
µατίζουν 4 οµοιοπολικούς δεσµούς µε 4 γειτονικά άτοµα Ge ή Si, ενώ το 5ο ηλεκτρό-
νιο είναι αδέσµευτο και εύκολα απελευθερώνεται από το άτοµο του δότη, µε ενέργεια 
απόσπασης ~0.01eV. Έτσι, µε την προσθήκη δότη πετυχαίνουµε να αυξήσουµε τον 
αριθµό των ελεύθερων ηλεκτρονίων του κρυστάλλου.  
 
    Ο ηµιαγωγός που προκύπτει από την πρόσµειξη είναι ένα νέο κβαντικό σύστηµα, 
και ως εκ τούτου η δοµή των ενεργειακών ζωνών του αναµένουµε να διαφέρει από 
εκείνη του καθαρού ηµιαγωγού. Πού θα «βολέψουµε» το 5ο ηλεκτρόνιο σθένους του 
δότη πριν αυτό αποσπαστεί από το άτοµο στο οποίο ανήκει; Όχι στη ζώνη σθένους, 
αφού αυτή είναι γεµάτη σε χαµηλές θερµοκρασίες. Ούτε όµως και στη ζώνη αγωγι-
µότητας, αφού το ηλεκτρόνιο δεν είναι ακόµα ελεύθερο. Το 5ο ηλεκτρόνιο του δότη, 
λοιπόν, βρίσκεται σε µια νέα ενεργειακή στάθµη ED η οποία τώρα εµφανίζεται µέσα 
στην απαγορευµένη ζώνη, πολύ κοντά στη ζώνη αγωγιµότητας. Με µικρή δόση ενέρ-
γειας (~0.01eV) το ηλεκτρόνιο διεγείρεται στη ζώνη αγωγιµότητας, όπως φαίνεται 
στο παρακάτω σχήµα (το EV παριστά την ανώτερη στάθµη της ζώνης σθένους, ενώ το 
EC την κατώτερη στάθµη της ζώνης αγωγιµότητας):  
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    Η προσθήκη δότη σε καθαρό ηµιαγωγό προκαλεί όχι µόνο αύξηση των ηλεκτρο-
νίων στη ζώνη αγωγιµότητας αλλά και ελάττωση των οπών στη ζώνη σθένους. Αυτό 
συµβαίνει διότι το πλεόνασµα ελεύθερων ηλεκτρονίων οδηγεί σε αυξηµένο αριθµό 
µεταπτώσεων ηλεκτρονίων από τη ζώνη αγωγιµότητας στη ζώνη σθένους, µε αποτέ-
λεσµα την κάλυψη µερικών οπών της ζώνη σθένους.  
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    β)  Ηµιαγωγός τύπου p  
 
    Σε κρύσταλλο καθαρού Ge ή Si αντικαθιστούµε µερικά από τα τετρασθενή άτοµα 
µε άτοµα τρισθενούς στοιχείου όπως το βόριο (Β,5), το γάλλιο (Ga,31) ή το ίνδιο  
(In,49). Το τρισθενές στοιχείο καλείται αποδέκτης διότι τα άτοµά του, έχοντας ένα 
ηλεκτρόνιο σθένους λιγότερο σε σύγκριση µε τα άτοµα του καθαρού ηµιαγωγού, 
µπορούν να δεχθούν προσφορά ενός ηλεκτρονίου από τα άτοµα του ηµιαγωγού. Το 
άτοµο του αποδέκτη σχηµατίζει 3 οµοιοπολικούς δεσµούς µε τα 4 γειτονικά άτοµα 
Ge ή Si, ενώ ο 4ος δεσµός είναι ατελής. Ο δεσµός αυτός µπορεί να συµπληρωθεί από 
ένα ηλεκτρόνιο σθένους κάποιου κοντινού ατόµου Ge ή Si, ενώ στη θέση του ηλε-
κτρονίου εµφανίζεται µια νέα οπή στον κρύσταλλο (η απαιτούµενη ενέργεια απόσπα-
σης του ηλεκτρονίου από το άτοµο του Ge ή του Si είναι ~0.01eV). Έτσι, µε την προ-
σθήκη αποδέκτη πετυχαίνουµε να αυξήσουµε τον αριθµό των οπών του κρυστάλλου.  
 
    Ο αποδέκτης εισάγει µια νέα, κενή στάθµη ΕΑ µέσα στην απαγορευµένη ζώνη και 
πολύ κοντά στη ζώνη σθένους. Με µικρή δόση ενέργειας (~0.01eV) ένα ηλεκτρόνιο 
της ζώνης σθένους µπορεί εύκολα να διεγερθεί στη στάθµη αυτή, αφήνοντας πίσω 
του µια οπή:  
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    Η προσθήκη αποδέκτη σε καθαρό ηµιαγωγό προκαλεί όχι µόνο αύξηση των οπών 
στη ζώνη σθένους αλλά και ελάττωση των ηλεκτρονίων στη ζώνη αγωγιµότητας. Αυ-
τό συµβαίνει διότι το πλεόνασµα οπών οδηγεί σε αυξηµένο αριθµό επανασυνδέσεων 
ηλεκτρονίων-οπών µε µεταπτώσεις ηλεκτρονίων από τη ζώνη αγωγιµότητας στη ζώ-
νη σθένους, πράγµα που έχει σαν αποτέλεσµα την κάλυψη µερικών οπών στη ζώνη 
σθένους και την αντίστοιχη ελάττωση του αριθµού των ηλεκτρονίων στη ζώνη αγω-
γιµότητας.   
 
    Είναι εντυπωσιακό ότι και η ελάχιστη πρόσµειξη (π.χ., ένα άτοµο δότη ή αποδέκτη 
ανά 106 άτοµα καθαρού ηµιαγωγού) είναι αρκετή για να αυξήσει σηµαντικά (περίπου 
10 φορές) την αγωγιµότητα του ηµιαγωγού σε συνήθεις θερµοκρασίες.  
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2.8  Νόµος ∆ράσεως των Μαζών  
 
Στην προηγούµενη παράγραφο αναφέραµε ότι µια πρόσµειξη σε καθαρό ηµιαγωγό 
αυξάνει τη συγκέντρωση ενός φορέα (των ηλεκτρονίων ή των οπών) ενώ παράλληλα 
ελαττώνει τη συγκέντρωση του άλλου φορέα. (Θυµίζουµε ότι στον καθαρό ηµιαγωγό 
οι δύο συγκεντρώσεις έχουν κοινή τιµή, ίση µε την αυτογενή πυκνότητα ni .) Αυτή η 
αυξοµείωση δεν γίνεται µε τυχαίο τρόπο αλλά υπακούει σε ένα συγκεκριµένο νόµο 
που ονοµάζεται νόµος δράσεως των µαζών.  
 
    Καλούµε n και p τις συγκεντρώσεις (πυκνότητες) ηλεκτρονίων και οπών, αντί-
στοιχα, σε έναν ηµιαγωγό προσµείξεως οποιουδήποτε τύπου. Όταν ο ηµιαγωγός βρί-
σκεται σε καθαρή µορφή (πριν, δηλαδή, από την πρόσµειξη), n=p=ni . Μετά την 
πρόσµειξη, όµως, n≠ p (µε εξαίρεση µια ειδική περίπτωση που θα µελετήσουµε στην 
επόµενη παράγραφο). Είναι σηµαντικό να τονίσουµε ότι οι τιµές των συγκεντρώσεων 
n, p και ni έχουν µετρηθεί σε συνθήκες θερµικής ισορροπίας, δηλαδή σε δοσµένη, στα-
θερή θερµοκρασία. Ο νόµος δράσεως των µαζών µπορεί να διατυπωθεί ως εξής:  
 

Σε συνθήκες θερµικής ισορροπίας, το γινόµενο np των συγκεντρώσεων η-
λεκτρονίων και οπών σε δοσµένο ηµιαγωγό είναι σταθερό, ανεξάρτητο από 
το είδος ή την ποσότητα των προσµείξεων που ο ηµιαγωγός αυτός περιέχει. 

 
Για να δώσουµε µαθηµατική έκφραση στο νόµο αυτό, γράφουµε  
 
                   (np)τυχαία πρόσµειξη = (np)καθαρός ηµιαγωγός    =>    np = ni ni    =>     
                                 

                                                        2
in p n=        (2.16) 

 
Παρατηρούµε ότι το ni είναι συνάρτηση της θερµοκρασίας και αυξάνει µε αυτή 
(βλ.Παρ.2.6). Έτσι, η σχέση (2.16) ισχύει για δοσµένη, σταθερή θερµοκρασία.  
 
    Με το νόµο δράσεως των µαζών µπορούµε εύκολα να εξηγήσουµε γιατί µια πρό-
σµειξη σε καθαρό ηµιαγωγό αυξάνει την αγωγιµότητά του. Η ειδική αγωγιµότητα ε-
νός ηµιαγωγού, ανεξάρτητα αν αυτός έχει υποστεί πρόσµειξη ή όχι, δίνεται από την 
έκφραση (2.14):  

                                                 n pqn q pσ µ µ= +     

Επειδή τα µn και µp δεν διαφέρουν πολύ, µπορούµε να κάνουµε την προσέγγιση  

                                                    n pµ µ µ≈ ≡     

Τότε,  

                                                 ( )q n pσ µ= +         (2.17) 
 
Παρατηρούµε ότι η ειδική αγωγιµότητα εξαρτάται από το άθροισµα των συ-
γκεντρώσεων ηλεκτρονίων και οπών. Χρησιµοποιώντας γνωστή ταυτότητα της άλγε-
βρας και λαµβάνοντας υπόψη τη σχέση (2.16), έχουµε:  

                          
2 2 2 2

2 2

( ) ( ) 4 ( ) 4

( ) ( )
in p n p n p n p n

n p n p σταθερο

+ = − + = − + ⇒

′+ = − +
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Έτσι, η (2.17) δίνει  

                                              2( ) .q n pσ µ σταθ= − +         (2.18) 
 
όπου η σταθερή ποσότητα µέσα στη ρίζα ισούται µε 4ni

2 και, φυσικά, εξαρτάται από 
τη θερµοκρασία. Από την (2.18) βλέπουµε ότι η ειδική αγωγιµότητα σ γίνεται ελάχι-
στη όταν  n-p = 0 <=> n= p , πράγµα που συµβαίνει όταν ο ηµιαγωγός είναι καθαρός. 
Έτσι, µε την παραµικρή πρόσµειξη θα έχουµε n-p ≠ 0 <=> n≠ p και το σ θα αυξηθεί, 
µε την προϋπόθεση ότι η θερµοκρασία µένει σταθερή. Με την αύξηση του ποσού της 
πρόσµειξης αυξάνει και η διαφορά |n-p|, άρα αυξάνει το σ βάσει της (2.18).  
 
    Τίθεται τώρα το εξής ερώτηµα: Αφού η αύξηση της πρόσµειξης αυξάνει την αγω-
γιµότητα, γιατί στην πράξη οι προσµείξεις που γίνονται στους ηµιαγωγούς περιορίζο-
νται σε ένα ελάχιστο ποσοστό της τάξης του 0.0001% ; Ας µην ξεχνάµε εδώ ότι η 
χρησιµότητα των ηµιαγωγών δεν συνίσταται τόσο στο βαθµό της αγωγιµότητάς τους 
όσο στον τρόπο µε τον οποίο αυτή γίνεται, µε τη συµβολή δηλαδή δύο ειδών φορέων. 
Υπερβολικά µεγάλη πρόσµειξη θα αύξανε µεν σηµαντικά τους φορείς πλειονότητας 
αλλά ουσιαστικά θα εξαφάνιζε τους φορείς µειονότητας! Σηµειώνουµε επίσης ότι ού-
τε η υπερβολικά µεγάλη αύξηση της θερµοκρασίας ενδείκνυται γιατί η αυτογενής πυ-
κνότητα ni τείνει να γίνει συγκρίσιµη µε τη συγκέντρωση των ατόµων του δότη ή του 
αποδέκτη, ο ρόλος των ατόµων πρόσµειξης στην αγωγιµότητα αρχίζει να υπο-
βαθµίζεται, και ο ηµιαγωγός συµπεριφέρεται σαν να είναι καθαρός, πράγµα ανεπιθύ-
µητο στις ηλεκτρονικές διατάξεις που βασίζονται σε ηµιαγωγούς προσµείξεως.    
 
    Εφαρµογή: Θα υπολογίσουµε τις συγκεντρώσεις των φορέων µειονότητας σε ηµια-
γωγούς τύπων n και p. ∆ίνεται η αυτογενής πυκνότητα ni του καθαρού ηµιαγωγού 
καθώς και οι συγκεντρώσεις ND και NA των ατόµων του δότη και του αποδέκτη, αντί-
στοιχα. (Η θερµοκρασία θεωρείται δοσµένη και σταθερή.)  
 
α) Ηµιαγωγός τύπου n:  Σχεδόν όλα τα άτοµα του δότη είναι ιονισµένα, δηλαδή έχουν 
συνεισφέρει το 5ο ηλεκτρόνιο σθένους τους το οποίο κινείται ως ελεύθερο ηλεκτρόνιο 
µε ενέργειες στην περιοχή της ζώνης αγωγιµότητας. Από την άλλη µεριά, σχεδόν όλα 
τα ηλεκτρόνια της ζώνης αγωγιµότητας οφείλονται στα άτοµα του δότη, αφού µεγάλο 
µέρος των ηλεκτρονίων που προϋπήρχαν στον καθαρό ηµιαγωγό έχουν ήδη επανα-
συνδεθεί µε οπές στη ζώνη σθένους. Άρα, είναι λογικό να κάνουµε την προσέγγιση 

Dn N≈ . Από το νόµο δράσεως των µαζών (2.16) βρίσκουµε τη συγκέντρωση των 
οπών, οι οποίες αποτελούν τους φορείς µειονότητας:  

                                                        
2

i

D

np
N

=          (2.19) 

β) Ηµιαγωγός τύπου p:  Σχεδόν όλες οι οπές στη ζώνη σθένους οφείλονται στον απο-
δέκτη. Έτσι, Ap N≈ . Η (2.16) δίνει τη συγκέντρωση των ηλεκτρονίων, που εδώ είναι 
φορείς µειονότητας:  

                                                        
2

i

A

nn
N

=          (2.20) 
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2.9  Μεικτές Προσµείξεις σε Ηµιαγωγούς 
 
Σε έναν ηµιαγωγό προσµείξεως είναι δυνατό να συνυπάρχουν άτοµα δότη µε άτοµα 
αποδέκτη. Ο σύνθετος αυτός ηµιαγωγός θα συµπεριφέρεται σαν τύπου n ή τύπου p, 
ανάλογα µε το αν οι φορείς πλειονότητας είναι τα ηλεκτρόνια ή οι οπές, αντίστοιχα. 
Καλούµε ND τη συγκέντρωση (πεντασθενών) ατόµων δότη και NA τη συγκέντρωση 
(τρισθενών) ατόµων αποδέκτη. ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις:  
 
α) Αν ND=NA , τότε n=p=ni , όπου ni η αυτογενής πυκνότητα του καθαρού ηµιαγω-
γού. ∆ηλαδή, οι δότες εξουδετερώνονται πλήρως από τους αποδέκτες και ο ηµιαγω-
γός συµπεριφέρεται σαν να είναι καθαρός.  
 
β) Αν ND>NA , τότε n>p και ο ηµιαγωγός είναι τύπου n. Φορείς πλειονότητας είναι τα 
ηλεκτρόνια. Αν δεν υπήρχε ο αποδέκτης, η συγκέντρωση των ηλεκτρονίων θα ήταν 
ίση περίπου µε αυτή των ατόµων του δότη (βλ. Εφαρµογή, Παρ.2.8). Τα άτοµα όµως 
του αποδέκτη εξουδετερώνουν µέρος των ηλεκτρονίων. Υποθέτοντας ότι ND>>NA, 
µπορούµε να κάνουµε την προσέγγιση D An N N≈ − . Από το νόµο δράσεως των µα-
ζών (2.16) βρίσκουµε τη συγκέντρωση των οπών, που είναι οι φορείς µειονότητας:  

                                                     
2

i

D A

np
N N

=
−

      (2.21) 

γ) Αν NA>ND , τότε p>n και ο ηµιαγωγός είναι τύπου p. Η συγκέντρωση των οπών 
(φορέων πλειονότητας) είναι A Dp N N≈ −  (υποθέτοντας ότι NA>>ND), ενώ η συγκέ-
ντρωση των ηλεκτρονίων βρίσκεται µε τη βοήθεια της (2.16):  

                                                    
2

i

A D

nn
N N

=
−

        (2.22) 

 
 
2.10  Ρεύµατα ∆ιάχυσης στους Ηµιαγωγούς 
 
Τα ρεύµατα διάχυσης διαφέρουν ως προς την αιτία της δηµιουργίας τους από αυτά 
που µελετήσαµε ως τώρα: αποτελούν στατιστικό φαινόµενο και δεν σχετίζονται µε 
την ύπαρξη ηλεκτρικού πεδίου (δεν υπακούουν, δηλαδή, στο νόµο του Ohm). Οφεί-
λονται σε ανοµοιόµορφη κατανοµή φορέων (ηλεκτρονίων ή οπών) στον κρύσταλλο, 
έτσι ώστε οι συγκεντρώσεις n και p να µεταβάλλονται από σηµείο σε σηµείο:  

                                      n = n (x, y, z) ,    p = p (x, y, z)    

Τούτο έχει σαν αποτέλεσµα τη µεταφορά ηλεκτρονίων ή οπών από περιοχές µεγαλύ-
τερης συγκέντρωσης σε περιοχές µικρότερης συγκέντρωσης, έτσι ώστε η κατανοµή 
των φορέων να γίνει τελικά οµοιόµορφη. Η κίνηση αυτή των φορέων συνιστά το ρεύ-
µα διάχυσης.  
 
    Οι πυκνότητες των ρευµάτων διάχυσης pJ

G
 και nJ

G
 για τις οπές και τα ηλεκτρόνια, 

αντίστοιχα, δίνονται από το νόµο του Fick :  

                                  ,p p n nJ qD p J qD n= − ∇ = + ∇
G GG G

     (2.23) 
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όπου q η απόλυτη τιµή του φορτίου του ηλεκτρονίου και Dp , Dn δύο σταθερές (στα-
θερές διάχυσης για τις οπές και τα ηλεκτρόνια). Τονίζουµε ότι η φορά τού nJ

G
 είναι 

συµβατική, δηλαδή αντίθετη από την πραγµατική φορά κίνησης των ηλεκτρονίων (για 
τις οπές όµως που είναι θετικά φορτισµένες, το pJ

G
 έχει τη φορά της κίνησής τους). 

Στην περίπτωση που η κατανοµή των φορέων στο χώρο είναι οµοιόµορφη, 
p=σταθερό  και  n=σταθερό, έτσι ώστε pJ

G
= 0  και nJ

G
= 0.  

 
    Αν τα n και p µεταβάλλονται µόνο σε µία διεύθυνση, έστω x, τότε n= n(x), p= p(x), 
και τα ρεύµατα (2.23) ανάγονται στις αλγεβρικές εκφράσεις  

                                    ,p p n n
dp dnJ qD J qD
dx dx

= − = +        (2.24) 

 
    Η εκλογή των προσήµων στις σχέσεις (2.23) και (2.24) έγινε µε βάση την ακό-
λουθη φυσική απαίτηση:  
 

Η πραγµατική φορά κίνησης των φορέων είναι από περιοχές µεγαλύτερης 
πυκνότητας σε περιοχές µικρότερης πυκνότητας.  

 
Ας ελέγξουµε λοιπόν την ορθότητα των προσήµων µας. Χάριν απλότητας, θεωρούµε 
ότι  n= n(x) και  p= p(x):  
                           

                         
x

x x dx+
i i
n n dn+

p p dp+

     
 
Θεωρούµε µια κατανοµή ηλεκτρονίων και οπών κατά µήκος του άξονα x. Έστω n και 
p οι αντίστοιχες συγκεντρώσεις στη θέση x κάποια χρονική στιγµή. Την ίδια στιγµή, 
σε µια γειτονική θέση x+dx οι συγκεντρώσεις είναι n+dn και p+dp, όπου τα dn και 
dp παριστούν τις µεταβολές των συγκεντρώσεων από τη θέση x στη θέση x+dx. Υπο-
θέτουµε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι dn>0 και dp>0, έτσι ώστε n+dn>n και 
p+dp>p. ∆ηλαδή, οι συγκεντρώσεις αυξάνουν προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα 
x. Με βάση την παρατήρηση που κάναµε παραπάνω, τόσο τα ηλεκτρόνια όσο και οι 
οπές θα πρέπει να κινούνται προς την αρνητική κατεύθυνση του άξονα (προς τα αρι-
στερά), δηλαδή από τη θέση µεγαλύτερης συγκέντρωσης προς τη θέση µικρότερης 
συγκέντρωσης. Μας το εξασφαλίζουν αυτό τα πρόσηµα στις σχέσεις (2.24);  
 
    Στην περίπτωση των οπών έχουµε ότι  

                                              
(2.24)

0 0p
dp J
dx

> ⇒ <     

Έτσι, βάσει της (2.24), το ρεύµα pJ
G

 έχει κατεύθυνση προς την αρνητική φορά του 
άξονα x (προς τα αριστερά). Επειδή οι οπές είναι θετικά φορτισµένες, η φορά κίνησής 
τους συµπίπτει µε αυτήν του pJ

G
, είναι δηλαδή προς τα αριστερά. Αυτό συµφωνεί α-

πόλυτα µε την πρόβλεψη που κάναµε παραπάνω.  
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    Για τα ηλεκτρόνια έχουµε ότι  

                                                   
(2.24)

0 0n
dn J
dx

> ⇒ >       

Βάσει της (2.24), λοιπόν, το ρεύµα nJ
G

 έχει κατεύθυνση προς την θετική φορά του 
άξονα x (προς τα δεξιά). Αυτή όµως είναι η συµβατική φορά του ρεύµατος. Η πραγµα-
τική φορά κίνησης των (αρνητικά φορτισµένων) ηλεκτρονίων είναι αντίθετη της συµ-
βατικής, δηλαδή προς τα αριστερά. Αυτό συµφωνεί και πάλι µε την πρόβλεψη που 
κάναµε νωρίτερα.  
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 
 
 

1. Να περιγραφεί η δοµή των ενεργειακών ζωνών στα µέταλλα, τους µονωτές και 
τους ηµιαγωγούς. Πώς η δοµή αυτή ερµηνεύει την ηλεκτρική αγωγιµότητα των στε-
ρεών αυτών; Πώς εξηγείται η ηλεκτρική αγωγιµότητα των κρυστάλλων του νατρίου 
και του µαγνησίου; Πού οφείλεται η διαφορά αγωγιµότητας ανάµεσα στο διαµάντι 
και το γερµάνιο; 
 
2. Πώς εξηγείτε το ότι το διαµάντι είναι διαφανές ενώ το νάτριο και το γερµάνιο είναι 
αδιαφανή; (Φωτόνια ορατής ακτινοβολίας: 1.5-3 eV.)  
 
3. Θεωρούµε κρυστάλλους τριών διαφορετικών στερεών: (α) Ο κρύσταλλος Α απορ-
ροφά κάθε ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία που προσπίπτει σε αυτόν. (β) Ο κρύσταλ-
λος Β απορροφά κάθε ακτινοβολία της οποίας τα φωτόνια έχουν ενέργεια τουλάχι-
στον 5.9 eV. (γ) Ο κρύσταλλος Γ απορροφά ακτινοβολίες µε ενέργεια τουλάχιστον 
0.8 eV. Να γίνει ένα ποιοτικό διάγραµµα των ανώτερων ενεργειακών ζωνών για κάθε 
κρύσταλλο και να περιγραφούν οι ηλεκτρικές και οι οπτικές ιδιότητες των κρυστάλ-
λων.  (Φωτόνια ορατής ακτινοβολίας: 1.5-3 eV.)  
 
4. Θεωρούµε δύο κρυστάλλους στερεών. Ο κρύσταλλος Α απορροφά κάθε ηλεκτρο-
µαγνητική ακτινοβολία που προσπίπτει σε αυτόν, ενώ ο κρύσταλλος Β απορροφά  
κάθε ακτινοβολία της οποίας τα φωτόνια έχουν ενέργεια τουλάχιστον  
0.9 eV. Οι κρύσταλλοι βρίσκονται αρχικά σε ένα ψυγείο και στη συνέχεια τοποθετού-
νται σε ένα θερµοθάλαµο. Πώς θα µεταβληθεί η ηλεκτρική αντίσταση του κάθε κρυ-
στάλλου; Εξηγήστε.  
 
5. Να περιγραφούν οι φυσικές σηµασίες των παρακάτω εννοιών: 
    α) Ζώνη αγωγιµότητας µετάλλου.  
    β) Ζώνη σθένους και ζώνη αγωγιµότητας ηµιαγωγού.  
    γ) Ενεργειακό χάσµα ηµιαγωγού.  
    δ) Οπή σε ηµιαγωγό.  
 
6. Να αποδειχθεί η γενική µορφή του νόµου του Ohm για ένα µέταλλο, καθώς και η 
ειδική µορφή του νόµου για ένα µεταλλικό σύρµα σταθερής διατοµής.  
 
7. Με βάση το νόµο του Ohm και τις εκφράσεις της ειδικής αγωγιµότητας, να εξηγη-
θεί γιατί ένα µέταλλο είναι πολύ πιο αγώγιµο από έναν καθαρό ηµιαγωγό.  
 
8. Να περιγραφεί η επίδραση της θερµοκρασίας στην αγωγιµότητα των µετάλλων και 
των ηµιαγωγών. Ποιοι φυσικοί µηχανισµοί λαµβάνουν χώρα; Πώς επηρεάζονται τα 
φυσικά µεγέθη που υπεισέρχονται στις εκφράσεις της ειδικής αγωγιµότητας σε κάθε 
περίπτωση; Ποια είναι η διαφορά ανάµεσα στους κοινούς αγωγούς και τους υπερα-
γωγούς;  
 
9. Να περιγραφεί ο φυσικός µηχανισµός µε τον οποίο µια πρόσµειξη τύπου n ή τύπου 
p συµβάλλει στην αγωγιµότητα ενός ηµιαγωγού. Ποιοι είναι οι φορείς µειονότητας σε 
κάθε περίπτωση;  
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10. Να διατυπωθεί ο νόµος δράσεως των µαζών. Με βάση αυτόν, να εξηγηθεί γιατί 
µια πρόσµειξη αυξάνει την αγωγιµότητα ενός ηµιαγωγού.  
 
11. Θεωρούµε δείγµα µοναδιαίου όγκου κρυστάλλου καθαρού γερµανίου (Ge) σε 
σταθερή θερµοκρασία. Το πλήθος των ηλεκτρονίων αγωγιµότητας στο δείγµα είναι 
ίσο µε α. Αντικαθιστούµε τώρα Ν άτοµα Ge µε άτοµα φωσφόρου (Ρ,15) και άλλα  
10 Ν  άτοµα Ge µε άτοµα βορίου (Β,5). Ποιο θα είναι το νέο πλήθος των ηλεκτρονίων 
αγωγιµότητας;  
 
12. Μερικά διαµάντια αντί να είναι τελείως διαφανή έχουν ένα βαθύ µπλε χρώµα που 
οφείλεται σε πρόσµειξη ατόµων βορίου (Β,5). Πώς µεταβάλλει η πρόσµειξη το διά-
γραµµα των ενεργειακών ζωνών του καθαρού διαµαντιού; Σχεδιάστε το διάγραµµα 
ζωνών του µπλε διαµαντιού µε δεδοµένο ότι  6GE eV  και ότι τα φωτόνια της «ερυ-
θρής» περιοχής του φάσµατος του φωτός έχουν ενέργεια της τάξης των  
1.7 eV.  (Θεωρούµε προσεγγιστικά ότι το φως έχει µια «µπλε» και µια «κόκκινη» συ-
νιστώσα.)  
 
13. Σε τι διαφέρουν ως προς τα αίτια της δηµιουργίας τους τα ρεύµατα διάχυσης από 
εκείνα που υπακούουν στο νόµο του Ohm; Να δοθούν οι εκφράσεις των ρευµάτων 
διάχυσης ηλεκτρονίων και οπών και να εξηγηθεί η επιλογή των προσήµων στις εκ-
φράσεις αυτές.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3 
 

ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΤΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ 
 
 

3.1  Βασικές Έννοιες από τη Στατιστική Φυσική  
 
Με τον όρο σύστηµα θα εννοούµε ένα σύνολο όµοιων σωµατιδίων, τα οποία µπορεί 
να είναι ηλεκτρόνια, άτοµα, µόρια, ή ακόµα και οπές σε έναν ηµιαγωγό. Ο τρόπος µε 
τον οποίο τα συστήµατα ανταλλάσσουν ενέργεια µε το περιβάλλον τους αποτελεί το 
κύριο αντικείµενο της Θερµοδυναµικής. Η Θερµοδυναµική δεν ενδιαφέρεται ιδιαί-
τερα για τις µικροσκοπικές ιδιότητες των σωµατιδίων που αποτελούν το σύστηµα. 
Μακροσκοπικές φυσικές ποσότητες όπως η θερµότητα, η εντροπία, η θερµοχωρητι-
κότητα, κλπ., εισάγονται ως πειραµατικά µετρήσιµα µεγέθη χωρίς να συνδέονται ά-
µεσα µε την εσωτερική δοµή του συστήµατος.  
 
    Όµως, η µακροσκοπική συµπεριφορά ενός συστήµατος εξαρτάται σε µεγάλο βαθ-
µό από τις µικροσκοπικές ιδιότητες των σωµατιδίων που το αποτελούν. Για παρά-
δειγµα, το σύστηµα των ελεύθερων ηλεκτρονίων ενός µετάλλου συµπεριφέρεται δια-
φορετικά απ’ το σύστηµα των µορίων ενός ιδανικού αερίου. Είναι λοιπόν αναγκαίο 
να συνδέσουµε τη µακροσκοπική συµπεριφορά των συστηµάτων µε τη µικροσκοπική 
τους δοµή. Αυτό ακριβώς είναι το αντικείµενο της Στατιστικής Φυσικής. Στη Στατι-
στική Φυσική αναπτύσσονται µέθοδοι για τη µελέτη µακροσκοπικών ιδιοτήτων του 
συστήµατος (όπως η πίεση ή η θερµοκρασία) χωρίς να χρειάζεται να γνωρίζουµε την 
λεπτοµερή κίνηση του κάθε σωµατιδίου χωριστά. Εξάλλου κάτι τέτοιο θα ήταν πρα-
κτικά αδύνατο, αν σκεφτούµε ότι τα συστήµατα για τα οποία µιλάµε αποτελούνται 
από έναν τεράστιο αριθµό σωµατιδίων, της τάξης του 1023 ανά cm3 !  
 
    Πολλές από τις ιδιότητες ενός συστήµατος, όπως π.χ. η θερµοκρασία, ορίζονται 
µόνο όταν το σύστηµα βρίσκεται σε κατάσταση θερµικής ισορροπίας. Αυτό, µε απλά 
λόγια, σηµαίνει ότι το σύστηµα δεν ανταλλάσσει ενέργεια στη µορφή θερµότητας µε 
το περιβάλλον του, καθώς και ότι δεν υπάρχει ανταλλαγή θερµότητας ανάµεσα στα 
διάφορα µέρη του συστήµατος. (Η θερµότητα, θυµίζουµε, είναι µια µορφή ανταλλα-
γής ενέργειας που, σε αντίθεση µε το έργο, δεν µπορεί να εκφραστεί µακροσκοπικά 
σαν δύναµη× µετατόπιση.) Σε κατάσταση θερµικής ισορροπίας το σύστηµα χαρακτη-
ρίζεται από καθορισµένη, σταθερή απόλυτη θερµοκρασία Τ. Γενικά, ένα σύστηµα 
που δεν αλληλεπιδρά µε το περιβάλλον του (άρα δεν ανταλλάσσει ενέργεια µε αυτό) 
θα καλείται αποµονωµένο.  
 
    Θεωρούµε τώρα ένα αποµονωµένο σύστηµα που αποτελείται από ένα µεγάλο α-
ριθµό όµοιων σωµατιδίων. Υποθέτουµε πως πρόκειται για ένα κβαντικό σύστηµα, 
έτσι ώστε οι ενέργειες κάθε σωµατιδίου να µπορούν να παίρνουν ορισµένες µόνο τι-
µές Ε1, Ε2, Ε3, ..., χαρακτηριστικές για τα σύστηµα αυτό. Λέµε ότι κάθε σωµατίδιο 
µπορεί να «καταλαµβάνει» µία από τις διαθέσιµες ενεργειακές στάθµες Ε1, Ε2, Ε3, ..., 
του συστήµατος. Συµφωνούµε επίσης ότι το σύστηµά µας καταλαµβάνει µοναδιαίο 
όγκο. Έτσι, όλα τα φυσικά µεγέθη που αφορούν το σύστηµα θα αναφέρονται στη µο-
νάδα του όγκου. Κάποια χρονική στιγµή τα σωµατίδια κατανέµονται µε κάποιο συ-
γκεκριµένο τρόπο στις διάφορες ενεργειακές στάθµες, έτσι ώστε ni σωµατίδια ανά 
µονάδα όγκου να βρίσκονται στη στάθµη Ei (να έχουν, δηλαδή, ενέργεια Ei):  
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Ο συνολικός αριθµός των σωµατιδίων του συστήµατος ανά µονάδα όγκου είναι  

                                                        i
i

n n= ∑        (3.1) 

ενώ η ολική ενέργεια του συστήµατος ανά µονάδα όγκου είναι1  

                                                      i i
i

U n E= ∑       (3.2) 

Το διατεταγµένο σύνολο (n1, n2, n3, ...) ≡ (ni) αποτελεί µια κατανοµή και ορίζει µια  
µικροκατάσταση του συστήµατος, συµβατή µε τη µακροσκοπική κατάσταση που 
προσδιορίζεται από το πλήθος n των σωµατιδίων ανά µονάδα όγκου, την ολική ενέρ-
γεια U, κλπ. Η έκφραση (3.2) προϋποθέτει ότι τα σωµατίδια δεν αλληλεπιδρούν (ή 
τουλάχιστον δεν αλληλεπιδρούν έντονα), έτσι ώστε να µπορούµε να ορίσουµε την 
ενέργεια του κάθε σωµατιδίου χωριστά. Αυτό ισχύει κατά προσέγγιση για τα µόρια 
των ιδανικών αερίων και τα ελεύθερα ηλεκτρόνια των µετάλλων.  
 
    Επειδή το σύστηµα είναι αποµονωµένο, τα n και U είναι σταθερά. Εν τούτοις, οι 
(3.1) και (3.2) δεν προσδιορίζουν µονοσήµαντα την κατανοµή (ni) αφού διαφορετικές 
κατανοµές (ni), (ni΄), (ni΄΄), κλπ, µπορεί να αντιστοιχούν στις ίδιες τιµές των n και U. 
Τώρα, για τις τιµές αυτές υπάρχει µια πλέον πιθανή κατανοµή (µικροκατάσταση). Ό-
ταν το σύστηµα βρίσκεται σε αυτή την κατάσταση µέγιστης πιθανότητας, λέµε ότι 
είναι σε στατιστική ισορροπία (στη Θερµοδυναµική χρησιµοποιείται ο όρος θερµική 
ισορροπία). Όταν ένα αποµονωµένο σύστηµα περιέλθει σε κατάσταση στατιστικής 
ισορροπίας έχει την τάση να παραµείνει σε αυτή, εκτός αν διαταραχθεί από κάποιο 
εξωτερικό αίτιο. Επιπλέον, όπως αναφέραµε πιο πάνω, σε κατάσταση ισορροπίας το 
σύστηµα χαρακτηρίζεται από µια καλά καθορισµένη, σταθερή θερµοκρασία Τ. Στο 
εξής, θα θεωρούµε ότι το σύστηµα στο οποίο αναφερόµαστε βρίσκεται σε στατιστική 
ισορροπία.  
 
    Τι γίνεται όταν οι ενέργειες των σωµατιδίων του συστήµατος παίρνουν συνεχείς 
τιµές Ε, όπου Ε1 < Ε< Ε2 , αντί για τις διακριτές Ε1, Ε2, Ε3, ...; Κάτι τέτοιο συµβαίνει, 
για παράδειγµα, µε τα ελεύθερα ηλεκτρόνια των µετάλλων, που οι ενέργειές τους µε-
ταβάλλονται µε συνεχή τρόπο µέσα στα όρια της ζώνης αγωγιµότητας, καθώς και µε 
τα µόρια των ιδανικών αερίων όταν ο όγκος που καταλαµβάνουν είναι µεγάλος. Στην 
περίπτωση αυτή έχουµε άπειρες ενεργειακές στάθµες κατανεµηµένες συνεχώς ανά-
µεσα στις ακραίες τιµές Ε1 και Ε2 . Η κατανοµή των σωµατιδίων στις στάθµες αυτές 
περιγράφεται τώρα µε τη βοήθεια µιας συνάρτησης n(E) που ονοµάζεται ενεργειακή 
πυκνότητα και ορίζεται ως εξής:  

                                                 
1 Προσέξτε ότι οι τιµές Ei της ενέργειας είναι χαρακτηριστικές του είδους του συστήµατος και δεν ε-
ξαρτώνται από τον όγκο του.  
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Το γινόµενο n(E)dE παριστά το πλήθος των σωµατιδίων ανά µονάδα όγκου που 
έχουν ενέργειες στο διάστηµα µεταξύ Ε και Ε+dΕ .  

Λέµε ότι η ενεργειακή πυκνότητα n(E) εκφράζει την κατανοµή της ενέργειας στο σύ-
στηµα. Ακριβέστερα, για δοσµένη τιµή Ε της ενέργειας, η n(E) περιγράφει την «τά-
ση» που έχουν τα σωµατίδια του συστήµατος να έχουν ενέργειες στην περιοχή τής Ε: 
µεγάλο n(E) σηµαίνει µεγάλο αριθµό σωµατιδίων στην ενεργειακή περιοχή µεταξύ Ε 
και Ε+dΕ .  
 
    ∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι το συνολικό πλήθος n των σωµατιδίων του συστή-
µατος ανά µονάδα όγκου ισούται µε  
 

                                                   2

1

( )
E

E
n n E dE= ∫       (3.3) 

 
Στην περίπτωση των µετάλλων το n παριστά το πλήθος των ελεύθερων ηλεκτρονίων 
ανά µονάδα όγκου, δηλαδή την ηλεκτρονική πυκνότητα που εµφανίζεται στην έκ-
φραση της ειδικής αγωγιµότητας (σ=qnµ).  
 
    Τώρα, σε αναλογία µε αυτά που είπαµε στο Κεφ.1 για τα ηλεκτρόνια των ατόµων, 
η κατάσταση ενός σωµατιδίου του συστήµατος περιγράφεται µε τη βοήθεια ενός συ-
νόλου κβαντικών αριθµών, χαρακτηριστικών για το είδος του συστήµατος. Γενικά, σε 
κάθε τιµή Ε της ενέργειας (δηλαδή, σε κάθε ενεργειακή στάθµη) αντιστοιχούν πολλές 
διαφορετικές κβαντικές καταστάσεις. Κάποιες από αυτές θα είναι «κατειληµµένες» 
από σωµατίδια ενώ κάποιες άλλες θα είναι κενές. Σε αναλογία µε την ενεργειακή πυ-
κνότητα n(E), ορίζουµε τώρα την πυκνότητα καταστάσεων Ν(Ε) ως εξής:  

Το γινόµενο Ν(E)dE παριστά το πλήθος των καταστάσεων, ανά µονάδα όγκου 
του συστήµατος, που αντιστοιχούν σε ενέργειες στο διάστηµα µεταξύ Ε και 
Ε+dΕ .  

Είναι προφανές ότι, όπως η ενεργειακή πυκνότητα έτσι και η πυκνότητα καταστά-
σεων ορίζεται µόνο στην περίπτωση που η ενέργεια Ε παίρνει συνεχείς τιµές. Επίσης, 
είναι φανερό πως δεν µπορούµε να βρούµε σωµατίδια σε µια ενεργειακή περιοχή ό-
που δεν υπάρχουν κβαντικές καταστάσεις. Έτσι, n(E)=0 όταν Ν(Ε)=0. Το αντί-
στροφο δεν ισχύει, αφού µπορεί να υπάρχουν ενεργειακές περιοχές όπου οι καταστά-
σεις είναι κενές. Αν όµως το σύστηµα µεταβεί σε µια διαφορετική κατάσταση στατι-
στικής ισορροπίας, µε την ανακατανοµή των σωµατιδίων στις ενεργειακές στάθµες 
είναι δυνατό κάποια από αυτά να καταλάβουν κβαντικές καταστάσεις που ήταν προη-
γουµένως κενές.  
 
 
3.2  Κλασική Κατανοµή Maxwell-Boltzmann για Ιδανικό Αέριο  
 
Το πρώτο σηµαντικό πρόβληµα που καλείται να επιλύσει η Στατιστική Φυσική είναι 
η κατανοµή της ενέργειας σε ένα ιδανικό µονατοµικό αέριο. Επειδή ακριβώς είναι µο-
νατοµικό, η ενέργεια των µορίων του είναι αµιγώς κινητική ενέργεια µεταφοράς (δεν 
υπάρχει δυναµική ενέργεια λόγω ενδοµοριακών δυνάµεων, αφού τέτοιες δυνάµεις δεν 
υπάρχουν σε ένα ιδανικό αέριο, ούτε και ενέργεια περιστροφής ενός µορίου ή ταλά-
ντωσης των ιόντων που το συνθέτουν). Έτσι, οι µοριακές ενεργειακές στάθµες δίνο-
νται από τη σχέση Ei= ½ mvi

2, όπου m η µάζα ενός µορίου και vi οι δυνατές τιµές της 
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ταχύτητας των µορίων. Για δοσµένες φυσικές συνθήκες, κάθε στάθµη Ei καταλαµβά-
νεται από όλα τα µόρια που έχουν κοινή ταχύτητα vi .  
 
    Επειδή το αέριο είναι κβαντικό σύστηµα που βρίσκεται σε περιορισµένο χώρο, οι 
τιµές της ταχύτητας και της ενέργειας των µορίων είναι κβαντισµένες έτσι ώστε τα vi 
και Ei παίρνουν διακριτές τιµές (όπως άλλωστε φανερώνει και η χρήση του δείκτη i). 
Όταν όµως ο όγκος V που καταλαµβάνει το αέριο είναι µεγάλος, η µοριακή κινητική 
ενέργεια E= ½ mv2 µπορεί να θεωρηθεί πως δεν είναι κβαντισµένη αλλά παίρνει συ-
νεχείς τιµές. Η κατανοµή της ενέργειας στα µόρια του αερίου, λοιπόν, εµπλέκει ανα-
γκαία τις έννοιες της ενεργειακής πυκνότητας και της πυκνότητας καταστάσεων που 
ορίσαµε στην προηγούµενη παράγραφο. Όπως αποδεικνύεται, η πυκνότητα καταστά-
σεων δίνεται από τη σχέση  

                                            3/ 2 1/ 2
3

2( ) (2 )N E m E
h
π

=      (3.4) 

όπου m η µάζα ενός µορίου.2 Η ενεργειακή πυκνότητα n(E), θυµίζουµε, ορίζεται έτσι 
ώστε το γινόµενο n(E) dE να παριστά το πλήθος των µορίων ανά µονάδα όγκου που 
έχουν ενέργειες στο διάστηµα µεταξύ Ε και Ε+dΕ. Όπως βρίσκεται, όταν το αέριο 
είναι σε κατάσταση στατιστικής ισορροπίας,  

                                        1/ 2 /
3/ 2

2( )
( )

E kTnn E E e
kT
π

π
−=       (3.5) 

όπου n το πλήθος των µορίων ανά µονάδα όγκου και Τ η απόλυτη θερµοκρασία. 
Προσέξτε ότι δεν υπάρχει περιορισµός στον αριθµό των µορίων που µπορούν να κατα-
λάβουν µια κβαντική κατάσταση. Με άλλα λόγια, τα µόρια του αερίου δεν υπόκεινται 
στην απαγορευτική αρχή του Pauli.  
 
    Η µέση (κινητική) ενέργεια των µορίων σε θερµοκρασία Τ δίνεται από τη σχέση  

                                                    3
2

U k T=       (3.6) 

Το k που εµφανίζεται στις (3.5) και (3.6) είναι η σταθερά του Boltzmann, ίση µε  

                             5 238.62 10 / 1.38 10 /k eV K J K− −= × = ×     (3.7) 

Αν Ν είναι ο ολικός αριθµός των µορίων του αερίου, η ολική ενέργεια του συστήµα-
τος είναι ίση µε N U . Έτσι, αν V είναι ο όγκος που καταλαµβάνει το αέριο, η ολική 
ενέργεια ανά µονάδα όγκου του συστήµατος είναι  

                                           3
2

NU U n U n k T
V

= = =      (3.8) 

και, όπως βλέπουµε, εξαρτάται από τη συγκέντρωση n των µορίων (αριθµός µορίων 
ανά µονάδα όγκου) και την απόλυτη θερµοκρασία. Παρατηρούµε ιδιαίτερα ότι, βάσει 
της (3.6),  

η απόλυτη θερµοκρασία Τ ενός ιδανικού αερίου είναι ένα µέτρο της µέσης 
κινητικής ενέργειας των µορίων του σε κατάσταση στατιστικής ισορροπίας.  

                                                 
2 Επειδή η ενέργεια Ε είναι αµιγώς κινητική, έπεται ότι Ε > 0. Έτσι, η παρουσία τού Ε µέσα σε τετρα-
γωνική ρίζα είναι θεµιτή.  
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Ειδικά, η µέση κινητική ενέργεια των µορίων µηδενίζεται στη θερµοκρασία του απολύ-
του µηδενός (Τ=0). Όπως θα δούµε παρακάτω, κάτι τέτοιο δεν ισχύει για τα ελεύθερα 
ηλεκτρόνια των µετάλλων, παρά τις επιφανειακές οµοιότητες που εµφανίζει το σύ-
στηµα αυτό µε τα µόρια των ιδανικών αερίων!  
 
 
3.3  Κβαντική Στατιστική  
 
Θα θέλαµε τώρα να µελετήσουµε άλλα κβαντικά συστήµατα, όπως τα ελεύθερα ηλε-
κτρόνια των µετάλλων. Η θεωρία Maxwell-Boltzmann, που οδήγησε µε επιτυχία στα 
γνωστά συµπεράσµατα της κινητικής θεωρίας των ιδανικών αερίων, αποδεικνύεται 
λιγότερο κατάλληλη για τη µελέτη ηλεκτρονικών συστηµάτων. Ας δούµε γιατί.  
 
    Η θεωρία Maxwell-Boltzmann είναι κατά βάση µια κλασική θεωρία. Παρόλο που 
καταρχήν θεωρήσαµε τα µόρια των αερίων σαν κβαντικά σωµάτια (για παράδειγµα, 
είπαµε πως καταλαµβάνουν κβαντικές καταστάσεις), στην ουσία τα αντιµετωπίσαµε 
σαν κλασικά σωµατίδια, αφού αγνοήσαµε τη σπουδαιότερη αρχή της κβαντικής θεω-
ρίας: την αρχή της αβεβαιότητας. (Μη σας ξεγελά η παρουσία της κβαντικής σταθε-
ράς h στη σχέση (3.4): το βασικό αποτέλεσµα (3.5) για την ενεργειακή πυκνότητα 
µπορεί να εξαχθεί µε κλασικές µεθόδους, χωρίς τη συνδροµή της Κβαντοµηχανικής.) 
Κάτι τέτοιο δεν είναι επιτρεπτό στην περίπτωση των ηλεκτρονίων, ούτε καν προσεγ-
γιστικά, λόγω της εξαιρετικά µικροσκοπικής φύσης τους σε σύγκριση µε τα µόρια 
των αερίων. Το πρόβληµα αυτό έρχεται να διορθώσει η Κβαντική Στατιστική.  
 
    Στην Κβαντική Στατιστική, όµοια σωµατίδια που αλληλεπιδρούν θεωρούνται ως 
µη-διακριτά. Με τον όρο «όµοια σωµατίδια» εννοούµε σωµατίδια που µπορούν να 
αντικαταστήσουν το ένα το άλλο χωρίς να παρατηρήσουµε οποιαδήποτε φυσική µε-
ταβολή στη µακροσκοπική κατάσταση του συστήµατος. (Για παράδειγµα, τα ελεύ-
θερα ηλεκτρόνια ενός µετάλλου είναι όµοια σωµάτια διότι δεν έχει σηµασία ποια α-
κριβώς ηλεκτρόνια καταλαµβάνουν µια ενεργειακή στάθµη αλλά πόσα ηλεκτρόνια 
καταλαµβάνουν τη στάθµη αυτή.) Στην Κλασική Μηχανική, όπου η έννοια της τρο-
χιάς ενός σωµατιδίου έχει φυσικό νόηµα, είναι δυνατό να ξεχωρίσουµε όµοια σωµά-
τια που αλληλεπιδρούν παρακολουθώντας απλά τις τροχιές τους κατά τη διάρκεια 
ενός πειράµατος. Λέµε ότι τα κλασικά σωµάτια είναι διακριτά. Αυτή την άποψη α-
σπάζεται και η θεωρία Maxwell-Boltzmann για τα µόρια των ιδανικών αερίων. Τα 
πράγµατα δεν είναι όµως τόσο απλά όταν πρόκειται για συστήµατα πολύ µικροσκο-
πικών σωµατιδίων όπως είναι, π.χ., τα ηλεκτρόνια ενός µετάλλου, αφού για τέτοια 
αµιγώς κβαντικά σωµατίδια η αρχή της αβεβαιότητας δεν µας επιτρέπει να καθορί-
σουµε µε ακρίβεια τις τροχιές τους (στην κβαντική θεωρία η έννοια της τροχιάς δεν 
υφίσταται καν). Έτσι, όταν τέτοια όµοια κβαντικά σωµάτια αλληλεπιδρούν είναι αδύ-
νατο να διακρίνουµε το ένα από το άλλο κατά τη διάρκεια ενός πειράµατος. Λέµε ότι 
τα σωµάτια αυτά είναι µη-διακριτά. (Όταν δεν αλληλεπιδρούν, τα όµοια σωµάτια 
µπορούν να θεωρούνται ως διακριτά.)  
 
    Η Κβαντική Στατιστική, λοιπόν, είναι η γενίκευση της Κλασικής Στατιστικής έτσι 
ώστε να λαµβάνεται υπόψη η αρχή της αβεβαιότητας. Σύµφωνα µε την Κβαντική 
Στατιστική, στη Φύση υπάρχουν δύο ειδών σωµάτια που, όταν οµαδοποιούνται σε 
συστήµατα όµοιων, µη-διακριτών σωµατιδίων, ακολουθούν αντίστοιχα δύο διαφορε-
τικούς στατιστικούς νόµους κατανοµής της ενέργειας:  
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• Τα σωµατίδια που υπακούουν στην απαγορευτική αρχή του Pauli ονοµά-
ζονται φερµιόνια και ακολουθούν την κατανοµή Fermi-Dirac.  

• Τα σωµατίδια που δεν υπακούουν στην απαγορευτική αρχή του Pauli ονο-
µάζονται µποζόνια και ακολουθούν την κατανοµή Bose-Einstein.  

Όπως έχει παρατηρηθεί,  

όλα τα σωµάτια µε ηµιακέραιο spin (π.χ., ηλεκτρόνια) είναι φερµιόνια, ενώ 
όλα τα σωµάτια µε ακέραιο spin (π.χ., φωτόνια) είναι µποζόνια.  

Σύµφωνα µε τα παραπάνω,  

δύο όµοια φερµιόνια δεν µπορούν να βρίσκονται στην ίδια κβαντική κατά-
σταση σε ένα σύστηµα, ενώ ένας αυθαίρετος αριθµός όµοιων µποζονίων 
µπορούν να καταλαµβάνουν την ίδια κβαντική κατάσταση.  

 
    Με δεδοµένο ότι ακόµα και τα µόρια των ιδανικών αερίων είναι κβαντικά συστή-
µατα που αποτελούνται από διαφόρων ειδών φερµιόνια (ηλεκτρόνια, πρωτόνια, νε-
τρόνια), αναρωτιόµαστε τώρα αν η κατανοµή Maxwell-Boltzmann µάς είναι πλέον 
άχρηστη. Λοιπόν, αυτό που «σώζει την παρτίδα» για την Κλασική Στατιστική είναι 
πως, στο όριο που µπορούµε να αγνοούµε την αρχή της αβεβαιότητας, τόσο η κατα-
νοµή Fermi-Dirac, όσο και η κατανοµή Bose-Einstein, ανάγονται στην κατανοµή 
Maxwell-Boltzmann. Υπάρχουν φυσικές συνθήκες όπου µπορούµε να αγνοήσουµε 
την αρχή της αβεβαιότητας, όπως π.χ. στην περίπτωση ενός ιδανικού αερίου που έχει 
µικρή πυκνότητα (µικρή συγκέντρωση µορίων) και βρίσκεται σε υψηλή θερµοκρασία. 
Στις συνθήκες αυτές τα κβαντικά φαινόµενα δεν είναι σηµαντικά και η χρήση κλασι-
κών στατιστικών µεθόδων είναι επιτρεπτή και οδηγεί σε σωστά φυσικά συµπερά-
σµατα.  
 
 
3.4  Κατανοµή Fermi-Dirac για τα Ηλεκτρόνια ενός Μετάλλου  
 
Η στατιστική θεωρία των Fermi-Dirac αφορά συστήµατα όµοιων, µη-διακριτών σω-
µατιδίων που υπακούουν στην απαγορευτική αρχή του Pauli (φερµιόνια). Ένα τέτοιο 
σύστηµα αποτελούν τα ελεύθερα ηλεκτρόνια ενός µετάλλου. Αν και οι ενέργειες των 
ηλεκτρονίων είναι κβαντισµένες, µπορούµε προσεγγιστικά να θεωρούµε πως µετα-
βάλλονται µε συνεχή τρόπο µέσα στα όρια της ζώνης αγωγιµότητας. Η προσέγγιση 
αυτή ισχύει στο βαθµό που ο χώρος µέσα στον οποίο κινούνται τα ηλεκτρόνια έχει 
σχετικά µεγάλο όγκο (κάτι ανάλογο ισχύει και για τα µόρια των ιδανικών αερίων).  
 
    Τα ηλεκτρόνια αγωγιµότητας του µετάλλου λέγονται ελεύθερα διότι κινούνται α-
νάµεσα στα θετικά ιόντα χωρίς να δέχονται σηµαντικές δυνάµεις (εκτός βέβαια αν 
προσκρούσουν στα ιόντα!). Ένα ελεύθερο σωµάτιο έχει σταθερή δυναµική ενέργεια 
που µπορεί (αυθαίρετα) να λαµβάνεται ίση µε µηδέν. Έτσι, η ενέργεια Ε ενός ελεύθε-
ρου ηλεκτρονίου είναι αµιγώς κινητική, πράγµα που σηµαίνει ότι Ε > 0. Θα θεω-
ρούµε, λοιπόν, ότι η ενέργεια Ε ενός ηλεκτρονίου του µετάλλου µπορεί να πάρει όλες 
τις τιµές από 0 µέχρι +∞. (Το άνω όριο, φυσικά, είναι θεωρητικό, αφού για να παρα-
µείνει το ηλεκτρόνιο µέσα στο µέταλλο δεν θα πρέπει το Ε να ξεπεράσει το έργο εξα-
γωγής.)  
  



 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 49 

    Έστω Ν(Ε) η πυκνότητα καταστάσεων στη ζώνη αγωγιµότητας του µετάλλου. Όπως 
θυµόµαστε, η συνάρτηση αυτή ορίζεται έτσι ώστε το γινόµενο Ν(Ε)dE να ισούται µε 
το πλήθος των καταστάσεων (ανά µονάδα όγκου) µε ενέργειες µεταξύ Ε και Ε+dΕ 
(ισοδύναµα, το πλήθος των κβαντικών καταστάσεων που περιέχονται σε όλες τις ε-
νεργειακές στάθµες µεταξύ Ε και Ε+dΕ στη ζώνη αγωγιµότητας). Όπως αποδεικνύ-
εται, η συνάρτηση Ν (Ε) δίνεται από την έκφραση  

                                        3/ 2 1/ 2 1/ 2
3

4( ) (2 )N E m E E
h
π γ= ≡      (3.9) 

όπου m η µάζα του ηλεκτρονίου. Συγκρίνοντας την (3.9) µε την (3.4) παρατηρούµε 
ότι η πυκνότητα καταστάσεων για τα ηλεκτρόνια του µετάλλου είναι διπλάσια από 
αυτή για τα µόρια ενός ιδανικού αερίου. Ο διπλασιασµός των καταστάσεων οφείλεται 
στους δύο πιθανούς προσανατολισµούς του spin των ηλεκτρονίων, δηλαδή στις δύο 
δυνατές τιµές του κβαντικού αριθµού ms (= + ½). Η θεώρηση αυτή δεν υφίσταται 
στην κατανοµή Maxwell-Boltzmann, αφού η κλασική θεωρία δεν λαµβάνει υπόψη 
κβαντικές έννοιες όπως το spin.  
 
    Για να βρούµε την κατανοµή της ενέργειας στα ελεύθερα ηλεκτρόνια του µετάλλου 
θα πρέπει να προσδιορίσουµε την ενεργειακή πυκνότητα n(E). Η συνάρτηση αυτή, θυ-
µόµαστε, ορίζεται έτσι ώστε το γινόµενο n(E)dE να παριστά το πλήθος των ηλεκτρο-
νίων (ανά µονάδα όγκου του µετάλλου) µε ενέργειες µεταξύ Ε και Ε+dΕ (ισοδύναµα, 
το πλήθος των ελεύθερων ηλεκτρονίων που καταλαµβάνουν τις ενεργειακές στάθµες 
µεταξύ Ε και Ε+dΕ στη ζώνη αγωγιµότητας). ∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι, λόγω 
της απαγορευτικής αρχής του Pauli, ο αριθµός των ηλεκτρονίων στο ενεργειακό αυτό 
διάστηµα δεν θα πρέπει να ξεπερνάει τον αριθµό των διαθέσιµων καταστάσεων στο 
ίδιο διάστηµα:   

                                  ( )( ) ( ) 0 1
( )

n En E dE N E dE
N E

≤ ⇒ ≤ ≤     

Παρατηρούµε ότι το πηλίκο n(E)/Ν(Ε) πληροί τις προϋποθέσεις ώστε να παριστά πι-
θανότητα. Ορίζουµε λοιπόν τη συνάρτηση πιθανότητας f (Ε) : 

                                ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

n Ef E n E f E N E
N E

= ⇔ =        (3.10) 

Η f (Ε) παριστά το ποσοστό των καταστάσεων µε ενέργεια Ε που είναι κατειληµµένες 
από ηλεκτρόνια, ή ισοδύναµα, την πιθανότητα να είναι κατειληµµένη µια κατάσταση µε 
ενέργεια Ε από ένα ηλεκτρόνιο.  
 
    Η αναλυτική έκφραση για την f (Ε) δίνεται από τη συνάρτηση πιθανότητας Fermi-
Dirac :  
 

                                                ( ) /
1( )

1 FE E kTf E
e −=

+
       (3.11) 

 
όπου Τ η απόλυτη θερµοκρασία, k η σταθερά Boltzmann (3.7), και EF µια παράµε-
τρος που ονοµάζεται ενέργεια Fermi για το δεδοµένο µέταλλο. Θα πρέπει να τονί-
σουµε ότι, αν και αναφερόµαστε εδώ ειδικά στα ελεύθερα ηλεκτρόνια των µετάλλων, 
η έκφραση (3.11) ισχύει γενικά για όλα τα συστήµατα φερµιονίων.  
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    Συνδυάζοντας τις (3.10), (3.11) και (3.9) µπορούµε τώρα να γράψουµε την έκ-
φραση για την ενεργειακή πυκνότητα n(E), η οποία ουσιαστικά προσδιορίζει την κα-
τανοµή της ενέργειας στα ελεύθερα ηλεκτρόνια:  

                                      
1/ 2

( ) /( ) ( ) ( )
1 FE E kT

En E f E N E
e
γ

−= =
+

     (3.12) 

    Θα θέλαµε τώρα να δούµε τη φυσική σηµασία της ενέργειας Fermi EF . Αυτή προ-
κύπτει από την (3.11) µε τις παρακάτω µαθηµατικές παρατηρήσεις:  
 

•                    Όταν Τ→0,     {( ) /

0

,
0 ,lim FE E kT F

FT

E E
E Ee

+

−

→

∞ >
<⎡ ⎤ =⎣ ⎦    

•                    Για  Τ > 0,       ( ) / 1FE E kTe − =   όταν   E=EF      
 
Άρα, ισχύουν τα εξής:  

                         Για  Τ = 0    =>    { 0 ,
1 ,( ) F

F

E E
E Ef E >
<=      (3.13) 

                         Για  Τ > 0    =>    1( )
2Ff E =        (3.14) 

Η φυσική σηµασία των παραπάνω είναι η ακόλουθη:  
 

1. Για Τ=0, όλες οι καταστάσεις µε ενέργειες E<EF είναι κατειληµµένες από 
ηλεκτρόνια ενώ όλες οι καταστάσεις µε E>EF είναι κενές.  

2. Για Τ >0, οι µισές καταστάσεις µε ενέργεια E=EF είναι κατειληµµένες. 
Έτσι, η πιθανότητα κατάληψης µιας κατάστασης  στη στάθµη Fermi EF 
είναι 50%.  

 
Προσέξτε ότι η συνάρτηση f (Ε) είναι ασυνεχής για E=EF όταν Τ= 0. Έτσι, δεν είναι 
δυνατό να προσδιορίσουµε το ποσοστό κατάληψης της στάθµης Fermi για Τ= 0. Στο 
σχήµα βλέπουµε τη γραφική παράσταση της  f (Ε) για Τ= 0 και Τ > 0 :  
 

                              
E

( )f E

FE

0.5

1.0
0T =

0T >

      
 
Παρατηρούµε την ασυνέχεια της f (Ε) στο σηµείο E=EF όταν Τ=0. Τονίζουµε και πά-
λι ότι το διάγραµµα αυτό ισχύει γενικά για όλα τα συστήµατα φερµιονίων.  
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3.5  Υπολογισµός της Ενέργειας Fermi για ένα Μέταλλο  
 
Σύµφωνα µε τη φυσική ερµηνεία που δώσαµε στην προηγούµενη παράγραφο, η ενέρ-
γεια Fermi EF θέτει ένα άνω όριο στις ενέργειες των ελεύθερων ηλεκτρονίων του µε-
τάλλου για Τ=0. Επειδή η ενέργεια ενός ελεύθερου ηλεκτρονίου είναι αµιγώς κινη-
τική, µπορούµε να γράψουµε  

                                                EF = (Ek) max    για    Τ=0       (3.15) 

∆ηλαδή,  
 

η ενέργεια Fermi ενός µετάλλου παριστά τη µέγιστη κινητική ενέργεια των 
ελεύθερων ηλεκτρονίων του στην απόλυτη θερµοκρασία Τ = 0 .  

 
Έτσι, στη θερµοκρασία Τ=0 όλες οι κβαντικές καταστάσεις της ζώνης αγωγιµότητας 
από την κατώτατη στάθµη Ε=0 έως τη στάθµη Fermi E=EF είναι κατειληµµένες, ενώ 
όλες οι καταστάσεις στις στάθµες πάνω από την EF είναι κενές. Το παρακάτω διά-
γραµµα απεικονίζει τη ζώνη αγωγιµότητας του µετάλλου για Τ=0:  
 

                
 πλήρεις στάθµες 

   κενές στάθµες 
}

}
FE

0E =

E

   
 
 
    Παρατηρούµε εδώ µια ουσιαστική διαφορά από την κλασική θεωρία των ιδανικών 
αερίων. Σύµφωνα µε αυτή, όλα τα µόρια ενός αερίου έχουν (κινητική) ενέργεια E=0 
όταν Τ=0. Αντίθετα, για Τ=0 τα ελεύθερα ηλεκτρόνια ενός µετάλλου έχουν (κι-
νητικές) ενέργειες που κυµαίνονται από E=0 έως Ε=ΕF . Αυτό συµβαίνει διότι τα η-
λεκτρόνια, ως φερµιόνια, υπακούουν στην απαγορευτική αρχή του Pauli η οποία δεν 
τους επιτρέπει να βρίσκονται όλα στη στάθµη ελάχιστης ενέργειας Ε=0, αφού η 
στάθµη αυτή δεν διαθέτει τον απαιτούµενο αριθµό κβαντικών καταστάσεων. Για 
θερµοκρασίες Τ >0, µερικά ελεύθερα ηλεκτρόνια αποκτούν θερµική ενέργεια τέτοια 
ώστε η (κινητική) ενέργειά τους να ξεπεράσει την τιµή τής EF . Τα ηλεκτρόνια αυτά 
τότε καταλαµβάνουν στάθµες της ζώνης αγωγιµότητας που βρίσκονται πάνω από τη 
στάθµη Fermi EF . Όσο για την ίδια τη στάθµη EF , θυµίζουµε ότι οι µισές καταστά-
σεις της είναι κατειληµµένες για Τ >0.  
 
    Προτείνουµε τώρα µια µέθοδο για τον υπολογισµό της ενέργειας Fermi EF του συ-
στήµατος των ηλεκτρονίων αγωγιµότητας ενός µετάλλου. Έστω n η ηλεκτρονική πυ-
κνότητα του µετάλλου (πλήθος ελεύθερων ηλεκτρονίων ανά µονάδα όγκου) και n(E) 
η ενεργειακή πυκνότητα της κατανοµής Fermi-Dirac. Οι δύο αυτές ποσότητες συνδέ-
ονται µεταξύ τους µε τη σχέση (3.3):  

                                        2

1 0
( ) ( )

E

E
n n E dE n E dE

∞
= =∫ ∫      (3.16)  

όπου στην περίπτωσή µας θέσαµε Ε1=0, Ε2=+∞ (βλ. Παρ.3.4). Αντικαθιστώντας την 
έκφραση της σχέσης (3.12) για το n(E), έχουµε:   
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( ) /0 1 FE E kT
En dE

e
γ∞

−=
+∫       (3.17) 

Αν µπορούσαµε να υπολογίσουµε αναλυτικά το ολοκλήρωµα στην (3.17), το µόνο 
που θα είχαµε να κάνουµε θα ήταν να λύσουµε το τελικό αποτέλεσµα ως προς EF και 
να εκφράσουµε την ενέργεια Fermi σαν συνάρτηση των n και Τ. Επειδή όµως κάτι 
τέτοιο δεν είναι εύκολο, θα περιοριστούµε σε κάτι απλούστερο: Θα υπολογίσουµε 
την EF στην ειδική περίπτωση όπου Τ=0. Από τις (3.10), (3.9) και (3.13) έχουµε ότι, 
στη θερµοκρασία αυτή,  
 

                      ( ) ( ) ( )n E f E N E= =        
1/ 2

0 ,

, 0

F

F

E E

E E Eγ

>
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       (3.18) 

 
Αντικαθιστώντας την (3.18) στην (3.16), βρίσκουµε:  

                     1/ 2

0 0
( ) ( ) 0F F

F

E E

E
n n E dE n E dE E dEγ

∞
= + = + ⇒∫ ∫ ∫     

                                                        3/ 22
3 Fn Eγ=       (3.19) 

έτσι ώστε  

                              
                                                                                (3.20)     
 
 
    Παρατηρούµε ότι η ενέργεια Fermi του µετάλλου εξαρτάται µόνο από την ηλε-
κτρονική πυκνότητα n και είναι ανεξάρτητη από τις διαστάσεις του κρυστάλλου (από 
το ολικό πλήθος των ιόντων). Όπως αποδεικνύεται, η τιµή αυτή της EF δεν µεταβάλ-
λεται σηµαντικά µε τη θερµοκρασία. Έτσι, παρόλο που αποδείχθηκε για Τ=0, η σχέ-
ση (3.20) θα θεωρείται πως έχει γενική ισχύ για κάθε Τ. Οι τιµές τής EF για τα µέ-
ταλλα κυµαίνονται από περίπου 3eV έως 12eV.  
 
 
3.6  Κατανοµή Fermi-Dirac για τους Καθαρούς Ηµιαγωγούς  
 
Το ηλεκτρονικό σύστηµα που µας ενδιαφέρει στους καθαρούς ηµιαγωγούς είναι τα 
ηλεκτρόνια σθένους, τόσο τα δέσµια σε οµοιοπολικούς δεσµούς όσο και τα ελεύθερα. 
Τα ηλεκτρόνια αυτά βρίσκονται ενεργειακά στις ζώνες σθένους και αγωγιµότητας. Η 
κατανοµή της ενέργειας στα ηλεκτρόνια καθορίζεται, όπως πάντα, από την ενερ-
γειακή πυκνότητα n(E), η οποία συνδέεται µε την πυκνότητα καταστάσεων Ν(Ε) και 
τη συνάρτηση πιθανότητας  f (E) µε τη σχέση  
 
                                                  n(E) = f (E) N (E)        (3.21) 
 

Όπως γνωρίζουµε, το γινόµενο n(E)dE παριστά το πλήθος των ηλεκτρονίων, ανά µο-
νάδα όγκου του υλικού, µε ενέργειες µεταξύ Ε και Ε+dE.  
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    Η µορφή της συνάρτησης Ν(Ε), που είναι γενίκευση της (3.9) για τα µέταλλα,  
εξαρτάται από την ενεργειακή περιοχή στην οποία η συνάρτηση αυτή ορίζεται:  
 

                                      

VE

CE

E

GE

    
 
α) Στη ζώνη αγωγιµότητας,  
 
                                      1/ 2( ) ( ) ,C CN E E E E Eγ= − ≥      (3.22) 
 
β) Στη ζώνη σθένους,  
 
                                      1/ 2( ) ( ) ,V VN E E E E Eγ= − ≤      (3.23) 
 
γ) Στην απαγορευµένη ζώνη του καθαρού ηµιαγωγού δεν υπάρχουν επιτρεπτές κατα-
στάσεις, οπότε  
 
                                          ( ) 0 , V CN E E E E= < <       (3.24) 
 
    Η συνάρτηση πιθανότητας για τα ηλεκτρόνια σθένους δίνεται από την έκφραση 
Fermi-Dirac:  
 

                                              ( ) /
1( )

1 FE E kTf E
e −=

+
       (3.25) 

 
όπου το Ε παίρνει τιµές στις τρεις παραπάνω ενεργειακές περιοχές. Θα θέλαµε τώρα 
να βρούµε τη συνάρτηση πιθανότητας fp(Ε) για τις οπές στη ζώνη σθένους του ηµια-
γωγού. Σκεφτόµαστε ως εξής: Μια κατάσταση στην ενεργειακή στάθµη Ε της ζώνης 
σθένους είναι κατειληµµένη είτε από ένα ηλεκτρόνιο είτε από µία οπή. Αν f (E) και 
fp(Ε) είναι οι αντίστοιχες πιθανότητες κατάληψης, τότε  
   
                                f (E) + fp(Ε) = 1     <=>     fp(Ε) = 1 - f (E)     (3.26) 
 
Αντικαθιστώντας την έκφραση (3.25) για την f (E), βρίσκουµε ότι  
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       (3.27) 

 
Από φυσική άποψη, η  fp(Ε) παριστά το ποσοστό των καταστάσεων µε ενέργεια Ε που 
δεν είναι κατειληµµένες από ηλεκτρόνια, ή ισοδύναµα, την πιθανότητα να µην είναι 
κατειληµµένη µια κατάσταση µε ενέργεια Ε.  
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3.7  Ενέργεια Fermi στους Ηµιαγωγούς  
 
Η ενέργεια Fermi για έναν καθαρό ηµιαγωγό (πιο σωστά, για το σύστηµα των ηλε-
κτρονίων σθένους του ηµιαγωγού) δίνεται από την έκφραση  
 

                                                   
                                                         
                                                                    

                             
     

         (3.28) 
 
                                
                                     

 
 
(βλ. σχήµα). Γράφουµε:  
 

                                      ( )
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E E E EE E+ +
= = +      (3.29) 

 
Αυτό σηµαίνει ότι   

 
η στάθµη Fermi ενός καθαρού ηµιαγωγού βρίσκεται στο µέσον της απαγο-
ρευµένης ζώνης.  

 
Επιπλέον, η EF είναι ανεξάρτητη από τη θερµοκρασία καθώς και από τις διαστάσεις 
του κρυστάλλου.  
 
    Πώς ερµηνεύεται η θέση τής EF µέσα στην απαγορευµένη ζώνη στον καθαρό ηµια-
γωγό; Θα πρέπει µήπως να συµπεράνουµε ότι υπάρχει, τελικά, κάποια επιτρεπόµενη 
στάθµη σε µια ενεργειακή περιοχή που µέχρι τώρα θεωρούσαµε απρόσιτη για τα ηλε-
κτρόνια; Όχι! Γενικά µιλώντας, η ενέργεια Fermi EF είναι απλά µια παράµετρος της 
κατανοµής Fermi-Dirac και δεν αντιπροσωπεύει απαραίτητα µια επιτρεπόµενη ενερ-
γειακή στάθµη για τα ηλεκτρόνια. ∆ηλαδή, η στάθµη Fermi είναι δυνατό να µην περιέ-
χει επιτρεπτές καταστάσεις. Αυτό ακριβώς συµβαίνει στην περίπτωση του καθαρού 
ηµιαγωγού.3 Η παρουσία της στάθµης EF µέσα στην απαγορευµένη ζώνη είναι από-
λυτα συµβατή µε τη γενικότερη φυσική ερµηνεία που επιδέχεται η ενέργεια Fermi, 
όπως την περιγράψαµε στην Παρ.3.4. Αναλυτικά:  
 
    α) Για Τ >0 γνωρίζουµε ότι f (EF)=1/2. ∆ηλαδή, οι µισές καταστάσεις της στάθµης 
EF είναι κατειληµµένες από ηλεκτρόνια. Στην περίπτωσή µας, όµως, η EF βρίσκεται 
µέσα στην απαγορευµένη ζώνη, άρα δεν είναι δυνατό να διαθέτει επιτρεπτές κατα-
στάσεις. Έτσι, πάνω στη στάθµη Fermi έχουµε ότι   
                                      ½ × 0 καταστάσεις = 0 ηλεκτρόνια      
πράγµα λογικό, αφού καµία στάθµη στην απαγορευµένη ζώνη καθαρού ηµιαγωγού 
δεν µπορεί να περιέχει ηλεκτρόνια.  

                                                 
3 Αντίθετα, στα µέταλλα η EF  είναι επιτρεπόµενη στάθµη αφού βρίσκεται σε µια επιτρεπτή περιοχή 
ενέργειας, τη ζώνη αγωγιµότητας.  

2
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    β) Για Τ=0, όλες οι επιτρεπτές στάθµες κάτω από την EF είναι πλήρεις ενώ όλες οι 
επιτρεπτές στάθµες πάνω από την EF είναι κενές. Όµως, επιτρεπτές στάθµες κάτω και 
πάνω από την EF υπάρχουν µόνο στις ζώνες σθένους και αγωγιµότητας, αντίστοιχα. 
Έτσι, όλες οι στάθµες της ζώνης σθένους είναι πλήρως κατειληµµένες από ηλεκτρό-
νια σθένους, ενώ καµία στάθµη της ζώνης αγωγιµότητας δεν περιέχει ηλεκτρόνια. 
Από φυσική άποψη τούτο σηµαίνει ότι, για Τ=0 όλοι οι οµοιοπολικοί δεσµοί στον 
κρύσταλλο είναι πλήρεις, ενώ δεν υπάρχουν ελεύθερα ηλεκτρόνια.  
 
    Το γεγονός ότι η στάθµη EF βρίσκεται στο µέσον της απαγορευµένης ζώνης αντα-
νακλά µια προφανή συµµετρία ανάµεσα στα ελεύθερα ηλεκτρόνια και τις οπές στον 
καθαρό ηµιαγωγό. Μαθηµατικά, η συµµετρία αυτή εκφράζεται µε τη σχέση  

                                    n = p = ni      (καθαρός ηµιαγωγός)      (3.30) 

∆ηλαδή, η στάθµη Fermi «κρατάει ίσες αποστάσεις» από τις δύο ενεργειακές ζώνες 
στις οποίες βρίσκονται αντίστοιχα οι δύο φορείς αγωγιµότητας του ηµιαγωγού.  
 
    Νοµίζω πως µπορείτε τώρα να µαντέψετε τι θα συµβεί στη στάθµη Fermi του ηµι-
αγωγού όταν κάνουµε προσµείξεις. Το αποτέλεσµα µιας πρόσµειξης είναι η ανατροπή 
της ισορροπίας ηλεκτρονίων-οπών που εκφράζει η σχέση (3.30). Σε ηµιαγωγό τύπου 
n φορείς πλειονότητας είναι τα ηλεκτρόνια της ζώνης αγωγιµότητας, ενώ σε ηµιαγω-
γό τύπου p φορείς πλειονότητας είναι οι οπές της ζώνης σθένους. Η στάθµη Fermi, 
λοιπόν, µετατοπίζεται προς τη ζώνη όπου βρίσκονται οι φορείς πλειονότητας σε κάθε 
περίπτωση. Αναλυτικά, σε ηµιαγωγό τύπου n η στάθµη Fermi είναι µετατοπισµένη 
προς τη ζώνη αγωγιµότητας, ενώ σε ηµιαγωγό τύπου p είναι µετατοπισµένη προς τη 
ζώνη σθένους, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα:  
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    Σε αντίθεση µε τον καθαρό ηµιαγωγό όπου η EF είναι ανεξάρτητη από τη θερµο-
κρασία (η στάθµη EF βρίσκεται πάντα στο µέσον της απαγορευµένης ζώνης), στους 
ηµιαγωγούς προσµείξεως η EF µεταβάλλεται µε τη θερµοκρασία: καθώς το Τ αυξάνει, 
η EF µετατοπίζεται προς το κέντρο της απαγορευµένης ζώνης. Αυτό συµβαίνει γιατί, µε 
την αύξηση της θερµοκρασίας «σπάζουν» όλο και περισσότεροι οµοιοπολικοί δεσµοί 
στον κρύσταλλο, µε συνέπεια να αυξάνουν οι αυτογενείς φορείς (ηλεκτρόνια-οπές) σε 
σχέση µε τους φορείς πρόσµειξης. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να µοιάζει ο ηµιαγωγός 
όλο και περισσότερο µε καθαρό, κι έτσι η στάθµη Fermi να µετατοπίζεται προς το 
µέσον της απαγορευµένης ζώνης. Αντίθετα, καθώς Τ→0 η στάθµη EF περνάει πάνω 
από την ED (τύπου n) ή κάτω από την EA (τύπου p).  
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    Η τιµή τής EF εξαρτάται επίσης και από τη συγκέντρωση των ατόµων πρόσµειξης: 
προσθήκη επιπλέον δότη (αποδέκτη) σε ηµιαγωγό τύπου n (τύπου p) έχει σαν αποτέ-
λεσµα τη µετατόπιση της στάθµης Fermi ακόµα πιο κοντά στη ζώνη αγωγιµότητας 
(σθένους). Σε ακραίες περιπτώσεις, όταν έχουµε µεγάλο εµπλουτισµό σε άτοµα δότη 
(ND>1019 άτοµα /cm3) ή αποδέκτη (NΑ>1019 άτοµα /cm3) η µετατόπιση της στάθµης 
Fermi είναι τόσο µεγάλη ώστε η EF βρίσκεται µέσα στη ζώνη αγωγιµότητας ή τη ζώ-
νη σθένους, αντίστοιχα!  
 
 
    Σηµείωση: Ενέργεια Fermi για ένωση p-n  
 
    Η ένωση p-n είναι στην ουσία ένας κρύσταλλος ηµιαγωγού στο ένα τµήµα του ο-
ποίου έχουµε προσθέσει άτοµα αποδέκτη και στο άλλο τµήµα άτοµα δότη, έτσι ώστε 
το τελικό αποτέλεσµα να µοιάζει µε συγκόλληση δύο κρυστάλλων ηµιαγωγού, ενός 
τύπου p και ενός τύπου n. Για την απλούστευση της θεωρητικής µελέτης της διάτα-
ξης, όµως, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η ένωση p-n είναι πράγµατι συνένωση δύο 
διαφορετικών κρυστάλλων πρόσµειξης του ίδιου ηµιαγωγού.4 
 
    Πριν τη «συνένωση» οι ενέργειες Fermi των δύο κρυστάλλων είναι διαφορετικές 
(στον ηµιαγωγό τύπου p η στάθµη EF είναι πιο κοντά στη ζώνη σθένους, ενώ στον 
ηµιαγωγό τύπου n η EF είναι πιο κοντά στη ζώνη αγωγιµότητας). Μετά τη συνένωση, 
όµως, προκύπτει ένα ενιαίο ηλεκτρονικό σύστηµα στο οποίο αντιστοιχεί µια µονα-
δική τιµή της ενέργειας Fermi, άρα και µια µοναδική στάθµη EF , κοινή για τα τµή-
µατα p και n:  
 

                 

  
  Π
ερ
ιο
χή

 
έν
ω
ση
ς 

p-
n 

GE

GE

FE

pΠεριοχη′ nΠεριοχη′

ωνη σθενους′ ′Ζ
ωνη σθενους′ ′Ζ

Fermiσταθµη′

ωνη αγωγιµοτητας′ ′Ζ
ωνη αγωγιµοτητας′ ′Ζ

         
 
 
       Η ένωση p-n έχει κεντρική σηµασία στην Ηλεκτρονική καθώς αποτελεί θεµελιώ-
δες δοµικό στοιχείο των σύγχρονων ηλεκτρονικών διατάξεων, όπως το τρανζίστορ.  

 
 

 
                                                 
4 Για το λόγο αυτό στη βιβλιογραφία η ένωση p-n αναφέρεται συνήθως ως «επαφή p-n ».  
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 
 

 
1. Ποιο είναι το αντικείµενο της Στατιστικής Φυσικής; Ποια είναι η βασική της δια-
φορά από τη Θερµοδυναµική;  
 
2. Με ποιους τρόπους θα περιγράφατε την κατανοµή της ενέργειας σε ένα σύστηµα 
σωµατιδίων των οποίων οι ενέργειες δέχονται (α) διακριτές, (β) συνεχείς τιµές;  
 
3. Ποια είναι η βασική διαφορά της Κβαντικής Στατιστικής από την κλασική θεωρία 
των Maxwell-Boltzmann; Ποια είδη συστηµάτων σωµατιδίων υπάρχουν στη Φύση 
σύµφωνα µε την Κβαντική Στατιστική; Ποια σχέση υπάρχει ανάµεσα στο spin των 
σωµατιδίων και τη στατιστική τους συµπεριφορά;  
 
4. Φανταστείτε έναν «ανάποδο» κόσµο όπου τα ηλεκτρόνια θα ήταν µποζόνια ενώ τα 
φωτόνια θα ήταν φερµιόνια. (α) Τι βαθµό θα παίρνατε στο µάθηµα της Χηµείας;  
(β) Πόσο θα κόστιζε ένας κοινός φακός laser; [Υπόδειξη: (α) Τα µποζόνια δεν υπα-
κούουν στην απαγορευτική αρχή του Pauli. Έτσι, τα ηλεκτρόνια θα είχαν την τάση να 
συσσωρεύονται στη χαµηλότερη ενεργειακή στάθµη, δηλαδή στην πρώτη υποστοι-
βάδα. Ποια θα ήταν τότε η δοµή του ατόµου; Θα υπήρχαν χηµικές αντιδράσεις; (β) 
Μια ακτίνα laser είναι ένα τεράστιο σύστηµα όµοιων φωτονίων, δηλαδή φωτονίων 
που βρίσκονται στην ίδια (περίπου) κβαντική κατάσταση. Θα ήταν κάτι τέτοιο εφικτό 
αν τα φωτόνια υπάκουαν στην αρχή του Pauli;]  
 
5. Να οριστούν οι έννοιες ηλεκτρονική πυκνότητα και ενεργειακή πυκνότητα για  
ένα σύστηµα ηλεκτρονίων. Ποια σχέση συνδέει τις δύο αυτές πυκνότητες; Γιατί η ε-
νεργειακή πυκνότητα δεν µπορεί να υπερβαίνει την πυκνότητα καταστάσεων;  
 
6. Να δοθεί η γενική έκφραση της πυκνότητας καταστάσεων Ν(Ε) για το σύστηµα 
των ελεύθερων ηλεκτρονίων ενός µετάλλου, καθώς και η έκφραση της Ν(Ε) για τα 
ηλεκτρόνια σθένους ενός καθαρού ηµιαγωγού.  
 
7. Να οριστεί η έννοια της συνάρτησης πιθανότητας f (E) για τα ηλεκτρόνια ενός συ-
στήµατος. Να δοθεί η έκφραση των Fermi-Dirac για το f (E) και να περιγραφεί η φυ-
σική σηµασία της ενέργειας Fermi EF . Να εξαχθεί η αντίστοιχη έκφραση της συνάρ-
τησης πιθανότητας  fp(E) για τις οπές σε έναν ηµιαγωγό. Ποια είναι η φυσική της ση-
µασία;  
 
8. Να εξαχθεί η έκφραση της ενέργειας Fermi EF για ένα µέταλλο. Ποια είναι η φυ-
σική σηµασία τής EF  στην περίπτωση αυτή; Ποια διαφορά παρατηρούµε σε σύγκρι-
ση µε την κλασική θεωρία των ιδανικών αερίων;  
 
9. Πού τοποθετείται στο ενεργειακό διάγραµµα η στάθµη Fermi EF  ενός καθαρού 
ηµιαγωγού; Θα πρέπει να µας ενοχλεί η παρουσία της στάθµης αυτής µέσα στην απα-
γορευµένη ζώνη; ∆είξτε ότι η θέση της στάθµης στο ενεργειακό διάγραµµα οδηγεί σε 
αποδεκτά φυσικά συµπεράσµατα, εξετάζοντας ξεχωριστά τις περιπτώσεις Τ=0  και 
Τ>0 . Πού τοποθετείται ενεργειακά η στάθµη Fermi ενός ηµιαγωγού προσµείξεως 
τύπου n  ή τύπου p ;  
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10. Θεωρούµε κρύσταλλο ηµιαγωγού τύπου n. Περιγράψτε την τροποποίηση της 
στάθµης Fermi του συστήµατος αν (α) προσθέσουµε επιπλέον άτοµα δότη, (β) προ-
σθέσουµε άτοµα αποδέκτη, (γ) αυξήσουµε τη θερµοκρασία.  
 
11. Θεωρούµε κρύσταλλο ηµιαγωγού τύπου n. Θυµίζουµε ότι ο δότης εισάγει µια νέα 
ενεργειακή στάθµη ED στην απαγορευµένη ζώνη, κάτω από τη ζώνη αγωγιµότητας. 
Σε απόλυτη θερµοκρασία Τ→0 η στάθµη ED είναι κατειληµµένη από το 5ο ηλεκτρό-
νιο σθένους του ατόµου του δότη (σε χαµηλές θερµοκρασίες τα άτοµα του δότη δεν 
είναι ιονισµένα). ∆είξτε ότι, στο όριο Τ→0 η στάθµη Fermi του συστήµατος µετακι-
νείται πάνω από την ED . [Υπόδειξη: Θυµηθείτε τη φυσική σηµασία τής EF για Τ=0.]  
 
12. Η ενέργεια Fermi ενός µετάλλου είναι γνωστή και ίση µε EF . Η ευκινησία των 
ηλεκτρονίων στο µέταλλο είναι µ. ∆είξτε ότι η ειδική αντίσταση του µετάλλου ισού-
ται µε  

                                                   3/ 23
2 FE

q
ρ

γ µ
−=      

όπου q η απόλυτη τιµή του φορτίου του ηλεκτρονίου και γ η σταθερά που ορίζεται 
στη σχέση (3.9). [Υπόδειξη: Βρείτε πρώτα την ειδική αγωγιµότητα  σ =1/ρ του µετάλ-
λου.]  
 
13. Θεωρούµε δύο µέταλλα Μ1 και Μ2 . Για τις ευκινησίες των ηλεκτρονίων και τις 
ενέργειες Fermi των µετάλλων γνωρίζουµε ότι µ1= 4µ2 και EF,2= 4 EF,1 . Η ειδική α-
ντίσταση του Μ2 είναι  ρ2 = 1.5 × 10-8 Ω.m . Να βρεθεί η ειδική αντίσταση ρ1 του Μ1 . 
[Απάντηση:  ρ1 =  3× 10-8 Ω.m ]  
 
14. Η ηλεκτρονική πυκνότητα ενός µετάλλου είναι γνωστή και ίση µε n . Οι εξωτερι-
κές συνθήκες είναι τέτοιες που, σύµφωνα µε την κλασική θεωρία, η µέση κινητική 
ενέργεια των µορίων του αέρα είναι πολύ κοντά στο µηδέν. Να βρεθεί η µέγιστη κινη-
τική ενέργεια των ελεύθερων ηλεκτρονίων του µετάλλου σύµφωνα µε την κβαντική 
θεωρία.  
 
15. Θεωρούµε κρύσταλλο καθαρού ηµιαγωγού. Στον άξονα των ενεργειών η στάθµη 
Fermi βρίσκεται 0.4 eV πάνω από την τελευταία συµπληρωµένη ενεργειακή ζώνη. Να 
βρεθεί το µέγιστο µήκος κύµατος της ακτινοβολίας που µπορεί να απορροφήσει ο 
κρύσταλλος. ∆ίδονται:  h = 6.63 × 10 –34 J.s ,   c = 3 × 108 m/s ,   1 eV = 1.6 × 10-19 J. 
[Απάντηση:  λmax= 15.54× 10 –7 m]   
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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΠΕ∆ΙΩΝ 
 
 

4.1  ∆ιανυσµατικά Πεδία και ∆ιανυσµατικοί Τελεστές  
 
Θεωρούµε τον συνήθη Ευκλείδειο χώρο 3R  µε Καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y, z). 
Καλούµε ˆ ˆ ˆ( , , )x y zu u u  τα µοναδιαία διανύσµατα1 στις κατευθύνσεις των αντίστοιχων 
αξόνων:  

                                           x
y

z

ˆxu
ˆ yu

ˆzu A

      
 
Ένα διάνυσµα A  στο χώρο αυτό γράφεται  
 
                                  ˆ ˆ ˆ ( , , )x x y y z z x y zA A u A u A u A A A= + + ≡     (4.1) 
 
όπου Ax, Ay, Az οι ορθογώνιες συνιστώσες τού A . Το µέτρο του διανύσµατος A  ορίζε-
ται  
 
                                            2 2 2 1/ 2| | ( )x y zA A A A= + +      (4.2) 
 
    Έστω ( , , )x y zB B B B≡  ένα δεύτερο διάνυσµα, και έστω θ η γωνία ανάµεσα στα A  

και B . Το εσωτερικό και το εξωτερικό γινόµενο των A  και B  γράφονται, αντί-
στοιχα,  

                             | || | cosx x y y z zA B A B A B A B A B θ⋅ = + + =      (4.3) 
  

   

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

| | | || |sin (4.4)
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y z z y x z x x z y x y y x z x y z
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u u u
A B A B A B u A B A B u A B A B u A A A

B B B

A B A B θ

× = − + − + − =

× =
                                                
 

                                                 
1 Ο συνήθης συµβολισµός ( , , )i j k  πρέπει να αποφεύγεται στον Ηλεκτροµαγνητισµό γιατί µπορεί να 

δηµιουργήσει σύγχυση (το i εµφανίζεται σε µιγαδικές παραστάσεις, ενώ το k  παριστά κυµατοδιάνυ-
σµα).  
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    ∆οθέντος ενός διανύσµατος A , το µοναδιαίο διάνυσµα û  στην κατεύθυνση του A  
µπορεί να εκφραστεί ως εξής:  
 

                                             ˆ , ,x y zA A AAu
A A A A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ≡
⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (4.5) 

 
(δείξτε αναλυτικά ότι ˆ| | 1u = ).  
 
    Άσκηση: ∆είξτε ότι  | |A A A= ⋅    και ότι  

                       ( ) ( ) ( )
x y z

x y z

x y z

A A A
A B C B C A C A B B B B

C C C
⋅ × = ⋅ × = ⋅ × =    (4.6) 

 
    Ένα βαθµωτό (µονόµετρο) πεδίο στον 3R  είναι µια απεικόνιση :Φ →3R R . Τα 
βαθµωτά πεδία παρίστανται σαν συναρτήσεις ( ) ( , , )r x y zΦ Φ= , όπου  

                                     ˆ ˆ ˆ ( , , )x y zr xu y u zu x y z= + + ≡      (4.7) 

το διάνυσµα θέσης ενός σηµείου τού 3R  ως προς την αρχή των συντεταγµένων του 
χώρου.  
 
    Ένα διανυσµατικό πεδίο στον 3R  είναι µια απεικόνιση :A →3 3R R . Τα πεδία αυ-
τά παρίστανται σαν συναρτήσεις της µορφής  

           
ˆ ˆ ˆ( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , )
x x y y z z

x y z

A r A x y z A x y z u A x y z u A x y z u

A A A

= = + +

≡
   (4.8) 

 
    Έστω Φ(x, y, z) ένα βαθµωτό πεδίο. Όταν τα x, y, z µεταβάλλονται κατά ∆x, ∆y, ∆z, 
αντίστοιχα, η τιµή της συνάρτησης Φ µεταβάλλεται κατά  
 
           ∆Φ = Φ (x+∆x, y+∆y, z+∆z) − Φ(x, y, z) = Φ ( r r∆+ ) – Φ ( r )  (4.9) 
 
όπου ( , , )r x y z≡  και ( , , )r x y z∆ ∆ ∆ ∆≡ . Από την άλλη, το διαφορικό τής Φ είναι  
 

                                   d dx dy dz
x y z
Φ Φ ΦΦ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

     (4.10) 

 
όπου  dx = ∆x, dy = ∆y, dz = ∆z. Γενικά, dΦ≠∆Φ (εκτός αν η συνάρτηση Φ είναι γραµ-
µική). Εν τούτοις, για πολύ µικρές µεταβολές dx, dy, dz, µπορούµε να γράψουµε, 
προσεγγιστικά,  dΦ ∆Φ.  
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    Θεωρούµε το διανυσµατικό τελεστή  
 

                          ˆ ˆ ˆ , ,x y zu u u
x y z x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + ≡ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

    (4.11) 

 
∆οθείσης µιας συνάρτησης Φ(x, y, z), ορίζουµε το διανυσµατικό πεδίο  
 

            ˆ ˆ ˆ , ,x y zgrad u u u
x y z x y z
Φ Φ Φ Φ Φ ΦΦ Φ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ∇ = + + ≡ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
  (4.12) 

 
Παρατηρούµε τώρα ότι η (4.10) γράφεται στη µορφή εσωτερικού γινοµένου:   
 

                                , , ( , , )d dx dy dz
x y z
Φ Φ ΦΦ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
  

 
Θέτοντας ( , , )d r dx dy dz≡  και λαµβάνοντας υπόψη την (4.12), έχουµε:  
 
                                               ( )d d rΦ Φ= ∇ ⋅        (4.13) 
 
Η σχέση αυτή είναι γενίκευση της γνώριµης σχέσης  df (x)= f ΄ (x) dx .  
 
    Καλούµε θ τη γωνία ανάµεσα στα διανύσµατα Φ∇  και d r , και θέτουµε  
 
                                             ˆ ˆ| | ( )d r d r u dl u= =      
 
όπου | |dl d r=  και όπου û  το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση του d r . Η 
(4.13) τότε γράφεται:  
 
                                  ˆ( ) cosd dl u dlΦ Φ Φ θ= ⋅∇ = ∇      (4.14) 

 
Από την (4.14) µπορούµε να ορίσουµε το ρυθµό µεταβολής τής Φ στην κατεύθυνση 
του û  :  
 

                                       ˆ cosd u
dl
Φ Φ Φ θ= ⋅∇ = ∇        (4.15) 

 
Παρατηρούµε ότι ο ρυθµός µεταβολής είναι µέγιστος όταν θ=0, δηλαδή όταν η µετα-
τόπιση d r  είναι στην κατεύθυνση του Φ∇ . Έτσι,  
 

το διάνυσµα grad Φ προσδιορίζει την κατεύθυνση στην οποία ο ρυθµός  
µεταβολής της συνάρτησης Φ είναι µέγιστος.  

 
Αντίθετα, ο ρυθµός µεταβολής τής Φ µηδενίζεται όταν θ=π/2, δηλαδή όταν το d r  
είναι κάθετο στο Φ∇ . Αυτό µας οδηγεί στην εξής γεωµετρική πρόταση:  
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Το διάνυσµα grad Φ είναι κάθετο στην επιφάνεια Φ(x,y,z) = σταθερό, σε  
κάθε σηµείο της.  

 
Πράγµατι, έστω d r  ένα απειροστό διάνυσµα εφαπτόµενο στην επιφάνεια αυτή σε 
κάποιο σηµείο της. Στην κατεύθυνση του d r , Φ(x,y,z)=σταθ.=> ( ) 0d d rΦ Φ= ∇ ⋅ = , 
έτσι ώστε d rΦ∇ ⊥ . Η συνθήκη αυτή ισχύει για κάθε d r  εφαπτόµενο στην επιφά-
νεια Φ(x,y,z)=σταθ.  Άρα, το Φ∇  είναι κάθετο σε κάθε σηµείο της επιφάνειας.  
  
    ∆οθέντος ενός διανυσµατικού πεδίου ( ) ( , , )x y zA r A A A≡ , ορίζουµε το βαθµωτό 

πεδίο div A  και το διανυσµατικό πεδίο rot A  µε τις σχέσεις  
 

                                     x y zA A A
div A A

x y z
∂ ∂ ∂

= ∇ ⋅ = + +
∂ ∂ ∂

      (4.16) 

 

     ˆ ˆ ˆz y x z y x
x y z

A A A A A A
rot A A u u u

y z z x x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ∇× = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
   (4.17) 

 
Η (4.17) γράφεται, συµβολικά,2  
 

                                       

ˆ ˆ ˆx y z

x y z

u u u

rot A A
x y z

A A A

∂ ∂ ∂
= ∇× =

∂ ∂ ∂
     (4.18) 

 
    Όπως αποδεικνύεται, ισχύουν οι εξής σηµαντικές ταυτότητες:  
 
                                        ( ) 0rot gradΦ Φ= ∇×∇ =      (4.19) 
 
                                        ( ) ( ) 0div rot A A= ∇⋅ ∇× =      (4.20) 
 
Επίσης,  
 

                     
2 2 2

2
2 2 2( )div grad

x y z
Φ Φ ΦΦ Φ Φ∂ ∂ ∂

= ∇ ⋅∇ = + + = ∇
∂ ∂ ∂

    (4.21) 

 
όπου εισάγαµε τον τελεστή του Laplace   
 

                                     
2 2 2

2
2 2 2x y z

∂ ∂ ∂
∇ = ∇ ⋅∇ = + +

∂ ∂ ∂
     (4.22) 

 
 
                                                 
2 Προσοχή όµως στην ανάπτυξη της ορίζουσας, γιατί, π.χ., (∂ /∂ x)A y ≠ A y (∂ /∂ x)! Κατά κανόνα, ο δια-
φορικός τελεστής τοποθετείται αριστερά από την παραγωγιζόµενη συνάρτηση.  
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4.2  Ολοκληρωτικά Θεωρήµατα  
 
Στο σηµείο αυτό θα ήταν χρήσιµο να κάνουµε ένα σχόλιο για τις περιοχές του χώρου. 
Κάποιες περιοχές εµφανίζονται να έχουν όριο, ενώ κάποιες άλλες δεν έχουν. Για πα-
ράδειγµα, µια σφαιρική περιοχή στο χώρο έχει σαν όριο την επιφάνειά της, ενώ ένας 
κυκλικός δίσκος στο επίπεδο έχει όριο την περιφέρειά του. Σε κάθε περίπτωση, το 
όριο µιας περιοχής n διαστάσεων είναι µια περιοχή (n-1) διαστάσεων. Όµως, ποιο 
είναι το όριο µιας σφαιρικής επιφάνειας ή ενός κύκλου; Κανένα! Ένα σηµαντικό 
θεώρηµα της Τοπολογίας µάς πληροφορεί ότι το όριο µιας περιοχής είναι περιοχή χω-
ρίς όριο.  
 
    Στη ∆ιαφορική Γεωµετρία υπάρχει ένα βασικό θεώρηµα, το θεώρηµα του Stokes, 
το οποίο σε πολύ γενικές γραµµές λέει το εξής:  

Το ολοκλήρωµα της «παραγώγου» ενός πεδίου, µέσα σε ένα χώρο που έχει 
όριο, ισούται µε το ολοκλήρωµα του ίδιου του πεδίου πάνω στο όριο του 
χώρου.  

Συµβολικά, γράφουµε:  
 
                    

ΧΩΡΟΣ∫ {Παράγωγος Πεδίου}  =   
ΟΡΙΟ ΧΩΡΟΥ∫ {Πεδίο}   (4.23) 

 
Ας δούµε µερικά παραδείγµατα:  
 
    1) Το όριο ενός ευθύγραµµου τµήµατος ab είναι τα σηµεία a και b. Έστω συνάρ-
τηση  f (x) που ορίζεται στο τµήµα ab. Η (4.23) τότε γράφεται:  
 

                           [ ]( ) ( ) ( ) ( )
b b b

aa a

dff x dx dx f x f b f a
dx

′ = = = −∫ ∫     (4.24) 

 
που είναι ο γνωστός σας τύπος των Newton-Leibniz.  
 
    2) Έστω C µια καµπύλη στον 3R , από το σηµείο a ως το σηµείο b. Θεωρούµε µια 
απειροστή µετατόπιση ( , , )dl dx dy dz≡  πάνω στη C, προσανατολισµένη στη φορά 
διαγραφής της καµπύλης (από a προς b):  
 
                

                                          
x y

z

a
b

dl

O

r
C
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Αν ( ) ( , , )A r A x y z=  είναι ένα τυχαίο διανυσµατικό πεδίο στον 3R , το επικαµπύλιο 

ολοκλήρωµα 
b

a
A dl⋅∫  πάνω στη C θα εξαρτάται, γενικά, από την εκλογή της ίδιας της 

καµπύλης C που ενώνει τα a και b (µια διαφορετική καµπύλη από a ως b θα δώσει  
µια διαφορετική τιµή για το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα). Επιπλέον, για µια κλειστή 
καµπύλη C (όπου τα σηµεία a και b συµπίπτουν) το κλειστό επικαµπύλιο ολοκλή-
ρωµα 

C
A dl⋅∫  θα είναι, γενικά, διάφορο του µηδενός. Θεωρούµε τώρα την ειδική 

περίπτωση όπου το πεδίο A  είναι το grad κάποιας συνάρτησης Φ(x,y,z): A Φ= ∇ . 
Ισχύουν τότε τα εξής:  
 

                                   ( ) ( ) ( )
b b

a a
dl d b aΦ Φ Φ Φ∇ ⋅ = = −∫ ∫     (4.25) 

 
                                                  ( ) 0

C
dlΦ∇ ⋅ =∫      (4.26) 

 
όπου λάβαµε υπόψη την (4.13) (το dl  παίζει εδώ το ρόλο τού d r , αφού και τα δύο 
παριστούν µια απειροστή µετατόπιση στο χώρο). Παρατηρούµε ότι το επικαµπύλιο 
ολοκλήρωµα (4.25) εξαρτάται µόνο από τα οριακά σηµεία a και b και είναι ανεξάρτητο 
από τη διαδροµή C που τα ενώνει.  
 
    3) Έστω όγκος V που περικλείεται από επιφάνεια S. Λέµε ότι η κλειστή επιφάνεια S 
αποτελεί το όριο του όγκου V. Καλούµε dv ένα στοιχείο του όγκου V και da ένα στοι-
χείο εµβαδού τής S. Θεωρούµε ένα διάνυσµα da  µέτρου da, κάθετο στην επιφάνεια S 
στη θέση όπου βρίσκεται το da, µε φορά προς το εξωτερικό τής S :  
 

                                             

V S

da

da

    
 
Έστω διανυσµατικό πεδίο ( )A r  που ορίζεται σε κάθε σηµείο του όγκου V και σε κά-
θε σηµείο της επιφάνειας S. Σύµφωνα µε το θεώρηµα του Gauss,  
 
                                          ( )

V S
A dv A da∇⋅ = ⋅∫ ∫       (4.27) 

 
Ένα επιφανειακό ολοκλήρωµα της µορφής 

S
A da⋅∫  (όπου η επιφάνεια S µπορεί να 

είναι ανοιχτή ή κλειστή) καλείται ροή του πεδίου A  δια µέσου της S.  
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    4) Έστω ανοιχτή επιφάνεια S της οποίας το περίγραµµα (όριο) είναι κλειστή κα-
µπύλη C. Εκλέγουµε µια φορά διαγραφής της καµπύλης και καλούµε dl  ένα στοιχείο 
τής C προσανατολισµένο κατά τη φορά διαγραφής της. Θεωρούµε επίσης ένα στοι-
χείο da  της επιφάνειας S, κάθετο στην S :  
 

                                               

S

C

da
da

dl

     
Θα µπορούσαµε να πάρουµε την αντίθετη φορά για το da , αρκεί να αντιστρέφαµε 
ταυτόχρονα και τη φορά τού dl  (επειδή η S είναι ανοιχτή, δεν έχει νόηµα να λέµε ότι 
το da  είναι «προς τα έξω» ή «προς τα µέσα»). Η σχετική φορά των dl  και da  είναι 
πάντα καθορισµένη σύµφωνα µε τον «κανόνα του δεξιού χεριού»: Αν λυγίσουµε τα 
δάχτυλα του δεξιού χεριού κατά τη φορά διαγραφής της καµπύλης C (η οποία φορά 
είναι σύµφωνη µε αυτή του dl ), ο αντίχειρας θα δείξει προς την κατεύθυνση του da . 
Αν τώρα ( )A r  είναι ένα διανυσµατικό πεδίο που ορίζεται σε κάθε σηµείο τής S και 
σε κάθε σηµείο τής C, τότε, σύµφωνα µε το (ειδικό) θεώρηµα του Stokes,  
 
                                           ( )

S C
A da A dl∇× ⋅ = ⋅∫ ∫      (4.28) 

 
 
4.3  Αστρόβιλα και Σωληνωτά Πεδία  
 
Ένα διανυσµατικό πεδίο ( )A r  λέγεται αστρόβιλο αν  

                                                        0A∇× =       (4.29) 

Τότε, υπό κατάλληλες τοπολογικές προϋποθέσεις 3 για την περιοχή του χώρου όπου 
ορίζεται το A , υπάρχει συνάρτηση ( )rΦ  τέτοια ώστε  

                                                        A Φ= ∇        (4.30) 

[Προσέξτε ότι τότε, 0A Φ∇× = ∇×∇ = , λόγω της (4.19).] Επίσης, το επικαµπύλιο 
ολοκλήρωµα ενός αστρόβιλου πεδίου εξαρτάται µόνο από τα όρια της καµπύλης (όχι 
από την ίδια την καµπύλη που τα συνδέει), ενώ το κλειστό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα 
του πεδίου είναι µηδέν. Πράγµατι:  

     ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
A dl dl d b aΦ Φ Φ Φ⋅ = ∇ ⋅ = = −∫ ∫ ∫ , ανεξάρτητο του δρόµου a→b  

Επιπλέον, λόγω της (4.29) και του θεωρήµατος του Stokes (4.28),  0A dl⋅ =∫ .   

 

                                                 
3 Ο χώρος όπου ορίζεται το A  πρέπει να είναι απλά συνεκτικός.  
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    Ένα διανυσµατικό πεδίο ( )B r  λέγεται σωληνωτό αν  

                                                           0B∇⋅ =       (4.31) 

Τότε, υπάρχει διανυσµατική συνάρτηση ( )A r  τέτοια ώστε  

                                                         B A= ∇×        (4.32) 

[Προσέξτε ότι τότε, ( ) 0B A∇⋅ = ∇ ⋅ ∇× = , λόγω της (4.20).] Επίσης, το επιφανειακό 
ολοκλήρωµα (η ροή) ενός σωληνωτού πεδίου εξαρτάται µόνο από το όριο της επιφά-
νειας (όχι από την ίδια την επιφάνεια), ενώ το κλειστό επιφανειακό ολοκλήρωµα του 
πεδίου είναι µηδέν. Πράγµατι, έστω ανοιχτή επιφάνεια S που έχει σαν όριο την κλει-
στή καµπύλη C. Χρησιµοποιώντας την (4.32) και το θεώρηµα του Stokes (4.28),  
 
                                    ( )

S S C
B da A da A dl⋅ = ∇× ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫        (4.33) 

Άρα,  
                 
                

1 2S S
B da B da⋅ = ⋅∫ ∫    όταν οι S1 και S2 έχουν κοινό όριο C    (4.34)  

 
Επιπλέον, αν S είναι µια κλειστή επιφάνεια που οριοθετεί τον όγκο V, η (4.31) και το 
θεώρηµα του Gauss (4.27) δίνουν  
 
                                           ( ) 0

S V
B da B dv⋅ = ∇ ⋅ =∫ ∫          (4.35) 

 
     
    Γεωµετρική ερµηνεία:  
 

• Ένα αστρόβιλο πεδίο δεν µπορεί να έχει κλειστές δυναµικές γραµµές: οι δυ-
ναµικές γραµµές του πρέπει να είναι ανοιχτές.  

 
Πράγµατι, έστω ότι το αστρόβιλο πεδίο ( )A r  έχει µια κλειστή δυναµική γραµµή C :   

                                           
C

dl A

  
Το πεδίο A  είναι εφαπτόµενο στη γραµµή σε κάθε σηµείο της. Αν dl  είναι ένα απει-
ροστό τµήµα της γραµµής, µπορούµε να θεωρήσουµε οριακά ότι το dl  είναι εφα-
πτόµενο στη γραµµή, άρα συγγραµµικό µε το A . Έτσι,  

                                              | || | 0
C C

A dl A dl⋅ = >∫ ∫      

πράγµα αδύνατο, αφού 0A dl⋅ =∫  για ένα αστρόβιλο πεδίο.  
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• Οι δυναµικές γραµµές ενός σωληνωτού πεδίου δεν µπορεί να έχουν αρχή ή 
τέλος σε µια πεπερασµένη περιοχή του χώρου: είτε είναι κλειστές, είτε έρ-
χονται από το άπειρο και καταλήγουν πάλι στο άπειρο.  

 
Πράγµατι, έστω ότι ένα σύνολο από δυναµικές γραµµές του σωληνωτού πεδίου B  
ξεκινούν από ένα σηµείο του χώρου. Θεωρούµε κλειστή επιφάνεια S που περιβάλλει 
το σηµείο. Τότε, η ροή του πεδίου δια µέσου της S (ανάλογη, συµβατικά, µε τον  
αριθµό των δυναµικών γραµµών τού B  που διαπερνούν την S) είναι  

                                                         0
S

B da⋅ ≠∫    

πράγµα αδύνατο, αφού αντίκειται στην (4.35).  
 
    Φυσική ερµηνεία:   
 

• Ένα χρονικά αµετάβλητο, αστρόβιλο πεδίο δυνάµεων είναι συντηρητικό  
 
(αυτό θα το εξηγήσουµε στην επόµενη παράγραφο).  
 

• Ένα σωληνωτό πεδίο δεν µπορεί να έχει µεµονωµένες σηµειακές πηγές (πό-
λους).  

 
Πράγµατι, το ολοκλήρωµα 

S
B da⋅∫  είναι ένα µέτρο του πλήθους των πηγών ενός 

πεδίου B  που βρίσκονται στο εσωτερικό µιας κλειστής επιφάνειας S (οι δυναµικές 
γραµµές τού B  ξεκινούν από, ή καταλήγουν σε αυτές τις πηγές). Για ένα σωληνωτό 
πεδίο, όµως, το ολοκλήρωµα αυτό µηδενίζεται για κάθε κλειστή επιφάνεια S.  
 
 
4.4  Συντηρητικά Πεδία ∆υνάµεων  
 
Ένα στατικό (χρονικά αµετάβλητο) πεδίο δυνάµεων ( )F r  καλείται συντηρητικό όταν 
το παραγόµενο έργο WAB κατά τη µετακίνηση ενός υποθέµατος από ένα σηµείο Α σε 
ένα άλλο σηµείο Β του πεδίου είναι ανεξάρτητο της διαδροµής που συνδέει τα δύο 
σηµεία. Ισοδύναµα, το έργο κατά τη µετακίνηση του υποθέµατος πάνω σε µια κλειστή 
τροχιά είναι µηδέν:  
 

              
B

AB A
W F dl= ⋅∫   ανεξάρτητο του δρόµου   <=>   0

C
F dl⋅ =∫   (4.36) 

 
Έστω S µια ανοιχτή επιφάνεια που έχει σαν όριο την κλειστή τροχιά C. Από το θεώ-
ρηµα του Stokes και την (4.36) έχουµε ότι  

                                         ( ) 0
C S

F dl F da⋅ = ∇× ⋅ =∫ ∫   

Η σχέση αυτή ισχύει για κάθε ανοιχτή επιφάνεια που έχει σαν όριο την καµπύλη C. 
Άρα θα πρέπει  
 
                                                       0F∇× =        (4.37) 
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Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι  
 

ένα συντηρητικό πεδίο δυνάµεων είναι αστρόβιλο.  
 
Από την (4.36) επίσης προκύπτει ότι υπάρχει κάποια συνάρτηση τέτοια ώστε το 

( )F r  να είναι το grad της συνάρτησης αυτής. Γράφουµε:  
 
                                                        F U= −∇       (4.38) 
 
Η συνάρτηση ( ) ( , , )U r U x y z=  καλείται δυναµική ενέργεια του υποθέµατος στο ση-
µείο ( , , )r x y z≡  του πεδίου. (Το αρνητικό πρόσηµο στην (4.38) είναι θέµα σύµβασης 
και δεν έχει ιδιαίτερη φυσική σηµασία.)  
 
    Το έργο WAB γράφεται:  
 

                            ( )
B B B

AB A A A
W F dl U dl dU= ⋅ = − ∇ ⋅ = − ⇒∫ ∫ ∫    

    
                                        ( ) ( )AB A B A BW U r U r U U= − ≡ −      (4.39) 
 
Τώρα, από το Θεώρηµα Μεταβολής της Κινητικής Ενέργειας (ΘΜΚΕ) έχουµε ότι  
 
                                                  , ,AB k B k AW E E= −       (4.40) 
 
όπου Ek η κινητική ενέργεια του υποθέµατος. Συνδυάζοντας τις (4.39) και (4.40) δεν 
είναι δύσκολο να δούµε ότι 4  
 
                                             , ,k A A k B BE U E U+ = +       (4.41) 
 
Το άθροισµα (Ek+U ) παριστά την ολική µηχανική ενέργεια του υποθέµατος. Η σχέση 
(4.41) τότε εκφράζει την αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας:  
 

Σε ένα συντηρητικό πεδίο δυνάµεων η ολική µηχανική ενέργεια ενός υποθέ-
µατος µένει σταθερή κατά τη µετακίνηση του υποθέµατος µέσα στο πεδίο.  

 
 

                                                 
4 Προσέξτε ότι, αν δεν είχαµε βάλει το αρνητικό πρόσηµο στην (4.38) θα το συναντούσαµε αναπόφευ-
κτα στην (4.41). ∆ηλαδή, θα έπρεπε να ορίσουµε τη µηχανική ενέργεια σαν διαφορά και όχι σαν ά-
θροισµα .  
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ΣΤΑΤΙΚΑ ΗΛΕΚΤΡΙΚΑ ΠΕ∆ΙΑ 
 
 

5.1  Νόµος του Coulomb και Ηλεκτρικό Πεδίο  
 
Θεωρούµε δύο ηλεκτρικά φορτία q1, q2 που απέχουν στιγµιαία µεταξύ τους απόσταση 
r. Έστω r̂  µοναδιαίο διάνυσµα µε κατεύθυνση από το q1 προς το q2 :  
 

                                       

• •
r

r̂
1q 2q

     
 
Καλούµε 12F

G
 τη δύναµη που ασκείται από το q1 στο q2. Σύµφωνα µε το νόµο του Cou-

lomb, η δύναµη αυτή (στο σύστηµα µονάδων S.I.) ισούται µε  
 

                                                    1 2
12 2

0

1 ˆ
4

q q
F r

rπε
=

G
     (5.1) 

 
όπου  ε0=8.85×10 –12 C 2/N.m2. Η δύναµη είναι ελκτική αν τα φορτία είναι ετερόσηµα 
(q1q2<0) και απωστική αν είναι οµόσηµα (q1q2>0). Σηµειώνουµε ότι το φορτίο ενός 
ηλεκτρονίου ισούται µε  – qe , όπου qe=1.6×10 –19 C.  
 
    Λέµε ότι σε κάποια περιοχή του χώρου υπάρχει ηλεκτρικό πεδίο αν κάθε ακίνητο 
δοκιµαστικό φορτίο q0 στην περιοχή αυτή δέχεται δύναµη η οποία, γενικά, µεταβάλ-
λεται από σηµείο σε σηµείο της περιοχής. Έστω F

G
 η δύναµη που ασκείται στο φορ-

τίο q0 σε κάποιο σηµείο. Ορίζουµε την ένταση του ηλεκτρικού πεδίου στο σηµείο αυ-
τό σαν το πηλίκο  
 

                                                            
0

FE
q

=
GG

       (5.2) 

 
Η ένταση εκφράζεται στο S.I. σε N/C, όπως είναι φανερό από τον παραπάνω ορισµό.  
 
    Το πεδίο E

G
 που ασκεί τη δύναµη F

G
 στο δοκιµαστικό φορτίο q0 παράγεται από 

κάποιο σύστηµα φορτίων που δεν περιλαµβάνει το q0. Σύµφωνα µε το νόµο του Cou-
lomb, η δύναµη που ασκείται στο q0 είναι ανάλογη του ίδιου του q0. Άρα, το πηλίκο 

0/F q
G

 είναι τελικά ανεξάρτητο από το q0. ∆ηλαδή, το διάνυσµα E
G

 που ορίζεται στην 
(5.2) εκφράζει µια ιδιότητα του ηλεκτρικού πεδίου στο θεωρούµενο σηµείο και δεν 
εξαρτάται από το δοκιµαστικό φορτίο που χρησιµοποιούµε για να το προσδιορί-
σουµε. Είναι επίσης φανερό ότι η κατεύθυνση του ηλεκτρικού πεδίου σε κάποιο σηµείο 
ταυτίζεται µε την κατεύθυνση της δύναµης που δέχεται ένα θετικό φορτίο στο σηµείο 
αυτό.  
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    Παράδειγµα: Ηλεκτρικό πεδίο που οφείλεται σε σηµειακό φορτίο q  
 
    Θεωρούµε ένα θετικό δοκιµαστικό φορτίο q0 στο σηµείο Ρ του χώρου, σε από-
σταση r από το q. Καλούµε r̂  το µοναδιαίο διάνυσµα µε κατεύθυνση από το q προς 
το q0. Σχεδιάζουµε ξεχωριστά τις περιπτώσεις q>0 και q<0 :  
 

                
• •

r

r̂
0q

P
E
G0q >

• •
r

r̂
0q

P

E
G0q <

     
 
Σύµφωνα µε την (5.1), η δύναµη που ασκείται στο q0 από το q είναι  
 

                                                  0
2

0

1 ˆ
4

q q
F r

rπε
=
G

     

 
Άρα, το ηλεκτρικό πεδίο στο σηµείο Ρ είναι 0/E F q= ⇒

G G
  

 

                                                  2
0

1 ˆ
4

qE r
rπε

=
G

      (5.3) 

 
Το ηλεκτρικό πεδίο της µορφής (5.3) ονοµάζεται πεδίο Coulomb.  
 
    Πιο γενικά, θεωρούµε ένα πλήθος σηµειακών φορτίων q1, q2, ... , και ένα δοκιµα-
στικό φορτίο q0 στο σηµείο Ρ. Καλούµε r1, r2, ... , τις αποστάσεις τού q0 από τα αντί-
στοιχα φορτία:  
 

                                        

•

•

•

•

1q

2q

3q

0q

P

1̂r

2̂r

3̂r

1r

2r

3r

       
 
Η ολική δύναµη στο q0 είναι  
 

                          0
02 2

0 0

1 1ˆ ˆ
4 4

i i
i i i

i i ii i

q q q
F F r q r

r rπε πε
= = =∑ ∑ ∑
G G

   

 
Άρα, το ηλεκτρικό πεδίο στο σηµείο Ρ είναι 0/E F q= ⇒

G G
  

 

                                         2
0

1 ˆ
4

i
i i

i ii

q
E r E

rπε
= =∑ ∑
G G

     (5.4) 
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όπου iE
G

 το πεδίο Coulomb (5.3) που οφείλεται στο qi . Παρατηρούµε ότι ισχύει η αρ-
χή της επαλληλίας, σύµφωνα µε την οποία  
 

το ηλεκτρικό πεδίο που οφείλεται σε ένα πλήθος σηµειακών φορτίων ισού-
ται µε το διανυσµατικό άθροισµα των πεδίων που δηµιουργούνται από κάθε 
φορτίο χωριστά.  

 
    Ένα ηλεκτρικό πεδίο λέγεται στατικό αν το διάνυσµα της έντασης E

G
 είναι χρονικά 

σταθερό σε κάθε σηµείο του πεδίου (µπορεί όµως να µεταβάλλεται από σηµείο σε 
σηµείο). Για ένα στατικό πεδίο, δηλαδή, ισχύει ότι / 0E t∂ ∂ =

G
, έτσι ώστε ( )E E r=

G G G . 
Το ηλεκτρικό πεδίο που παράγεται από ένα σύστηµα ακίνητων φορτίων είναι στατι-
κό. Το χρονικά αµετάβλητο ηλεκτρικό πεδίο καλείται ηλεκτροστατικό. 
 
    Ένα ηλεκτρικό πεδίο καλείται οµογενές αν το διάνυσµα της έντασής του είναι στα-
θερό στο χώρο (δηλαδή, η ένταση έχει την ίδια διανυσµατική τιµή σε όλα τα σηµεία 
του πεδίου).  
 
 
5.2  Νόµος του Gauss  
 
Μια άµεση συνέπεια του νόµου του Coulomb είναι ο νόµος του Gauss. Από µαθηµα-
τική άποψη αντιστοιχεί στην πρώτη από τις εξισώσεις του Maxwell. Για τη διατύ-
πωση του νόµου θεωρούµε καταρχήν έναν όγκο V που περικλείεται από κλειστή επι-
φάνεια S. Ένα στοιχείο τής S παρίσταται σαν διάνυσµα da

JJG
 κάθετο στην S και µε φο-

ρά προς το εξωτερικό της, µε µέτρο | da
JJG

|=da (στοιχειώδες εµβαδόν):  
 

                                            

V
S

da
JJG

da E
G

   
 
    Υποθέτουµε ότι η επιφάνεια S βρίσκεται µέσα σε ηλεκτρικό πεδίο ( )E r

G G . Το πεδίο 
αυτό οφείλει την ύπαρξή του σε κάποιο σύστηµα φορτίων που είναι κατανεµηµένα 
στο χώρο, µέσα και έξω από την S. Καλούµε Qin το ολικό φορτίο που περικλείεται από 
την S. Επίσης, ορίζουµε σαν ροή του πεδίου E

G
 δια µέσου της S το επιφανειακό ολο-

κλήρωµα 
S

E da⋅∫
JJGG

v . Σύµφωνα µε το νόµο του Gauss, η ροή του πεδίου  

εξαρτάται µόνο από το εσωτερικό φορτίο Qin :  
 

                                                    
0

in

S

Q
E da

ε
⋅ =∫
JJGG

v          (5.5) 

 
    Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να κάνουµε µια σηµαντική επισήµανση: Παρόλο που 
στο δεξί µέλος τής (5.5) εµφανίζεται το ολικό φορτίο στο εσωτερικό τής S, το E

G
 στο 

αριστερό µέλος παριστά το ολικό ηλεκτρικό πεδίο που οφείλεται σε όλα τα φορτία, 
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εσωτερικά και εξωτερικά ως προς την S! Όµως, τα εξωτερικά φορτία δεν συνεισφέ-
ρουν στη ροή δια µέσου της κλειστής επιφάνειας S. Αυτό εξηγείται ως εξής: Η ροή 
ενός ηλεκτρικού πεδίου δια µέσου της S είναι συµβατικά ανάλογη του αριθµού των 
δυναµικών γραµµών του πεδίου που διαπερνούν την S. Επιπλέον, οι δυναµικές γραµ-
µές του πεδίου Coulomb ενός σηµειακού φορτίου ξεκινούν από το φορτίο ή κα-
ταλήγουν σε αυτό (ανάλογα µε το αν το φορτίο είναι θετικό ή αρνητικό, αντίστοιχα). 
Τώρα, για το πεδίο ενός φορτίου εξωτερικού ως προς την S, κάθε δυναµική γραµµή 
που τέµνει την επιφάνεια την διαπερνά δύο φορές, µία φορά εισερχόµενη και µία ε-
ξερχόµενη. Έτσι, όση ροή του πεδίου των εξωτερικών φορτίων εισέρχεται στην επι-
φάνεια, τόση και εξέρχεται από αυτή, µε αποτέλεσµα η συνολική ροή που διαπερνά 
την κλειστή επιφάνεια να είναι µηδέν. Αντίθετα, οι δυναµικές γραµµές του πεδίου 
ενός εσωτερικού φορτίου τέµνουν την επιφάνεια µόνο µία φορά, κι έτσι η ροή του πε-
δίου δια µέσου της επιφάνειας είναι µη-µηδενική.  
 
    Είπαµε νωρίτερα ότι ο νόµος του Gauss είναι άµεση συνέπεια του νόµου του Cou-
lomb. Αυτό δεν είναι εύκολο να το δείξουµε, είναι όµως εύκολο να δείξουµε το αντί-
στροφο, ότι δηλαδή ο νόµος του Gauss οδηγεί στο νόµο του Coulomb. Για το σκοπό 
αυτό θεωρούµε ένα σηµειακό φορτίο q τοποθετηµένο στο κέντρο µιας νοητής σφαι-
ρικής επιφάνειας S ακτίνας r. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι το q εί-
ναι θετικό:   

                                                 

•

r

S
q

da
JJG
E
G

P i

                 
 
Έστω Ρ τυχαίο σηµείο της σφαιρικής επιφάνειας. Λόγω συµµετρίας του προβλήµα-
τος, σε κάθε τέτοιο σηµείο το ηλεκτρικό πεδίο E

G
 που παράγεται από το q θα έχει κα-

τεύθυνση κάθετη στην S, ίδια δηλαδή µε την κατεύθυνση του στοιχείου επιφανείας 
da
JJG

. Επιπλέον, το µέτρο Ε=| E
G

| του ηλεκτρικού πεδίου θα έχει την ίδια τιµή σε όλα τα 
σηµεία της επιφάνειας. Εφαρµόζοντας την (5.5) µε Qin= q , έχουµε:  

          2

0

| | | | | | (4 )
S S S

q E da E da E da E rπ
ε

= ⋅ = = = ⇒∫ ∫ ∫
JJG JJGG G G

v v v   2
04

qE
rπε

=    

Αν r̂  είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στην S στο σηµείο Ρ µε κατεύθυνση προς 
το εξωτερικό τής S (οµόρροπο δηλαδή µε το da

JJG
), γράφουµε:  

                                               2
0

1ˆ ˆ
4

qE E r r
rπε

= =
G

    

που είναι ακριβώς η σχέση (5.3) για το πεδίο Coulomb. Τέλος, αν q0 είναι ένα δοκι-
µαστικό φορτίο στο σηµείο Ρ, η δύναµη που ασκεί το πεδίο E

G
 στο q0 είναι  
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                                                0
0 2

0

1 ˆ
4

q q
F q E r

rπε
= =
G G

        

Η παραπάνω σχέση δεν είναι άλλη από το νόµο του Coulomb.  
 
    Από το προηγούµενο απλό παράδειγµα γίνεται φανερή η χρησιµότητα του νόµου 
του Gauss στη µορφή (5.5) όταν το πρόβληµα έχει υψηλό βαθµό συµµετρίας. Σε τέ-
τοιες περιπτώσεις, µπορούµε να επιλέξουµε την κλειστή επιφάνεια S έτσι ώστε το η-
λεκτροστατικό πεδίο να έχει σταθερή τιµή Ε πάνω στην S, κάτι που µας επιτρέπει να 
βγάλουµε το Ε έξω από το ολοκλήρωµα στην (5.5). ∆υστυχώς όµως τα προβλήµατα 
µε συµµετρία αποτελούν την εξαίρεση µάλλον παρά τον κανόνα στον Ηλεκτρισµό! 
Γι’ αυτό θα δοκιµάσουµε να µετατρέψουµε την (5.5) σε µια ισοδύναµη εξίσωση όπου 
το άγνωστο πεδίο θα είναι πίσω από το σύµβολο µιας παραγώγου αντί ενός ολοκλη-
ρώµατος. Αναζητούµε δηλαδή µια διαφορική εξίσωση ισοδύναµη µε το νόµο του 
Gauss.   
 
    Όπως έχουµε πει, ένα ηλεκτροστατικό πεδίο µπορεί να παραχθεί από ένα σύστηµα 
φορτίων που διατηρούν σταθερές θέσεις στο χώρο. Τα φορτία τα φανταζόµαστε συ-
νήθως σαν µεµονωµένες σηµειακές ποσότητες, πράγµα που φανερώνει και η µορφή 
των εξισώσεων (5.1), (5.3) και (5.4). Στη φυσική πραγµατικότητα, όµως, συχνότερα 
συναντούµε συνεχείς κατανοµές φορτίου αντί για κατανοµές µεµονωµένων σηµειακών 
φορτίων. Αυτό µας οδηγεί στον ορισµό µιας νέας έννοιας, της πυκνότητας φορτίου: 
Έστω dv ένας στοιχειώδης όγκος σε κάποιο σηµείο Ρ του χώρου, στη θέση µε συντε-
ταγµένες (x,y,z). Καλούµε dq το στοιχειώδες ηλεκτρικό φορτίο που περικλείεται στον 
όγκο dv. Η πυκνότητα φορτίου στο σηµείο Ρ είναι  

                                              ( ) ( , , ) dqr x y z
dv

ρ ρ= =
G      (5.6) 

όπου rG  είναι το διάνυσµα θέσης του σηµείου Ρ. Για µεταβλητό Ρ, η πυκνότητα ρ( rG ) 
είναι µια µονόµετρη συνάρτηση. Προσέξτε ότι, στην περίπτωση ενός σηµειακού φορ-
τίου στο Ρ, η τιµή της συνάρτησης αυτής είναι άπειρη αφού dv=0 ενώ dq≠ 0. Έτσι, 
δεν χρησιµοποιούµε την έννοια της πυκνότητας φορτίου στην περίπτωση των ση-
µειακών φορτίων.1 Το ολικό φορτίο µέσα σε έναν όγκο V ισούται µε  

                                            ( )in V
Q dq r dvρ= =∫ ∫

G      (5.7) 

 
    Επιστρέφουµε στο νόµο του Gauss (5.5). Με χρήση του ολοκληρωτικού θεωρήµα-
τος του Gauss (4.27), το αριστερό µέλος τής (5.5) γράφεται  

                                           ( )
S V

E da E dv⋅ = ∇ ⋅∫ ∫
JJG GG G

v    

Αντικαθιστώντας το Qin στο δεξί µέλος µε την έκφραση (5.7), έχουµε:  

                                          
0

1( )
V V

E dv dvρ
ε

∇ ⋅ =∫ ∫
G G

     

Για να ισχύει η ισότητα αυτή για αυθαίρετο όγκο V µέσα στο πεδίο θα πρέπει οι συ-
ναρτήσεις που ολοκληρώνονται στα δύο µέλη να είναι µεταξύ τους ίσες:  

                                                 
1 Κάτι τέτοιο απαιτεί τη χρήση µιας εξωτικής συνάρτησης, της «συνάρτησης δέλτα» του Dirac.  
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0

E ρ
ε

∇ ⋅ =
G G

         (5.8) 

 
Η σχέση (5.8) εκφράζει το νόµο του Gauss σε διαφορική µορφή. Συνδέει το div του 
ηλεκτρικού πεδίου σε κάποιο σηµείο του χώρου µε την πυκνότητα φορτίου στο ση-
µείο αυτό.  
 
    Παρόλο που διατυπώσαµε το νόµο του Gauss (5.8) για την περίπτωση του ηλε-
κτροστατικού πεδίου, ο νόµος αυτός εξακολουθεί να ισχύει, όπως θα δούµε αργό-
τερα, και για χρονικά-µεταβαλλόµενα ηλεκτρικά πεδία ( , )E r t

G G . Αυτό δίνει τη δυνατό-
τητα στην πυκνότητα φορτίου να πάρει τη γενικότερη µορφή ( , )r tρ G . Όπως θα δεί-
ξουµε τώρα,  

σε µια περιοχή του χώρου όπου υπάρχει ηλεκτροστατικό πεδίο, η κατανοµή 
φορτίου είναι στατική (χρονικά αµετάβλητη).  

Πράγµατι, από την (5.8) έχουµε ότι  

                                          0 0( ) EE
t t t
ρ ε ε∂ ∂ ∂
= ∇ ⋅ = ∇ ⋅

∂ ∂ ∂

GG GG
   

όπου λάβαµε υπόψη ότι για µια συνεχή συνάρτηση µπορούµε να εναλλάξουµε τη 
σειρά των µερικών παραγώγων της. Στην περίπτωση τώρα ενός στατικού πεδίου E

G
, 

/ 0E t∂ ∂ =
G

 άρα  ∂ρ/∂t=0. ∆ηλαδή, η κατανοµή φορτίου ρ είναι στατική σε µια περιο-
χή όπου υφίσταται ηλεκτροστατικό πεδίο. [Το αντίστροφο δεν ισχύει: σε µια περιοχή 
µε στατική κατανοµή φορτίου, το ηλεκτρικό πεδίο είναι δυνατό να µεταβάλλεται 
χρονικά αν έξω από την περιοχή αυτή υπάρχει χρονικά-µεταβαλλόµενη κατανοµή 
φορτίου.]  
 
 
5.3  Ηλεκτρικό ∆υναµικό  
 
Ο νόµος του Gauss (5.8) είναι άµεση συνέπεια του νόµου του Coulomb (5.1) και 
συνδέει το div του ηλεκτρικού πεδίου µε την κατανοµή φορτίου στο χώρο. Από το 
νόµο του Coulomb προκύπτει επίσης µια σχέση για το rot του ηλεκτροστατικού πε-
δίου:  
 
    Πρόταση:  Μέσα σε ηλεκτροστατικό πεδίο ( )E r

G G , το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα 
b

a
E dl⋅∫
JJGG

 είναι ανεξάρτητο της καµπύλης που συνδέει τα σηµεία a και b. Ισοδύναµα, για 

κάθε κλειστή διαδροµή C µέσα στο πεδίο,  
 
                                                     0

C
E dl⋅ =∫
JJGG

v       (5.9) 

 
Έπεται ότι το ηλεκτροστατικό πεδίο είναι αστρόβιλο:   
 
                                                     0E∇× =

G G
      (5.10) 
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    Απόδειξη: Θεωρούµε αρχικά το ηλεκτροστατικό πεδίο που παράγεται από ένα µο-
ναδικό σηµειακό φορτίο q. Μια καµπύλη που εκτείνεται από a έως b βρίσκεται µέσα 
στο πεδίο:  

                                          
•

a b
rG

q

r̂ar
G

br
G

dl dr=
JJG G

    
Θεωρούµε τυχαίο σηµείο της καµπύλης µε διάνυσµα θέσης rG  ως προς το q. Η ένταση 
του πεδίου Coulomb στο σηµείο αυτό είναι  

                                              2
0

1 ˆ ˆ( )
4

qE r E r r
rπε

= ≡
G

     (5.11) 

όπου  r = | rG | .  Αλλά,  ˆ r rr
r r

= =
G G
G  ,  οπότε  

                                                        ( )E rE r
r

=
G G        (5.12) 

Έστω τώρα dl
JJG

 ένα απειροστό, θετικά προσανατολισµένο τµήµα της καµπύλης. Το 
dl
JJG

 παριστά µια απειροστή µεταβολή του διανύσµατος θέσης rG  κατά µήκος της κα-
µπύλης: dl d r=

JJG G . Έτσι,  

                                          ( )E rE dl E d r r d r
r

⋅ = ⋅ = ⋅
JJGG G G G G     

Αλλά,  

                  2 21 1 1 1( ) (| | ) ( ) (2 )
2 2 2 2

r d r d r r d r d r rdr⋅ = ⋅ = = = ⇒
G G G G G      

 
                                                      r d r r dr⋅ =

G G        (5.13) 

Έτσι,  

                                        ( ) ( )E rE dl rdr E r dr
r

⋅ = =
JJGG

     

και  

                  2
0 0

1 1( )
4 4

b b b

a a a
a b

q dr qE dl E r dr
r r rπε πε

⎛ ⎞
⋅ = = = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫

JJGG
    (5.14) 

 
ανεξάρτητα από την καµπύλη που συνδέει τα σηµεία a και b. Αν η καµπύλη είναι 
κλειστή, τα a και b ταυτίζονται οπότε το δεξί µέλος τής (5.14) µηδενίζεται. Άρα, το 
κλειστό ολοκλήρωµα στη σχέση (5.9) είναι πράγµατι µηδέν. Τώρα, αν έχουµε πολλά 
φορτία q1, q2,..., το ολικό πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο είναι το άθροισµα των πεδίων 
από κάθε φορτίο χωριστά (αρχή της επαλληλίας): 1 2E E E= + +

G G G
" . Έτσι, και πάλι,  
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                            1 2 0 0 0E dl E dl E dl⋅ = ⋅ + ⋅ + = + + =∫ ∫ ∫
JJG JJG JJGG G G

" "v v v    

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η σχέση (5.9) ισχύει για οποιαδήποτε στατική κατανοµή 
φορτίου, άρα και για οποιοδήποτε ηλεκτροστατικό πεδίο.  
 
    Θεωρούµε τώρα µια ανοιχτή επιφάνεια S µέσα στο ηλεκτροστατικό πεδίο και κα-
λούµε C την κλειστή καµπύλη που αποτελεί το περίγραµµα (όριο) της S. Συνδυάζο-
ντας την (5.9) µε το θεώρηµα του Stokes (4.28), έχουµε:  

                                            ( ) 0
S C

E da E dl∇× ⋅ = ⋅ =∫ ∫
JJG JJGG G G
v    

Το επιφανειακό ολοκλήρωµα µηδενίζεται για κάθε επιφάνεια S που έχει σαν όριο µια 
δοσµένη κλειστή καµπύλη C. Για να ισχύει αυτό θα πρέπει η ίδια η συνάρτηση E∇×

G G
 

που ολοκληρώνεται να είναι µηδέν, δηλαδή το πεδίο E
G

 να είναι αστρόβιλο.   
 
    Σχόλιο: Ο νόµος του Gauss (5.8) είναι, όπως έχουµε πει, άµεση συνέπεια του νό-
µου του Coulomb. Από την άλλη, η σχέση (5.10) έχει να κάνει όχι τόσο µε τον ίδιο το 
νόµο του Coulomb, όσο µε το γεγονός ότι η δύναµη Coulomb (5.1) είναι κεντρική, 
δηλαδή έχει τη µορφή ˆ( )F F r r=

G
. Αυτό αντανακλά και στη µορφή (5.11) του πεδίου 

Coulomb.  
 
    Επειδή το ηλεκτροστατικό πεδίο ( )E r

G G  είναι αστρόβιλο, µπορεί να εκφραστεί σαν 
το grad κάποιας µονόµετρης συνάρτησης. Γράφουµε:  
 
                                                         E V= −∇

GG
      (5.15) 

 
(το αρνητικό πρόσηµο είναι θέµα σύµβασης και δεν έχει ιδιαίτερη φυσική σηµασία). 
Η συνάρτηση ( ) ( , , )V r V x y z=

G  καλείται ηλεκτρικό δυναµικό. Παρατηρούµε ότι, για 
δοσµένο πεδίο ( )E r

G G  το δυναµικό V δεν ορίζεται µονοσήµαντα, αφού οι συναρτήσεις 
( )V rG  και ( ) ( )V r V r C′ = +

G G  (όπου C σταθερά) δίνουν την ίδια συνάρτηση ( )E r
G G  όταν 

αντικατασταθούν στην (5.15). Αν dl d r=
JJG G  είναι µια στοιχειώδης µετατόπιση µέσα 

στο πεδίο, έχουµε:  
 
                             ( )E dl V dl dV dV E dl⋅ = − ∇ ⋅ = − ⇔ = − ⋅

JJG JJG JJGGG G
    (5.16) 

 

Έτσι, κατά µήκος µιας καµπύλης από a έως b,   
b b

a a
E dl dV⋅ = − ⇒∫ ∫
JJGG

   

 

                                                   
b

a ba
E dl V V⋅ = −∫
JJGG

      (5.17) 

 
Προσέξτε ότι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα (5.17) δεν εξαρτάται από την καµπύλη 
που συνδέει τα a και b. Η διαφορά (Va - Vb) καλείται διαφορά δυναµικού ή τάση µετα-
ξύ των σηµείων a και b. Η µονάδα δυναµικού στο S.I. καλείται Volt (V).  
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    Παράδειγµα:  ∆υναµικό του πεδίου Coulomb  

    Το πεδίο Coulomb οφείλεται σε σηµειακό φορτίο q και δίνεται από τη σχέση 
(5.11), ενώ το επικαµπύλιο ολοκλήρωµά του από a έως b δίνεται από την (5.14). Συ-
γκρίνοντας την τελευταία µε την (5.17), έχουµε ότι  

                                     
0

1
4

b

a ba
a b

q qE dl V V
r rπε

⎛ ⎞
⋅ = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

JJGG
   

Παρατηρούµε ότι το δυναµικό σε ένα σηµείο του πεδίου είναι της µορφής  

                                               
0

1( )
4

qV r C
rπε

= +   

όπου r η απόσταση του σηµείου από το q και C µια αυθαίρετη σταθερά. Κάνοντας 
την (αυθαίρετη) παραδοχή ότι V=0 στο άπειρο (δηλαδή, V → 0 για r → ∞),  
έχουµε ότι C=0 και  
 

                                                
0

1( )
4

qV r
rπε

=        (5.18) 

 
Παρατηρούµε ότι το δυναµικό του πεδίου Coulomb έχει την ίδια τιµή σε όλα τα ση-
µεία µιας σφαιρικής επιφάνειας µε κέντρο το φορτίο q και ακτίνα r. Αν τώρα έχουµε 
ένα σύστηµα φορτίων q1, q2,..., το δυναµικό σε σηµείο Ρ του πεδίου τους θα είναι το 
άθροισµα των δυναµικών του πεδίου του κάθε φορτίου χωριστά [αυτό προκύπτει από 
την αρχή της επαλληλίας για το ηλεκτρικό πεδίο, σε συνδυασµό µε τη σχέση (5.15)]. 
Έτσι, αν ri είναι η απόσταση του σηµείου Ρ από το φορτίο qi ,  

                                                
0

1
4

i

i i

qV
rπε

= ∑       (5.19) 

    Όπως γνωρίζουµε, οι ηλεκτρικές δυναµικές γραµµές είναι καµπύλες των οποίων ο 
προσανατολισµός συµπίπτει µε την κατεύθυνση του ηλεκτρικού πεδίου E

G
 σε κάθε 

σηµείο του χώρου. Έτσι, σε κάθε σηµείο Ρ το διάνυσµα E
G

 είναι εφαπτόµενο στη µία 
και µοναδική δυναµική γραµµή που διέρχεται από το Ρ. Επειδή το ηλεκτροστατικό 
πεδίο είναι αστρόβιλο, οι δυναµικές γραµµές του δεν µπορεί να είναι κλειστές. Οι 
γραµµές ξεκινούν από θετικά ή καταλήγουν σε αρνητικά ηλεκτρικά φορτία.  
 
    Μια ισοδυναµική επιφάνεια είναι κάθε επιφάνεια πάνω στην οποία το ηλεκτρικό 
δυναµικό V έχει σταθερή τιµή (ίδια για όλα τα σηµεία της επιφάνειας). Με άλλα λό-
για, ισοδυναµική επιφάνεια είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων για τα οποία ι-
σχύει ότι V(x,y,z)=C , όπου (x,y,z) οι συντεταγµένες ενός σηµείου στο χώρο. ∆εν είναι 
δύσκολο να δούµε ότι µια ισοδυναµική επιφάνεια τέµνει κάθετα τις ηλεκτρικές δυ-
ναµικές γραµµές. Πράγµατι: ∆οθέντος ότι E V= −∇

GG
και ότι το πεδίο E

G
 είναι εφαπτό-

µενο στις ηλεκτρικές δυναµικές γραµµές, έπεται ότι οι γραµµές αυτές θα είναι στη 
διεύθυνση του V∇

G
 σε κάθε σηµείο. Το grad V, όµως, σε κάποιο σηµείο είναι κάθετο 

στην επιφάνεια V(x,y,z)=C που διέρχεται από το σηµείο αυτό (βλ. Παρ.4.1). Στην ει-
δική περίπτωση του πεδίου Coulomb, το οποίο οφείλεται σε σηµειακό φορτίο q, οι 
ισοδυναµικές επιφάνειες είναι σφαιρικές επιφάνειες µε κέντρο το q, όπως προκύπτει 
από την (5.18). Οι δυναµικές γραµµές ξεκινούν ακτινικά από το q και τέµνουν κάθετα 
τις ισοδυναµικές επιφάνειες.  
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5.4  Εξισώσεις Poisson και Laplace  
 
Όπως είδαµε στις προηγούµενες παραγράφους, το ηλεκτροστατικό πεδίο ( )E r

G G  υπα-
κούει σε δύο θεµελιώδεις διαφορικές εξισώσεις:  
 

                                                          
0

E ρ
ε

∇ ⋅ =
G G

       (5.20) 

                                      
                                                          0E∇× =

G G
              (5.21) 

 
Ο νόµος του Gauss (5.20) είναι άµεση συνέπεια του νόµου του Coulomb, ενώ η 
(5.21) µάς λέει ότι το ηλεκτροστατικό πεδίο είναι αστρόβιλο (αυτό, µεταξύ των άλ-
λων, σηµαίνει ότι το πεδίο αυτό δεν µπορεί να έχει κλειστές δυναµικές γραµµές). Κα-
µία από τις εξισώσεις αυτές δεν προσδιορίζει από µόνη της το E

G
: σύµφωνα µε το θε-

ώρηµα του Helmholtz, για τον µονοσήµαντο προσδιορισµό ενός στατικού διανυ-
σµατικού πεδίου απαιτείται η ταυτόχρονη γνώση του div και του rot του πεδίου, µαζί 
µε κατάλληλες οριακές συνθήκες (για παράδειγµα, το E

G
 πρέπει να τείνει στο µηδέν 

όσο αποµακρυνόµαστε από την κατανοµή φορτίου στην οποία οφείλεται το πεδίο).  
 
    Η (5.21) µάς δίνει µια µερική λύση του προβλήµατος:  
 
                                                   ( ) :V r E V∃ = −∇

GGG      (5.22) 
 
όπου V το δυναµικό του πεδίου. Για να προσδιορίσουµε το V αντικαθιστούµε την 
(5.22) στην (5.20):  
 

                                           2

0

( )V V ρ
ε

∇ ⋅ −∇ = −∇ = ⇒
G G

   

 

                                                      2

0

V ρ
ε

∇ = −        (5.23) 

 
όπου 2∇  ο τελεστής του Laplace [βλ. εξ.(4.22)]. Η (5.23) καλείται εξίσωση του Pois-
son. Αν στην περιοχή που µελετούµε δεν υπάρχουν ηλεκτρικά φορτία (παρόλο που 
έξω από την περιοχή αυτή υπάρχουν φορτία, αυτά στα οποία οφείλεται το ηλεκτρικό 
πεδίο στην περιοχή), τότε ( ) 0rρ =

G  για κάθε σηµείο της περιοχής και η (5.23) ανάγε-
ται στην εξίσωση του Laplace:  
 

                                       
2 2 2

2
2 2 2 0V V VV

x y z
∂ ∂ ∂

∇ ≡ + + =
∂ ∂ ∂

      (5.24) 

 
Γενικά, για δοσµένη κατανοµή φορτίου ( )rρ G , η διαφορική εξίσωση (5.23) µαζί µε 
κατάλληλες οριακές συνθήκες προσδιορίζει µονοσήµαντα το δυναµικό ( )V rG . Το ηλε-
κτρικό πεδίο τότε είναι το  - grad του δυναµικού, σύµφωνα µε την (5.22).  
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5.5  ∆υναµική Ενέργεια Φορτίου σε Ηλεκτροστατικό Πεδίο  
 
Στην Παρ.4.4 ορίσαµε την έννοια ενός συντηρητικού πεδίου δυνάµεων ( )F r

G G  και συ-
µπεράναµε ότι ένα τέτοιο πεδίο είναι αστρόβιλο: 0F∇× =

G G
. Στην περίπτωση αυτή, 

υπάρχει συνάρτηση ( )U rG  τέτοια ώστε η δύναµη που ασκείται σε ένα υπόθεµα στο 
σηµείο ( , , )r x y z≡

G  του πεδίου να εκφράζεται σαν το αρνητικό τού grad τής U στο 
σηµείο αυτό: F U= −∇

GG
. Η συνάρτηση U καλείται δυναµική ενέργεια του υποθέµατος 

στο θεωρούµενο σηµείο του πεδίου.  
 
    Θα δείξουµε τώρα ότι  

 
το ηλεκτροστατικό πεδίο είναι συντηρητικό. 

 
Πράγµατι, έστω φορτίο q (υπόθεµα) στο σηµείο rG . Η δύναµη στο q από το πεδίο E

G
 

στο σηµείο αυτό είναι  

                                  ( ) ( )F q E q V qV U= = −∇ = −∇ ≡ −∇
G G GG G

     

όπου V το δυναµικό του ηλεκτροστατικού πεδίου στο θεωρούµενο σηµείο. Όπως 
βλέπουµε, είναι δυνατό να ορίσουµε τη δυναµική ενέργεια του φορτίου µε την έκ-
φραση  
 
                                                   ( ) ( )U r qV r=

G G
         (5.25) 

 
Αυτό ακριβώς αποτελεί προϋπόθεση για να είναι το πεδίο συντηρητικό. Εκτός των 
άλλων, αυτό σηµαίνει ότι η ολική µηχανική ενέργεια (Ek+U) του φορτίου µένει στα-
θερή κατά την κίνησή του µέσα στο πεδίο. Επιπλέον, το πεδίο δεν παράγει έργο κατά 
την κίνηση του φορτίου πάνω σε µια κλειστή τροχιά. Ισοδύναµα, το έργο κατά τη µε-
τακίνηση του φορτίου από ένα σηµείο Α σε ένα σηµείο Β του πεδίου είναι ανεξάρτητο 
της τροχιάς που συνδέει τα δύο σηµεία, όπως προκύπτει µε χρήση των σχέσεων 
(4.39) και (5.25):  
 
                                 WAB = UA – UB = q VA – q VB = q VAB      (5.26) 
 
όπου  VAB =VA –VB  η διαφορά δυναµικού ανάµεσα στα δύο σηµεία.  
 
    Παρατήρηση: Θα πρέπει να προσέξουµε ιδιαίτερα ένα λεπτό σηµείο: Το δυναµικό 
V είναι ιδιότητα του ηλεκτροστατικού πεδίου, ενώ η δυναµική ενέργεια U είναι ιδιό-
τητα του φορτίου q µέσα στο πεδίο.  
 
    Έστω τώρα δύο σηµειακά φορτία q1, q2 που απέχουν µεταξύ τους απόσταση r12 . 
Τα φορτία είναι τοποθετηµένα στα σηµεία Α και Β του χώρου, αντίστοιχα:  
 
 
 
           
Η δυναµική ενέργεια του q1 µέσα στο πεδίο Coulomb που παράγεται από το q2 είναι  

                                       2
12 1 2 1

0 12

1( )
4

q
U q V A q

rπε
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

     

1q 2q
12rA B
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ενώ η δυναµική ενέργεια του q2 µέσα στο πεδίο Coulomb που παράγεται από το q1 
είναι  

                                         1
21 2 1 2

0 12

1( )
4

q
U q V B q

rπε
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

      

Παρατηρούµε ότι U12 = U21=U , όπου  

                                                   1 2

0 12

1
4

q q
U

rπε
=         (5.27) 

Το U παριστά τη δυναµική ενέργεια του συστήµατος των q1, q2 . Πιο γενικά, η δυνα-
µική ενέργεια ενός συστήµατος φορτίων q1, q2,..., δίνεται από την έκφραση  

                                                 
0

1
4

i j

i j i j

q q
U

rπε <

= ∑         (5.28) 

Από φυσική άποψη, η ποσότητα αυτή παριστά το έργο που απαιτείται για να συν-
θέσουµε το σύστηµα των φορτίων φέρνοντάς τα από άπειρες αποστάσεις µεταξύ τους 
(θεωρήσαµε ότι U = 0 όταν rij= ∞).  
 
    Με βάση τη σχέση (5.25) µπορούµε να ορίσουµε τη µονάδα δυναµικού στο S.I.:  
 
                      1 Volt = 1 Joule / Coulomb   ή σύντοµα   1 V = 1 J / C    
 
Παρατηρούµε ότι  

          1 1 1 1N m N VV
C C m
⋅

= ⇒ =     (µονάδα έντασης ηλεκτρικού πεδίου)    

 
 
5.6  Μεταλλικός Αγωγός σε Ηλεκτροστατική Ισορροπία  
 
Όπως θυµόµαστε από το πρώτο µέρος του βιβλίου, η αγωγιµότητα ενός µετάλλου ο-
φείλεται στα ελεύθερα ηλεκτρόνια, δηλαδή τα ηλεκτρόνια σθένους των ατόµων του 
µετάλλου που έχουν αποσπαστεί από τα άτοµα στα οποία ανήκαν και κινούνται ελεύ-
θερα µέσα στο κρυσταλλικό πλέγµα. Ο αγωγός βρίσκεται σε ηλεκτροστατική ισορρο-
πία όταν δεν παρατηρείται µακροσκοπική κίνηση φορτίων στο εσωτερικό και την ε-
πιφάνειά του (µε εξαίρεση τις άτακτες θερµικές κινήσεις των ηλεκτρονίων).  
 
    Όταν βρίσκεται σε ηλεκτροστατική ισορροπία, ένας αγωγός εµφανίζει τις εξής ι-
διότητες:  
 

1. Το ηλεκτρικό πεδίο στο εσωτερικό του αγωγού είναι µηδέν, ενώ λίγο έξω από 
τον αγωγό το πεδίο είναι κάθετο στην επιφάνεια του αγωγού.  

2. Η πυκνότητα φορτίου στο εσωτερικό του αγωγού είναι µηδέν. Έτσι, ηλε-
κτρικό φορτίο µπορεί να υπάρχει µόνο στην επιφάνεια του αγωγού.  

3. Η επιφάνεια του αγωγού είναι ισοδυναµική επιφάνεια. Επιπλέον, το δυναµικό 
στο εσωτερικό του αγωγού είναι σταθερό (ίδιο σε όλα τα σηµεία) και ίσο µε 
το δυναµικό στην επιφάνεια.  
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S

SE S⊥
G

0ρ =
0E =

G

SV V=

.SV σταθ=

    
 
Απόδειξη: (1) Αν υπήρχε ηλεκτρικό πεδίο 0E ≠

G
 στο εσωτερικό του αγωγού θα έθε-

τε σε κίνηση τα ελεύθερα ηλεκτρόνια, οπότε δεν θα είχαµε ηλεκτροστατική ισορ-
ροπία. Αν το ηλεκτρικό πεδίο λίγο έξω από τον αγωγό δεν ήταν κάθετο στην επιφά-
νεια του αγωγού θα είχε µια συνιστώσα εφαπτόµενη στην επιφάνεια, πράγµα που θα 
έθετε σε κίνηση τα ελεύθερα ηλεκτρόνια πάνω στην επιφάνεια. (2) Στο εσωτερικό 
του µετάλλου, 0E =

G
. Σύµφωνα µε το νόµο του Gauss (5.8), τότε, ρ=0 στην περιοχή 

αυτή. (3) Αφού το ηλεκτρικό πεδίο λίγο έξω από το µέταλλο είναι κάθετο στην επι-
φάνεια S του µετάλλου, η επιφάνεια αυτή τέµνει κάθετα τις ηλεκτρικές δυναµικές 
γραµµές, άρα είναι ισοδυναµική επιφάνεια (βλ. Παρ.5.3) µε σταθερό δυναµικό VS . 
Θεωρούµε ένα σηµείο a στην επιφάνεια και ένα σηµείο b στο εσωτερικό του αγωγού, 
και µια τυχαία διαδροµή που συνδέει τα σηµεία αυτά και βρίσκεται εξ ολοκλήρου 
µέσα στον αγωγό. Η διαφορά δυναµικού µεταξύ των σηµείων a και b βρίσκεται από 
τη σχέση (5.17), λαµβάνοντας υπόψη ότι 0E =

G
 στο εσωτερικό του µετάλλου:  

                               0
b

a b b a Sa
V V E dl V V V− = ⋅ = ⇒ = =∫

JJGG
     

διότι Va=VS για κάθε σηµείο a της επιφάνειας. Άρα, Vb=VS για κάθε σηµείο b στο 
εσωτερικό του αγωγού.  
 
    Θεωρούµε τώρα έναν αγωγό ο οποίος φέρει στην επιφάνειά του φορτίο Q . Έστω V 
το ηλεκτρικό δυναµικό στον αγωγό, όπου συµφωνούµε ότι V=0 όταν ο αγωγός δεν 
φέρει φορτίο (Q=0). Όπως αποδεικνύεται, ο λόγος Q /V είναι σταθερός, ανεξάρτητος 
από το φορτίο Q στον αγωγό. Ο λόγος αυτός καλείται χωρητικότητα του αγωγού:   
 

                                                          QC
V

=        (5.29) 

 
Η µονάδα χωρητικότητας στο S.I. είναι το Farad (F). Προφανώς, 1F=1C⋅V -1.  
 
    Ένα πιο σύνθετο σύστηµα είναι αυτό που αποτελείται από δύο αγωγούς που φέ-
ρουν φορτία +Q και –Q . Αν V1 και V2 είναι τα αντίστοιχα δυναµικά των αγωγών, 
µπορούµε να δείξουµε (βλ. Πρόβλ.4) ότι V1>V2 . Έτσι, η διαφορά δυναµικού ∆V=  
V1-V2 των δύο αγωγών είναι θετική. Το σύστηµα αυτό ονοµάζεται πυκνωτής και η 
χωρητικότητά του ορίζεται  
 

                                                
1 2

Q QC
V V V∆

= =
−

        (5.30) 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 
 
 

1. Τι ονοµάζουµε, γενικά, στατικό και τι οµογενές πεδίο; ∆ώστε φυσικά παραδείγ-
µατα πεδίων µε αυτές τις ιδιότητες.  
 
2. Στο νόµο του Gauss στην ολοκληρωτική µορφή (5.5), το ηλεκτρικό πεδίο πάνω σε 
µια κλειστή επιφάνεια S συνδέεται µε το ολικό φορτίο στο εσωτερικό τής S. Θα επη-
ρεαστεί το πεδίο πάνω στην S αν αφαιρέσουµε όλα τα φορτία που βρίσκονται στο ε-
ξωτερικό της επιφάνειας ;  
 
3. Να δειχθεί ότι το ηλεκτρικό πεδίο σε µια περιοχή του χώρου όπου υπάρχει χρονι-
κά-µεταβαλλόµενη κατανοµή φορτίου ( , )r tρ G , δεν µπορεί να είναι στατικό.  
 
4. Να αιτιολογηθεί η αρχή της επαλληλίας για το ηλεκτρικό δυναµικό: «Το δυναµικό 
του ηλεκτρικού πεδίου που παράγεται από ένα πλήθος φορτίων ισούται µε το αλγε-
βρικό άθροισµα των δυναµικών των πεδίων που παράγονται από κάθε φορτίο χω-
ριστά».  
 
5. Το ηλεκτρικό πεδίο είναι φυσικό µέγεθος που σε κάθε σηµείο του χώρου έχει µο-
νοσήµαντα καθορισµένη τιµή η οποία µπορεί να µετρηθεί. Ισχύει το ίδιο για το ηλε-
κτρικό δυναµικό; Μπορούµε δηλαδή να θεωρήσουµε το δυναµικό σαν απόλυτο φυσι-
κό µέγεθος ; Τη διαφορά δυναµικού ανάµεσα σε δύο σηµεία ;  
 
6. Ξεκινώντας µε το νόµο του Coulomb, να εξαχθεί αναλυτικά η έκφραση για το δυ-
ναµικό του πεδίου Coulomb που οφείλεται σε ένα σηµειακό φορτίο q.  
 
7. Τι ονοµάζουµε ισοδυναµική επιφάνεια; Να δειχθεί ότι κάθε τέτοια επιφάνεια τέ-
µνει κάθετα τις ηλεκτρικές δυναµικές γραµµές. Να βρεθούν οι ισοδυναµικές επιφά-
νειες του πεδίου Coulomb που παράγεται από ένα σηµειακό φορτίο q.  
 
8. Να δειχθεί ότι το ηλεκτροστατικό πεδίο είναι συντηρητικό και να δοθεί η έκφραση 
της δυναµικής ενέργειας ενός φορτίου q µέσα στο πεδίο αυτό. Να βρεθεί η δυναµική 
ενέργεια του ατόµου του υδρογόνου όταν το ηλεκτρόνιο βρίσκεται σε απόσταση r 
από τον πυρήνα (πρωτόνιο).  
 
9. Έστω όγκος V που οριοθετείται από κλειστή επιφάνεια S. Το ηλεκτρικό πεδίο µέσα 
στον V είναι µηδέν, αλλά πάνω στην S αποκτά µη-µηδενική τιµή και διεύθυνση κά-
θετη στην S σε κάθε σηµείο της. Να δειχθεί ότι (α) η S είναι ισοδυναµική επιφάνεια, 
(β) ο V είναι χώρος σταθερού δυναµικού, ίσου µε αυτό στην S, (γ) το ολικό φορτίο 
µέσα στον όγκο V είναι µηδέν. [Υπόδειξη: Ποιο φυσικό σύστηµα σας θυµίζει η παρα-
πάνω θεωρητική περιγραφή;]  
 
10. ∆είξτε µε ένα απλό παράδειγµα ότι ο νόµος του Coulomb είναι άµεση συνέπεια 
του νόµου του Gauss.  
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
 
 
1. Θεωρούµε οµογενές ηλεκτροστατικό πεδίο E

G
 και µια νοητή κλειστή επιφάνεια S 

µέσα σ’ αυτό. (α) ∆είξτε ότι η ολική ηλεκτρική ροή δια µέσου της S είναι µηδέν. (β) 
∆είξτε ότι το ολικό ηλεκτρικό φορτίο στο εσωτερικό τής S είναι µηδέν.  

    Λύση: Η απάντηση προκύπτει άµεσα αν συνδυάσουµε το νόµο του Gauss µε το 
ολοκληρωτικό θεώρηµα του Gauss, λαµβάνοντας υπόψη και το γεγονός ότι το E

G
 εί-

ναι σταθερό (καλούµε V τον όγκο που περικλείεται από την S):   

                          
0

( ) 0in
S V

Q E da E dv
ε

= ⋅ = ∇ ⋅ =∫ ∫
JJG GG G

v    (διότι   div E
G

= 0)    

 
2. Είναι δυνατό να υπάρχει ηλεκτροστατικό πεδίο της µορφής ˆ( , , ) xE F x y z u=

G
 ; Υπό 

ποια προϋπόθεση; Τι συνάγετε για το δυναµικό V του πεδίου;  

    Λύση: Ένα ηλεκτροστατικό πεδίο πρέπει να είναι αστρόβιλο:  

                   

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ0 0 0

0 0

x y z

y z

u u u
F FE u u

x y z z y
F

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇× = ⇒ = ⇒ − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

G G
   

Ένα διάνυσµα στον 3R  είναι µηδέν όταν κάθε συνιστώσα του είναι µηδέν:  

                        0 ( )F F F F x
y z

∂ ∂
= = ⇒ =

∂ ∂
   οπότε   ˆ( ) xE F x u=

G
    

Τότε, η σχέση E V= −∇
GG

 δίνει:  

                                      ˆ ˆ ˆ ˆ( )x y z x
V V Vu u u F x u
x y z

∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂
  

Εξισώνοντας τους συντελεστές των µοναδιαίων διανυσµάτων στα δύο µέλη,  

                 ( ) , 0 ( ) , ( )V V V dVF x V V x F x
x y z dx

∂ ∂ ∂
= − = = ⇒ = = −

∂ ∂ ∂
     

 
3. ∆είξτε ότι σε ένα ηλεκτροστατικό πεδίο ισχύουν τα παρακάτω: (α) Οι ηλεκτρικές 
δυναµικές γραµµές προσανατολίζονται στην κατεύθυνση που ελαττώνεται το δυνα-
µικό του πεδίου. (β) Ένα αρχικά ακίνητο θετικό φορτίο τείνει να κινηθεί στην κατεύ-
θυνση που ελαττώνεται το δυναµικό, ενώ αντίθετα τείνει να κινηθεί ένα αρνητικό 
φορτίο. (γ) Κάθε φορτίο (θετικό ή αρνητικό) τείνει να κινηθεί στην κατεύθυνση που 
ελαττώνεται η δυναµική του ενέργεια.  

    Λύση: (α) Ο προσανατολισµός των δυναµικών γραµµών καθορίζεται από την κα-
τεύθυνση του ηλεκτρικού πεδίου E

G
, το οποίο εφάπτεται στις γραµµές αυτές. Για αυ-

θαίρετη απειροστή µετατόπιση d rG  µέσα στο ηλεκτρικό πεδίο, η µεταβολή του δυνα-
µικού είναι  

                                            ( )dV V d r E d r= ∇ ⋅ = − ⋅
G GG G          
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Για µια µετατόπιση d rG  κατά µήκος µιας δυναµικής γραµµής και στην κατεύθυνση 
προσανατολισµού της, το d rG  είναι παράλληλο και οµόρροπο µε το E

G
, το εσωτερικό 

γινόµενο E d r⋅
G G  παίρνει τη µέγιστη (θετική) τιµή του, ενώ η µεταβολή dV του δυνα-

µικού παίρνει την ελάχιστη αρνητική τιµή της (άρα κατ’ απόλυτο µέγιστη). ∆ηλαδή, η 
ελάττωση του δυναµικού είναι µέγιστη κατά µήκος της δυναµικής γραµµής και στην 
κατεύθυνση προσανατολισµού της.  

    (β) Η δύναµη στο φορτίο είναι F qE=
G G

. Αν q>0, η δύναµη είναι στην κατεύθυνση 
του E

G
 το οποίο, µε τη σειρά του, είναι στην κατεύθυνση µέγιστης ελάττωσης του V. 

Στην κατεύθυνση αυτή θα κινηθεί το φορτίο αν είναι αρχικά ακίνητο (αντίθετα θα 
κινηθεί ένα φορτίο q<0).  

    (γ) Για αυθαίρετη απειροστή µετατόπιση d rG  µέσα στο ηλεκτρικό πεδίο, η µετα-
βολή της δυναµικής ενέργειας του φορτίου είναι  

                                           ( )dU U d r F d r= ∇ ⋅ = − ⋅
G GG G    

Αν το φορτίο είναι αρχικά ακίνητο, η µετατόπισή του d rG  θα είναι στην κατεύθυνση 
της δύναµης F

G
, το εσωτερικό γινόµενο F d r⋅

G G  θα πάρει τη µέγιστη (θετική) τιµή 
του, ενώ η µεταβολή dU της δυναµικής ενέργειας θα πάρει την ελάχιστη αρνητική 
τιµή της (άρα κατ’ απόλυτο µέγιστη). ∆ηλαδή, το φορτίο θα κινηθεί στην κατεύθυνση 
µέγιστης ελάττωσης της δυναµικής του ενέργειας, ανεξάρτητα από το πρόσηµο του 
φορτίου!  
 
4. ∆ύο φορτισµένοι αγωγοί Α και Β φέρουν φορτία +Q και –Q , αντίστοιχα. ∆είξτε ότι 
το ηλεκτρικό δυναµικό τού Α είναι µεγαλύτερο από το δυναµικό τού Β.  

    Λύση: Θυµίζουµε ότι το δυναµικό του ηλεκτρικού πεδίου παίρνει την ίδια τιµή σε 
όλα τα σηµεία ενός αγωγού (στην επιφάνεια ή το εσωτερικό του). Έστω VA και VB τα 
δυναµικά των δύο αγωγών. Κατά µήκος µιας τυχαίας διαδροµής που συνδέει τον Α µε 
τον Β,  

                                                 
B

A B A
V V E dl− = ⋅∫

JJGG
         (1) 

όπου E
G

 το ηλεκτρικό πεδίο κατά µήκος της διαδροµής. Χωρίς βλάβη της γενικότητας 
(αφού η τιµή του ολοκληρώµατος δεν εξαρτάται από την επιλεγµένη διαδροµή), µπο-
ρούµε να θεωρήσουµε ότι κινούµαστε από τον Α στον Β κατά µήκος µιας δυναµικής 
γραµµής του ηλεκτρικού πεδίου. Μια τέτοια γραµµή προσανατολίζεται πάντα στην 
κατεύθυνση από τον θετικά φορτισµένο αγωγό Α προς τον αρνητικά φορτισµένο α-
γωγό Β, αφού αυτός είναι και ο προσανατολισµός του πεδίου E

G
 (µπορείτε να το δι-

καιολογήσετε αυτό;). Κατά µήκος της γραµµής τα E
G

 και dl
JJG

 είναι παράλληλα και 
οµόρροπα, έτσι ώστε 0E dl⋅ >

JJGG
. Το ολοκλήρωµα (1) λοιπόν είναι θετικό, άρα VA - VB 

>0  =>  VA > VB .  
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5. Στο εσωτερικό ενός αγωγού υπάρχει µια κοιλότητα η οποία δεν περιέχει φορτία. 
(α) ∆είξτε ότι το ηλεκτρικό πεδίο µέσα στην κοιλότητα είναι µηδέν. (β) ∆είξτε ότι το 
συνολικό φορτίο στην επιφάνεια της κοιλότητας είναι µηδέν. (γ) Τοποθετούµε τώρα 
ένα φορτίο Q µέσα στην κοιλότητα. Βρείτε το συνολικό φορτίο που επάγεται στο τοί-
χωµα της κοιλότητας, καθώς και το συνολικό φορτίο στην επιφάνεια του αγωγού.  

    Λύση: (α) Αφού δεν υπάρχουν φορτία µέσα στην κοιλότητα, δεν µπορεί να υπάρ-
χουν ηλεκτρικές δυναµικές γραµµές που να αρχίζουν ή να τελειώνουν µέσα σε αυτή. 
Για τον ίδιο λόγο, δεν υπάρχουν δυναµικές γραµµές που να αρχίζουν ή να τελειώνουν 
µέσα στον αγωγό όταν αυτός βρίσκεται σε ηλεκτροστατική ισορροπία (η πυκνότητα 
φορτίου στο εσωτερικό του αγωγού είναι µηδέν, άρα δεν υπάρχουν εκεί φορτία διά-
φορα του µηδενός). Έτσι, κάθε δυναµική γραµµή θα πρέπει να αρχίζει και να τελειώ-
νει στο τοίχωµα της κοιλότητας, µε κατεύθυνση από ένα θετικό προς ένα αρνητικό 
φορτίο:  

                                               

i
i

+
−

C

0E =
G

    
Θεωρούµε µια κλειστή διαδροµή C τέτοια ώστε το τµήµα της που διέρχεται µέσα από 
την κοιλότητα να συµπίπτει µε µια ηλεκτρική δυναµική γραµµή στην περιοχή αυτή. 
Έτσι, το ηλεκτρικό πεδίο E

G
 µέσα στην κοιλότητα είναι εφαπτόµενο σε κάθε σηµείο 

αυτού του τµήµατος της καµπύλης C. Λαµβάνοντας υπόψη ότι 0E =
G

 στο εσωτερικό 
του αγωγού, έχουµε:  

                | || | 0
C ΄ ΄ ΄

E dl E dl E dl E dl
κοιλο τητα αγωγο ς κοιλο τητα

⋅ = ⋅ + ⋅ = >∫ ∫ ∫ ∫
JJG JJG JJG JJGG G G G

v    

πράγµα που δεν µπορεί να είναι σωστό, αφού 0E dl⋅ =∫
JJGG

v  για κάθε ηλεκτροστατικό 

πεδίο. Το λάθος προέκυψε γιατί υποθέσαµε ότι υπάρχει ηλεκτρικό πεδίο διάφορο του 
µηδενός µέσα στην κοιλότητα. Θα πρέπει λοιπόν 0E =

G
 µέσα στην κοιλότητα.  

    (β) Θεωρούµε µια κλειστή επιφάνεια S µέσα στον αγωγό, η οποία περιβάλλει την 
κοιλότητα. Σε κάθε σηµείο τής S, 0E =

G
. Έστω Q το ολικό φορτίο στην επιφάνεια της 

κοιλότητας. Η S δεν θα περικλείει άλλα φορτία, αφού η πυκνότητα φορτίου τόσο στο 
εσωτερικό του αγωγού όσο και στο εσωτερικό της κοιλότητας είναι µηδέν. Από το 
νόµο του Gauss, λαµβάνοντας υπόψη ότι Qin=Q και ότι 0E =

G
 πάνω στην S, έχουµε:  

               
0

0
S

QE da
ε

⋅ = =∫
JJGG

v    =>   Q=0  στην επιφάνεια της κοιλότητας   

Προσέξτε ότι τα παραπάνω αποτελέσµατα ισχύουν ανεξάρτητα αν υπάρχουν ή όχι 
ηλεκτρικά πεδία στο εξωτερικό του αγωγού. ∆ηλαδή, η κοιλότητα είναι ηλεκτρικά α-
ποµονωµένη από τον έξω κόσµο (προστατεύεται, κατά κάποιον τρόπο, από τον αγωγό 
που την περιβάλλει).  
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    (γ) Θεωρούµε και πάλι µια κλειστή επιφάνεια S µέσα στον αγωγό, η οποία περι-
βάλλει την κοιλότητα. Σε κάθε σηµείο τής S, 0E =

G
. Έστω Qτοιχ το ολικό επαγόµενο 

φορτίο στο τοίχωµα της κοιλότητας. Το συνολικό φορτίο που περικλείεται από την S 
είναι Qin=Q+Qτοιχ . Από το νόµο του Gauss, λαµβάνοντας υπόψη ότι 0E =

G
 πάνω 

στην S, έχουµε:  

                  
0

0 in
S

QE da
ε

⋅ = =∫
JJGG

v    =>   Qin= Q+Qτοιχ= 0   =>   Qτοιχ =  − Q     

Τώρα, ο αγωγός είναι ηλεκτρικά ουδέτερος και δεν υπάρχει, συνολικά, ηλεκτρικό 
φορτίο στο εσωτερικό του. Αφού λοιπόν το τοίχωµα της κοιλότητας έχει φορτίο –Q, 
θα πρέπει να υπάρχει ως αντιστάθµισµα ένα φορτίο +Q στην επιφάνεια του αγωγού. 
Έτσι, το επιφανειακό φορτίο του αγωγού «προδίδει» την ύπαρξη του φορτίου Q µέσα 
στην κοιλότητα!  
 
6. Συµπαγής µεταλλική σφαίρα ακτίνας R φέρει συνολικό θετικό φορτίο Q οµοιό-
µορφα κατανεµηµένο στην επιφάνειά της. Βρείτε το ηλεκτρικό δυναµικό µέσα και 
έξω από τη σφαίρα. (Υποθέστε ότι V=0 σε άπειρη απόσταση από τη σφαίρα.)  

    Λύση: Λόγω της σφαιρικής συµµετρίας του προβλήµατος, το ηλεκτρικό πεδίο E
G

 
έξω από τη σφαίρα έχει ακτινική διεύθυνση µε κατεύθυνση προς το εξωτερικό της 
σφαίρας (διότι Q>0) και το µέτρο του | E

G
|=E έχει σταθερή τιµή πάνω σε οποιαδήποτε 

σφαιρική επιφάνεια οµόκεντρη µε τη σφαίρα:  

                                          

R

da
JJG E

G++
+

+

+
+ +

+

+

+

+

r̂ rG

S

+

  
∆ηλαδή, το εξωτερικό πεδίο θα είναι της µορφής  

                                                   ˆ( )E E r r=
G

 ,    r >R     (1) 

όπου r η απόσταση από το κέντρο της σφαίρας. Επειδή η σφαίρα είναι αγώγιµη, 
0E =

G
 στο εσωτερικό της, δηλαδή για r<R. Για να βρούµε το ηλεκτρικό πεδίο στο 

εξωτερικό της σφαίρας (r>R) θα χρησιµοποιήσουµε το νόµο του Gauss. Θεωρούµε 
µια σφαιρική επιφάνεια S ακτίνας r>R, οµόκεντρη µε τη σφαίρα. Το ολικό φορτίο 
που περικλείεται στην S είναι Qin=Q :  

             
0 0

in
S

Q QE da
ε ε

⋅ = =∫
JJGG

v    όπου  ˆ ˆ[ ( ) ] [( ) ] ( )E da E r r da r E r da⋅ = ⋅ = ⇒
JJGG

     

                          2

0

( ) ( ) ( ) (4 )
S S

Q E r da E r da E r rπ
ε

= = = ⇒∫ ∫v v    

                                          2
0

1( ) ,
4

QE r r R
rπε

= >       (2) 
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Από τις (1) και (2) παρατηρούµε ότι το ηλεκτρικό πεδίο στο εξωτερικό της σφαίρας 
είναι ίδιο µε το πεδίο Coulomb που θα δηµιουργούσε ένα σηµειακό φορτίο Q τοποθε-
τηµένο στο κέντρο της σφαίρας! Όπως µπορεί να αποδειχθεί, η σχέση (2) ισχύει και 
για r=R, δίνοντας το ηλεκτρικό πεδίο στην επιφάνεια της σφαίρας (προσέξτε ότι το 
πεδίο είναι ασυνεχές για r=R).  

    Αναζητούµε τώρα το ηλεκτρικό δυναµικό V(r). Γενικά, για µια µετατόπιση από τη 
θέση a στη θέση b µέσα στο ηλεκτρικό πεδίο,  

                                                
b

a ba
E d r V V⋅ = −∫
G G    

ανεξάρτητα από την καµπύλη που συνδέει τα δύο σηµεία. Τώρα,  

                    ( ) ( )ˆ( ) ( )E r E rE d r E r r d r r d r rdr E r dr
r r

⋅ = ⋅ = ⋅ = =
G G G G G         

όπου χρησιµοποιήσαµε τη σχέση (5.13). Άρα,  

                                                ( )
b

a b a
V V E r dr− = ∫       (3) 

όπου η E(r) δίνεται από τη σχέση (2) για r>R, ενώ E(r)=0 για r<R. Για το δυναµικό 
στο εξωτερικό της σφαίρας, διαλέγουµε το σηµείο a πάνω σε µια σφαιρική επιφάνεια 
ακτίνας r>R όπου το δυναµικό είναι V(r) (ισοδυναµική επιφάνεια), ενώ το σηµείο b 
το παίρνουµε στο άπειρο (r=∞) όπου V∞=0 :  

                2
0 0

1( ) ( ) (0 )
4 4r r

Q dr QV r V E r dr
r rπε πε

∞ ∞

∞− = = = − − ⇒∫ ∫    

                                           
0

1( ) ,
4

QV r r R
rπε

= ≥      

Προσέξτε και πάλι ότι το δυναµικό στο εξωτερικό της σφαίρας είναι ίδιο µε το δυνα-
µικό του πεδίου Coulomb ενός σηµειακού φορτίου Q τοποθετηµένου στο κέντρο της 
σφαίρας. Για το δυναµικό στο εσωτερικό της σφαίρας, διαλέγουµε το σηµείο a πάνω 
σε µια σφαιρική επιφάνεια ακτίνας r<R όπου το δυναµικό είναι V(r), ενώ το σηµείο b 
το παίρνουµε στην επιφάνεια της σφαίρας όπου V(R)=Q/4πε0R, και εφαρµόζουµε την 
(3) λαµβάνοντας υπόψη ότι E(r)=0 για r<R :   

                                     ( ) ( ) ( ) 0
R

r
V r V R E r dr− = = ⇒∫        

                                      
0

( ) ( ) ,
4

QV r V R r R
Rπε

= = ≤         

Παρατηρούµε ότι ο χώρος που καταλαµβάνει η σφαίρα είναι χώρος σταθερού δυνα-
µικού.  
 
    Άσκηση: ∆είξτε ότι, αν στη θέση της συµπαγούς σφαίρας είχαµε έναν οµοιόµορφα 
φορτισµένο σφαιρικό φλοιό, τα αποτελέσµατα της άσκησης θα ήταν ίδια όπως πριν! 
(Για να βρείτε το ηλεκτρικό πεδίο στο εσωτερικό του φλοιού χρησιµοποιήστε το νόµο 
του Gauss, παρατηρώντας ότι στο χώρο αυτό δεν υπάρχουν ηλεκτρικά φορτία.) 
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7. Ένας σφαιρικός πυκνωτής αποτελείται από µια εσωτερική αγώγιµη σφαίρα µε α-
κτίνα a και φορτίο +Q, η οποία περιβάλλεται από έναν οµόκεντρο αγώγιµο σφαιρικό 
φλοιό µε ακτίνα b και φορτίο − Q . (α) Βρείτε τη χωρητικότητα του πυκνωτή. (β) 
∆είξτε ότι το ηλεκτρικό πεδίο στο εξωτερικό του πυκνωτή (r>b) είναι µηδέν, και 
προσδιορίστε το ηλεκτρικό δυναµικό µέσα (a<r<b) και έξω (r>b) από τον πυκνωτή 
(το r συµβολίζει την απόσταση από το κέντρο των σφαιρών).  

    Λύση: (α) Λόγω της σφαιρικής συµµετρίας του προβλήµατος, το ηλεκτρικό πεδίο 
στο εσωτερικό του πυκνωτή (a<r<b) θα είναι της µορφής (βλ. σχήµα)  

                                                       ˆ( )E E r r=
G

      (1) 

∆ηλαδή, θα έχει ακτινική διεύθυνση µε κατεύθυνση από την εσωτερική προς την ε-
ξωτερική σφαίρα, και το µέτρο του | E

G
|=E θα έχει σταθερή τιµή πάνω σε οποιαδή-

ποτε σφαιρική επιφάνεια οµόκεντρη µε τις σφαίρες:  

                                   

Q+

Q− r
a

b

r̂
da
JJG
E
G

S

       
Εφαρµόζουµε το νόµο του Gauss για µια σφαιρική επιφάνεια S ακτίνας r, παρατηρώ-
ντας ότι το ολικό φορτίο που περικλείεται στην S είναι Qin=+Q :  

2

0 0

ˆ ˆ[ ( ) ] [( ) ] ( ) ( ) ( ) (4 )in
S S S S

Q QE da E r r da r E r da E r da E r rπ
ε ε

⋅ = ⇒ = ⋅ = = = ⇒∫ ∫ ∫ ∫
JJGG

v v v v
                                          2

0

1( ) ,
4

QE r a r b
rπε

= < <      (2) 

Οι επιφάνειες των δύο σφαιρών είναι ισοδυναµικές επιφάνειες. Για να βρούµε τη δια-
φορά δυναµικού V=Va –Vb µεταξύ των σφαιρών, θεωρούµε µια τυχαία διαδροµή από 
την εσωτερική προς την εξωτερική σφαίρα:  

                                    ( )
b b

a b a a
V V V E d r E r dr= − = ⋅ =∫ ∫

G G       (3) 

όπου χρησιµοποιήσαµε τη σχέση ( )E d r E r dr⋅ =
G G  που αποδείχθηκε στο Πρόβλ.6. 

Αντικαθιστώντας την (2) στην (3),  

                       2
0 0 0

1 1 ( )( )
4 4 4

b

a

Q dr Q Q b aV
r a b abπε πε πε

−
= = − =∫      

Η χωρητικότητα είναι  04
( )

Q abC
V b a

πε= =
−

 .    
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    (β) Στο εξωτερικό του πυκνωτή (r>b) το ηλεκτρικό πεδίο θα είναι και πάλι της 
µορφής (1). Εφαρµόζουµε το νόµο του Gauss για µια σφαιρική επιφάνεια S ακτίνας 
r>b, παρατηρώντας ότι το ολικό φορτίο που περικλείεται στην S είναι τώρα  
Qin= Q + (− Q)=0 :  

                       2

0

0 ( ) (4 ) 0 ( ) 0in
S

QE da E r r E rπ
ε

⋅ = = ⇒ = ⇒ =∫
JJGG

v    

Άρα, 0E =
G

 για r>b. Έστω τώρα V(r) το δυναµικό σε µια σφαιρική ισοδυναµική επι-
φάνεια ακτίνας r>b. Για µια τυχαία διαδροµή που συνδέει την επιφάνεια αυτή µε την 
εξωτερική σφαίρα,  

                           ( ) 0 ( ) .
b

b br
V r V E d r V r V σταθ− = ⋅ = ⇒ = =∫

G G    

Θεωρώντας (αυθαίρετα) ότι V=0 για r=∞, έχουµε Vb=0 και V(r)=0 για r>b. Στο εσω-
τερικό του πυκνωτή (a<r<b) το ηλεκτρικό πεδίο δίνεται από τις σχέσεις (1) και (2). 
Στην περίπτωση αυτή, και λαµβάνοντας υπόψη ότι Vb=0,  

                       2
0

( ) ( )
4

b b b

b r r r

Q drV r V E d r E r dr
rπε

− = ⋅ = = ⇒∫ ∫ ∫
G G    

                                     
0

1 1( ) ,
4

QV r a r b
r bπε

⎛ ⎞= − ≤ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

 
 
    Άσκηση: Το ηλεκτρικό πεδίο στο εσωτερικό ενός πυκνωτή µε παράλληλες επίπεδες 
πλάκες είναι οµογενές, έχει διεύθυνση κάθετη στις πλάκες, και κατευθύνεται από τη 
θετική πλάκα στην αρνητική. ∆είξτε ότι το µέτρο της έντασης του πεδίου είναι  
 

                                                         
VE
l

∆
=        

 
όπου  l η κάθετη απόσταση ανάµεσα στις πλάκες και ∆V η διαφορά δυναµικού µεταξύ 
τους. Η παραπάνω σχέση αποτελεί τη γενική έκφραση για την ένταση ενός οµογενούς 
ηλεκτροστατικού πεδίου. [Υπόδειξη: Εφαρµόστε τη σχέση (5.17) κατά µήκος µιας 
δυναµικής γραµµής του ηλεκτρικού πεδίου, λαµβάνοντας υπόψη ότι οι µεταλλικές 
πλάκες είναι ισοδυναµικές επιφάνειες.]  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6 
 

ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ΡΕΥΜΑ 
 
 

6.1  Πυκνότητα Ρεύµατος  
 
Ο όρος ηλεκτρικό ρεύµα αναφέρεται στην προσανατολισµένη κίνηση ηλεκτρικού φορ-
τίου. Ο προσανατολισµός του φορτίου επιτυγχάνεται, π.χ., µε την εφαρµογή ηλεκτρι-
κού πεδίου, ή είναι αποτέλεσµα ανοµοιόµορφης κατανοµής των ηλεκτρικών φορέων 
(ρεύµατα διάχυσης). Τονίζουµε ότι η άτακτη θερµική κίνηση που παρατηρείται, π.χ., 
στα ελεύθερα ηλεκτρόνια των µετάλλων ακόµα και χωρίς την παρουσία ηλεκτρικού 
πεδίου δεν αποτελεί ηλεκτρικό ρεύµα, αφού γίνεται κατά τρόπο τυχαίο και µη-προ-
σανατολισµένο.  
 
    Θεωρούµε το σύνολο των φυσικών φαινοµένων που οφείλονται σε κίνηση (όχι α-
πλά παρουσία) ηλεκτρικού φορτίου. Σε κάθε τέτοιο φαινόµενο υπεισέρχονται δύο 
παράγοντες: το πρόσηµο του φορτίου και η κατεύθυνση κίνησής του. Ας θεωρήσουµε 
ένα θετικό φορτίο q που κινείται προς τα δεξιά µε ταχύτητα υG :  

                                                   υGq
   

Έστω δύο γειτονικά σηµεία Α και Β από τα οποία πέρασε το q τις χρονικές στιγµές t 
και t+dt, αντίστοιχα. Επειδή q>0, µέσα στο χρονικό διάστηµα dt το φορτίο στο ση-
µείο Α ελαττώθηκε κατά q ενώ το φορτίο στο σηµείο Β αυξήθηκε κατά q. Το ίδιο ό-
µως θα συνέβαινε αν ένα αρνητικό φορτίο –q µετακινιόταν από το Β στο Α µε ταχύ-
τητα υ− G , δηλαδή µε κατεύθυνση κίνησης προς τα αριστερά:  

                                                   υ− G q−     
(Αφού το Β χάνει αρνητικό φορτίο, τελικά κερδίζει θετικό φορτίο, ενώ το Α κερδίζει 
αρνητικό άρα χάνει θετικό φορτίο, όπως και πριν.) Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι  

 
η κίνηση ενός αρνητικού φορτίου σε µια κατεύθυνση ισοδυναµεί µε την κί-
νηση ενός θετικού φορτίου στην αντίθετη κατεύθυνση. 

 
Για παράδειγµα, όταν ένα φορτίο q κινείται µέσα σε µαγνητικό πεδίο B

G
 µε ταχύτητα 

υG , δέχεται δύναµη ( )F q Bυ= ×
G GG . Την ίδια ακριβώς δύναµη δέχεται ένα φορτίο –q 

κινούµενο στην αντίθετη κατεύθυνση µε ταχύτητα υ− G :  

                                         ( )[( ) ] ( )F q B q Bυ υ= − − × = ×
G G GG G   

Όµοια, το µαγνητικό πεδίο που παράγεται από ένα φορτίο q κινούµενο µε ταχύτητα 
υG  είναι ίδιο µε αυτό που παράγεται από ένα αντίθετο φορτίο κινούµενο µε αντίθετη 
ταχύτητα.  
 
    Σε φυσικά φαινόµενα που οφείλονται σε κίνηση ηλεκτρικού φορτίου είναι συχνά 
βολικό να θεωρούµε ότι τα κινούµενα φορτία είναι θετικά. Έτσι, ένα αρνητικό φορτίο 
–q κινούµενο σε µια κατεύθυνση (πραγµατική φορά) µπορεί να αντιµετωπίζεται σαν 
να ήταν θετικό φορτίο +q κινούµενο στην αντίθετη κατεύθυνση (συµβατική φορά).  
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    Θεωρούµε µια περιοχή του χώρου όπου κινούνται ηλεκτρικά φορτία. Έστω da⊥ µια 
στοιχειώδης επιφάνεια σε κάποιο σηµείο ( , , )r x y z≡

G  της περιοχής. Μέσα από την 
da⊥ διέρχεται φορτίο dq σε χρόνο dt, κινούµενο κάθετα στην da⊥ µε ταχύτητα υG . Κα-
λούµε  

                                         ˆ
| |

u υ υ
υ υ

= =
G G
G       ( όπου | |υ υ=

G
 )   

το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση της κίνησης (κάθετο στην da⊥). Η πυκνό-
τητα ρεύµατος στο θεωρούµενο σηµείο ορίζεται  
 

                                             ˆdq dqJ u
da dt da dt

υ
υ⊥ ⊥

= =
G G        (6.1) 

 
Παρατηρούµε ότι η κατεύθυνση του J

G
 συµπίπτει µε την κατεύθυνση κίνησης θετικού 

φορτίου (dq>0) ενώ είναι αντίθετη από την κατεύθυνση κίνησης αρνητικού φορτίου. 
Παρατηρούµε επίσης ότι η πυκνότητα ρεύµατος J

G
 δεν αλλάζει αν αντιστρέψουµε 

ταυτόχρονα το πρόσηµο του φορτίου και τη φορά κίνησής του. Έτσι, αρνητικό φορτίο 
κινούµενο σε µια κατεύθυνση δίνει την ίδια πυκνότητα ρεύµατος µε ένα αντίστοιχο 
θετικό φορτίο κινούµενο στην αντίθετη κατεύθυνση µε ταχύτητα ίσου µέτρου.  
 
    Ας φανταστούµε τώρα ότι το φορτίο dq διέρχεται κάθετα από τη στοιχειώδη επι-
φάνεια da⊥ και, µέσα σε χρόνο dt, προχωρεί κατά dl και καταλαµβάνει ένα στοι-
χειώδη όγκο dv:  
 

                                       

ii
i

dv

dl

da⊥

      
 
όπου  

                                       dv = da⊥ dl = da⊥(υdt) = υ da⊥ dt      

Η σχέση (6.1) τώρα γράφεται:  

                                                         dqJ
dv

υ=
G G     

Η ποσότητα dq/dv παριστά την πυκνότητα κινούµενου φορτίου ρκ στο θεωρούµενο 
σηµείο. Άρα, τελικά,  
 
                                                        J κρ υ=

G G
      (6.2) 

 
Προσοχή: Το ρκ είναι η πυκνότητα του κινούµενου φορτίου στο οποίο οφείλεται το 
ρεύµα J

G
. ∆εν θα πρέπει να συγχέεται µε την ολική πυκνότητα φορτίου ρ που οφείλε-

ται σε όλα τα φορτία, κινητά και ακίνητα (π.χ., κινούµενα ηλεκτρόνια και ακίνητα 
θετικά ιόντα σε ένα µέταλλο).  
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    Θεωρούµε τώρα µια επιφάνεια S (ανοιχτή ή κλειστή) µέσα από την οποία διέρχεται 
ηλεκτρικό φορτίο. Έστω da

JJG
 ένα διάνυσµα κάθετο στην επιφάνεια σε κάποιο σηµείο 

της, το µέτρο da του οποίου παριστά το εµβαδόν ενός στοιχείου της επιφάνειας στη 
θέση εκείνη:  
 

                                              
S

da
JJG

da û
θ

    
 
Καλούµε dq το στοιχειώδες φορτίο που διέρχεται από το στοιχείο da σε χρόνο dt. Το 
ολικό φορτίο που διέρχεται από την επιφάνεια S στο ίδιο χρονικό διάστηµα το κα-
λούµε dQ. Γράφουµε, συµβολικά,  

                                                       
S

dQ dq= ∫    

Έστω υG  η ταχύτητα κίνησης του φορτίου dq δια µέσου του da. Όπως πριν, καλούµε   

                                                     ˆ
| |

u υ υ
υ υ

= =
G G
G                         

το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση της κίνησης. Κατά συνθήκη, θα θεωρούµε 
ότι  0 ≤ θ ≤ π/2 (όπου θ η γωνία ανάµεσα στα da

JJG
 και û ), δηλαδή ότι το φορτίο δια-

περνά την επιφάνεια κινούµενο προς την πλευρά όπου βρίσκεται το da
JJG

. Η υπόθεση 
αυτή βασίζεται στις παρατηρήσεις που κάναµε νωρίτερα: Αν η πραγµατική κίνηση 
του φορτίου είναι προς την αντίθετη πλευρά της επιφάνειας απ’ αυτή στην οποία βρί-
σκεται το da

JJG
, µπορούµε ισοδύναµα να θεωρήσουµε ότι ένα αντίθετο φορτίο dq διέρ-

χεται από την επιφάνεια µε φορά σύµφωνη µε το da
JJG

. (Για παράδειγµα, αν θετικό 
φορτίο διαπερνά το da κινούµενο σε κατεύθυνση αντίθετη από το da

JJG
, θα θεωρούµε 

ότι αρνητικό φορτίο ίσου µέτρου διέρχεται από το da  µε κατεύθυνση σύµφωνη µε το 
da
JJG

.) Το εσωτερικό γινόµενο  

                                              ˆ cosda da u da θ⊥ = ⋅ =
JJG

    

παριστά την προβολή τού da
JJG

 στην κατεύθυνση του û  και εκφράζει το εµβαδόν µιας 
στοιχειώδους επιφάνειας κάθετης στο û . (Με βάση τη σύµβαση που κάναµε για το θ, 
ισχύει πάντα ότι  da⊥>0.)  
 
    Ορίζουµε το στοιχειώδες ρεύµα δια µέσου του da σαν το πηλίκο  

                                                         dqdI
dt

=           

 
Το ολικό ρεύµα δια µέσου της S είναι  
 

                                                   
S

dQI dI
dt

= =∫         (6.3) 
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(Προσέξτε ότι το Ι είναι αλγεβρική τιµή και µπορεί να είναι θετικό ή αρνητικό, ανάλο-
γα µε το πρόσηµο του διερχόµενου φορτίου.) Η πυκνότητα ρεύµατος στο σηµείο του 
χώρου όπου βρίσκεται το da είναι   
 

                                             ˆ ˆdq dIJ u u
da dt da⊥ ⊥

= =
G

       (6.4)  

 
Η σχέση ανάµεσα στο ολικό ρεύµα Ι και την πυκνότητα ρεύµατος βρίσκεται ως εξής: 
Παρατηρούµε ότι  

                                  ˆdI dIJ da u da da dI
da da ⊥

⊥ ⊥

⋅ = ⋅ = =
JJG JJGG

   

Η (6.3) τότε γράφεται:  
 

                                               
S

dQI J da
dt

= = ⋅∫
JJGG

        (6.5) 

 
    Στην ειδική περίπτωση που η S είναι επίπεδη επιφάνεια και το J

G
 είναι σταθερό πά-

νω στην S και κάθετο σε αυτή σε κάθε σηµείο της, τα J
G

 και da
JJG

 είναι παράλληλα 
(θεωρούµε πως είναι και οµόρροπα) και | || |J da J da J da⋅ = =

JJG JJGG G
, όπου το J είναι στα-

θερό πάνω στην S. Άρα,  

                                        
S S

I J da J da J S= = = ⇒∫ ∫     

                                                           IJ
S

=         (6.6) 

όπου το S παριστά και το εµβαδόν της επιφάνειας. Η σχέση (6.6) περιγράφει, για πα-
ράδειγµα, την πυκνότητα ρεύµατος στο εσωτερικό ενός µεταλλικού σύρµατος εµβα-
δού διατοµής  S  (βλ. Παρ.2.4).  
 
 
6.2  Εξίσωση Συνεχείας  
 
Θεωρούµε µια κλειστή επιφάνεια S που περικλείει έναν όγκο V :  
 

                                            

V
S

da
JJG

da J
G

    
 
Εξ ορισµού, το στοιχειώδες διάνυσµα da

JJG
 κατευθύνεται προς το εξωτερικό τής S. Ά-

ρα, όταν µιλάµε για φορτίο που διαπερνά τη στοιχειώδη επιφάνεια da µε κατεύθυνση 
σύµφωνη µε το da

JJG
, εννοούµε φορτίο που εξέρχεται από την S. Το ολικό φορτίο ανά 

µονάδα χρόνου που εξέρχεται από την S δίνεται από τη σχέση (6.5):  
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                                       ( )
S V

dQI J da J dv
dt

= = ⋅ = ∇ ⋅∫ ∫
JJG GG G

v    

 
όπου χρησιµοποιήσαµε το ολοκληρωτικό θεώρηµα του Gauss. Επειδή το φορτίο δια-
τηρείται (ούτε χάνεται ούτε δηµιουργείται εκ του µηδενός), όσο φορτίο εµφανίστηκε 
έξω από τον όγκο V σε χρόνο dt τόσο φορτίο χάθηκε µέσα από τον όγκο αυτό στο ίδιο 
χρονικό διάστηµα. Έτσι, η µεταβολή του ολικού φορτίου ανά µονάδα χρόνου µέσα 
στον όγκο V θα είναι  
 

                                            ( )in
V

dQ dQ J dv
dt dt

= − = − ∇⋅∫
G G

       (6.7) 

 
Από την άλλη µεριά, αν ( , )r tρ G  είναι η πυκνότητα φορτίου µέσα στον V τη χρονική 
στιγµή t,   
 
                                                         in V

Q dvρ= ∫     

 
Το ολοκλήρωµα είναι τελικά συνάρτηση µόνο του t, αφού αναλυτικά γράφεται (σε 
Καρτεσιανές συντεταγµένες):  
 
                                                 ( , , , )

V
x y z t dxdydzρ∫     

Έτσι,  

                                  in
V V V

dQ d dv dv dv
dt dt t t

ρρ ρ∂ ∂
= = =

∂ ∂∫ ∫ ∫      (6.8) 

 
Συγκρίνοντας τις (6.7) και (6.8), βρίσκουµε:  
 

                        ( ) ( ) 0
V V V

J dv dv J dv
t t
ρ ρ∂ ∂

− ∇ ⋅ = ⇒ ∇⋅ + =
∂ ∂∫ ∫ ∫

G GG G
     

 
Ο µηδενισµός του ολοκληρώµατος για αυθαίρετη επιλογή του όγκου V απαιτεί το µη-
δενισµό της ίδιας της συνάρτησης που ολοκληρώνεται:  
 

                                                       0J
t
ρ∂

∇ ⋅ + =
∂

G G
      (6.9) 

 
Η σχέση (6.9) καλείται εξίσωση συνεχείας. Από τον τρόπο που την εξάγαµε είναι φα-
νερό ότι εκφράζει τη διατήρηση του φορτίου. Θα την συναντήσουµε ξανά στο Κεφ.9.  
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6.3  Νόµος του Ohm  
 
Όπως γνωρίζουµε, το ηλεκτρικό πεδίο E

G
 στο εσωτερικό ενός αγωγού που βρίσκεται 

σε ηλεκτροστατική ισορροπία είναι µηδέν. (Πράγµατι, ένα πεδίο 0E ≠
G

 θα έθετε σε 
κίνηση τα ελεύθερα ηλεκτρόνια του αγωγού, πράγµα που θα παραβίαζε τη συνθήκη 
ηλεκτροστατικής ισορροπίας.) Από την άλλη µεριά, είναι φανερό ότι στο εσωτερικό 
αγωγού που διαρρέεται από ρεύµα θα πρέπει να υφίσταται µη-µηδενικό πεδίο E

G
. Το 

πεδίο αυτό ασκεί δυνάµεις στα ελεύθερα ηλεκτρόνια, επιταχύνοντάς τα. Η ταχύτητα 
των ηλεκτρονίων θα αύξανε απεριόριστα µε το χρόνο αν αυτά δεν έχαναν κινητική 
ενέργεια λόγω συγκρούσεών τους µε τα ιόντα του µετάλλου. Έτσι, τα ηλεκτρόνια  
αποκτούν τελικά µια σταθερή µέση ταχύτητα υG . Συµβατικά, θεωρούµε τα ηλεκτρόνια 
σαν θετικά φορτισµένα σωµάτια έτσι ώστε το υG  να είναι οµόρροπο µε το E

G
 (στην 

πραγµατικότητα, βέβαια, συµβαίνει ακριβώς το αντίθετο). Όπως αποδεικνύεται  
εµπειρικά, για σχετικά µικρές τιµές του ηλεκτρικού πεδίου E

G
 η µέση ταχύτητα των 

ηλεκτρονίων είναι ανάλογη της έντασης του πεδίου:  
 
                                                          Eυ µ=

GG        (6.10) 
 
Ο συντελεστής µ καλείται ευκινησία του ηλεκτρονίου για το θεωρούµενο µέταλλο. 
Όπως εξηγήσαµε στο Κεφ.2, η ευκινησία ελαττώνεται µε τη θερµοκρασία µε αποτέ-
λεσµα την αύξηση της αντίστασης του µετάλλου.  
 
    Συνδυάζοντας τις σχέσεις (6.2) και (6.10), έχουµε: J Eκρ µ=

G G
, όπου ρκ η πυκνό-

τητα του κινούµενου φορτίου (αυτό περιλαµβάνει µόνο τα ελεύθερα ηλεκτρόνια και 
όχι τα ιόντα του µετάλλου). Μπορούµε να γράψουµε  
 
                                                       eq nκρ =       (6.11) 
 
όπου qe το φορτίο του ηλεκτρονίου (συµβατικά θετικό) και n η ηλεκτρονική πυκνό-
τητα του µετάλλου (πλήθος ελεύθερων ηλεκτρονίων ανά µονάδα όγκου). Έτσι, 

eJ q n Eµ=
G G

.  Η ποσότητα  
 
                                                     eq nσ µ=        (6.12) 
 
καλείται ειδική αγωγιµότητα του µετάλλου. Καταλήγουµε λοιπόν στη γνωστή µας  
γενική µορφή του νόµου του Ohm:  
 
                                                     J Eσ=

G G
         (6.13) 

 
    Θεωρούµε τώρα την ειδική περίπτωση ενός µεταλλικού σύρµατος µήκους l και 
σταθερής διατοµής εµβαδού S, το οποίο διαρρέεται από ρεύµα σταθερής έντασης Ι. 
Καλούµε  ∆V = V1− V2  την τάση (διαφορά δυναµικού) στα άκρα του σύρµατος:  
 

                                  I
1V 2V

dl
JJG E

G
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Η πυκνότητα ρεύµατος J
G

 στο σύρµα έχει τη διεύθυνση της εφαπτοµένης στον άξονα 
του σύρµατος και είναι στη φορά κίνησης των (συµβατικά θετικών) φορτίων. Κατά 
συνθήκη, αυτή είναι και η φορά του ρεύµατος Ι. Από το νόµο του Ohm (6.13), την ίδια 
κατεύθυνση θα έχει και το ηλεκτρικό πεδίο E

G
 στο εσωτερικό του σύρµατος. Επι-

πλέον, το µέτρο Ε του πεδίου είναι σταθερό κατά µήκος του σύρµατος. Πράγµατι, 
παίρνοντας το µέτρο τής (6.13) και συνδυάζοντάς το µε την (6.6), έχουµε:  

                                            J IE ΄
S

σταθερο
σ σ

= = =        (6.14) 

διότι τα I, σ, S είναι σταθερά κατά µήκος του σύρµατος. Έστω τώρα dl
JJG

 µια απειρο-
στή µετατόπιση κατά µήκος του άξονα του σύρµατος και στην κατεύθυνση του J

G
 

(άρα και του E
G

). Στη µετατόπιση αυτή αντιστοιχεί µια απειροστή µεταβολή του ηλε-
κτρικού δυναµικού  

                                    | | | |dV E dl E dl Edl= − ⋅ = − = −
JJG JJGG G

      

Λαµβάνοντας υπόψη ότι το Ε είναι σταθερό κατά µήκος του σύρµατος, έχουµε:  

                 2

1
1 20 0

V l l

V
dV Edl E dl V V V E l∆= − = − ⇒ − ≡ = ⇒∫ ∫ ∫     

 

                                              1 2V V VE
l l
∆ −

= =          (6.15) 

 
(παρατηρήστε ότι V1>V2 αφού, εξ ορισµού, το µέτρο Ε>0). Στην ειδική περίπτωση 
που το σύρµα είναι ευθύγραµµο, το ηλεκτρικό πεδίο E

G
 στο εσωτερικό του θα έχει 

σταθερό µέτρο και σταθερή κατεύθυνση, θα είναι δηλαδή οµογενές. Στην περίπτωση 
αυτή, η σχέση (6.15) δεν είναι άλλη από τη γνωστή σας έκφραση για την ένταση ενός 
οµογενούς ηλεκτροστατικού πεδίου (βλ. Άσκηση στο τέλος του Κεφ.5).   
 
    Συγκρίνοντας τις εκφράσεις τού Ε στις (6.14) και (6.15) δεν είναι δύσκολο να δεί-
ξουµε ότι  
 

                                                     
VI
R
∆

=            (6.16) 

 
όπου R η αντίσταση του σύρµατος:  

                                                      lR
Sσ

=         (6.17) 

Η (6.16) εκφράζει την ειδική µορφή του νόµου του Ohm για µεταλλικά σύρµατα στα-
θερής διατοµής. Προσέξτε ότι δεν απαιτείται το σύρµα να είναι ευθύγραµµο (κάτι 
που, χάριν απλότητας, είχαµε υποθέσει στο Κεφ.2).  
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 
 
 

1. Θεωρούµε ένα ρεύµα ηλεκτρονίων και ένα ρεύµα οπών σε έναν καθαρό ηµιαγωγό. 
Τα ηλεκτρόνια και οι οπές κινούνται υπό την επίδραση ενός ηλεκτρικού πεδίου. Υπο-
θέτουµε, προσεγγιστικά, ότι οι ευκινησίες των δύο φορέων είναι ίσες µεταξύ τους. Να 
συγκριθούν οι αντίστοιχες πυκνότητες ρεύµατος για τους δύο φορείς.  
 
2. Ξεκινώντας µε την εξίσωση συνεχείας (6.9) και εργαζόµενοι µε αντίστροφο τρόπο 
σε σχέση µε την Παρ.6.2, δείξτε ότι το φυσικό περιεχόµενο της (6.9) είναι η αρχή δι-
ατήρησης του φορτίου.  
 
3. Ένας αγωγός βρίσκεται σε ηλεκτροστατική ισορροπία. Χρησιµοποιώντας τους νό-
µους Ohm και Gauss δείξτε ότι ηλεκτρικό φορτίο συνολικά διάφορο του µηδενός 
µπορεί να υπάρχει µόνο στην επιφάνεια του αγωγού.  
 
4. Συνδέουµε το ένα άκρο ενός µεταλλικού σύρµατος µε το θετικό πόλο µιας µπατα-
ρίας και το άλλο άκρο µε τον αρνητικό πόλο. Ποια θα είναι η κατεύθυνση του ηλε-
κτρικού πεδίου και του ηλεκτρικού ρεύµατος στο σύρµα; Ποια θα είναι η πραγµατική 
φορά κίνησης των ηλεκτρικών φορέων; (Ο θετικός πόλος της µπαταρίας βρίσκεται σε 
υψηλότερο δυναµικό σε σχέση µε τον αρνητικό. Κατά συνθήκη, ως φορά του ρεύµα-
τος θεωρείται η φορά του διανύσµατος της πυκνότητας ρεύµατος.)   
 
5. Γιατί η ειδική µορφή (6.16) του νόµου του Ohm ισχύει µόνο όταν η διατοµή του 
µεταλλικού σύρµατος είναι σταθερή; Κάτω από ποιες προϋποθέσεις το ηλεκτρικό πε-
δίο στο εσωτερικό του σύρµατος είναι οµογενές;  
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
 
 
1. Ένα µεταλλικό σύρµα διαρρέεται από σταθερό ρεύµα Ι. ∆είξτε ότι (α) το ηλεκτρικό 
πεδίο στο εσωτερικό του σύρµατος είναι στατικό, (β) το συνολικό ηλεκτρικό φορτίο 
στο εσωτερικό του σύρµατος είναι µηδέν (δηλαδή, στο εσωτερικό του το σύρµα είναι 
ηλεκτρικά ουδέτερο).  

    Λύση: Καλούµε ρ την ολική πυκνότητα φορτίου στο εσωτερικό του σύρµατος. Η 
πυκνότητα αυτή οφείλεται σε όλα τα φορτία, κινούµενα ηλεκτρόνια και ακίνητα θε-
τικά ιόντα, και δεν θα πρέπει να συγχέεται µε την πυκνότητα ρκ των κινούµενων ηλε-
κτρονίων. Γνωρίζουµε τρεις βασικούς νόµους:  

 Νόµος Ohm:   J Eσ=
G G

        (1) 

 Νόµος Gauss:   
0

E ρ
ε

∇ ⋅ =
G G

        (2) 

 Εξίσωση συνεχείας:  0J
t
ρ∂

∇ ⋅ + =
∂

G G
      (3) 

Επειδή το ρεύµα Ι είναι χρονικά σταθερό,  

                   

(1) (2) (3)

(1) (2)

0 0 ( ) 0 0

0 0 0in in in

J E ΄ E J
t t t

E Q dv

ρστατικο

ρ ρ

∂ ∂ ∂
= ⇒ = ⇒ = ⇒ ∇⋅ =

∂ ∂ ∂

⇒ ∇⋅ = ⇒ = ⇒ = =∫

G G GG G

G G
     

Φυσική ερµηνεία: Κάτω από συνθήκες όπου το ρεύµα στο σύρµα είναι σταθερό, το 
φορτίο των κινούµενων ηλεκτρονίων αντισταθµίζεται από το αντίθετο φορτίο των 
(ακίνητων) ιόντων του µετάλλου έτσι ώστε ο αγωγός να είναι στο εσωτερικό του  
ηλεκτρικά ουδέτερος. (Παρατήρηση: Στον υπολογισµό της ολικής πυκνότητας ρ το 
ηλεκτρόνιο λαµβάνεται πάντα ως αρνητικά φορτισµένο! Αυτό γίνεται γιατί το µέγε-
θος ρ από µόνο του αφορά παρουσία και όχι κίνηση φορτίων. Έτσι, δεν έχει νόηµα η 
συµβατική αντιστροφή του προσήµου του φορτίου του ηλεκτρονίου. Αντίθετα, στη 
σχέση J κρ υ=

G G  για τα κινούµενα ηλεκτρόνια µπορούµε ταυτόχρονα να αντιστρέ-
ψουµε τα πρόσηµα στα ρκ και υ

G , πράγµα που δεν επηρεάζει την πυκνότητα ρεύµατος 
J
G

.)  
 
2. Αποδείξτε τον πρώτο νόµο του Kirchhoff: Σε µια περιοχή R του χώρου στην οποία 
το ηλεκτρικό πεδίο είναι στατικό, το ολικό ηλεκτρικό ρεύµα δια µέσου οποιασδήποτε 
κλειστής επιφάνειας είναι µηδέν.  

    Λύση: Στατικό ηλεκτρικό πεδίο  => / 0,E t r R∂ ∂ = ∀ ∈
G G . Από το νόµο του Gauss,  

                          0 0( ) ( ) 0,EE r R
t t
ρρ ε ε∂ ∂

= ∇ ⋅ ⇒ = ∇⋅ = ∀ ∈
∂ ∂

GG GG G      

Τότε, από την εξίσωση συνεχείας,  

                                   0 0,J J r R
t
ρ∂

∇ ⋅ + = ⇒ ∇⋅ = ∀ ∈
∂

G GG G G     
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Παίρνουµε το ολοκλήρωµα της τελευταίας εξίσωσης µέσα σε έναν όγκο V που έχει 
σαν όριο µια κλειστή επιφάνεια S:  

                                                       ( ) 0
V

J dv∇⋅ =∫
G G

   

Το ολοκλήρωµα όγκου µετασχηµατίζεται σε κλειστό επιφανειακό µε τη βοήθεια του 
ολοκληρωτικού θεωρήµατος του Gauss:  

                                                          0
S

J da⋅ =∫
JJGG

v    

Το επιφανειακό ολοκλήρωµα παριστά το ολικό ρεύµα δια µέσου της κλειστής επιφά-
νειας S. Ο µηδενισµός του ολοκληρώµατος αυτού σηµαίνει ότι όσο ρεύµα εισέρχεται 
στην S τόσο και εξέρχεται. Αυτό οφείλεται στο ότι, στην περίπτωση των στατικών 
πεδίων δεν υπάρχει επιπλέον συγκέντρωση αλλά ούτε και απώλεια ηλεκτρικού φορ-
τίου σε οποιαδήποτε περιοχή του χώρου (αυτό, εξάλλου, δηλώνεται και από τη χρονι-
κή σταθερότητα της πυκνότητας φορτίου ρ). Στο όριο που V→0 η κλειστή επιφάνεια 
S εκφυλίζεται σε σηµείο. Στην περίπτωση ενός ηλεκτρικού κυκλώµατος ένα τέτοιο 
σηµείο αποτελεί έναν κόµβο, πάνω στον οποίο εφαρµόζεται η γνώριµή σας απλού-
στερη µορφή του πρώτου νόµου του Kirchhoff .  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7 
 

ΣΤΑΤΙΚΑ ΜΑΓΝΗΤΙΚΑ ΠΕ∆ΙΑ 
 
 

7.1  Μαγνητικό Πεδίο και Νόµος Biot-Savart   
 
Αν ο λόγος ύπαρξης ενός ηλεκτρικού πεδίου είναι το ηλεκτρικό φορτίο, ο λόγος  
ύπαρξης ενός µαγνητικού πεδίου είναι το ηλεκτρικό ρεύµα. Το ηλεκτρικό πεδίο πα-
ράγεται από ηλεκτρικά φορτία και επιδρά σε όλα τα φορτία, ανεξάρτητα από την κί-
νησή τους. Το µαγνητικό πεδίο παράγεται από κινούµενα φορτία και επιδρά µόνο σε 
κινούµενα φορτία. Φυσικά, η κινητική κατάσταση ενός φορτίου εξαρτάται και από 
τον παρατηρητή: Ένα φορτίο µπορεί να κινείται ως προς ένα παρατηρητή Α αλλά να 
είναι ακίνητο ως προς έναν άλλο παρατηρητή Β που ταξιδεύει µαζί µε το φορτίο. Ο Α 
θα καταγράψει µαγνητικό πεδίο ενώ ο Β όχι.  
 
    Η µαγνητική δύναµη πάνω σε ένα φορτίο q κινούµενο µε ταχύτητα υG  µέσα σε µα-
γνητικό πεδίο έντασης B

G
 ισούται µε  

                                                    ( )mF q Bυ= ×
G GG       (7.1) 

Αν στο χώρο υπάρχει και ηλεκτρικό πεδίο E
G

, η ολική δύναµη (δύναµη Lorentz) στο q 
είναι  

                                               [ ( )]F q E Bυ= + ×
G G GG        (7.2) 

Όπως θα δείξουµε τώρα,  
 

οι µαγνητικές δυνάµεις δεν παράγουν έργο, έτσι δεν επηρεάζουν το µέτρο 
(αλλά µόνο τη διεύθυνση) της ταχύτητας των φορτίων.  

 
Πράγµατι: Το έργο της µαγνητικής δύναµης κατά τη µετατόπιση ενός φορτίου µέσα 
στο µαγνητικό πεδίο δίνεται από µια έκφραση της µορφής  

                                   ( ) 0
b b

m ma a
W F dl q B dlυ= ⋅ = × ⋅ =∫ ∫

JJG JJGG GG      

αφού   

                          ( ) ( ) [( ) ] 0dlB dl B dt B dt
dt

υ υ υ υ× ⋅ = × ⋅ = × ⋅ =
JJGJJGG G GG G G G     

Από το θεώρηµα µεταβολής της κινητικής ενέργειας, ∆Ek= Wm= 0 => Ek= σταθερό => 
υ= σταθερό, όπου υ το µέτρο της ταχύτητας του φορτίου.   
 
    Έστω τώρα ότι, αντί για ένα σηµειακό φορτίο q έχουµε ένα ρεύµα Ι που διαρρέει 
ένα µεταλλικό σύρµα. Το σύρµα είναι τοποθετηµένο µέσα σε ένα στατικό (χρονικά 
σταθερό) µαγνητικό πεδίο ( )B r

G G  (το πεδίο αυτό προϋπήρχε και δεν οφείλεται στην 
παρουσία του ρεύµατος Ι ). Έστω dl

JJG
 µια στοιχειώδης µετατόπιση κατά µήκος του 

σύρµατος στη φορά κίνησης των συµβατικά θετικών φορτίων (αυτή είναι, εξ ορισµού, 
και η φορά του ρεύµατος Ι ):  
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dl
JJG

Ii

i

a

b

                     
 

Αν από κάθε σηµείο του σύρµατος περνάει φορτίο dq σε χρόνο dt, τότε I=dq/dt. Μέ-
σα στο χρονικό διάστηµα dt το φορτίο dq διατρέχει το τµήµα dl

JJG
 του σύρµατος. Το 

στοιχειώδες αυτό τµήµα, λοιπόν, περιέχει φορτίο dq=Idt κινούµενο µε ταχύτητα 
/dl dtυ =

JJGG . Έστω τώρα B
G

 η τιµή του µαγνητικού πεδίου στη θέση που βρίσκεται το 
dl
JJG

. Η στοιχειώδης µαγνητική δύναµη που δέχεται το τµήµα dl
JJG

 είναι  

                              ( ) ( ) ( )m
dldF dq B I dt B I dl B
dt

υ= × = × = ×
JJG JJGG G G GG      

Έτσι, η µαγνητική δύναµη που δέχεται ένα πεπερασµένο τµήµα ab του σύρµατος εί-
ναι  

                                                 ( )
b

m a
F I dl B r= ×∫

JJGG G G          (7.3) 

Προσέξτε ότι το ολοκλήρωµα είναι επικαµπύλιο κατά µήκος του σύρµατος. Αν dx, 
dy, dz είναι οι συνιστώσες τού dl

JJG
, το εξωτερικό γινόµενο στην (7.3) υπολογίζεται µε 

την ορίζουσα  

                                             
ˆ ˆ ˆx y z

x y z

u u u
dl B dx dy dz

B B B
× =

JJG G
            

 
    Όπως µια στατική κατανοµή (πυκνότητα) φορτίου ( )rρ G  παράγει ένα ηλεκτροστα-
τικό πεδίο ( )E r

G G , έτσι και µια στατική κατανοµή (πυκνότητα) ρεύµατος ( )J r
G G  παράγει 

ένα στατικό µαγνητικό πεδίο ( )B r
G G  (ο όρος στατικό σηµαίνει χρονικά αµετάβλητο). 

Με πιο απλά λόγια, ένα σύστηµα χρονικά σταθερών (κατά µέτρο και κατεύθυνση) 
ρευµάτων Ι1, Ι2,..., παράγουν ένα στατικό µαγνητικό πεδίο B

G
. Έστω ένα τέτοιο ρεύµα 

Ι και έστω dl
JJG

 µια στοιχειώδης µετατόπιση κατά µήκος του σύρµατος στη φορά του 
ρεύµατος. Θεωρούµε ένα σηµείο Ρ του χώρου στο οποίο θέλουµε να υπολογίσουµε 
την τιµή ( )B P

G
 του µαγνητικού πεδίου που παράγεται από το Ι . Καλούµε R

G
 το στιγ-

µιαίο διάνυσµα θέσης τού Ρ ως προς το dl
JJG

, και ˆ /R R R=
G

 (όπου R=| R
G

|) το µοναδιαίο 
διάνυσµα στην κατεύθυνση του R

G
:  

 

                                          

dl
JJG

I
i P

R
G

R̂
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Όπως βρίσκεται εµπειρικά, το στοιχειώδες µαγνητικό πεδίο στο σηµείο Ρ, που οφεί-
λεται στο τµήµα dl

JJG
 του σύρµατος, ισούται µε  

                                                    0
2

ˆ

4
dl RdB I

R
µ
π

×
=

JJG
G

        

όπου 7 2
0 4 10 /N Aµ π −= ×  (1 A ≡ 1 Ampere = 1C/s, η µονάδα έντασης ρεύµατος στο 

S.I.). Έτσι, το µαγνητικό πεδίο στο Ρ, που οφείλεται σε ολόκληρο το σύρµα, είναι  

                                                0
2

ˆ
( )

4
dl RB P I

R
µ
π

×
= ∫

JJG
G

       (7.4) 

όπου το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα υπολογίζεται κατά µήκος του σύρµατος. Η σχέση 
(7.4) εκφράζει το νόµο Biot-Savart και αποτελεί για το Μαγνητισµό το ανάλογο του 
νόµου του Coulomb στον Ηλεκτρισµό.  
 
 
7.2  Νόµος του Gauss για το Μαγνητισµό  
 
Όπως γνωρίζουµε, «πηγή» ενός ηλεκτρικού πεδίου είναι το ηλεκτρικό φορτίο (ανε-
ξάρτητα από την κίνησή του). Σύµφωνα µε το νόµο του Gauss, η ηλεκτρική ροή µέσα 
από µια κλειστή επιφάνεια είναι ένα µέτρο του αριθµού των πηγών που βρίσκονται 
στο εσωτερικό της επιφάνειας (µε άλλα λόγια, του ολικού ηλεκτρικού φορτίου που 
περικλείεται από την επιφάνεια). Όµως, ποιες είναι οι πηγές του µαγνητικού πεδίου; 
Σύµφωνα µε όσα γνωρίζουµε, το πεδίο αυτό οφείλει την ύπαρξή του σε κινούµενα 
ηλεκτρικά φορτία (ηλεκτρικά ρεύµατα), ενώ στη Φύση δεν έχουν ποτέ ανιχνευθεί ε-
λεύθεροι (µεµονωµένοι) µαγνητικοί πόλοι (µαγνητικά «φορτία»). Αυτό, µεταξύ άλ-
λων, σηµαίνει ότι  
 

η ολική µαγνητική ροή µέσα από µια κλειστή επιφάνεια είναι µηδέν: 
 
                                                      0

S
B da⋅ =∫
JJGG

v             (7.5) 

 
Αυτό ερµηνεύεται λέγοντας ότι, όσες δυναµικές γραµµές του πεδίου B

G
 εισέρχονται 

στην S τόσες και εξέρχονται από αυτήν, αφού στο εσωτερικό τής S δεν υπάρχουν µα-
γνητικά φορτία από τα οποία θα µπορούσαν να ξεκινούν πρόσθετες µαγνητικές δυνα-
µικές γραµµές. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι  
 

οι δυναµικές γραµµές του µαγνητικού πεδίου είναι κλειστές (δεν έχουν αρχή 
και τέλος) 

 
σε αντίθεση µε αυτές του ηλεκτρικού πεδίου οι οποίες ξεκινούν από (ή καταλήγουν 
σε) ηλεκτρικά φορτία.  
 
    Κάνοντας χρήση του ολοκληρωτικού θεωρήµατος του Gauss, µπορούµε να µετα-
σχηµατίσουµε το επιφανειακό ολοκλήρωµα στην (7.5) σε ολοκλήρωµα όγκου:  

                                                    ( ) 0
V

B dv∇⋅ =∫
G G
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όπου V ο όγκος που περικλείεται από την κλειστή επιφάνεια S. Για να ισχύει αυτό για 
αυθαίρετο όγκο V, θα πρέπει να ικανοποιείται η διαφορική εξίσωση  
 
                                                           0B∇⋅ =

G G
           (7.6) 

 
η οποία αποτελεί τη διαφορική µορφή του νόµου του Gauss για το µαγνητικό πεδίο. 
Παρατηρούµε ότι στο δεξί µέλος τής (7.6) δεν υπάρχει «πυκνότητα µαγνητικού φορ-
τίου» ανάλογη µε την πυκνότητα ηλεκτρικού φορτίου ρ που εµφανίζεται στο νόµο 
του Gauss (5.8) για το ηλεκτρικό πεδίο.  
 
    Σύµφωνα µε τη σχέση (7.6), το µαγνητικό πεδίο είναι σωληνωτό. Έτσι (βλ. 
Παρ.4.3),  
 

η µαγνητική ροή 
S

B da⋅∫
JJGG

 µέσα από ανοιχτή επιφάνεια S εξαρτάται µόνο 

από το περίγραµµα C (κλειστή καµπύλη) της S και είναι ίδια για όλες τις (α-
νοιχτές) επιφάνειες που έχουν κοινό περίγραµµα C.  

 
Κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει µε την ηλεκτρική ροή 

S
E da⋅∫
JJGG

, γιατί µεταξύ δύο επιφα-

νειών µε κοινό όριο (περίγραµµα) µπορεί να περικλείονται ηλεκτρικά φορτία από τα 
οποία ξεκινούν (ή στα οποία καταλήγουν) πρόσθετες ηλεκτρικές δυναµικές γραµµές. 
Οι γραµµές αυτές θα διαφοροποιήσουν την ηλεκτρική ροή που διέρχεται από τις δύο 
επιφάνειες.  
 
 
7.3  Νόµος του Ampère  
 
Θεωρούµε έναν κλειστό βρόχο C στον οποίο έχουµε αυθαίρετα ορίσει µια θετική φο-
ρά διαγραφής. Έστω ότι µέσα από τον C διέρχονται ρεύµατα Ι1, Ι2,… :  

                                             
C

+

1I 2I
3I

       
 
Το ολικό ρεύµα που διέρχεται µέσα από το βρόχο είναι το αλγεβρικό άθροισµα των Ι1, 
Ι2,… Στο άθροισµα αυτό τα πρόσηµα των ρευµάτων καθορίζονται µε βάση τον «κα-
νόνα του δεξιού χεριού»: Λυγίζουµε τα τέσσερα δάχτυλα του δεξιού χεριού κατά τη 
θετική φορά διαγραφής του βρόχου. Θετικά λαµβάνονται τα ρεύµατα που η φορά 
τους συµφωνεί µε την κατεύθυνση του αντίχειρα, ενώ αυτά που έχουν αντίθετη φορά 
λαµβάνονται ως αρνητικά. Έτσι, το ολικό ρεύµα µέσα από το βρόχο C του παραπάνω 
σχήµατος είναι  Iin = I1 - I2 + I3  (όπου τα I1, I2 , I3 παριστούν τα µέτρα των τριών ρευ-
µάτων, έτσι ώστε είναι εξ ορισµού θετικές ποσότητες). Θυµίζουµε ότι, γενικά, ως φο-
ρά ενός ρεύµατος  Ι  λαµβάνεται η φορά της αντίστοιχης πυκνότητας ρεύµατος J

G
.  
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    Υποθέτουµε τώρα ότι ο βρόχος C είναι το όριο (περίγραµµα) µιας ανοιχτής επιφά-
νειας S. Έστω dl

JJG
 ένα στοιχείο τού C προσανατολισµένο στη θετική φορά διαγραφής 

του βρόχου, και έστω da
JJG

 ένα στοιχείο τής S. Η σχετική φορά των dl
JJG

 και da
JJG

 καθορί-
ζεται µε τον κανόνα του δεξιού χεριού, όπως εξηγήσαµε στην Παρ.4.2:  

                                                 

S

C

da
JJG

da

dl
JJG

         
Καλούµε Iin το ολικό ρεύµα που διέρχεται µέσα από την καµπύλη C. Υπάρχουν ενδε-
χοµένως και άλλα ρεύµατα, έξω από τη C, τα οποία δεν συµπεριλαµβάνονται στο Iin . 
Όλα τα ρεύµατα είναι χρονικά σταθερά και όλα µαζί, εσωτερικά και εξωτερικά τής C, 
παράγουν στο χώρο ένα στατικό µαγνητικό πεδίο ( )B r

G G . Όπως προκύπτει από το νό-
µο Biot-Savart, η τιµή του κλειστού επικαµπύλιου ολοκληρώµατος του B

G
 πάνω στη 

C εξαρτάται µόνο από το εσωτερικό ρεύµα Iin (παρόλο που, όπως προαναφέραµε, το 
ίδιο το B

G
 εξαρτάται και από τα εξωτερικά ρεύµατα). Συγκεκριµένα,  

 
                                                 0 inC

B dl Iµ⋅ =∫
JJGG

v           (7.7) 

 
Η (7.7) αποτελεί το νόµο του Ampère σε ολοκληρωτική µορφή. Προσέξτε ότι το 
«πνεύµα» του νόµου αυτού είναι όµοιο µε αυτό του νόµου του Gauss για τον Ηλε-
κτρισµό.  
 
    Τώρα, από το θεώρηµα του Stokes,  

                                         ( )
C S

B dl B da⋅ = ∇× ⋅∫ ∫
JJG JJGGG G

v        

Επίσης, το ρεύµα που διέρχεται µέσα από το βρόχο C θα διέρχεται και µέσα από κάθε 
ανοιχτή επιφάνεια S µε περίγραµµα C. Έτσι, αν ( )J r

G G  είναι η πυκνότητα ρεύµατος 
πάνω στην S,  

                                                   in S
I J da= ⋅∫

JJGG
                   

Η (7.7) τότε γράφεται:  

                                     0( )
S S

B da J daµ∇× ⋅ = ⋅∫ ∫
JJG JJGG G G

      

Για να ισχύει η ισότητα για αυθαίρετη επιφάνεια S, θα πρέπει  
 
                                                 0B Jµ∇× =

G G G
         (7.8) 

 
Η (7.8) εκφράζει το νόµο του Ampère σε διαφορική µορφή.  
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    Παρατηρήσεις:  
 

1. Ο νόµος του Gauss (5.8) στον Ηλεκτρισµό, καθώς και ο αντίστοιχος νόµος 
(7.6) για το Μαγνητισµό, έχουν γενική ισχύ για όλα τα πεδία E

G
 και B

G
, στατι-

κά και χρονικά µεταβαλλόµενα. Αντίθετα, ο νόµος του Ampère στη µορφή 
(7.8) ισχύει µόνο για στατικά πεδία B

G
. Όµοια, η σχέση 0E∇× =

G G
 ισχύει µόνο 

για στατικά ηλεκτρικά πεδία. Όπως θα δούµε αργότερα, οι δύο τελευταίοι αυ-
τοί νόµοι χρειάζονται αναθεώρηση στην περίπτωση των χρονικά-µεταβαλλό-
µενων πεδίων.  

2. Ο νόµος του Gauss (7.6) για το Μαγνητισµό, καθώς και ο νόµος του Ampère 
(7.8) για στατικά µαγνητικά πεδία, είναι σε συµφωνία µε το νόµο Biot-Savart. 
Κατ’ ανάλογο τρόπο, ο νόµος του Gauss (5.8) στον Ηλεκτρισµό και η σχέση 

0E∇× =
G G

 για στατικά ηλεκτρικά πεδία, είναι σε συµφωνία µε το νόµο του 
Coulomb.  

3. Η µονάδα έντασης του µαγνητικού πεδίου στο S.I. είναι το Tesla (T). Όπως 
προκύπτει από τη σχέση (7.1),  1 T=1 N / (A⋅ m) .  
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 
 
 

1. Αναφέρθηκε ότι το µαγνητικό πεδίο παράγεται από κινούµενα φορτία και επιδρά 
µόνο σε κινούµενα φορτία. Πώς προκύπτουν αυτά µε βάση τις θεµελιώδεις εξισώσεις 
του Μαγνητισµού;  
 
2. Στο εσωτερικό ενός µακρύ, ευθύγραµµου σωλήνα υπάρχει οµογενές µαγνητικό πε-
δίο B

G
 µε διεύθυνση παράλληλη προς τον άξονα του σωλήνα. Ένα φορτίο q εισέρχε-

ται στο σωλήνα µε αρχική ταχύτητα κάθετη στη διατοµή του. Θα εξέλθει ποτέ το q 
από το σωλήνα;  
 
3. Ένα φορτισµένο σωµάτιο διέφυγε από το εργαστήριό µας και κινείται ελεύθερα 
στην κατεύθυνση του θετικού ηµιάξονα x. Θέλουµε να το σταµατήσουµε, και για το 
σκοπό αυτό σκεφτόµαστε να «φράξουµε» το δρόµο του στήνοντας ένα κατάλληλο 
πεδίο στην περιοχή όπου κινείται. Τι πεδίο πρέπει να χρησιµοποιήσουµε, ηλεκτρικό ή 
µαγνητικό; Ποια θα πρέπει να είναι η κατεύθυνση του πεδίου αυτού αν το σωµάτιο 
είναι (α) πρωτόνιο; (β) ηλεκτρόνιο;  
 
4. Ένας εκκεντρικός µάγειρας φοράει δύο σκούφους, έναν µικρό εσωτερικά και έναν 
λίγο µεγαλύτερο εξωτερικά. Για να µην κάνει τον κόπο να τους βάζει και να τους 
βγάζει έναν-έναν, έχει ράψει µαζί τα ανοίγµατά τους (που έχουν την ίδια περίµετρο), 
φτιάχνοντας στην ουσία ένα διπλό σκούφο. Ο µάγειρας ανήκει στο προσωπικό του 
εργαστηρίου ενός επιστήµονα ο οποίος κάνει πειράµατα πάνω στα µαγνητικά πεδία. 
Ο µάγειρας εισέρχεται στο εργαστήριο για να δώσει δείγµα του µενού της ηµέρας τη 
στιγµή που ο επιστήµονας µελετά ένα µαγνητικό πεδίο που υπάρχει στο χώρο του ερ-
γαστηρίου. Από ποιο σκούφο θα περάσει περισσότερη µαγνητική ροή;  
 
5. Βρισκόµαστε στην πλατεία ενός µικρού χωριού. Λίγο έξω από το χωριό, εξωγήινοι 
έχουν κατασκευάσει έναν τεράστιο αγωγό που διαρρέεται από σταθερό ρεύµα Ι. Ένας 
επιστήµονας που πίνει τον καφέ του στην πλατεία αντιλαµβάνεται την ύπαρξη µαγνη-
τικού πεδίου. Για να ερευνήσει την προέλευσή του αποφασίζει να χωρίσει την περί-
µετρο της πλατείας σε ένα πολύ µεγάλο πλήθος από στοιχειώδη τµήµατα idl

JJG
 

(i=1,2,...) και σε κάθε ένα από αυτά να καταγράψει την αντίστοιχη τιµή iB
G

 του µα-

γνητικού πεδίου. Η πρόθεσή του είναι να υπολογίσει το άθροισµα i i
i

B dl⋅∑
JJGG

. Μπο-

ρείτε να τον βοηθήσετε να βρει το αποτέλεσµα χωρίς να κοπιάσει; [Υπόδειξη: Ένα 
άθροισµα σαν το παραπάνω µπορεί οριακά να αντικατασταθεί από επικαµπύλιο ολο-
κλήρωµα.]  
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
 
 
1. Το πεδίο Coulomb (5.3) είναι µια ειδική περίπτωση ακτινωτού πεδίου της µορφής 

ˆ( ) ( )E r E r r=
G G , όπου | |r r=

G  και ˆ /r r r=
G  (το rG  παριστά το διάνυσµα θέσης του ση-

µείου στο οποίο µετράµε το ηλεκτρικό πεδίο, ως προς τη θέση στην οποία βρίσκεται 
το σηµειακό φορτίο που παράγει το πεδίο αυτό, ενώ το r̂  παριστά το µοναδιαίο διά-
νυσµα στην κατεύθυνση του rG ). ∆είξτε ότι δεν είναι δυνατό να υπάρχει ακτινωτό µα-
γνητικό πεδίο της µορφής ˆ( ) ( )B r B r r=

G G . Ποια είναι η φυσική ερµηνεία του συµπε-
ράσµατος αυτού;  

    Λύση: Έστω S µια σφαιρική επιφάνεια ακτίνας r µε κέντρο κάποιο σταθερό σηµείο 
αναφοράς Ο :  

                                                 

r

S

da
JJG

P i

O
i

r̂
B
G

       
Έστω B

G
 το διάνυσµα του µαγνητικού πεδίου στο σηµείο Ρ της S. Το διάνυσµα θέσης 

τού Ρ ως προς το Ο είναι r OP=
JJJGG . Από το νόµο του Gauss για το Μαγνητισµό, η ολι-

κή µαγνητική ροή µέσα από την S είναι µηδέν:  

               ˆ ˆ0 [ ( ) ] [( ) ] 0 ( ) 0
S S S

B da B r r da r B r da⋅ = ⇒ ⋅ = ⇒ =∫ ∫ ∫
JJGG

v v v     

Επειδή το B(r) είναι σταθερό πάνω στην S (αφού r=σταθ. στην S ),  

              2( ) 0 ( ) (4 ) 0 ( ) 0 0
S

B r da B r r B r Bπ= ⇒ = ⇒ = ⇒ =∫
G

v     

Άρα, η υπόθεση ότι ˆ( ) ( )B r B r r=
G G  δεν ευσταθεί για 0B ≠

G
. Πράγµατι, αν υπήρχε µα-

γνητικό πεδίο αυτής της µορφής η µαγνητική ροή µέσα από την S δεν θα ήταν µηδέν, 
κι αυτό θα σήµαινε ότι στο σηµείο Ο, απ’ όπου ξεκινούν ακτινωτά οι µαγνητικές δυ-
ναµικές γραµµές, υπάρχει ένας µαγνητικός πόλος!  
 
2. ∆είξτε ότι µέσα από µια (κλειστή) δυναµική γραµµή ενός στατικού µαγνητικού πε-
δίου διέρχεται ολικό ρεύµα διάφορο του µηδενός.  

    Λύση: Έστω C µια δυναµική γραµµή τού B
G

. Σε κάθε σηµείο τής C το B
G

 είναι ε-
φαπτόµενο σε αυτή, άρα συγγραµµικό και οµόρροπο µε το στοιχείο dl

JJG
 της C. Έτσι,  

 
                                            | || | 0

C C
B dl B dl⋅ = >∫ ∫
JJG JJGG G

v v         (1) 
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Από την άλλη µεριά, από το νόµο του Ampère,  

                                                     0 inC
B dl Iµ⋅ =∫
JJGG

v       (2) 

Από τις (1) και (2) είναι φανερό ότι θα πρέπει Iin ≠0 .  
 
3. Ένας µακρύς και λεπτός µεταλλικός κύλινδρος ακτίνας R, άδειος στο εσωτερικό 
του, διαρρέεται από σταθερό ρεύµα Ι παράλληλο προς τον άξονά του. Βρείτε το µα-
γνητικό πεδίο µέσα και έξω από τον κύλινδρο.  

    Λύση: Καταρχήν θα κάνουµε µια σύντοµη αναφορά σε ένα απλούστερο και πιο 
θεµελιώδες πρόβληµα: το µαγνητικό πεδίο που παράγεται από ένα µακρύ, ευθύ-
γραµµο ρεύµα Ι. Όπως βρίσκεται από το νόµο Biot-Savart, οι µαγνητικές δυναµικές 
γραµµές είναι κυκλικές µε τα κέντρα τους στο ρεύµα και τα επίπεδά τους κάθετα σ’ 
αυτό. Το µαγνητικό πεδίο B

G
 είναι, φυσικά, εφαπτόµενο σε κάθε σηµείο µιας δυναµι-

κής γραµµής και η φορά του καθορίζεται µε τον κανόνα του δεξιού χεριού: αν λυγί-
σουµε τα δάχτυλα του δεξιού χεριού προς την κατεύθυνση του B

G
, ο αντίχειρας θα 

δείχνει στην κατεύθυνση του Ι :   

                                         

i

I

B
Gr

       

Το µέτρο B του B
G

 είναι σταθερό κατά µήκος µιας δυναµικής γραµµής. Αν r είναι η 
ακτίνα της γραµµής αυτής, βρίσκεται ότι   
 

                                                     0( )
2

I
B r

r
µ
π

=            (1) 

 
Προσέξτε ότι αν ολοκληρώσουµε το B

G
 κατά µήκος µιας δυναµικής γραµµής C, ο νό-

µος του Ampère επαληθεύεται αυτόµατα:  

          0 0| | | | (2 ) inC C C C
B dl B dl B dl B dl B r I Iπ µ µ⋅ = = = = = =∫ ∫ ∫ ∫
JJG JJGG G

v v v v    

όπου λάβαµε υπόψη ότι το B είναι σταθερό πάνω στη C, ίσο µε B(r).   

    Πίσω στο αρχικό πρόβληµα τώρα. Θεωρούµε µια κάθετη τοµή του κυλίνδρου:  

                                        

R

C
C΄

r
dl
JJG

B
G
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Φανταστείτε ότι ο άξονας του κυλίνδρου είναι κάθετος στη σελίδα, και το ρεύµα Ι 
έχει φορά προς τα έξω (προς εµάς). Επειδή το πρόβληµα έχει την ίδια συµµετρία µε 
το ευθύγραµµο ρεύµα (κυλινδρική συµµετρία), οι δυναµικές γραµµές του µαγνητικού 
πεδίου B

G
 µέσα και έξω από τον κύλινδρο θα είναι κύκλοι κάθετοι στον κύλινδρο µε 

κέντρα πάνω στον άξονά του, ενώ το µέτρο B του B
G

 θα είναι σταθερό πάνω σε µια 
δυναµική γραµµή. Έστω C µια δυναµική γραµµή µε ακτίνα r>R (εξωτερική ως προς 
τον κύλινδρο). Εφαρµόζουµε το νόµο του Ampère για τον κλειστό βρόχο C, παρατη-
ρώντας ότι Iin=I :  

       0 0 | | | | (2 )inC C C C
B dl I I B dl B dl B dl B rµ µ π⋅ = ⇒ = = = = ⇒∫ ∫ ∫ ∫
JJG JJGG G

v v v v     

                                             0( ) ,
2

I
B r r R

r
µ
π

= >         (2) 

 
Συγκρίνοντας τη (2) µε την (1) παρατηρούµε ότι το µαγνητικό πεδίο στο εξωτερικό 
του κυλίνδρου είναι ίδιο µε αυτό που θα δηµιουργούσε ένα ευθύγραµµο ρεύµα Ι ρέο-
ντας κατά µήκος του άξονα του κυλίνδρου! Για να βρούµε το πεδίο στο εσωτερικό 
του κυλίνδρου, εφαρµόζουµε το νόµο του Ampère για τον κλειστό βρόχο C΄ µε r<R , 
προσέχοντας τώρα ότι Iin=0 :  

       0 0 | | | | (2 )inC΄ C΄ C΄ C΄
B dl I B dl B dl B dl B rµ π⋅ = ⇒ = = = = ⇒∫ ∫ ∫ ∫
JJG JJGG G

v v v v    

 
                                                 B (r) = 0  ,    r < R                                                        
 
∆ηλαδή, δεν υπάρχει µαγνητικό πεδίο στο εσωτερικό του κυλίνδρου.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  8 
 

ΣΤΑΤΙΚΑ ΠΕ∆ΙΑ ΣΤΗΝ ΥΛΗ 
 
 

8.1  Ηλεκτρική και Μαγνητική ∆ιπολική Ροπή   
 
Θεωρούµε ένα σύστηµα φορτίων q1, q2,…, που βρίσκονται στιγµιαία στις θέσεις 

1 2, , ,r rG G "  ως προς το σηµείο αναφοράς Ο του συστήµατος συντεταγµένων µας:  
 

                                               x
y

z

i
ii

O

1q
2q

1r
G

2rG

      
 
Η ηλεκτρική διπολική ροπή του συστήµατος ορίζεται ως το διάνυσµα  
 
                                            1 1 2 2i i

i

p q r q r q r= = + +∑G G G G "        (8.1) 

 
Παρατηρούµε ότι, γενικά, η pG  εξαρτάται από την εκλογή του σηµείου αναφοράς Ο. 
Σε κάποιες ειδικές περιπτώσεις, όµως, η pG  έχει απόλυτη γεωµετρική σηµασία ανε-
ξάρτητη του σηµείου αναφοράς. Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε ένα ηλεκτρικό δίπο-
λο: δύο αντίθετα φορτία q1= –q και q2=+q σε απόσταση s µεταξύ τους. Καλούµε sG  
το διάνυσµα από το –q στο +q :    

                                          • •q− q+
sG

            
 
Η ηλεκτρική διπολική ροπή του συστήµατος είναι  1 2 2 1( ) ( )p q r q r q r r= − + = − ⇒

G G G G G      
 
                                                        p q s=

G G
       (8.2) 

 
Προφανώς, η pG  είναι ανεξάρτητη από τη θέση του σηµείου αναφοράς Ο.  
 
    Ας υποθέσουµε τώρα ότι τοποθετούµε ένα ηλεκτρικό δίπολο µέσα σε ένα οµογενές 
ηλεκτρικό πεδίο E

G
. Τα δύο φορτία θα δεχθούν δυνάµεις 1 2, ,F qE F qE= − = +

G G G G
 οι ο-

ποίες αποτελούν ζεύγος δυνάµεων:  
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                                     x
y

z

i
ii

O
1r
G

2rG

q−
q+

sG

1F
G

2F
G

E
G

 
Στο δίπολο, λοιπόν, ασκείται εξωτερική ροπή ίση µε  
 
                          1 1 2 2 2 1( ) ( ) ( )T r F r F q r r E q s E= × + × = − × = × ⇒

G G G G GG G G G G                      

                                                          T p E= ×
G GG           (8.3) 

(προσέξτε ότι η ροπή αυτή δεν εξαρτάται από το σηµείο αναφοράς Ο). Παρατηρούµε 
ότι η ροπή T

G
 τείνει να στρέψει το δίπολο έτσι ώστε η διπολική ροπή pG  να ευθυγραµ-

µιστεί µε το ηλεκτρικό πεδίο E
G

.  
 
    Ο όρος µαγνητικό δίπολο είναι παραπλανητικός, αφού γνωρίζουµε ότι δεν υπάρ-
χουν µαγνητικοί πόλοι! Με τον όρο αυτό εννοούµε απλά έναν κλειστό ρευµατικό 
βρόχο. Η παράδοξη ονοµατολογία οφείλεται στην παρατήρηση ότι η µαθηµατική έκ-
φραση του µαγνητικού πεδίου που δηµιουργεί ο βρόχος µοιάζει πολύ µε την αντί-
στοιχη έκφραση του ηλεκτρικού πεδίου που παράγεται από ένα ηλεκτρικό δίπολο. 
Θεωρούµε λοιπόν ένα µικρό, επίπεδο βρόχο εµβαδού a, ο οποίος διαρρέεται από ρεύ-
µα Ι. Ορίζουµε ένα διάνυσµα aG , µέτρου a, κάθετο στο επίπεδο του βρόχου, µε φορά 
συµβατή µε τη φορά του ρεύµατος και καθοριζόµενη σύµφωνα µε τον κανόνα του 
δεξιού χεριού:  

                                                     I

a

aG
mG

           
Η µαγνητική διπολική ροπή του βρόχου είναι το διάνυσµα1  
 
                                                         m I a=

G G
         (8.4) 

 
Προσέξτε ότι το mG  είναι κάθετο στο επίπεδο του βρόχου και η φορά του είναι συµ-
βατή µε τη φορά τού Ι. (Όπως βρίσκεται από το νόµο Biot-Savart, το µαγνητικό πεδίο 
που παράγεται από έναν κυκλικό ρευµατικό βρόχο έχει την κατεύθυνση της µαγνητι-
κής διπολικής ροπής mG  σε κάθε σηµείο του άξονα που είναι κάθετος στο βρόχο και 
διέρχεται από το κέντρο του.) Όταν ένα µαγνητικό δίπολο τοποθετείται µέσα σε µα-
γνητικό πεδίο B

G
, δέχεται εξωτερική ροπή ίση µε  

                                                           T m B= ×
G GG        (8.5) 

Η ροπή αυτή τείνει να ευθυγραµµίσει τη διπολική ροπή mG  µε το B
G

.  

                                                 
1 Θεωρούµε ότι  Ι >0 .  
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8.2  ∆ιηλεκτρικά Μέσα  
 
Όπως γνωρίζουµε, οι αγωγοί διαθέτουν στο εσωτερικό τους ένα πλήθος ελεύθερων 
ηλεκτρονίων τα οποία δεν είναι δεσµευµένα από άτοµα του υλικού αλλά κινούνται 
ελεύθερα µέσα στο κρυσταλλικό πλέγµα. Αντίθετα, στους µονωτές (ή διηλεκτρικά) τα 
ηλεκτρόνια σθένους είναι δεσµευµένα από τα άτοµα στα οποία ανήκουν και δεν είναι 
εύκολο να αποσπαστούν από αυτά. Θα µελετήσουµε τώρα τη συµπεριφορά ενός διη-
λεκτρικού µέσου όταν στο εσωτερικό του υπάρχει ηλεκτρικό πεδίο E

G
.  

 
    Ας πάρουµε πρώτα την περίπτωση όπου το διηλεκτρικό αποτελείται από ουδέτερα 
άτοµα. Φυσιολογικά, ένα τέτοιο άτοµο δεν εµφανίζει ηλεκτρική διπολική ροπή διότι, 
λόγω συµµετρίας στην κατανοµή του φορτίου, το «κέντρο βάρους» του αρνητικού 
φορτίου λόγω των ηλεκτρονίων συµπίπτει µε το αντίστοιχο του θετικού φορτίου στον 
πυρήνα. Όταν όµως το άτοµο βρεθεί µέσα σε ηλεκτρικό πεδίο E

G
 παρατηρείται µια 

σχετική µετατόπιση θετικού και αρνητικού φορτίου: ο πυρήνας µετατοπίζεται προς 
την κατεύθυνση του E

G
 ενώ τα ηλεκτρόνια προς την αντίθετη κατεύθυνση. Το άτοµο 

τώρα µοιάζει µε µικρό ηλεκτρικό δίπολο του οποίου η διπολική ροπή pG  είναι στην 
κατεύθυνση του E

G
. Αν µάλιστα το E

G
 δεν είναι πολύ ισχυρό, η pG  είναι περίπου ανά-

λογη του E
G

. Επειδή η pG  οφείλεται αποκλειστικά στο E
G

 (δεν προϋπήρχε), λέµε ότι η 
ροπή αυτή επάγεται από το ηλεκτρικό πεδίο. Ανάλογο φαινόµενο έχουµε και στην 
περίπτωση που το διηλεκτρικό αποτελείται από µη-πολικά µόρια (που δεν έχουν, δη-
λαδή, εξαρχής ηλεκτρική διπολική ροπή), όπως π.χ. το CO2 :  
 

                                          
O OC

     
 
    Μερικά διηλεκτρικά αποτελούνται από πολικά µόρια που διαθέτουν εξαρχής κά-
ποια ηλεκτρική διπολική ροπή pG . Τέτοια είναι η περίπτωση του H2O :  
 

                                          

H + H +

O −

pG

        
 
Τα ηλεκτρόνια στο µόριο του H2O τείνουν αυθόρµητα να συσπειρώνονται πιο κοντά 
προς το άτοµο του οξυγόνου, αφήνοντας τα άτοµα του υδρογόνου θετικά φορτισµένα 
και προσδίδοντας αρνητικό φορτίο στο οξυγόνο. Όταν ένα τέτοιο µόριο βρεθεί µέσα 
σε ηλεκτρικό πεδίο E

G
, η προϋπάρχουσα ηλεκτρική διπολική ροπή pG  θα τείνει να ευ-

θυγραµµιστεί µε το E
G

. Έτσι, το αποτέλεσµα θα είναι και πάλι µια διπολική ροπή 
στην κατεύθυνση του E

G
, µόνο που αυτή τη φορά η pG  προϋπήρχε και δεν την επή-

γαγε το E
G

.  
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    Και στις δύο κατηγορίες διηλεκτρικών µέσων που περιγράψαµε, το αποτέλεσµα 
της παρουσίας ενός ηλεκτρικού πεδίου E

G
 στο εσωτερικό τους είναι κοινό: η εµφά-

νιση ενός µεγάλου πλήθους από µικρά ηλεκτρικά δίπολα προσανατολισµένα στην 
κατεύθυνση του E

G
. Λέµε ότι το ηλεκτρικό πεδίο προκαλεί πόλωση στο διηλεκτρικό 

και ορίζουµε το διάνυσµα πόλωσης P
G

 ως τη διπολική ροπή ανά µονάδα όγκου του 
υλικού:  
 

                                                         d pP
d v

=
GG

          (8.6) 

 
    Σαν αποτέλεσµα της πόλωσης, στο εσωτερικό καθώς και στην επιφάνεια του διη-
λεκτρικού εµφανίζεται ένα νέο είδος φορτίων που καλούνται φορτία πόλωσης. Σε α-
ντίθεση µε τα ελεύθερα φορτία των αγωγών, τα φορτία πόλωσης είναι δέσµια σε συ-
γκεκριµένα άτοµα και δεν µπορούν να µετακινηθούν µέσα στο υλικό. Οφείλονται α-
ποκλειστικά στη διαταραχή της αρχικής ηλεκτροστατικής ισορροπίας του υλικού λό-
γω της πόλωσης που προκαλεί το ηλεκτρικό πεδίο, και εξαφανίζονται µόλις απο-
µακρυνθεί το E

G
. Η πυκνότητα φορτίου πόλωσης στο εσωτερικό του διηλεκτρικού ι-

σούται µε  
 
                                                       b Pρ = −∇ ⋅

G G
       (8.7) 

 
όπου υποθέσαµε ότι, γενικά, το διάνυσµα πόλωσης P

G
 µεταβάλλεται στο χώρο. Στην 

περίπτωση που η πόλωση είναι οµογενής, το P
G

 είναι σταθερό και ρb=0 στο εσωτε-
ρικό του διηλεκτρικού. Έτσι, σ’ αυτή την περίπτωση τα φορτία πόλωσης περιορίζο-
νται στην επιφάνεια του υλικού.  
 
    Αν στο εσωτερικό ή την επιφάνεια του διηλεκτρικού υπάρχουν και άλλα φορτία 
που δεν οφείλονται στην πόλωση, τούτα καλούνται ελεύθερα φορτία και η πυκνότητά 
τους συµβολίζεται ρf . Τα φορτία αυτά µπορεί να είναι, π.χ., ηλεκτρόνια στις πλάκες 
ενός πυκνωτή που είναι σε επαφή µε το διηλεκτρικό, επιπρόσθετα εξωτερικά φορτία 
τοποθετηµένα µε κάποιον τρόπο µέσα στο υλικό, ιόντα Na+ και Cl− µέσα σε διάλυµα 
NaCl σε H2O, κλπ.  
 
    Στην περιοχή ενός πολωµένου διηλεκτρικού, λοιπόν, η ολική πυκνότητα φορτίου θα 
είναι το άθροισµα  
                                              
                                                     f bρ ρ ρ= +        (8.8) 
 
Αντίστοιχα, το ολικό ηλεκτρικό πεδίο E

G
, που οφείλεται σε όλα τα φορτία (ελεύθερα 

και δέσµια), θα υπακούει στο νόµο του Gauss:  

       0 0
0

( ) ( )f b f fE E P E Pρ ε ρ ρ ρ ε ρ
ε

∇ ⋅ = ⇒ ∇⋅ = + = −∇⋅ ⇒ ∇⋅ + =
G G G GG G G G G

    

Ορίζουµε την ηλεκτρική µετατόπιση  
 
                                                   0D E Pε= +

G G G
          (8.9) 
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Ο νόµος του Gauss τώρα γράφεται  
 
                                                         fD ρ∇ ⋅ =

G G
          (8.10) 

 
ή, σε ολοκληρωτική µορφή,  
 
                                                    ,f inS

D da Q⋅ =∫
JJGG

v          (8.11) 

 
όπου ,f in fV

Q dvρ= ∫  το ολικό ελεύθερο φορτίο µέσα σε έναν όγκο V που οριοθετεί-

ται από την κλειστή επιφάνεια S.  
 
    Άσκηση: ∆είξτε αναλυτικά την ισοδυναµία ανάµεσα στις (8.10) και (8.11).  
 
    Ένα διηλεκτρικό µέσο καλείται γραµµικό όταν σε κάθε σηµείο του η πόλωση P

G
 

είναι ανάλογη του ηλεκτρικού πεδίου E
G

 στο σηµείο αυτό, µε την προϋπόθεση ότι το 
πεδίο E

G
 δεν είναι πολύ ισχυρό. Γράφουµε:  

 
                                                         0 eP Eε χ=

G G
         (8.12) 

 
όπου ο αδιάστατος (καθαρός αριθµός) παράγων χe καλείται ηλεκτρική επιδεκτικότητα 
του µέσου. Η ηλεκτρική µετατόπιση D

G
 τότε γράφεται  

 
                                       0 0 (1 )eD E P Eε ε χ= + = + ⇒

G G G G
     

 
                                                         D Eε=

G G
         (8.13) 

 
όπου ε η διηλεκτρικότητα του µέσου, ίση µε  
 
                                                     0 (1 )eε ε χ= +        (8.14) 
 
Ο λόγος  

                                                   
0

1e e
εκ χ
ε

= = +        (8.15) 

 
καλείται σχετική διηλεκτρικότητα ή διηλεκτρική σταθερά του µέσου. Για όλα τα υλικά 
ισχύει ότι 00, , 1e eχ ε ε κ≥ ≥ ≥ . Για το κενό, 00, , 1e eχ ε ε κ= = = .  
 
    Στην περίπτωση γραµµικού και οµογενούς διηλεκτρικού, ο νόµος του Gauss (8.11) 
γράφεται (λαµβάνοντας υπόψη ότι  ε= σταθερό για οµογενές µέσο):   
 
                                    ,f inS S

E da E da Qε ε⋅ = ⋅ = ⇒∫ ∫
JJG JJGG G

v v      

 

                                                  ,f in

S

Q
E da

ε
⋅ =∫
JJGG

v           (8.16) 
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Συνδυάζοντας όσα γνωρίζουµε για τη ροή του ηλεκτρικού πεδίου, έχουµε:  
 

                                                ,

0

f inin
S

QQE da
ε ε

⋅ = =∫
JJGG

v         (8.17) 

 
όπου ,f inQ  το ελεύθερο φορτίο και Qin το ολικό φορτίο (ελεύθερο και δέσµιο φορτίο 
πόλωσης) στο εσωτερικό τής S.  
 
    Παρατήρηση: Τονίζουµε ότι το E

G
 παριστά την τελική τιµή του ηλεκτρικού πεδίου 

στο εσωτερικό του διηλεκτρικού, µετά την πόλωση του υλικού και τη δηµιουργία του 
δέσµιου φορτίου πόλωσης, και όχι το εξωτερικό πεδίο 0E

G
 που προκάλεσε αρχικά την 

πόλωση. Αναλυτικά: Το εξωτερικό πεδίο 0E
G

 προκαλεί πόλωση στο διηλεκτρικό και 
επάγει δέσµιο φορτίο πόλωσης, το φορτίο αυτό δηµιουργεί πρόσθετο ηλεκτρικό πεδίο 
µέσα στο διηλεκτρικό, το ολικό πεδίο που προκύπτει επάγει επιπρόσθετο δέσµιο φορ-
τίο το οποίο µε τη σειρά του δηµιουργεί επιπρόσθετο ηλεκτρικό πεδίο, κλπ., µέχρι να 
φτάσουµε στις τελικές τιµές για το E

G
 και το φορτίο πόλωσης. (Η διαδικασία αυτή, 

βέβαια, λαµβάνει χώρα σχεδόν ακαριαία.)  
 
 
8.3  Μαγνητικά Μέσα  
 
Όταν στο εσωτερικό ενός υλικού υπάρχει µαγνητικό πεδίο B

G
 το υλικό υφίσταται µα-

γνητική πόλωση ή µαγνήτιση. ∆ηλαδή, εµφανίζει στο εσωτερικό του ένα µεγάλο πλή-
θος από µικρά µαγνητικά δίπολα προσανατολισµένα παράλληλα προς το B

G
, τα οποία 

προσδίδουν στο υλικό µαγνητική διπολική ροπή. Ορίζουµε το διάνυσµα µαγνήτισης 
M
G

 ως τη µαγνητική διπολική ροπή ανά µονάδα όγκου του υλικού:  
 

                                                         d mM
d v

=
GG

          (8.18) 

 
Σε αντίθεση µε την ηλεκτρική πόλωση P

G
 που είναι πάντα στην κατεύθυνση του ηλε-

κτρικού πεδίου E
G

, η µαγνήτιση M
G

 µπορεί να είναι οµόρροπη ή αντίρροπη µε το B
G

. 
Στην πρώτη περίπτωση το υλικό ονοµάζεται παραµαγνητικό (π.χ. οξυγόνο, νάτριο, 
αργίλιο, κλπ.) ενώ στη δεύτερη καλείται διαµαγνητικό (π.χ. υδρογόνο, διοξείδιο του 
άνθρακα, νερό, χαλκός, κλπ.). Γενικά, το φαινόµενο της µαγνήτισης διαρκεί όσο υ-
πάρχει µαγνητικό πεδίο µέσα στο υλικό. Μερικά υλικά όµως που ονοµάζονται σι-
δηροµαγνητικά (π.χ. σίδηρος, νικέλιο, κοβάλτιο) διατηρούν σηµαντικό µέρος της µα-
γνήτισής τους και µετά την αποµάκρυνση του µαγνητικού πεδίου.   
 
    Το αν ένα υλικό µέσο είναι παραµαγνητικό ή διαµαγνητικό εξαρτάται από την έκ-
βαση ενός ανταγωνισµού στο εσωτερικό του ανάµεσα σε παραµαγνητικά και διαµα-
γνητικά φαινόµενα που συµβαίνουν ταυτόχρονα. Αν επικρατούν τα παραµαγνητικά 
φαινόµενα το υλικό εµφανίζεται παραµαγνητικό, ενώ στην αντίθετη περίπτωση είναι 
διαµαγνητικό.  
 
    Τα παραµαγνητικά φαινόµενα οφείλονται σε προσανατολισµό µαγνητικών διπόλων 
που προϋπάρχουν, ενώ στα διαµαγνητικά φαινόµενα τα δίπολα επάγονται από το µα-
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γνητικό πεδίο B
G

. Οι επαγόµενες µαγνητικές διπολικές ροπές οφείλονται στην επί-
δραση του B

G
 πάνω στην τροχιακή κίνηση των ηλεκτρονίων γύρω από τους πυρήνες 

των ατόµων του υλικού (φανταστείτε ότι η κίνηση ενός ηλεκτρονίου γύρω από τον 
πυρήνα συνιστά ένα µικρό ρευµατικό βρόχο). Η επίδραση αυτή προκαλεί µια επιπρό-
σθετη µαγνητική διπολική ροπή σε κατεύθυνση αντίθετη από αυτή του B

G
. Οι προϋ-

πάρχουσες (µόνιµες) µαγνητικές διπολικές ροπές µπορεί να οφείλονται σε δύο παρά-
γοντες: (α) Στο spin των ελεύθερων ηλεκτρονίων ενός µετάλλου (τα θετικά ιόντα δεν 
διαθέτουν εξαρχής µαγνητική διπολική ροπή, µε εξαίρεση τα στοιχεία µεταπτώσεως 
Fe, Ni, Co, κλπ.). (β) Σε άτοµα ή ιόντα που έχουν µη-συµπληρωµένες εξωτερικές 
στοιβάδες κι έτσι διαθέτουν εξαρχής µαγνητική διπολική ροπή (π.χ., τα θετικά ιόντα 
των Fe, Ni, Co στα οποία η υποστοιβάδα 3d, που µένει ως εξωτερική µετά την απε-
λευθέρωση των ηλεκτρονίων τής 4s, είναι ασυµπλήρωτη). Ειδικά για τα µέταλλα, τα 
παραµαγνητικά φαινόµενα της περίπτωσης (β) είναι ιδιαίτερα ισχυρά, πράγµα που 
εξηγεί τον έντονα παραµαγνητικό χαρακτήρα των µετάλλων των στοιχείων µεταπτώ-
σεως.  
 
    Σαν αποτέλεσµα της µαγνήτισης ενός υλικού, στο εσωτερικό καθώς και στην επι-
φάνειά του εµφανίζεται ένα νέο είδος ρευµάτων που καλούνται ρεύµατα µαγνήτισης. 
Σε αντίθεση µε τα ρεύµατα ελεύθερων φορτίων που διαρρέουν τους αγωγούς, τα ρεύ-
µατα µαγνήτισης είναι δέσµια, µε την έννοια ότι δεν συνιστούν µετακίνηση φορτίου 
σε µεγάλες αποστάσεις αλλά είναι αθροιστικά (µακροσκοπικά) φαινόµενα, αποτε-
λούµενα από συνεισφορά πολλών µικροσκοπικών ρευµάτων που είναι αναπόσπαστα 
συνδεδεµένα µε άτοµα του υλικού. Με εξαίρεση τους µόνιµους µαγνήτες, τα ρεύµατα 
µαγνήτισης καταπαύουν µόλις αποµακρυνθεί το µαγνητικό πεδίο που τα προκάλεσε. 
Η πυκνότητα ρεύµατος µαγνήτισης µέσα στο µαγνητικό υλικό ισούται µε  
 
                                                       bJ M= ∇×

GG G
          (8.19) 

 
όπου υποθέσαµε ότι, γενικά, το διάνυσµα µαγνήτισης M

G
 µεταβάλλεται στο χώρο. 

Στην περίπτωση που η µαγνήτιση είναι οµογενής, το M
G

 είναι σταθερό και 0bJ =
G

 στο 
εσωτερικό του υλικού. Έτσι, σ’ αυτή την περίπτωση τα ρεύµατα µαγνήτισης περιορί-
ζονται στην επιφάνεια του µαγνητικού µέσου.  
 
    Αν στο εσωτερικό ή την επιφάνεια του µαγνητικού υλικού υπάρχουν και άλλα 
ρεύµατα που δεν οφείλονται στη µαγνήτιση, τούτα καλούνται ελεύθερα ρεύµατα (διότι 
γενικά οφείλονται σε πραγµατική µετακίνηση φορτίου στο χώρο) και η πυκνότητά 
τους συµβολίζεται fJ

G
. Τα ρεύµατα αυτά µπορεί, π.χ., να ρέουν µέσα σε σύρµατα που 

διαπερνούν το υλικό (ή µέσα στο ίδιο το υλικό εφόσον αυτό είναι αγωγός), να οφεί-
λονται σε κίνηση ιόντων µέσα σε κάποιο υγρό, κλπ.  
 
    Στην περιοχή ενός µαγνητισµένου υλικού µέσου η ολική πυκνότητα ρεύµατος θα 
είναι το άθροισµα  
                                              
                                                       f bJ J J= +

G G G
       (8.20) 

 
Αντίστοιχα, το ολικό µαγνητικό πεδίο B

G
, που οφείλεται σε όλα τα ρεύµατα (ελεύθερα 

και δέσµια), θα υπακούει στο νόµο του Ampère:  
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    0
0 0

1 1( ) ( ) ( )f b f fB J B J J J M B M Jµ
µ µ

∇× = ⇒ ∇× = + = + ∇× ⇒ ∇× − =
G G G GG G G G G G G G G G

    

Ορίζουµε το βοηθητικό πεδίο (χωρίς όνοµα!)  
 

                                                     
0

1H B M
µ

= −
G G G

          (8.21) 

 
Ο νόµος του Ampère τώρα γράφεται  
 
                                                     fH J∇× =

G G G
           (8.22) 

 
ή, σε ολοκληρωτική µορφή,  
 
                                                 ,f inC

H dl I⋅ =∫
JJGG

v           (8.23) 

 
όπου ,f in fS

I J da= ⋅∫
JJGG

 το ολικό ελεύθερο ρεύµα που διέρχεται µέσα από µια ανοιχτή 

επιφάνεια S που έχει σαν όριο την κλειστή καµπύλη C.  
 
    Άσκηση: ∆είξτε αναλυτικά την ισοδυναµία ανάµεσα στις (8.22) και (8.23).  
 
    Ένα µαγνητικό µέσο καλείται γραµµικό όταν σε κάθε σηµείο του η µαγνήτιση M

G
 

είναι ανάλογη του µαγνητικού πεδίου B
G

 στο σηµείο αυτό, µε την προϋπόθεση ότι το 
πεδίο B

G
 δεν είναι πολύ ισχυρό. Τώρα, θα ήταν λογικό να γράψουµε µια σχέση ανα-

λογίας ανάµεσα στα M
G

 και B
G

 αντίστοιχη της σχέσης (8.12) µεταξύ P
G

 και E
G

 στα 
διηλεκτρικά. Στο Μαγνητισµό, όµως, είναι παράδοση να εκφράζουµε τη σχέση µετα-
ξύ M

G
 και H

G
:  

 
                                                      mM Hχ=

G G
         (8.24) 

 
Ο αδιάστατος (καθαρός αριθµός) παράγων χm καλείται µαγνητική επιδεκτικότητα του 
υλικού, και είναι χm>0 για τα παραµαγνητικά και χm<0 για τα διαµαγνητικά µέσα. Το 
βοηθητικό πεδίο H

G
 τότε γράφεται  

 

                  0
0 0

1 1 (1 )m mH B M B H B Hχ µ χ
µ µ

= − = − ⇒ = + ⇒
G G G G G G G

     

 

                                                     
1H B
µ

=
G G

         (8.25) 

 
όπου µ η µαγνητική διαπερατότητα του υλικού, ίση µε  
 
                                                 0 (1 )mµ µ χ= +        (8.26) 
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Ο λόγος  

                                                   
0

1m m
µκ χ
µ

= = +        (8.27) 

 
καλείται σχετική διαπερατότητα του υλικού και είναι πάντα κm>0. (Για όλα τα µέσα 
ισχύει ότι |χm|<1, έτσι ώστε 1+ χm>0.) Ειδικά, κm>1 για τα παραµαγνητικά και κm<1 
για τα διαµαγνητικά µέσα. Για το κενό, χm=0, µ=µ0 , κm=1.   
 
    Στην περίπτωση γραµµικού και οµογενούς µαγνητικού µέσου, ο νόµος του Ampère 
(8.23) γράφεται (λαµβάνοντας υπόψη ότι  µ= σταθερό για οµογενές µέσο):   
 

                                   ,
1 1

f inC C
B dl B dl I

µ µ
⋅ = ⋅ = ⇒∫ ∫
JJG JJGG G

v v      

  
                                                  ,f inC

B dl Iµ⋅ =∫
JJGG

v           (8.28) 

 
Συνδυάζοντας όσα γνωρίζουµε για το κλειστό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του µαγνη-
τικού πεδίου, έχουµε:  
 
                                         0 ,in f inC

B dl I Iµ µ⋅ = =∫
JJGG

v         (8.29) 

 
όπου ,f inI  το ελεύθερο ρεύµα και Iin το ολικό ρεύµα (ελεύθερο και δέσµιο ρεύµα µα-
γνήτισης) που διέρχεται από το εσωτερικό τής C.  
 
 
8.4  Εφαρµογές  
 
Φορτίζουµε έναν πυκνωτή µε τη βοήθεια µιας πηγής και στη συνέχεια τον αποκό-
πτουµε από την πηγή. Το φορτίο Q0 στις µεταλλικές πλάκες του πυκνωτή είναι τότε 
σταθερό και είναι ελεύθερο φορτίο, αφού δεν προέρχεται από πόλωση διηλεκτρικού 
µέσου. Το εσωτερικό του πυκνωτή είναι αρχικά κενό και στο χώρο αυτό επικρατεί 
οµογενές ηλεκτροστατικό πεδίο 0E

G
. Η τάση στα άκρα του πυκνωτή είναι V0, ενώ η 

χωρητικότητά του είναι  C0= Q0 /V0 .  
 
    Γεµίζουµε τώρα το εσωτερικό του πυκνωτή µε µονωτικό υλικό διηλεκτρικής στα-
θεράς κ :  
 

              

− +
− +
− +

− +
− +
− +

− +
− +
− +

−
−
−

+
+
+

+
+
+

+

−
−
−
−

0E
G

0E
G

−
−
−
−

+
+
+

+

Πυκνωτής  χωρίς 
    διηλεκτρικό 

Πυκνωτής  µε 
  διηλεκτρικό 
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Το ηλεκτρικό πεδίο του πυκνωτή προκαλεί πόλωση (δηµιουργία προσανατολισµένων 
ηλεκτρικών διπόλων) στο διηλεκτρικό, στην επιφάνεια του οποίου εµφανίζονται  
δέσµια φορτία πόλωσης (στο εσωτερικό του υλικού τα φορτία αυτά αλληλοαναιρού-
νται γιατί θεωρούµε ότι η πόλωση είναι οµογενής). Τα δέσµια φορτία δηµιουργούν 
µέσα στο διηλεκτρικό ένα πρόσθετο ηλεκτρικό πεδίο αντίθετης κατεύθυνσης σε σχέση 
µε το αρχικό πεδίο 0E

G
 του πυκνωτή. Έτσι, η τοποθέτηση του διηλεκτρικού έχει σαν 

αποτέλεσµα την ελάττωση της τιµής του ηλεκτρικού πεδίου ανάµεσα στις πλάκες του 
πυκνωτή. Όπως αποδεικνύεται, η νέα τιµή του πεδίου είναι  
 

                                                          0EE
κ

=         (8.30) 

 
(θυµηθείτε ότι  κ >1). ∆οθέντος ότι  E0= V0 / l και  E= V / l (όπου l η απόσταση ανά-
µεσα στις πλάκες του πυκνωτή), παρατηρούµε ότι το διηλεκτρικό προκαλεί και ελάτ-
τωση της τάσης στον πυκνωτή σε σχέση µε την αρχική τάση V0 :  
 

                                                          0VV
κ

=           (8.31) 

 
    Τι αποτέλεσµα έχει η παρουσία του διηλεκτρικού στη χωρητικότητα του πυκνωτή; 
Λαµβάνοντας υπόψη ότι το ελεύθερο φορτίο Q0 στις πλάκες του πυκνωτή µένει στα-
θερό (ίδιο πριν και µετά την εισαγωγή του διηλεκτρικού) και χρησιµοποιώντας τις 
σχέσεις C0= Q0 /V0 και C= Q0 /V σε συνδυασµό µε την (8.31), βρίσκουµε ότι η νέα 
χωρητικότητα θα είναι  
 
                                                         0C Cκ=          (8.32) 
 
∆ηλαδή, η παρουσία του διηλεκτρικού έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση της χωρητι-
κότητας του πυκνωτή.  
 
    Ποιο θα ήταν το ελεύθερο φορτίο στον πυκνωτή µετά την εισαγωγή του διηλεκτρι-
κού αν δεν είχαµε αποσυνδέσει την πηγή; Στην περίπτωση αυτή η τάση V είναι στα-
θερή (ίδια πριν και µετά την εισαγωγή του διηλεκτρικού), ίση µε την τάση της πηγής. 
Οι σχέσεις Q0=C0V και Q=CV, σε συνδυασµό µε την (8.32), δίνουν  
 
                                                         0Q Qκ=           (8.33) 
 
∆ηλαδή, µε το διηλεκτρικό επιτυγχάνουµε αύξηση του (ελεύθερου) φορτίου του πυ-
κνωτή υπό σταθερή τάση.  
 
    Για λόγους σύγκρισης, ας δούµε τι θα συµβεί αν στη θέση του διηλεκτρικού βά-
λουµε ένα µέταλλο στο εσωτερικό του πυκνωτή:  
 

                                      

+
+
+
+

+
+
+
+

_
_
_
_

_
_
_
_

0E
G

0E−
G
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Το ηλεκτρικό πεδίο του πυκνωτή προκαλεί µετακίνηση ελεύθερου φορτίου στο µέ-
ταλλο. Το φορτίο αυτό κατανέµεται στην επιφάνεια του µετάλλου και δηµιουργεί στο 
εσωτερικό του ένα πρόσθετο ηλεκτρικό πεδίο 0E−

G
, έτσι ώστε το ολικό πεδίο µέσα 

στο µέταλλο να είναι µηδέν: 0 0( ) 0inE E E= + − =
G G G

. ∆ηλαδή,  
 

το µέταλλο εξαλείφει πλήρως το ηλεκτρικό πεδίο στο εσωτερικό του, σε α-
ντίθεση µε το διηλεκτρικό που απλά ελαττώνει το πεδίο χωρίς να το µηδε-
νίζει.  

 

    Σε αντίθεση µε τα διηλεκτρικά, η πόλωση των οποίων έχει πάντα ως αποτέλεσµα 
την ελάττωση της αρχικής τιµής του ηλεκτρικού πεδίου, τα µαγνητικά υλικά χωρίζο-
νται σε δύο κατηγορίες:  

1. Τα παραµαγνητικά υλικά (χm>0) προκαλούν αύξηση της τιµής του µαγνητικού 
πεδίου B

G
 στο εσωτερικό τους. Τούτο συνδέεται µε το ότι η µαγνήτιση M

G
 

στα υλικά αυτά είναι οµόρροπη µε το B
G

.  

2. Τα διαµαγνητικά υλικά (χm<0) προκαλούν ελάττωση της τιµής τού B
G

 στο ε-
σωτερικό τους. Στα υλικά αυτά η µαγνήτιση M

G
 είναι αντίρροπη ως προς το 

B
G

.  

Έτσι, ένας τρόπος για να αυξήσουµε την ένταση του µαγνητικού πεδίου στο εσωτε-
ρικό ενός σωληνοειδούς είναι να τοποθετήσουµε εκεί έναν πυρήνα από παραµαγνη-
τικό υλικό. Σηµειώνουµε πάντως ότι για τα περισσότερα υλικά ισχύει ότι |χm|<<1, 
έτσι ώστε στις εφαρµογές συχνά θέτουµε  κm= 1+χm  ≈ 1  και   µ≈ µ0 .  
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 
 
 

1. Σε τι διαφέρει η συµπεριφορά ενός διηλεκτρικού από αυτή ενός µετάλλου όταν τα 
υλικά αυτά βρίσκονται µέσα σε ηλεκτρικό πεδίο;  
 
2. Για ποιους πρακτικούς λόγους τοποθετούµε διηλεκτρικές ουσίες στο εσωτερικό 
των πυκνωτών και πυρήνες από παραµαγνητικά υλικά στο εσωτερικό των σωληνοει-
δών;  
 
3. Τι ονοµάζουµε «µαγνητικό δίπολο»; Είναι ο όρος αυτός ακριβής; Πώς εξηγείται η 
χρήση του;  
 
4. Ποια είναι η συµπεριφορά ενός ηλεκτρικού διπόλου µέσα σε ένα ηλεκτρικό πεδίο; 
Ενός µαγνητικού διπόλου µέσα σε µαγνητικό πεδίο;  
 
5. Σε τι διαφέρει ο µηχανισµός πόλωσης στο CO2 σε σύγκριση µε αυτόν στο H2O;  
 
6. Να δειχθεί ότι σε ένα οµογενώς πολωµένο διηλεκτρικό το φορτίο πόλωσης περιο-
ρίζεται στην επιφάνειά του.  
 
7. Να δειχθεί ότι σε ένα οµογενώς µαγνητισµένο υλικό τα ρεύµατα µαγνήτισης πε-
ριορίζονται στην επιφάνειά του.  
 
8. Ποια είναι η διαφορά ανάµεσα σε ελεύθερα και δέσµια φορτία; Ανάµεσα σε ελεύ-
θερα και δέσµια ρεύµατα;  
 
9. Θεωρούµε ένα γραµµικό και οµογενές διηλεκτρικό µέσα στο οποίο δεν υπάρχουν 
ελεύθερα ηλεκτρικά φορτία. ∆είξτε ότι το ολικό ηλεκτρικό φορτίο στο εσωτερικό του 
υλικού είναι µηδέν.  
 
10. Θεωρούµε ένα γραµµικό και οµογενές µαγνητικό µέσο στο εσωτερικό του οποίου 
δεν υπάρχουν ελεύθερα ρεύµατα. ∆είξτε ότι το ολικό ηλεκτρικό ρεύµα που διέρχεται 
µέσα από οποιαδήποτε κλειστή καµπύλη στο εσωτερικό του υλικού είναι µηδέν.  
 
11. ∆είξτε ότι µ>µ0 για τα παραµαγνητικά και µ<µ0 για τα διαµαγνητικά µέσα.  
 
12. Το µαγνητικό πεδίο στο εσωτερικό ενός γραµµικού µαγνητικού µέσου είναι της 
µορφής 0 0ˆ ( 0)zB B u B= >

G
. Τι κατεύθυνση θα έχει το πεδίο H

G
 και η µαγνήτιση M

G
 

µέσα στο υλικό, αν αυτό είναι (α) παραµαγνητικό; (β) διαµαγνητικό;  
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
 
 
1. Ένα φορτίο +q βρίσκεται στη θέση (1, 1, 1)r+ ≡ −

G  του χώρου, και ένα άλλο φορτίο  
–q στη θέση (1,0,1)r− ≡

G . (α) Βρείτε την ηλεκτρική διπολική ροπή του συστήµατος. 
(β) Βρείτε τη ροπή που ασκείται στο σύστηµα από ένα οµογενές ηλεκτρικό πεδίο 

0 ˆxE E u=
G

.  

    Λύση: Έχουµε:  

        0 0ˆ ˆ( ) (0, 1, 0) (0, , 0) , ( ,0,0)y xp q s q r r q q qu E E u E+ −= = − ≡ − ≡ − ≡ − = ≡
GG G G G    

                             0 0

0

ˆ ˆ ˆ
ˆ0 0 (0, 0, )

0 0

x y z

z

u u u
T p E q qE u qE

E
= × = − = ≡
G GG    

 
2. Κυκλικός ρευµατικός βρόχος ακτίνας R κείται στο επίπεδο xy και διαρρέεται από 
ρεύµα Ι. Το ρεύµα έχει δεξιόστροφη φορά καθώς κοιτάζουµε το επίπεδο xy από τη 
µεριά του θετικού ηµιάξονα  z. Βρείτε τη µαγνητική διπολική ροπή του βρόχου καθώς 
και τη ροπή που ασκείται σ’ αυτόν µέσα σε οµογενές µαγνητικό πεδίο 0 ˆxB B u=

G
.  

    Λύση:  

                                      

iO

x y

z

I

aG

mG           
 
Το εµβαδόν του βρόχου είναι  a= π R2.  ∆ιανυσµατικά,  2ˆ ˆz za a u R uπ= − = −

G .  Τότε,  

                                   2 2ˆ (0,0, )zm I a I R u I Rπ π= = − ≡ −
G G       

Επίσης,  

                                               0 0ˆ ( ,0,0)xB B u B= ≡
G

        

Έτσι,  

             2 2 2
0 0

0

ˆ ˆ ˆ
ˆ0 0 (0, , 0)

0 0

x y z

y

u u u
T m B I R I R B u I R B

B
π π π= × = − =− ≡ −

G GG            

Προσέξτε ότι τα αποτελέσµατά µας δεν επηρεάζονται από τη θέση του κέντρου του 
βρόχου πάνω στο επίπεδο xy.  
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3. Θεωρούµε σύστηµα φορτίων q1, q2,… Έστω pG  η ηλεκτρική διπολική ροπή του 
συστήµατος ως προς σηµείο αναφοράς Ο. Να δειχθεί ότι η pG  είναι ανεξάρτητη από 
την εκλογή τού Ο αν και µόνο αν το ολικό φορτίο του συστήµατος είναι µηδέν.  

    Λύση: Θεωρούµε δύο σηµεία αναφοράς Ο και Ο΄ και καλούµε pG  και p′G  τις αντί-
στοιχες ηλεκτρικές διπολικές ροπές του συστήµατος ως προς αυτά:  

                                         

O

O΄

iq•ir
G

ir ′
G

aG

        

                    , ( )i i i i i i
i i i

p q r p q r q r a′′= = = −∑ ∑ ∑G G G G G G   όπου  a OO΄=
JJJJGG       

   ( ) 0i i i i i i i i i i
i i i i i i

p p q r q r a q r q r q a q⎛ ⎞′= ⇔ = − ⇔ = − ⇔ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑G G G G G G G G    

Η συνθήκη αυτή ικανοποιείται, για παράδειγµα, στην περίπτωση ενός ηλεκτρικού δι-
πόλου.  
 
4. Να δειχθεί ότι στο εσωτερικό ενός γραµµικού και οµογενούς διηλεκτρικού η πυ-
κνότητα ελεύθερου φορτίου ρf και η πυκνότητα φορτίου πόλωσης ρb συνδέονται µε τη 
σχέση  

                                     0 1
1

e
b f f

e

ε χρ ρ ρ
ε χ

⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ +⎝ ⎠
       

Ποιο φυσικό συµπέρασµα συνάγεται για την περίπτωση που  ρf = 0 ;  

    Λύση: Γενικά, fD ρ∇ ⋅ =
G G

. Επειδή το µέσο είναι γραµµικό και οµογενές, D Eε=
G G

 

µε .ε σταθ=  Έτσι, ( ) ( ) fE Eε ε ρ∇ ⋅ = ∇ ⋅ = ⇒
G GG G

    
 

                                                    fE
ρ
ε

∇ ⋅ =
G G

           (1) 

 
Όµως, από το νόµο του Gauss, 0/E ρ ε∇ ⋅ =

G G
, όπου f bρ ρ ρ= +  η ολική πυκνότητα 

φορτίου. Συγκρίνοντας µε την (1), έχουµε:  

                           0

0 0

1f f b
b f

ρ ρ ρρ ερ ρ
ε ε ε ε

+ ⎛ ⎞= = ⇒ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

      

Επιπλέον, λαµβάνοντας υπόψη ότι 0 (1 )eε ε χ= + , βρίσκουµε:  0 1
1

e

e

ε χ
ε χ
− = −

+
.   

Παρατηρούµε ότι  ρb= 0 όταν  ρf = 0 : όταν στο εσωτερικό του διηλεκτρικού δεν υπάρ-
χει ελεύθερο φορτίο, το δέσµιο φορτίο κατανέµεται στην επιφάνεια του υλικού.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  9 
 

ΧΡΟΝΙΚΑ-ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΑ 
ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΑ ΠΕ∆ΙΑ 

 
 

9.1  Εισαγωγή  
 
Ας θυµηθούµε τους βασικούς νόµους που έχουµε αναφέρει για τα στατικά πεδία 
( / 0, / 0E t B t∂ ∂ = ∂ ∂ =
G G

):  
 

                         

0 0

0 0

( ) / /

( ) 0 0

( ) 0 0

( )

inS

S

C

inC

E E da Q

B B da

E E dl

B J B dl I

α ρ ε ε

β

γ

δ µ µ

∇ ⋅ = ⇔ ⋅ =

∇ ⋅ = ⇔ ⋅ =

∇× = ⇔ ⋅ =

∇× = ⇔ ⋅ =

∫
∫
∫
∫

JJGG G G

JJGG G G

JJGG G G

JJGG G G G

v
v
v
v

      (9.1) 

 
Παρατηρούµε ότι οι (α) και (γ) αφορούν το πεδίο E

G
, ενώ οι (β) και (δ) το B

G
. Έτσι, οι 

στατικοί νόµοι δίνουν την εντύπωση ότι υπάρχουν στη Φύση δύο ανεξάρτητα πεδία: 
το ηλεκτρικό και το µαγνητικό. Αυτό σηµαίνει, αντίστοιχα, ότι θα πρέπει να υπάρ-
χουν δύο ανεξάρτητοι κλάδοι της Φυσικής, ο Ηλεκτρισµός και ο Μαγνητισµός. Ίσως 
και δύο ειδικότητες φυσικών, οι «ηλεκτρολόγοι» και οι «µαγνητολόγοι»! Ένα είναι 
σίγουρο: ούτε οι µεν, ούτε οι δε, θα µπορούσαν να σας εξηγήσουν πώς η ενέργεια που 
παράγεται στον Ήλιο φτάνει στη Γη σαν φως και ζέστη, ή, πώς είναι δυνατό να ενη-
µερώνεστε για το σκορ του αγώνα της αγαπηµένης σας οµάδας ενώ πίνετε τον καφέ 
σας σε ένα παραθαλάσσιο καφενείο κάποιου µακρινού νησιού.  
 
    Το µυστικό είναι ότι οι (9.1) στη µορφή που τις βλέπουµε δεν ισχύουν στην περί-
πτωση των χρονικά µεταβαλλόµενων πεδίων. Για να είµαστε ακριβείς, οι (α) και (β) 
εξακολουθούν να ισχύουν αλλά οι (γ) και (δ) παίρνουν νέες µορφές που εµπεριέχουν 
ταυτόχρονα και τα δύο πεδία E

G
 και B

G
. Αποκαλύπτεται έτσι ότι  

 
το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο δεν είναι ανεξάρτητα το ένα από το 
άλλο αλλά αποτελούν δύο αναπόσπαστα συνδεδεµένες µεταξύ τους «συνι-
στώσες» ενός ενιαίου πεδίου, του ηλεκτροµαγνητικού ( Η/Μ ) πεδίου.  

 
(Ο όρος «ηλεκτροµαγνητικό» θα γράφεται σύντοµα «Η/Μ».) Η γενίκευση των εξι-
σώσεων (9.1) για χρονικά-µεταβαλλόµενα Η/Μ πεδία αποτελεί τις εξισώσεις του 
Maxwell. Οι εξισώσεις αυτές οδήγησαν σε µια από τις σηµαντικότερες προβλέψεις 
της ηλεκτροµαγνητικής θεωρίας (ίσως και της Θεωρητικής Φυσικής, γενικότερα): την 
ύπαρξη ηλεκτροµαγνητικών (Η/Μ) κυµάτων που διαδίδονται ακόµα και σε περιοχές 
του χώρου κενές από ύλη.  
 
    Βέβαια, µια δεδοµένη χρονική στιγµή t το Η/Μ πεδίο παρίσταται σαν διατεταγµένο 
ζεύγος δύο πεδίων ( , )E B

G G
 που το ένα καλείται «ηλεκτρικό» και το άλλο «µαγνητικό». 

Να µην ξεχνάµε, όµως, ότι τα E
G

 και B
G

 δεν εξελίσσονται στο χρόνο ανεξάρτητα το 
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ένα από το άλλο αλλά η µεταβολή του ενός επηρεάζει την ύπαρξη του άλλου. Ση-
µειώνουµε επίσης ότι ο διαχωρισµός του Η/Μ πεδίου σε ηλεκτρικό και µαγνητικό 
εξαρτάται και από την κινητική κατάσταση του παρατηρητή: κάτι που ένας παρατη-
ρητής µπορεί να καταγράφει ως ηλεκτρικό πεδίο, ένας άλλος παρατηρητής που βρί-
σκεται σε σχετική κίνηση ως προς τον πρώτο µπορεί να το αντιλαµβάνεται ως µαγνη-
τικό (βλ. Πρόβλ.3). Η ιδέα αυτή έπαιξε καθοριστικό ρόλο στην ανάπτυξη της Θεωρί-
ας της Σχετικότητας.  
 
 
9.2  Ηλεκτρεγερτική ∆ύναµη  
 
Όταν ακούτε τη λέξη κύκλωµα στον Ηλεκτρισµό σίγουρα φαντάζεστε κάποια διάταξη 
που περιλαµβάνει αντιστάσεις, πυκνωτές, πηνία, ηλεκτρικές πηγές, κλπ., συνδεµένα 
µεταξύ τους µε κάποιο σύρµα. Εδώ, µε τον όρο κύκλωµα θα εννοούµε απλά έναν 
κλειστό βρόχο µέσα σε Η/Μ πεδίο. Ας θεωρήσουµε, για παράδειγµα, ένα µεταλλικό 
σύρµα σε σχήµα κλειστής καµπύλης C. Έστω dl

JJG
 ένα στοιχειώδες τµήµα τής C, προ-

σανατολισµένο κατά τη θετική φορά διαγραφής της καµπύλης. Μπορούµε να χωρί-
σουµε την C σε ένα τεράστιο πλήθος από τέτοια στοιχειώδη τµήµατα, καθένα από τα 
οποία περιέχει έναν αριθµό από στοιχειώδεις ηλεκτρικούς φορείς (π.χ., ηλεκτρόνια). 
Έστω q το φορτίο ενός τέτοιου φορέα, και έστω F

G
 η δύναµη που ασκείται στο q από 

το Η/Μ πεδίο τη χρονική στιγµή t :  
 

                                           

dl
JJG

•

C
+

q

F
G

 
 
Η δύναµη ανά µονάδα φορτίου στη θέση που βρίσκεται το dl

JJG
, τη χρονική στιγµή t, 

είναι  
 

                                                        Ff
q

=
GG

         (9.2) 

 
Η δύναµη αυτή µετράται σε κάθε σηµείο του σύρµατος την ίδια χρονική στιγµή t και 
κατασκευάζεται το κλειστό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα κατά µήκος του κυκλώµατος:  
 
                                                   E 

C
f dl= ⋅∫
JJGG

v         (9.3) 

 
Η ποσότητα E=E(t) καλείται ηλεκτρεγερτική δύναµη (ΗΕ∆) του κυκλώµατος C τη χρο-
νική στιγµή t. Προσέξτε ότι το πρόσηµο της E εξαρτάται από την εκλογή της θετικής 
φοράς διαγραφής της καµπύλης C : αντιστρέφοντας τη φορά τής C αντιστρέφεται η  
φορά τού dl

JJG
, άρα και το πρόσηµο της E. Αντίθετα, το πρόσηµο της E δεν εξαρτάται 

από το πρόσηµο του φορτίου q, αφού, αντιστρέφοντας το πρόσηµο του q αντιστρέφε-
ται και η φορά τής F

G
 αφήνοντας την f

G
 αµετάβλητη, σύµφωνα µε την (9.2).  
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    Η σχέση (9.3) αποτελεί το γενικό ορισµό τής ΗΕ∆. Η έκφραση της E µπορεί να πά-
ρει διάφορες ειδικές µορφές, ανάλογα µε το φυσικό πρόβληµα:  
 
    α) Θεωρούµε ένα κλειστό σύρµα C που κινείται µέσα σε στατικό µαγνητικό πεδίο 

( )B r
G G . Έστω υG  η ταχύτητα κίνησης του στοιχειώδους τµήµατος dl

JJG
 του C ως προς το 

αδρανειακό σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου µας. Ένας φορέας q που βρίσκεται 
στο dl

JJG
 κάνει σύνθετη κίνηση, λόγω της κίνησης του ίδιου του σύρµατος ως προς ε-

µάς και λόγω της κίνησης του q κατά µήκος του σύρµατος. Η ολική ταχύτητα του q 
ως προς εµάς είναι ολυ υ υ′= +

G G G , όπου υ′G  η ταχύτητα του q κατά µήκος του dl
JJG

. Η δύ-
ναµη που ασκεί το µαγνητικό πεδίο στο q είναι  
 

                              
( ) ( ) ( )

( ) ( )

F q B q B q B

Ff B B
q

ολυ υ υ

υ υ

′= × = × + × ⇒

′= = × + ×

G G G GG G G
GG G GG G            

 
Η (9.3) τότε δίνει:  
 
                           E ( ) ( )

C C C
f dl B dl B dlυ υ′= ⋅ = × ⋅ + × ⋅∫ ∫ ∫
JJG JJG JJGG G GG G

v v v      

 
Όµως, το υ′G  είναι παράλληλο µε το dl

JJG
, έτσι ώστε ( ) 0B dlυ′× ⋅ =

JJGGG . Άρα,  
 
                                                  E ( )

C
B dlυ= × ⋅∫
JJGGG

v         (9.4) 

 
    β) Έστω τώρα ένα κλειστό σύρµα C που βρίσκεται ακίνητο µέσα σε χρονικά-µετα-
βαλλόµενο µαγνητικό πεδίο ( , )B r t

G G . Όπως δείχνει το πείραµά µας, τη στιγµή που αρ-
χίζει το B

G
 να µεταβάλλεται αρχίζει να ρέει ρεύµα στο σύρµα. Αυτό µας κάνει εντύ-

πωση, για τον εξής λόγο: Τα φορτία στο (ακίνητο) σύρµα ήταν αρχικά ακίνητα. Πώς 
είναι δυνατό να τα έθεσε σε κίνηση από µόνο του ένα µαγνητικό πεδίο αφού αυτό 
ασκεί δυνάµεις µόνο σε κινούµενα φορτία; Το µόνο πεδίο που µπορεί να θέσει σε κί-
νηση ένα αρχικά ακίνητο φορτίο και στη συνέχεια να διατηρήσει την κίνησή του είναι 
ένα ηλεκτρικό πεδίο, αλλά εµείς δεν γνωρίζουµε να υπάρχει κάτι τέτοιο στο ερ-
γαστήριό µας! Το ενδιαφέρον είναι ότι όταν το µαγνητικό πεδίο B

G
 παύει να µετα-

βάλλεται χρονικά, το ρεύµα στο σύρµα εξαφανίζεται. Αναγκαζόµαστε λοιπόν να συ-
µπεράνουµε ότι  
 

ένα χρονικά-µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο συνοδεύεται υποχρεωτικά από 
ηλεκτρικό πεδίο.  

 
Συχνά θα ακούσετε να λέγεται ότι ένα µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο επάγει ένα 
ηλεκτρικό πεδίο. Αυτό είναι ελαφρά παραπλανητικό γιατί δίνει την εντύπωση ότι η 
«πηγή» ενός ηλεκτρικού πεδίου µπορεί να είναι ένα µαγνητικό πεδίο. Όµως, ας µην 
ξεχνάµε ότι πηγές κάθε Η/Μ πεδίου είναι απλά και µόνο τα ηλεκτρικά φορτία και τα 
ηλεκτρικά ρεύµατα!  
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    Έστω λοιπόν ( , )E r t
G G  το ηλεκτρικό πεδίο που συνοδεύει το χρονικά µεταβαλλόµενο 

µαγνητικό πεδίο B
G

, και έστω και πάλι ένα φορτίο q στο στοιχείο dl
JJG

 του σύρµατος. 
Επειδή το σύρµα είναι τώρα ακίνητο (ως προς εµάς), η ταχύτητα του q θα οφείλεται 
µόνο στην κίνησή του κατά µήκος του σύρµατος, δηλαδή κατά µήκος του dl

JJG
: 

ολυ υ′=
G G  (αφού 0υ =

G ). Η δύναµη που δέχεται το q από το Η/Μ πεδίο είναι  
 

                             
[ ( )] [ ( )]

( )

F q E B q E B

Ff E B
q

ολυ υ

υ

′= + × = + × ⇒

′= = + ×

G G G G GG G
GG G GG       

 
Η ΗΕ∆ τώρα είναι  
 
                              E ( )

C C C
f dl E dl B dlυ′= ⋅ = ⋅ + × ⋅∫ ∫ ∫
JJG JJG JJGG G GG

v v v        

 
Όµως, για λόγους που εξηγήσαµε νωρίτερα, ( ) 0B dlυ′× ⋅ =

JJGGG . Έτσι,  
 
                                                     E 

C
dlΕ= ⋅∫
JJGG

v          (9.5) 

 
    γ) Όταν το σύρµα C βρίσκεται ακίνητο µέσα σε στατικό Η/Μ πεδίο [ ( ), ( )E r B r

G GG G ], 
η (9.5) σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι το ηλεκτροστατικό πεδίο είναι αστρόβιλο δί-
νει  
 
                                      E = 0    για στατικό Η/Μ πεδίο        (9.6) 
 
    δ) Όπως θα δείξουµε αργότερα (Πρόβλ.7), όταν σε σταθερό κύκλωµα C παρεµ-
βάλλεται πηγή (µπαταρία) τάσης V, η ΗΕ∆ του κυκλώµατος ισούται µε E = V. Αυτό 
βέβαια σας είναι γνωστό, η απόδειξή του όµως απαιτεί µια γερή δόση φυσικής σκέ-
ψης!  
 
    Άσκηση: Από το γενικό ορισµό (9.3) δείξτε ότι η ΗΕ∆ έχει διαστάσεις ηλεκτρικού 
δυναµικού (ή, αν προτιµάτε, τάσης).  
 
 
9.3  Νόµος Faraday-Henry  
 
Σε ένα χώρο όπου υφίσταται χρονικά-µεταβαλλόµενο Η/Μ πεδίο ( , )E B

G G
, θεωρούµε 

µια τυχαία ανοιχτή επιφάνεια S της οποίας το περίγραµµα είναι κλειστή καµπύλη C :  
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S

C

da
JJG

da

dl
JJG

     
(η σχετική φορά των dl

JJG
 και da

JJG
 καθορίζεται σύµφωνα µε το γνωστό κανόνα του δε-

ξιού χεριού). Επειδή η καµπύλη C θεωρείται σταθερή, η ΗΕ∆ κατά µήκος της τη χρο-
νική στιγµή t δίνεται από τη σχέση (9.5):  
 
                                                   E ( t )

C
dlΕ= ⋅∫
JJGG

v          (9.7) 

 
Η µαγνητική ροή δια µέσου της S τη χρονική στιγµή t είναι  
 
                                                  ( )m S

t B daΦ = ⋅∫
JJGG

          (9.8) 

 
(Προσέξτε ότι τα πρόσηµα των E και Φm εξαρτώνται από τη φορά διαγραφής τής C.) 
Επειδή το πεδίο B

G
 είναι σωληνωτό, η τιµή τής Φm για δοσµένη C είναι ανεξάρτητη 

από την εκλογή της επιφάνειας S. ∆ηλαδή, η ίδια µαγνητική ροή θα περνάει από κάθε 
ανοιχτή επιφάνεια που έχει σαν όριο την κλειστή καµπύλη C. (Από φυσική άποψη, 
επειδή οι µαγνητικές δυναµικές γραµµές είναι κλειστές, όσες δυναµικές γραµµές περ-
νούν µέσα από τη C τόσες και διέρχονται από οποιαδήποτε ανοιχτή επιφάνεια µε πε-
ρίγραµµα τη C. Αυτό συνδέεται µε το ότι δεν υπάρχουν ελεύθεροι µαγνητικοί πόλοι.)  
 
    Σύµφωνα µε το νόµο της Η/Μ επαγωγής του Faraday,  
 

                                                       E md
d t
Φ

= −            (9.9) 

 
ή αναλυτικά,  
 

                                          
C S

dE dl B da
d t

⋅ = − ⋅∫ ∫
JJG JJGG G

v          (9.10) 

 
∆ηλαδή,  
 

για κάθε χρονική στιγµή t, η ΗΕ∆ κατά µήκος κυκλώµατος C ισούται µε το 
αρνητικό του ρυθµού µεταβολής της µαγνητικής ροής που διέρχεται µέσα 
από το κύκλωµα.  

 
Η (9.10) αποτελεί το νόµο Faraday-Henry σε ολοκληρωτική µορφή. Το αρνητικό 
πρόσηµο στο δεξί µέλος των (9.9) και (9.10) εκφράζει το γνωστό κανόνα του Lenz, ο 
οποίος παίζει ένα ρόλο «νόµου της αδράνειας» για τον Ηλεκτροµαγνητισµό.  
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    Θέλουµε τώρα να µετατρέψουµε την ολοκληρωτική εξίσωση (9.10) σε διαφορική. 
Από το θεώρηµα του Stokes,  
 
                                             ( )

C S
E dl E da⋅ = ∇× ⋅∫ ∫
JJG JJGGG G

v             

 
Επίσης, το Φm µετά την ολοκλήρωση στην (9.8) είναι συνάρτηση µόνο του t, έτσι ώ-
στε  
 

                    m m
S S S

d d BB da B da da
d t t d t t t
Φ Φ∂ ∂ ∂

= ⇒ ⋅ = ⋅ = ⋅
∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫

GJJG JJG JJGG G
        

 
Η (9.10) τώρα γράφεται:  
 

                                          ( )
S S

BE da da
t

∂
∇× ⋅ = − ⋅

∂∫ ∫
GJJG JJGG G

         

 
Για να ισχύει η ισότητα αυτή για αυθαίρετη επιφάνεια S, θα πρέπει  
 

                                                    
BE
t

∂
∇× = −

∂

GG G
         (9.11) 

 
Η (9.11) εκφράζει το νόµο Faraday-Henry σε διαφορική µορφή.  
 
    Παρατηρούµε ότι αν / 0B t∂ ∂ ≠

G
, τότε 0E ≠

G
. Έτσι, όπως ήδη αναφέραµε στην 

προηγούµενη παράγραφο, ένα χρονικά µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο συνοδεύεται 
υποχρεωτικά από ηλεκτρικό πεδίο (ή, όπως λέγεται συχνά, επάγει ένα ηλεκτρικό πε-
δίο). Αν όµως το B

G
 είναι στατικό ( / 0B t∂ ∂ =

G
), τότε 0 0E E dl∇× = ⇔ ⋅ =∫

JJGG G G
v , 

πράγµα που επιτρέπει και την περίπτωση να είναι 0E =
G

. Παρατηρούµε ιδιαίτερα ότι  
 

όταν το µαγνητικό πεδίο είναι στατικό, το ηλεκτρικό πεδίο είναι αστρόβιλο. 
 
Επίσης, το ηλεκτρικό πεδίο που «επάγεται» από ένα χρονικά-µεταβαλλόµενο µαγνη-
τικό πεδίο είναι δυνατό να έχει κλειστές δυναµικές γραµµές, αφού δεν είναι αστρόβιλο.  
 
    Στην περίπτωση που η κλειστή καµπύλη C είναι ένα πραγµατικό σύρµα ολικής α-
ντίστασης R, κατά τη διάρκεια της χρονικής µεταβολής της µαγνητικής ροής (και ε-
φόσον το κύκλωµα δεν περιλαµβάνει πηγές) το σύρµα θα διαρρέεται από ρεύµα  
 

                                               1 mdI
R R d t

Φ
= = −
E          (9.12) 

 
όπου Φm η µαγνητική ροή που διέρχεται µέσα από το κύκλωµα. Το πρόσηµο της αλ-
γεβρικής τιµής τού Ι προσδιορίζει τη φορά του ρεύµατος σε σχέση µε τη φορά δια-
γραφής του κυκλώµατος C. Ας υποθέσουµε, για παράδειγµα, ότι η εκλεγµένη φορά 
διαγραφής τής C είναι δεξιόστροφη όπως κοιτάζουµε τη σελίδα. Το da

JJG
 τότε κατευθύ-
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νεται προς το εσωτερικό της σελίδας, σύµφωνα µε τον κανόνα του δεξιού χεριού. Αν 
όλο και περισσότερη ροή Φm ανά µονάδα χρόνου εισέρχεται στη σελίδα, τότε 

/ 0md d tΦ >  και 0I < , που σηµαίνει ότι το επαγόµενο ρεύµα ρέει αριστερόστροφα. 
Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα τη δηµιουργία µιας αντίρροπης µαγνητικής ροής που αντι-
τίθεται στην αύξηση της εξωτερικής ροής που διαπερνά το κύκλωµα. Αυτό είναι και 
το νόηµα του κανόνα του Lenz.  
 
    Αλλά, καµιά φορά και το ίδιο το κύκλωµα είναι υπεύθυνο για τη µεταβολή της µα-
γνητικής ροής που διέρχεται µέσα από αυτό. Ας υποθέσουµε ότι το κύκλωµα περι-
λαµβάνει µια µπαταρία µεταβλητής τάσης V(t) και διαρρέεται από µεταβλητό ρεύµα 
Ι=Ι (t). Το ρεύµα αυτό δηµιουργεί µεταβλητό µαγνητικό πεδίο γύρω από το κύκλωµα. 
Όπως προκύπτει από το νόµο Biot-Savart, η µαγνητική ροή που διέρχεται µέσα από 
το κύκλωµα είναι ανάλογη του ρεύµατος Ι :  
 
                                                         Φm = L I           (9.13) 
 
Ο συντελεστής L καλείται αυτεπαγωγή του κυκλώµατος και εξαρτάται από τα γεωµε-
τρικά χαρακτηριστικά του σύρµατος. Για να βρούµε την ΗΕ∆ του κυκλώµατος αντι-
καθιστούµε την (9.13) στην (9.9):  
 

                                   E ( )md d d IL I L
d t dt d t
Φ

= − = − = −          (9.14) 

 
όπου θεωρήσαµε ότι το σχήµα του σύρµατος µένει σταθερό, έτσι ώστε L=σταθ. Όπως 
ήδη µαντέψατε, η ΗΕ∆ αυτή αντιτίθεται στη χρονική µεταβολή του ρεύµατος Ι.  
 
  
9.4  Νόµος Ampère-Maxwell  
 
Σε ένα χώρο όπου υφίσταται χρονικά-µεταβαλλόµενο Η/Μ πεδίο ( , )E B

G G
 θεωρούµε 

και πάλι µια τυχαία ανοιχτή επιφάνεια S της οποίας το περίγραµµα είναι κλειστή κα-
µπύλη C :  
 

                                               

S

C

da
JJG

da

dl
JJG

             
 
Η ηλεκτρική ροή δια µέσου της S τη χρονική στιγµή t ισούται µε 

S
E da⋅∫
JJGG

. Αν ( , )J r t
G G  

είναι η πυκνότητα ρεύµατος πάνω στην S, το ολικό ρεύµα που διέρχεται µέσα από την 
καµπύλη C είναι (βλ. Παρ.7.3)  
 
                                                     in S

I J da= ⋅∫
JJGG

          (9.15) 
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Ο νόµος Ampère-Maxwell, που αποτελεί γενίκευση του γνωστού µας νόµου του Am-
père (ο οποίος ισχύει µόνο για στατικά πεδία), διατυπώνεται σε ολοκληρωτική µορφή 
ως εξής:  
 

                                  0 0 0inC S

dB dl I E da
dt

µ ε µ⋅ = + ⋅∫ ∫
JJG JJGG G

v         (9.16) 

 
     
    Από το θεώρηµα του Stokes,  

                                            ( )
C S

B dl B da⋅ = ∇× ⋅∫ ∫
JJG JJGGG G

v        

Επίσης, το επιφανειακό ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος τής (9.16) είναι συνάρτηση µόνο 
του t, έτσι ώστε  

                                
S S S

d EE da E da da
d t t t

∂ ∂
⋅ = ⋅ = ⋅

∂ ∂∫ ∫ ∫
GJJG JJG JJGG G

      

Έτσι, λαµβάνοντας υπόψη και την (9.15), γράφουµε την (9.16) στη µορφή  
 

                              0 0 0( )
S S

EB da J da
t

µ ε µ
⎛ ⎞∂

∇× ⋅ = + ⋅⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫ ∫

GJJG JJGG G G
        

 
Για να ισχύει η ισότητα αυτή για αυθαίρετη επιφάνεια S, θα πρέπει  
 

                                           0 0 0
EB J
t

µ ε µ ∂
∇× = +

∂

GG G G
        (9.17) 

 
Η (9.17) εκφράζει το νόµο Ampère-Maxwell σε διαφορική µορφή.  
 
    Σε περιοχή του χώρου όπου δεν υπάρχουν ηλεκτρικά ρεύµατα ( 0J =

G
),  

 

                                         0 0 ( 0)EB J
t

ε µ ∂
∇× = =

∂

GG G G
       (9.18) 

 
Παρατηρούµε ότι αν / 0E t∂ ∂ ≠

G
, τότε 0B ≠

G
. Έτσι, ένα χρονικά µεταβαλλόµενο ηλε-

κτρικό πεδίο συνοδεύεται υποχρεωτικά από µαγνητικό πεδίο (ή, όπως λέγεται, επάγει 
ένα µαγνητικό πεδίο). Για ιστορικούς λόγους, ο όρος  

                                                     0d
EJ
t

ε ∂
=

∂

GG
           (9.19) 

καλείται ρεύµα µετατόπισης. Η ονοµασία είναι παραπλανητική, αφού το dJ
G

 δεν παρι-
στάνει πραγµατική κίνηση φορτίων! (Να µην το συγχέετε, επίσης, µε τα ρεύµατα µα-
γνήτισης του περασµένου κεφαλαίου: εκείνα είναι µακροσκοπικά φαινόµενα που συ-
ντίθενται από πολλά µικρά τοπικά ρεύµατα, καθένα εκ των οποίων αντιστοιχεί σε κά-
ποιας µορφής πραγµατική κίνηση φορτίων.)  
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9.5  Εξισώσεις του Maxwell  
 
Ας συνοψίσουµε τώρα όλους τους νόµους που σχετίζονται µε το Η/Μ πεδίο:  
 

                                   

0

0 0 0

( )

( ) 0

( )

( )

E

B

BE
t

EB J
t

ρα
ε

β

γ

δ µ ε µ

∇ ⋅ =

∇ ⋅ =

∂
∇× = −

∂

∂
∇× = +

∂

G G

G G
GG G

GG G G

          (9.20) 

 
Οι (α) και (β) εκφράζουν το νόµο του Gauss για τον Ηλεκτρισµό και το Μαγνητισµό, 
αντίστοιχα: η (α) αντιστοιχεί στο νόµο του Coulomb, ενώ η φυσική ερµηνεία τής (β) 
είναι η απουσία ελεύθερων µαγνητικών πόλων. Η (γ) αποτελεί το νόµο των Faraday-
Henry (νόµος της Η/Μ επαγωγής) και η (δ) το νόµο των Ampère-Maxwell. Το σύ-
νολο των σχέσεων (9.20) ονοµάζονται εξισώσεις του Maxwell και είναι για τον Ηλε-
κτροµαγνητισµό ό,τι ο νόµος του Νεύτωνα για τη Μηχανική. Τονίζουµε ιδιαίτερα ότι 
οι πυκνότητες ( , )r tρ G  και ( , )J r t

G G  περιλαµβάνουν όλα τα φορτία και όλα τα ρεύµατα 
αδιακρίτως (π.χ., ελεύθερα φορτία και ρεύµατα, δέσµια φορτία πόλωσης, δέσµια ρεύ-
µατα µαγνήτισης, κλπ.).  
 
    Οι σχέσεις (9.20) είναι η πλέον γενική µορφή των εξισώσεων του Maxwell. Υπάρ-
χει όµως µια πιο βολική µορφή τους, κατάλληλη για τη µελέτη Η/Μ πεδίων µέσα σε 
υλικά που υφίστανται ηλεκτρική πόλωση ή µαγνήτιση. Έστω υλικό µέσο, στο εσωτε-
ρικό του οποίου το Η/Μ πεδίο είναι ( , )E B

G G
. Υποθέτοντας, γενικά, ότι το υλικό έχει 

διηλεκτρικές και µαγνητικές ιδιότητες, καλούµε P
G

 και M
G

 τα διανύσµατα πόλωσης 
και µαγνήτισης, αντίστοιχα. Εισάγουµε τα βοηθητικά πεδία (βλ. Κεφ.8)  
 

                                      0
0

1,D E P H B Mε
µ

= + = −
G G G G G G

         (9.21) 

 
Αν το µέσο είναι γραµµικό,  
 
                                           0 ,e mP E M Hε χ χ= =

G G G G
           (9.22) 

 
έτσι ώστε  

                                              1,D E H Bε
µ

= =
G G G G

          (9.23) 

όπου  
                                   
                                     0 0(1 ) , (1 )e mε ε χ µ µ χ= + = +         (9.24) 
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Αν τώρα ( , )f r tρ G  και ( , )fJ r t
G G  είναι οι πυκνότητες ελεύθερου φορτίου και ρεύµατος, 

αντίστοιχα, µέσα στο υλικό, οι εξισώσεις του Maxwell παίρνουν τη µορφή  
 

                                          

( )

( ) 0

( )

( )

f

f

D

B

BE
t

DH J
t

α ρ

β

γ

δ

∇ ⋅ =

∇ ⋅ =

∂
∇× = −

∂

∂
∇× = +

∂

G G

G G
GG G

GG G G

         (9.25) 

 
Προσέξτε ότι τώρα το «ρεύµα µετατόπισης» αντιπροσωπεύεται από τον όρο /D t∂ ∂

G
 

στην εξίσωση (δ). Η παρουσία της ηλεκτρικής µετατόπισης D
G

 εξηγεί την ατυχή επι-
λογή ονοµασίας του όρου αυτού.  
 
    Από τις εξισώσεις του Maxwell προκύπτει ένα σύνολο οριακών συνθηκών που 
πρέπει να ικανοποιούνται από το Η/Μ πεδίο πάνω στην επιφάνεια που διαχωρίζει δύο 
υλικά µέσα. Στη γενική τους µορφή οι συνθήκες αυτές εκφράζονται ως εξής:  
 

1. Οι συνιστώσες τού E
G

 που είναι παράλληλες στην επιφάνεια διαχωρισµού, κα-
θώς και η συνιστώσα τού B

G
 που είναι κάθετη στην επιφάνεια αυτή, είναι πά-

ντα συνεχείς.  
2. Η συνιστώσα τού D

G
 που είναι κάθετη στην επιφάνεια διαχωρισµού είναι ασυ-

νεχής όταν υπάρχει ελεύθερο φορτίο στην επιφάνεια, και η ασυνέχεια είναι 
ανάλογη µε την επιφανειακή πυκνότητα του φορτίου αυτού.  

3. Οι συνιστώσες τού H
G

 που είναι παράλληλες στην επιφάνεια διαχωρισµού εί-
ναι ασυνεχείς όταν υπάρχει ελεύθερο ρεύµα στην επιφάνεια, και η ασυνέχεια 
είναι ανάλογη µε την επιφανειακή πυκνότητα του ρεύµατος αυτού.  

 
Στην περίπτωση δύο γραµµικών µέσων 1 και 2, στην επιφάνεια διαχωρισµού των ο-
ποίων δεν υπάρχουν ελεύθερα φορτία ή ρεύµατα, οι οριακές συνθήκες που συνδέουν 
τις τιµές του Η/Μ πεδίου στις δύο όψεις της επιφάνειας γράφονται:  
 

                              

1 2

1 2

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2
1 2

( )

( )

( )

1 1( )

E E

B B

D D E E

H H B B

α

β

γ ε ε

δ
µ µ

⊥ ⊥

⊥ ⊥ ⊥ ⊥

=

=

= ⇒ =

= ⇒ =

& &

& & & &

G G

G G

G G G G

G G G G

        (9.26) 

 
(Το σύµβολο &  στον εκθέτη υποδηλώνει µια συνιστώσα παράλληλη στη διαχωρι-
στική επιφάνεια, ενώ το σύµβολο ⊥  µια συνιστώσα κάθετη στην επιφάνεια. Οι δεί-
κτες 1 και 2 δηλώνουν τις τιµές των πεδίων στα δύο µέσα.)  
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9.6  ∆ιατήρηση του Φορτίου  
 
Θα θυµόσαστε ότι ο νόµος του Νεύτωνα, θεµελιώδης νόµος της Μηχανικής, προβλέ-
πει µια σειρά νόµων διατήρησης όπως, π.χ., διατήρηση της µηχανικής ενέργειας σε 
συντηρητικά πεδία δυνάµεων, διατήρηση της ορµής για αποµονωµένα συστήµατα 
σωµατιδίων, κλπ. Οι εξισώσεις του Maxwell οδηγούν κι αυτές µε τη σειρά τους σε 
νόµους διατήρησης όπως, π.χ., διατήρηση του φορτίου και διατήρηση της ενέργειας 
(θεώρηµα του Poynting). Την πρώτη από τις δύο αυτές  αρχές θα δείξουµε τώρα.  
 
    Θεωρούµε τις δύο µη-οµογενείς εξισώσεις του Maxwell (αυτές που εκτός από τα 
Η/Μ πεδία καθαυτά περιέχουν και τις «πηγές» τους , Jρ

G
):  

 

                                 0

0 0 0

( )

( )

E

EB J
t

ρα
ε

δ µ ε µ

∇ ⋅ =

∂
∇× = +

∂

G G

GG G G        (9.27) 

 
Παίρνουµε το div της (δ):  
 

           0 0 0 0 0 0( ) ( )E EB J J
t t

µ ε µ µ ε µ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂

∇ ⋅ ∇× = ∇ ⋅ + = ∇ ⋅ + ∇ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G GG G G G GG G G
    (9.28)   

 

Αλλά, ( ) 0B∇⋅ ∇× =
G G G

, εκ ταυτότητος. Επίσης, ( )E E
t t

∂ ∂
∇ ⋅ = ∇ ⋅

∂ ∂

GG G G
, από την αντιµετα-

θετική ιδιότητα των µεικτών παραγώγων. Κάνοντας αυτές τις αντικαταστάσεις στην 
(9.28), απαλείφοντας το µ0, και αντικαθιστώντας το E∇⋅

G G
 από την (9.27)(α), οδηγού-

µαστε στην εξίσωση συνεχείας  
 

                                                  0J
t
ρ∂

∇⋅ + =
∂

G G
             (9.29) 

 
που είναι ακριβώς η σχέση (6.9) που βρήκαµε στο Κεφ.6.  
 
    Για να δούµε το φυσικό νόηµα της (9.29), την ολοκληρώνουµε σε έναν όγκο V που 
οριοθετείται από κλειστή επιφάνεια S:  
 

                                            

V
S

da
JJG

da J
G

            
 

                                          ( )
V V

dv J dv
t
ρ∂

= − ∇ ⋅
∂∫ ∫

G G
             (9.30) 
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Αλλά, 
V V V

ddv dv dv
t t d t
ρ ρ ρ∂ ∂

= =
∂ ∂∫ ∫ ∫ , γιατί µετά την ολοκλήρωση το 

V
dvρ∫  

είναι συνάρτηση µόνο του t. Επίσης, από το θεώρηµα του Gauss, ( )
V

J dv∇⋅ =∫
G G

 

S
J da= ⋅∫
JJGG

v .  Έτσι, η (9.30) γράφεται:  

 

                                           
V S

d dv J da
d t

ρ = − ⋅∫ ∫
JJGG

v            (9.31) 

 
Αναγνωρίζουµε τώρα ότι  
 
                                  ( ) ,inV

dv Q tρ =∫   ( )outS
J da I t⋅ =∫
JJGG

v       (9.32) 

 
όπου ( )inQ t  το ολικό φορτίο µέσα στον όγκο V τη χρονική στιγµή t και Iout(t) το ολι-
κό ρεύµα που εξέρχεται από την επιφάνεια S τη στιγµή αυτή. Η (9.31) γράφεται έτσι 
στην πιο απλή µορφή  
 

                                               ( ) ( )in out
d Q t I t
d t

= −           (9.33) 

 
    Παρατηρούµε τα εξής:  
 

1. Αν το inQ  ελαττώνεται χρονικά ( / 0ind Q dt < ) τότε θα πρέπει Iout>0, δηλαδή 
η ροή φορτίου µέσα από την S θα είναι συνολικά προς τα έξω.  

2. Αν το inQ  αυξάνει χρονικά ( / 0ind Q dt > ) τότε θα πρέπει Iout<0, δηλαδή η 
συνολική ροή φορτίου µέσα από την S θα είναι ουσιαστικά προς τα µέσα.  

3. Αν δεν διέρχεται, συνολικά, φορτίο µέσα από την S, τότε Iout=0 και 
/ 0ind Q dt = . ∆ηλαδή, το φορτίο στο εσωτερικό τής S µένει σταθερό.  

 
Η τελευταία παρατήρηση εκφράζει την αρχή διατήρησης του φορτίου. Όπως βλέ-
πουµε, η αρχή αυτή είναι άµεση συνέπεια των εξισώσεων του Maxwell. Βέβαια, για 
να πούµε την αλήθεια, οι εξισώσεις αυτές κατασκευάστηκαν έτσι ώστε να ικανοποιεί-
ται η αρχή διατήρησης του φορτίου! Αυτός ήταν ουσιαστικά ο λόγος που ο Maxwell 
εισήγαγε το «ρεύµα µετατόπισης» διορθώνοντας το νόµο του Ampère.  
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9.7  Ηλεκτροµαγνητικά ∆υναµικά  
 
Θεωρούµε τις δύο οµογενείς εξισώσεις του Maxwell, αυτές δηλαδή που δεν περιέ-
χουν «πηγές» (φορτία ή ρεύµατα):  
 

                                        
( ) 0

( ) 0

B

BE
t

β

γ

∇ ⋅ =

∂
∇× + =

∂

G G
GG G             (9.34) 

Η (β) επαληθεύεται αυτόµατα αν κάνουµε την υπόθεση ότι το ( , )B r t
G G  είναι το rot ε-

νός διανυσµατικού πεδίου ( , )A r t
G G :  

 
                                                        B A= ∇×

G GG
             (9.35) 

 
[Πράγµατι, τότε ( ) 0B A∇⋅ = ∇⋅ ∇× =

G G G GG
, εκ ταυτότητος.] Η (γ) τώρα γράφεται:  

 

        0 ( ) ( ) ( ) 0A AE A E E
t t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ∇× + ∇× = ∇× + ∇× ⇒ ∇× + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G GG G G G G GG G G
    

 
Η τελευταία εξίσωση στα δεξιά επαληθεύεται αυτόµατα αν υποθέσουµε ότι το άθροι-

σµα AE
t

∂
+
∂

GG
 είναι το grad (ή, για λόγους οµοιοµορφίας µε την Ηλεκτροστατική, το 

αρνητικό grad) ενός βαθµωτού πεδίου ( , )r tΦ G :  AE
t

Φ∂
+ = −∇ ⇒
∂

G GG
   

                                                  AE
t

Φ ∂
= −∇ −

∂

GGG
          (9.36) 

Οι (9.35) και (9.36) αποτελούν µια µερική λύση των εξισώσεων του Maxwell αφού 
επαληθεύουν δύο από αυτές, τις οµογενείς εξισώσεις (9.34). Οι συναρτήσεις ( , )A r t

G G  
και ( , )r tΦ G  ονοµάζονται ηλεκτροµαγνητικά δυναµικά.  
 
    Παρατηρούµε ότι οι (9.35) και (9.36) δεν προσδιορίζουν µονοσήµαντα τα δυνα-
µικά A

G
 και Φ  για δοσµένα E

G
 και B

G
. Πράγµατι, έστω A

G
 και Φ  δύο συναρτήσεις 

που επαληθεύουν τις (9.35) και (9.36). Θεωρούµε δύο νέες συναρτήσεις  

                                       ,A A
t
χχ Φ Φ ∂′ ′= + ∇ = −
∂

G G G
         (9.37) 

όπου ( , )r tχ G  µια αυθαίρετη συνάρτηση. Σας το αφήνω σαν άσκηση να δείξετε ότι  

                                   ,A B′∇× =
G G G

     A E
t

Φ
′∂′−∇ − =

∂

GG G
    

∆ηλαδή, αν τα δυναµικά A
G

 και Φ  επαληθεύουν τις (9.35) και (9.36) για δοσµένα E
G

 
και B

G
, τότε και τα A′

G
 και Φ′  επαληθεύουν τις ίδιες εξισώσεις για τα ίδια E

G
 και B

G
.  
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9.8  Ενέργεια του Η/Μ Πεδίου και ∆ιάνυσµα Poynting  
 
 Όπως γνωρίζουµε, για να δηµιουργήσουµε ένα Η/Μ πεδίο χρειαζόµαστε µια κατα-
νοµή φορτίου ( , )r tρ G  ή ρεύµατος ( , )J r t

G G  σε µια περιοχή του χώρου.1 Το «χτίσιµο» 
µιας τέτοιας κατανοµής απαιτεί τη δαπάνη έργου, για διάφορους λόγους. Το έργο αυ-
τό αποθηκεύεται στο χώρο όπου υπάρχει το Η/Μ πεδίο και αποτελεί την ενέργεια του 
Η/Μ πεδίου.  
 
    Για παράδειγµα, ένα ηλεκτροστατικό πεδίο ( )E r

G G  οφείλει την ύπαρξή του σε µια 
στατική κατανοµή φορτίου ( )rρ G . Για τη δηµιουργία µιας τέτοιας κατανοµής χρειάζε-
ται να δαπανήσουµε έργο ώστε να υπερνικήσουµε τις απωστικές δυνάµεις Coulomb 
µεταξύ οµόσηµων φορτίων. Από την άλλη µεριά, ένα στατικό µαγνητικό πεδίο ( )B r

G G  
οφείλει την ύπαρξή του σε µια στατική κατανοµή ρεύµατος ( )J r

G G . Η δηµιουργία µιας 
τέτοιας κατανοµής απαιτεί δαπάνη έργου, για τους εξής λόγους: (α) Ρεύµα σηµαίνει 
κινούµενα φορτία. Για να τεθεί ένα σωµατίδιο σε κίνηση απαιτείται έργο ίσο µε την 
κινητική ενέργεια που αποκτά. (β) Η δηµιουργία ρεύµατος Ι σε ένα ρευµατοφόρο α-
γωγό απαιτεί ενέργεια για την υπερνίκηση της αντίδρασης του κυκλώµατος λόγω του 
φαινοµένου της αυτεπαγωγής, η οποία αντιτίθεται σε κάθε µεταβολή του ρεύµατος 
στο κύκλωµα.  
 
    Έστω U=U (t) η ολική ενέργεια ενός Η/Μ πεδίου τη χρονική στιγµή t. Υποθέτουµε 
ότι η ενέργεια αυτή κατανέµεται σε όλο το χώρο όπου υπάρχει το Η/Μ πεδίο. Έστω 
dv ένας στοιχειώδης όγκος στο σηµείο rG  του πεδίου και έστω dU το ποσό της Η/Μ 
ενέργειας που περικλείεται στον dv. Ορίζουµε την πυκνότητα ενέργειας του Η/Μ πε-
δίου ως τη συνάρτηση  
 

                                                     ( , ) dUu r t
d v

=
G          (9.38) 

έτσι ώστε  
 
                                                ( ) ( , )U t u r t dv= ∫

G           (9.39) 

 
όπου η ολοκλήρωση λαµβάνει χώρα σε όλο το χώρο όπου υφίσταται το Η/Μ πεδίο. 
Θεωρούµε ότι ένα τµήµα της ολικής ενέργειας οφείλεται στο ηλεκτρικό πεδίο και ένα 
άλλο τµήµα στο µαγνητικό πεδίο, και γράφουµε U=Ue +Um  , όπου  
 
                           ( ) ( , ) , ( ) ( , )e e m mU t u r t dv U t u r t dv= =∫ ∫

G G    (9.40)  

 
και  
                                          
                                         ( , ) ( , ) ( , )e mu r t u r t u r t= +

G G G       (9.41) 
 
 
 
                                                 
1 Από την έννοια της κατανοµής θα εξαιρέσουµε την περίπτωση ενός µεµονωµένου σηµειακού φορτί-
ου, το οποίο καταλαµβάνει µηδενικό όγκο και αντιστοιχεί σε άπειρη πυκνότητα φορτίου ρ.  
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    Όπως αποδεικνύεται, οι γενικές εκφράσεις για τις πυκνότητες ενέργειας είναι  
 

                                       

1 1,
2 2

1 ( )
2

e m

e m

u E D u B H

u u u E D B H

= ⋅ = ⋅

= + = ⋅ + ⋅

G G G G

G G G G           (9.42) 

 

Μέσα σε ένα γραµµικό µέσο, 1, ,D E H Bε
µ

= =
G G G G

 και  

 

                                         

2 2

2 2

1 1,
2 2

1 1
2 2

e mu E u B

u E B

ε
µ

ε
µ

= =

= +
           (9.43) 

 
όπου θέσαµε | | , | |E E B B= =

G G
. Για το κενό θέτουµε  ε = ε0 ,  µ = µ0 .  

 
    Ορίζουµε τώρα το διάνυσµα Poynting µε τη σχέση  
 

                                          
1 ( )N E H E B
µ

= × = ×
G G G G G

         (9.44) 

 
όπου η τελευταία έκφραση στα δεξιά ισχύει για γραµµικό µέσο (για το κενό θέτουµε  
µ = µ0 ). Για να δούµε τη φυσική σηµασία του διανύσµατος αυτού, θεωρούµε έναν 
όγκο V που οριοθετείται από µια κλειστή επιφάνεια S :  
 

                                           

V
S

da
JJG

da N
G

       
 
Υποθέτουµε ότι µέσα σε χρονικό διάστηµα dt παρατηρούµε ελάττωση της ολικής 
Η/Μ ενέργειας U µέσα στον όγκο V κατά dU. Υποθέτουµε επίσης ότι δεν υπάρχουν 
ελεύθερα φορτία µέσα στον V. Έτσι, δεν υπάρχει απώλεια Η/Μ ενέργειας λόγω έργου 
του ηλεκτρικού πεδίου πάνω σε κινούµενα φορτία (θυµίζουµε ότι το µαγνητικό πεδίο 
δεν παράγει έργο πάνω σε κινούµενα φορτία αφού η µαγνητική δύναµη είναι πάντα 
κάθετη στην ταχύτητά τους). Επειδή η ενέργεια δεν χάνεται, θα πρέπει το ποσό ενέρ-
γειας dU που αφαιρέθηκε από τον V να εµφανιστεί έξω από την επιφάνεια S µέσα στο 
χρονικό διάστηµα dt. ∆ηλαδή, ένα ποσό ενέργειας dU διαπερνά την S µέσα σε χρόνο 
dt. Ένα µέρος από αυτή την ενέργεια διέρχεται µέσα από τη στοιχειώδη επιφάνεια da. 
Όπως αποδεικνύεται,  
 

το εσωτερικό γινόµενο N da⋅
JJGG

 ισούται µε την ενέργεια ανά µονάδα χρόνου που 
διέρχεται από τη στοιχειώδη επιφάνεια da.  
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Παρατηρούµε ότι το N
G

 έχει διαστάσεις ενέργειας ανά µονάδα χρόνου και ανά µο-
νάδα επιφάνειας. Αν σας θυµίζει την πυκνότητα ρεύµατος J

G
, δεν κάνετε λάθος! Θα 

θυµόσαστε (Παρ.6.1) ότι το γινόµενο J da⋅
JJGG

 ισούται µε το φορτίο ανά µονάδα χρόνου  
που διέρχεται από το στοιχείο επιφάνειας da. Η οµοιότητα αυτή µας προτρέπει να α-
ναζητήσουµε κάποια «εξίσωση συνεχείας» για την Η/Μ ενέργεια, ανάλογη µε τη 
σχέση (6.9) για το ηλεκτρικό φορτίο.  
 
    Σκεφτόµαστε ως εξής: Η ολική ενέργεια ανά µονάδα χρόνου που εξέρχεται από την 
S ισούται µε το ολοκλήρωµα 

S
N da⋅∫
JJGG

v . (Αν το ολοκλήρωµα έχει θετική τιµή η συνο-

λική µεταφορά ενέργειας είναι προς τα έξω, ενώ αν είναι αρνητικό η ολική ροή ενέρ-
γειας είναι στην πραγµατικότητα προς τα µέσα.) Η ενέργεια όµως που εξέρχεται από 
την S σε χρόνο dt θα πρέπει να αφαιρείται από το ποσό της ολικής ενέργειας µέσα 
στον όγκο V. Τη χρονική στιγµή t η ολική ενέργεια U (t) µέσα στον V είναι  

                                               ( ) ( , )
V

U t u r t dv= ∫
G              

H διατήρηση της ενέργειας απαιτεί ότι      
 

                                                
S

d U N da
d t

=− ⋅∫
JJGG

v               (9.45) 

 
(θεώρηµα του Poynting). Έχουµε ότι   
                        

      ( ) ( , )
V V

d U t U uu r t dv dv
d t t t t

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂∫ ∫
G   και   ( )

S V
N da N dv⋅ = ∇ ⋅∫ ∫
JJG GG G

v    

 
Αντικαθιστώντας αυτές τις εκφράσεις στην (9.45) και απαιτώντας η ολοκληρωτική 
ισότητα που προκύπτει να ισχύει για κάθε όγκο V, καταλήγουµε στη διαφορική εξί-
σωση (διαφορική µορφή του θεωρήµατος Poynting)  
 

                                                  0uN
t

∂
∇ ⋅ + =

∂

G G
             (9.46) 

 
Από τον τρόπο που την εξάγαµε είναι φανερό ότι η (9.46) εκφράζει διατήρηση της 
ενέργειας. Συγκρίνοντας την (9.46) µε την εξίσωση συνεχείας (6.9) για το ηλεκτρικό 
φορτίο, προσέξτε τις αντιστοιχίες φυσικών µεγεθών:  
 

                                              
( , ) ( , )
( , ) ( , )

J r t N r t
r t u r tρ

↔
↔

G GG G
G G                 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 
 
 

1. (α) Να δειχθεί ότι σε ένα χώρο όπου υπάρχουν µόνο στατικά φορτία και σταθερά 
ρεύµατα το ηλεκτρικό πεδίο είναι το grad κάποιας χρονικά-ανεξάρτητης συνάρτησης 
δυναµικού. (β) Σε µια περιοχή του χώρου υπάρχει κύκλωµα που αποτελείται από α-
ντίσταση R και πηγή εναλλασσόµενης τάσης. Είναι δυνατόν το ηλεκτρικό πεδίο στην 
περιοχή αυτή να εκφράζεται σαν το grad κάποιας συνάρτησης ;  
 
2. Ένα αρχικά ακίνητο φορτίο q βρίσκεται κοντά σε ηλεκτρική αντίσταση R συνδεδε-
µένη µε τάση V. Τη χρονική στιγµή t=0 είναι V=V0 . Ποια θα είναι η κινητική κατά-
σταση του q για t >0 αν (α) η V παραµένει σταθερή, ίση µε V0 ; (β) η V µεταβάλλεται 
για  t > 0 ;  [Υπόδειξη: Για σύρµα που διαρρέεται από σταθερό ρεύµα Ι, θεωρούµε ότι 
το ηλεκτροστατικό πεδίο που είναι αναγκαίο για τη διατήρηση του ρεύµατος περιορί-
ζεται στο εσωτερικό του σύρµατος.]  
 
3. Σε µια περιοχή του χώρου υπάρχει χρονικά µεταβαλλόµενο Η/Μ πεδίο. Βρείτε µια 
έκφραση για το ηλεκτρικό φορτίο που µεταφέρεται από το «ρεύµα µετατόπισης» ανά 
µονάδα χρόνου και ανά µονάδα επιφάνειας κάθετης στο ρεύµα αυτό. [Υπόδειξη: 
Προσοχή στους κακοήθεις Φυσικούς που σκαρώνουν φάρσες!]  
 
4. Η τάση στα άκρα ενός πυκνωτή είναι V. Στο εσωτερικό του πυκνωτή υπάρχει µια 
πυξίδα. Ποια θα είναι η συµπεριφορά της πυξίδας αν (α) η V µένει σταθερή; (β) η V 
µεταβάλλεται συνεχώς;  
 
5. Να δειχθεί ότι βάσει των εξισώσεων του Maxwell το ολικό ηλεκτρικό φορτίο στη 
Φύση διατηρείται σταθερό. [Υπόδειξη: Φανταστείτε ότι περικλείετε ολόκληρη τη Φύ-
ση σε µια νοητή κλειστή επιφάνεια S. Ποια θα είναι η πυκνότητα ρεύµατος πάνω 
στην S ; Το ολικό ρεύµα που θα εξέρχεται από την S ;]  
 
6. Έστω ότι µε κάποιο πείραµα προσδιορίσαµε τις τιµές του Η/Μ πεδίου ( , )E B

G G
 σε 

κάθε σηµείο µιας περιοχής και για κάθε χρονική στιγµή. Είναι δυνατό να προσδιορί-
σουµε µονοσήµαντα και τα Η/Μ δυναµικά ( , )r tΦ G  και ( , )A r t

G G  στην περιοχή αυτή; 
Μπορούν λοιπόν τα Φ και A

G
 να θεωρηθούν ως απόλυτα φυσικά µεγέθη µε την έν-

νοια που θεωρούνται τα E
G

 και B
G

;  
 
7. Θεωρούµε ένα αποµονωµένο φορτίο q που βρίσκεται ακίνητο στο κέντρο µιας 
σφαιρικής επιφάνειας ακτίνας R. Βρείτε την ολική Η/Μ ενέργεια ανά µονάδα χρόνου 
που εξέρχεται από την επιφάνεια.  
 
8. Είναι δυνατό να ορίσουµε την ολική ενέργεια του ηλεκτροστατικού πεδίου που πα-
ράγεται από ένα σηµειακό φορτίο q ; [Υπόδειξη: Ποια είναι η τιµή του ηλεκτρικού πε-
δίου στο σηµείο του χώρου όπου βρίσκεται το q ; Η πυκνότητα ενέργειας ;]  
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
 
 
1. Να δειχθεί ότι στο εσωτερικό ενός «τέλειου» αγωγού (σ ≈ ∞) το ηλεκτρικό πεδίο 
είναι µηδέν και το µαγνητικό πεδίο είναι χρονικά αµετάβλητο. Τι µπορείτε να πείτε 
για το Η/Μ πεδίο λίγο έξω από τον αγωγό;  

    Λύση: Από το νόµο του Ohm,  0JJ E Eσ
σ

= ⇒ =
GG G G
�   όταν  σ ≈ ∞ .  

Τότε, από το νόµο Faraday-Henry, 0 ( )BE B B r
t

∂
∇× = − = ⇒ =

∂

GG G G G G .  

Θεωρούµε την επιφάνεια του αγωγού σαν διαχωριστική επιφάνεια ανάµεσα σ’ αυτόν 
και το περιβάλλον. Από τις οριακές συνθήκες (9.26) της Παρ.9.5 γνωρίζουµε ότι η 
συνιστώσα E &G , παράλληλη προς την επιφάνεια διαχωρισµού, είναι πάντα συνεχής 
έχοντας την ίδια τιµή και από τις δύο πλευρές της επιφάνειας. Έτσι, αφού 0inE =&G  έ-
πεται ότι και 0outE =&G . ∆ηλαδή, το ηλεκτρικό πεδίο λίγο έξω από τον αγωγό είναι κά-
θετο στην επιφάνεια του αγωγού. Επίσης, η συνιστώσα B ⊥

G
, κάθετη στην επιφάνεια 

διαχωρισµού, είναι κι αυτή πάντα συνεχής καθώς περνούµε την επιφάνεια. Αφού λοι-
πόν / 0inB t⊥∂ ∂ =

G
, έπεται ότι και / 0outB t⊥∂ ∂ =

G
. ∆ηλαδή, λίγο έξω από τον αγωγό η συ-

νιστώσα του µαγνητικού πεδίου που είναι κάθετη στην επιφάνεια του αγωγού είναι χρο-
νικά αµετάβλητη.  
 
2. Να δειχθεί ότι ένας αγωγός δεν µπορεί να συγκρατήσει ελεύθερο φορτίο συνολικά 
διάφορο του µηδενός στο εσωτερικό του αλλά το διαχέει γρήγορα προς την επιφάνειά 
του. Έτσι, µη-µηδενικό ελεύθερο φορτίο µπορεί να υπάρχει µόνο στην επιφάνεια του 
αγωγού ενώ στο εσωτερικό του ο αγωγός είναι ηλεκτρικά ουδέτερος.  

    Λύση: Οι βασικές εξισώσεις που θα χρειαστούµε είναι οι εξής:  

 Νόµος Ohm:   J Eσ=
G G

        (1) 

 Νόµος Gauss:   
0

E ρ
ε

∇ ⋅ =
G G

        (2) 

 Εξίσωση συνεχείας:  0J
t
ρ∂

∇⋅ + =
∂

G G
      (3) 

Το ρ παριστά την ολική πυκνότητα ελεύθερου φορτίου στο εσωτερικό του αγωγού, η 
οποία οφείλεται στα (κινούµενα) ηλεκτρόνια και στα (ακίνητα) θετικά ιόντα του µε-
τάλλου, ενώ η πυκνότητα ρεύµατος J

G
 οφείλεται, φυσικά, µόνο στην κίνηση των ηλε-

κτρονίων. Έχουµε:  

      
(1) (2)

0 0

(3) 0 ( ) ( )E E
t t t t
ρ ρ σ ρ ρ σσ σ ρ ρ

ε ε
∂ ∂ ∂ ∂

⇒ = ∇⋅ + = ∇⋅ + = + ⇒ = −
∂ ∂ ∂ ∂

G GG G
      

Ολοκληρώνοντας τη διαφορική εξίσωση στα δεξιά ως προς t, βρίσκουµε:  

                     0( / ) /( ) (0) (0)t tt e eσ ε τρ ρ ρ− −= =   όπου θέσαµε   τ = ε0 / σ      
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Παρατηρούµε ότι  τ → 0 όταν  σ → ∞  (γενικά, για καλό αγωγό το τ είναι µικρό). Πα-
ρατηρούµε επίσης ότι  ρ (t) → 0  καθώς το t αυξάνει . Έτσι, αν κάποια στιγµή υπάρχει 
ελεύθερο φορτίο συνολικά διάφορο του µηδενός στο εσωτερικό του αγωγού, το πλε-
όνασµα φορτίου διαχέεται γρήγορα προς την επιφάνεια του µετάλλου έτσι ώστε στο 
εσωτερικό του ο αγωγός να παραµείνει ηλεκτρικά ουδέτερος.  
 
3. Ένας αδρανειακός παρατηρητής Ο αντιλαµβάνεται την ύπαρξη ενός ηλεκτρικού 
πεδίου E

G
 και ενός µαγνητικού πεδίου B

G
στο χώρο. Προσδιορίστε το ηλεκτρικό πεδίο 

E′
G

 που αντιλαµβάνεται ένας άλλος αδρανειακός παρατηρητής Ο΄ που κινείται µε τα-
χύτητα υG  ως προς τον Ο. Σαν εφαρµογή, θεωρήστε ότι ο παρατηρητής Ο βρίσκεται 
µέσα σε ένα καθαρά µαγνητικό πεδίο ( E

G
=0). ∆είξτε ότι ο παρατηρητής Ο΄ θα αντι-

ληφθεί την ύπαρξη και ηλεκτρικού πεδίου ( E′
G
≠0). (Θεωρούµε ότι υ<<c ή υ/c<<1, 

έτσι ώστε να ισχύουν οι παραδοχές της µη-σχετικιστικής Μηχανικής.)  

    Λύση: Θεωρούµε ένα φορτίο q που είναι στιγµιαία ακίνητο ως προς τον Ο΄, άρα 
κινείται µε ταχύτητα υG  ως προς τον Ο. Σύµφωνα µε τον Ο, το φορτίο αυτό δέχεται 
δύναµη [ ( )]F q E Bυ= + ×

G G GG  από το Η/Μ πεδίο. Σύµφωνα µε τον Ο΄, όµως, το (ακί-
νητο ως προς αυτόν) φορτίο δέχεται δύναµη F qE′ ′=

G G
 από το ηλεκτρικό πεδίο µόνο. 

Τώρα, επειδή η σχετική ταχύτητα υ των δύο παρατηρητών είναι µικρή, είναι επιτρε-
πτό να κάνουµε τη µη-σχετικιστική προσέγγιση F F ′=

G G
 (ακριβής σχέση στα πλαίσια 

της κλασικής Μηχανικής αλλά όχι αληθής για τη Θεωρία τη Σχετικότητας). Έτσι, α-
παλείφοντας το q βρίσκουµε ότι  

                                                     ( )E E Bυ′ = + ×
G G GG         (1) 

Τονίζουµε και πάλι ότι η (1) ισχύει προσεγγιστικά για υ<<c και χρειάζεται διόρθωση 
στα πλαίσια της Θεωρίας τη Σχετικότητας. Στην ειδική περίπτωση που E

G
=0 η (1) 

δίνει E Bυ′ = ×
G GG . ∆ηλαδή, ενώ ο παρατηρητής Ο αντιλαµβάνεται µόνο µαγνητικό πε-

δίο, ο παρατηρητής Ο΄ αντιλαµβάνεται και ηλεκτρικό πεδίο. Βλέπουµε έτσι ότι ο δια-
χωρισµός του Η/Μ πεδίου σε «ηλεκτρικό» και «µαγνητικό» δεν είναι απόλυτος αλλά 
εξαρτάται από τον παρατηρητή.  
 
4. ∆είξτε ότι αν σε µια περιοχή R του χώρου το Η/Μ πεδίο ( , )E B

G G
 είναι στατικό, η 

περιοχή αυτή δεν µπορεί να περιέχει χρονικά-µεταβαλλόµενες πηγές ( , )Jρ
G

. Ισχύει 
γενικά το αντίστροφο;  

    Λύση: Στατικό Η/Μ πεδίο => / 0, / 0,E t B t r R∂ ∂ = ∂ ∂ = ∀ ∈
G G G .  

        
0 0

0

0 0 0 0
0 0

( ) 0

1 1( ) 0

EE E
t t t

E J BB J J B
t t t t

ρ ρ ε ε
ε

µ ε µ µ
µ µ

∂ ∂ ∂
∇ ⋅ = ⇒ = ∇⋅ = ∇ ⋅ =

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
∇× = + = ⇒ = ∇× = ∇× =

∂ ∂ ∂ ∂

GG G GG G

G G GG G GG G G G  

Το αντίστροφο δεν ισχύει. Για παράδειγµα, µπορεί η περιοχή R να µην περιέχει καθό-
λου πηγές αλλά έξω από την R να υπάρχουν χρονικά-µεταβαλλόµενες πηγές. Το Η/Μ 
πεδίο µέσα στην R, όµως, οφείλεται σε όλες τις πηγές, µέσα και έξω από την R. Έτσι, 
το Η/Μ πεδίο µέσα στην R θα είναι χρονικά µεταβαλλόµενο έστω κι αν η περιοχή αυ-
τή δεν περιέχει χρονικά-µεταβαλλόµενες πηγές.  
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5. Ένα φορτίο q κινείται µε σταθερή ταχύτητα υG  ως προς έναν αδρανειακό παρατη-
ρητή. ∆είξτε ότι ως προς αυτό τον παρατηρητή το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο 
που παράγονται από το φορτίο συνδέονται σε κάθε σηµείο του χώρου µε τη σχέση  

                                                    2
1 ( )B E
c

υ= ×
G GG             (1) 

όπου 0 01/c ε µ=  η ταχύτητα του φωτός στο κενό. [Αν και η (1) έχει γενική ισχύ, 
θεωρήστε χάριν απλότητας ότι η ταχύτητα υ του φορτίου είναι πολύ µικρότερη από 
την ταχύτητα του φωτός: υ<<c. Αυτό µας επιτρέπει να αγνοήσουµε τον πεπερασµένο 
χρόνο που απαιτείται ώστε ο παρατηρητής να αντιληφθεί ότι το φορτίο διέρχεται από 
ένα συγκεκριµένο σηµείο του χώρου µια δεδοµένη χρονική στιγµή (στην πραγµατι-
κότητα αυτή η πληροφορία, όπως και όλα τα Η/Μ σήµατα γενικά, «ταξιδεύει» µε πε-
περασµένη ταχύτητα c και δεν φτάνει ακαριαία στον παρατηρητή).]  

    Λύση: Θεωρούµε ότι q>0. Έστω Α η θέση στην οποία βρίσκεται ο παρατηρητής:  

                                       

i

q

r
r̂

υG

O
A

E
G

B
G

                  
Επειδή υ<<c µπορούµε να θεωρήσουµε ότι το ηλεκτρικό πεδίο στο Α είναι ίδιο µε το 
πεδίο Coulomb που θα δηµιουργούσε ένα ακίνητο φορτίο q σε απόσταση r από το Α:  

                                        2
0

1 ˆ ( )
4

q r c
r

Ε υ
πε

= <<
G

           (2) 

(Προσέξτε ότι αυτό είναι σωστό για φορτίο που κινείται µε σταθερή ταχύτητα. Το η-
λεκτρικό πεδίο επιταχυνόµενου φορτίου δεν έχει ακτινική διεύθυνση ως προς το φορ-
τίο.) Οι µαγνητικές δυναµικές γραµµές είναι κυκλικές. Το κέντρο του κύκλου βρίσκε-
ται πάνω στον άξονα κίνησης του q ενώ το επίπεδο του κύκλου είναι κάθετο στον ά-
ξονα αυτό. Η φορά διαγραφής του κύκλου καθορίζεται µε βάση τον κανόνα του δε-
ξιού χεριού, λαµβάνοντας υπόψη ότι ένα κινούµενο θετικό φορτίο αντιστοιχεί σε η-
λεκτρικό ρεύµα οµόρροπο µε τη φορά κίνησής του. Στην περίπτωση αυτή ο νόµος 
Biot-Savart γράφεται:  

                                     0
2

ˆ( ) ( )
4

q rB c
r

µ υ υ
π

×
= <<

GG
        (3) 

Συνδυάζοντας τις (2) και (3) και λαµβάνοντας υπόψη ότι 2
0 0 1/ cε µ = , δεν είναι δύ-

σκολο να επαληθεύσουµε την (1).  
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6. Συγκρίνετε τη µαγνητική αλληλεπίδραση µεταξύ δύο φορτίων µε την ηλεκτρική 
τους αλληλεπίδραση. ∆είξτε ότι αν οι ταχύτητες των φορτίων είναι µικρές σε σχέση 
µε την ταχύτητα c του φωτός, η µαγνητική δύναµη µεταξύ των φορτίων είναι αµελη-
τέα σε σύγκριση µε την ηλεκτρική, ενώ στο όριο των υψηλών ταχυτήτων οι δύο δυ-
νάµεις γίνονται συγκρίσιµες µεταξύ τους σε ισχύ.  

    Λύση: Θεωρούµε δύο φορτία q και q΄ που κινούνται µε αντίστοιχες ταχύτητες υG  
και υ′G  ως προς έναν αδρανειακό παρατηρητή. Θεωρούµε το q΄ σαν «πηγή» ενός Η/Μ 
πεδίου και το q σαν «δοκιµαστικό φορτίο» µέσα στο πεδίο αυτό. Μας ενδιαφέρει λοι-
πόν η δύναµη που ασκείται στο q λόγω του Η/Μ πεδίου που παράγεται από το q΄. 
Έστω ( , )E B′ ′

G G
 η τιµή αυτού του πεδίου στη θέση που βρίσκεται το q. Η ηλεκτρική 

δύναµη στο q είναι eF q E′=
G G

 ή, κατά µέτρο, eF q E′= , ενώ η µαγνητική δύναµη είναι 
( )mF q Bυ ′= ×

G GG . Όµως, σύµφωνα µε το Πρόβλ.5,  

                                                   2

1 ( )B E
c

υ′ ′ ′= ×
G GG         

Άρα,  2 2 2[ ( )]m m e
q qF E F E F
c c c

υυυ υ υυ
′

′ ′ ′ ′= × × ⇒ ≈ =
G GG G   και  2

m

e

F
F c

υυ′
≈  .   

Παρατηρούµε ότι Fm<<Fe όταν υ<<c και υ΄<<c, ενώ Fm ~Fe όταν υ ~ c και υ΄ ~ c. 
Έτσι, ενώ στον κόσµο των χαµηλών ενεργειών (ή µικρών ταχυτήτων) στον οποίο 
ζούµε καθηµερινά η ηλεκτρική αλληλεπίδραση µεταξύ φορτισµένων σωµατίων µοιά-
ζει να είναι πιο ισχυρή από τη µαγνητική, στις υψηλές ενέργειες αποκαλύπτεται ότι οι 
δύο αλληλεπιδράσεις είναι συγκρίσιµες ως προς την ισχύ τους. Κάτι τέτοιο είναι φυ-
σικό αφού οι αλληλεπιδράσεις αυτές είναι στην ουσία τα δύο «πρόσωπα» µιας ενιαίας 
αλληλεπίδρασης, της ηλεκτροµαγνητικής.  
 
7. Θεωρούµε ένα κύκλωµα που αποτελείται από ιδανική µπαταρία (που δεν έχει δη-
λαδή εσωτερική αντίσταση) συνδεδεµένη µε µια εξωτερική αντίσταση. (α) ∆είξτε ότι 
η ηλεκτρεγερτική δύναµη (ΗΕ∆) του κυκλώµατος στη φορά του ρεύµατος ισούται µε 
την τάση V της µπαταρίας. (β) ∆είξτε ότι στην περίπτωση αυτή η ΗΕ∆ παριστά το 
έργο της πηγής ανά µονάδα φορτίου.  

    Λύση:  

                                          

i i+_
a b

I

I

0f
G

E
G

                 
Γενικά, η ΗΕ∆ ενός κυκλώµατος C τη χρονική στιγµή t ισούται µε το ολοκλήρωµα  

                                                      E 
C

f dl= ⋅∫
JJGG

v                        

όπου /f F q=
G G

 η δύναµη ανά µονάδα φορτίου στο στοιχείο dl
JJG

 του κυκλώµατος τη 
στιγµή t. Ουσιαστικά, θεωρούµε ότι σε κάθε στοιχείο dl

JJG
 έχουµε τοποθετήσει ένα δο-
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κιµαστικό φορτίο q. Η δύναµη F
G

 σε κάθε q µετριέται τότε ταυτόχρονα για όλα τα 
φορτία τη χρονική στιγµή t. Επειδή όµως εδώ έχουµε µια στατική (χρονικά αµετά-
βλητη) κατάσταση (σταθερή τάση, σταθερό ρεύµα Ι, κλπ.), µπορούµε να δουλέψουµε 
λίγο διαφορετικά: Οι µετρήσεις των δυνάµεων F

G
 στα φορτία q δεν είναι πλέον απα-

ραίτητο να γίνουν την ίδια χρονική στιγµή, αφού ούτως ή άλλως τίποτα δεν αλλάζει 
µε το χρόνο. Αντί λοιπόν να βάλουµε πολλά φορτία q γύρω-γύρω στο κύκλωµα και 
να µετρήσουµε τις δυνάµεις F

G
 σε αυτά µια ορισµένη χρονική στιγµή, φανταζόµαστε 

ένα µοναδικό φορτίο q που κάνει το γύρο του κυκλώµατος. Θεωρούµε, π.χ., ότι το 
συµβατικά θετικό αυτό φορτίο είναι ένας από τους ηλεκτρικούς φορείς στους οποίους 
οφείλεται το ρεύµα Ι στο κύκλωµα (ελεύθερα ηλεκτρόνια των µεταλλικών αγωγών, 
θεωρούµενα συµβατικά ως θετικά). Μετράµε τότε τη δύναµη F

G
 που ασκείται στο q 

σε κάθε σηµείο του κυκλώµατος.  

    Υποθέτουµε λοιπόν ότι το q είναι ένα θετικό φορτίο που κινείται στην κατεύθυνση 
του ρεύµατος Ι. Θεωρούµε επίσης ότι η φορά διαγραφής του κυκλώµατος C ταυτίζεται 
µε τη φορά του ρεύµατος (αριστερόστροφη στο σχήµα). Κατά την κίνησή του το q 
υπόκειται σε δύο δυνάµεις: (α) τη δύναµη 0F

G
 από την πηγή (µπαταρία) η οποία µετα-

φέρει το q από τον αρνητικό πόλο a στο θετικό πόλο b δια µέσου της πηγής, και (β) 
την ηλεκτροστατική δύναµη eF qE=

G G
 λόγω του ηλεκτροστατικού πεδίου E

G
 στο κύ-

κλωµα C σε κάθε σηµείο του (µέσα και έξω από την πηγή). Η ολική δύναµη στο q 
είναι  

                      0
0 0 0e

F FF F F F qE f E f E
q q

= + = + ⇒ = = + ≡ +
G GG GG G G G G G G

      

Τότε,  

                          E 0 0C C C C
f dl f dl E dl f dl= ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫ ∫
JJG JJG JJG JJGG G GG

v v v v        (1) 

αφού 0
C

E dl⋅ =∫
JJGG

v  για ένα ηλεκτροστατικό πεδίο. Όµως, η δράση της πηγής πάνω 

στο q περιορίζεται στην περιοχή ανάµεσα στους πόλους της, δηλαδή στο τµήµα του 
κυκλώµατος από το a ως το b. Έτσι, 0 0f =

G
 έξω από την πηγή, οπότε η (1) γράφεται  

                                                      E 0

b

a
f dl= ⋅∫
JJGG

           (2) 

Τώρα, επειδή το ρεύµα Ι είναι σταθερό, το q κινείται οµαλά (µε σταθερό µέτρο ταχύ-
τητας) κατά µήκος του κυκλώµατος. Έτσι, η ολική δύναµη στο q (ηλεκτροµαγνητική 
και µηχανική) στη διεύθυνση του κυκλώµατος είναι µηδέν. Στο εσωτερικό της αντί-
στασης η ηλεκτροστατική δύναµη eF qE=

G G
 αντισταθµίζεται από τη δύναµη που α-

σκείται στο q λόγω συγκρούσεών του µε τα θετικά ιόντα του µετάλλου (η δύναµη αυ-
τή, φυσικά, δεν περιλαµβάνεται στον ορισµό τής ΗΕ∆ και δεν συνεισφέρει σ’ αυτήν!). 
Μέσα στην πηγή όµως, όπου δεν υπάρχει αντίσταση, η ηλεκτροστατική δύναµη eF

G
 

θα πρέπει να αντισταθµίζεται από την αντίθετη δύναµη 0F
G

 που ασκεί η πηγή. Έτσι, 
στο τµήµα του κυκλώµατος µεταξύ a και b,  

                     0 0 00 0e
FF F F f f E f E
q

= + = ⇒ = = + = ⇒ = −
GG G GG G G G G
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Η (2) λοιπόν τελικά γράφεται [βλ. σχέση (5.17)]:   

                                              E
b

b aa
E dl V V V= − ⋅ = − =∫
JJGG

         (3) 

Να γιατί στο σχολείο µάθατε ότι η τάση της µπαταρίας είναι η ΗΕ∆ του κυκλώµατος!  

    Το έργο της πηγής πάνω στο q κατά τη µεταφορά του από το a στο b είναι  

                                         0 0

b b

a a
W F dl q f dl q= ⋅ = ⋅ =∫ ∫

JJG JJGGG
E      

Έτσι, το έργο της πηγής ανά µονάδα φορτίου είναι  W / q = E . Το έργο αυτό, βέβαια, 
µετατρέπεται σε θερµότητα Joule µέσα στην αντίσταση, οπότε η πηγή πρέπει να ξο-
δέψει και πάλι ενέργεια ώστε να περάσει τα φορτία από το a στο b. Κάτι σαν το µαρ-
τύριο του Σίσυφου, δηλαδή! [Σίσυφος: Μυθικός βασιλιάς της Κορίνθου. Επειδή α-
ντέγραφε στα διαγωνίσµατα της Φυσικής, καταδικάστηκε να µεταφέρει αιώνια ένα 
βράχο στην κορυφή ενός βουνού, ο οποίος όµως κάθε φορά κυλούσε πάλι κάτω στην 
πεδιάδα.]  
 
8. ∆είξτε την ισχύ του θεωρήµατος του Poynting στην περίπτωση ενός µεταλλικού 
σύρµατος αντίστασης R που διαρρέεται από ρεύµα έντασης Ι : Υποθέστε ότι η ισχύς 
που καταναλώνεται σαν θερµότητα Joule στο σύρµα µεταφέρεται σ’ αυτό από την 
πηγή (µπαταρία) µέσω του Η/Μ πεδίου που περιβάλλει το κύκλωµα και δείξτε ότι 
αυτή η ισχύς είναι ακριβώς ίση µε  dU / dt = I 2R .  

    Λύση: Θεωρούµε ένα µακρύ, ευθύγραµµο, κυλινδρικό σύρµα ακτίνας ρ το οποίο 
διαρρέεται από σταθερό ρεύµα Ι :  

                                    

I

E
G

B
G

N
G

                 
 
Θέλουµε να υπολογίσουµε το διάνυσµα Poynting 0(1/ )N E H E Bµ= × = ×

G G G G G
 στην 

επιφάνεια του σύρµατος κι έτσι να βρούµε την ισχύ που εισέρχεται στο σύρµα από το 
εξωτερικό του δια µέσου της επιφάνειάς του. Για να είµαστε συγκεκριµένοι, θεω-
ρούµε ένα τµήµα του σύρµατος µήκους l. Η αντίσταση R αναφέρεται σε αυτό ακρι-
βώς το τµήµα. Έστω ∆V η διαφορά δυναµικού στα άκρα του τµήµατος. Το ηλεκτρικό 
πεδίο µέσα στο σύρµα είναι οµογενές και έχει την κατεύθυνση του ρεύµατος Ι, και το 
µέτρο του είναι  E = ∆V / l. Επειδή η συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου που είναι πα-
ράλληλη µε τη διαχωριστική επιφάνεια δύο µέσων είναι συνεχής όταν περνάµε από 
το ένα µέσο στο άλλο, θεωρούµε ότι η παράλληλη συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου 
λίγο έξω από το σύρµα έχει κι αυτή την κατεύθυνση του Ι και µέτρο E = ∆V / l. Από 
την άλλη µεριά, το Ι παράγει µαγνητικό πεδίο του οποίου η διεύθυνση λίγο έξω από 
το σύρµα είναι εφαπτόµενη στην περιφέρεια της διατοµής του σύρµατος, ενώ η φορά 
του καθορίζεται από τη φορά του ρεύµατος και σύµφωνα µε τον κανόνα του δεξιού 
χεριού (βλ. σχήµα). Σύµφωνα µε το Πρόβλ.7.3, το µέτρο του µαγνητικού πεδίου είναι   
B= µ0 Ι /2πρ, όπου ρ η ακτίνα της διατοµής του σύρµατος.  
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    Το διάνυσµα Poynting 0(1/ )N E Bµ= ×
G G G

 λίγο έξω από το σύρµα είναι κάθετο στην 

επιφάνεια του σύρµατος µε κατεύθυνση προς το εσωτερικό του. Το N
G

, δηλαδή, είναι 
κάθετο στον άξονα του σύρµατος και κατευθύνεται προς αυτόν. (∆εν λαµβάνουµε 
υπόψη τη συνιστώσα του διανύσµατος Poynting που είναι παράλληλη µε το σύρµα 
και οφείλεται στην κάθετη συνιστώσα του εξωτερικού ηλεκτρικού πεδίου, αφού δεν 
συνεισφέρει στη ροή ενέργειας προς το εσωτερικό του σύρµατος.) Το µέτρο τού N

G
 

είναι  

                         0

0 0 0

1 1 1| |
2 2

IV I VN E B E B
l l

µ∆ ∆
µ µ µ π ρ π ρ

= × = = =
G G

       (1)  

Έστω τώρα da
JJG

 ένα στοιχείο της επιφάνειας του σύρµατος, κάθετο στην επιφάνεια 
και µε φορά, όπως πάντα, προς τα έξω. Η ενέργεια ανά µονάδα χρόνου που εξέρχεται 
από το θεωρούµενο τµήµα του σύρµατος ισούται µε 

S
N da⋅∫
JJGG

, όπου S η επιφάνεια 

του τµήµατος. Άρα, η ισχύς που εισέρχεται στο τµήµα αυτό είναι  

                        (2 )
S S S

d U N da N da N da N l
d t

π ρ= − ⋅ = = =∫ ∫ ∫
JJGG

     (2) 

(το Ν είναι σταθερό πάνω στην S ). Αντικαθιστώντας την (1) στη (2) και λαµβάνοντας 
υπόψη το νόµο του Ohm (∆V=IR), βρίσκουµε τελικά:  

                                                 2d U I V I R
d t

∆= =       

 
9. ∆είξτε την ισχύ του νόµου του Faraday:  

                                                        E md
d t
Φ

= −            

στην περίπτωση ενός επίπεδου, κλειστού σύρµατος που κινείται µέσα σε στατικό µα-
γνητικό πεδίο ( )B r

G G  (όπου E η ΗΕ∆ κατά µήκος του σύρµατος και Φm η µαγνητική 
ροή που διέρχεται µέσα από το σύρµα τη χρονική στιγµή t).  

    Λύση: Τη χρονική στιγµή t το σύρµα αντιστοιχεί σε µια επίπεδη καµπύλη C του 
χώρου η οποία περικλείει επίπεδη επιφάνεια S. Τη στιγµή t΄=  t+dt το σύρµα, το ο-
ποίο έχει εν τω µεταξύ µετακινηθεί, περιγράφεται από µια άλλη καµπύλη C΄ του χώ-
ρου η οποία περικλείει επιφάνεια S΄. Έστω dl

JJG
 ένα στοιχείο τής C στη φορά διαγρα-

φής της καµπύλης, και έστω υG  η ταχύτητα του στοιχείου αυτού ως προς έναν αδρα-
νειακό παρατηρητή (η ταχύτητα κίνησης των στοιχείων τής C µπορεί να µεταβάλλε-
ται κατά µήκος της καµπύλης αν το σύρµα περιστρέφεται):  
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υG

dl
JJG dl

JJG
S

S′

S′′ S′′da
JJG

da′
JJJG

da′′
JJJG

da′′
JJJG

dtυG

C

C′ C′

C
      

Η φορά των στοιχείων επιφανείας da
JJG

 και da′
JJJG

 καθορίζεται µε βάση την εκλεγµένη 
φορά τού dl

JJG
 και τον κανόνα του δεξιού χεριού. Το στοιχείο της πλευρικής (κυλιν-

δροειδούς) επιφάνειας S΄΄ ισούται µε ( ) ( )da dl d t dl d tυ υ′′ = × = ×
JJJG JJG JJGG G .  

    Επειδή το µαγνητικό πεδίο είναι στατικό (χρονικά αµετάβλητο) µπορούµε να δού-
µε το πρόβληµα µε ένα λίγο διαφορετικό τρόπο: Αντί να υποθέσουµε ότι η καµπύλη 
C µετακινείται µέσα στο χρονικό διάστηµα dt έτσι ώστε τα σηµεία της να συµπέσουν 
µε τα σηµεία της καµπύλης C΄ τη χρονική στιγµή t΄, θεωρούµε δύο σταθερές καµπύ-
λες C και C΄ την ίδια χρονική στιγµή t. Προσέξτε ότι, στην περίπτωση στατικού πεδίου 
B
G

, η µαγνητική ροή που διέρχεται µέσα από τη C΄ τη χρονική στιγµή t΄= t+dt (σύµ-
φωνα µε την αρχική µας υπόθεση) είναι ίδια µε τη ροή που διέρχεται από την ίδια 
καµπύλη τη χρονική στιγµή t, αφού ούτως ή άλλως το µαγνητικό πεδίο δεν µετα-
βάλλεται µέσα στο χρονικό διάστηµα dt. Τώρα, παρατηρούµε ότι οι ανοιχτές επιφά-
νειες S1=S και S2= S΄ ∪ S΄΄ έχουν κοινό όριο την καµπύλη C. Επειδή το µαγνητικό 
πεδίο είναι σωληνωτό, η ίδια µαγνητική ροή Φm  περνάει µέσα από τις S1 και S2 τη 
χρονική στιγµή t. ∆ηλαδή,  

                  
1 2

1 2S S S S΄ S΄΄
B da B da B da B da B da′ ′′⋅ = ⋅ ⇒ ⋅ = ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫ ∫ ∫
JJJG JJJG JJG JJJG JJJGG G G G G

       

Αλλά, ξαναγυρίζοντας στην αρχική µας υπόθεση,  

        ( )mS
B da tΦ⋅ = =∫
JJGG

µαγνητική ροή µέσα από το σύρµα τη χρονική στιγµή t  

   ( )mS΄
B da t d tΦ′⋅ = + =∫
JJJGG

 µαγνητική ροή µέσα από το σύρµα τη χρονική στιγµή t+dt  

Έτσι,  

            

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

m m S΄΄

m m m S΄΄ C

m
C C

t t d t B da

d t d t t B da d t B dl

d B dl B dl
d t

Φ Φ

Φ Φ Φ υ

Φ υ υ

′′= + + ⋅ ⇒

′′= + − = − ⋅ = − ⋅ × ⇒

− = ⋅ × = × ⋅ =

∫
∫ ∫

∫ ∫

JJJGG

JJJG JJGG G G

JJG JJGG GG G
v

v v E

 

σύµφωνα µε τη σχέση (9.4) της Παρ.9.2.  
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10. (α) Ένας αγωγός χωρητικότητας C φέρει συνολικό φορτίο Q . ∆είξτε ότι η ηλε-
κτροστατική ενέργεια που είναι αποθηκευµένη στον αγωγό ισούται µε  

                                                          
2

2
QU

C
=              

(β) Υπολογίστε την ενέργεια U στην ειδική περίπτωση ενός σφαιρικού αγωγού ακτί-
νας R. Χρησιµοποιώντας αυτό το παράδειγµα, επαληθεύστε ότι η πυκνότητα ενέρ-
γειας του ηλεκτρικού πεδίου ισούται µε  

                                              2
0

1 ( | |)
2eu E E Eε= =

G
         

    Λύση: (α) Ας παρακολουθήσουµε τη διαδικασία φόρτισης του αγωγού από αρχικό 
φορτίο 0 µέχρι τελικό φορτίο Q . Υποθέτουµε ότι η φόρτιση επιτυγχάνεται µεταφέρο-
ντας µικρές ποσότητες φορτίου dq από το άπειρο. Έστω q το ολικό φορτίο στον αγω-
γό κάποια χρονική στιγµή και έστω V το ηλεκτροστατικό δυναµικό του αγωγού τη 
στιγµή αυτή. (Θυµόµαστε ότι το φορτίο συγκεντρώνεται στην επιφάνεια του αγωγού. 
Θυµόµαστε επίσης ότι ο χώρος που καταλαµβάνει ένας αγωγός είναι χώρος σταθερού 
δυναµικού. Έτσι, το δυναµικό σε κάθε σηµείο του αγωγού είναι V.) Έχουµε ότι  

                                                q qC V
V C

= ⇒ =            (1) 

Έστω ότι µεταφέρουµε ένα πρόσθετο φορτίο dq από το άπειρο στον αγωγό (θεω-
ρούµε ότι το dq είναι οµόσηµο µε το q). Κάτι τέτοιο απαιτεί να καταναλώσουµε έργο 
dW ώστε να υπερνικήσουµε την απωστική δύναµη που ασκεί στο dq το φορτίο q που 
ήδη υπάρχει στον αγωγό. Το έργο αυτό συντελεί στην αύξηση της ηλεκτροστατικής 
ενέργειας που είναι «αποθηκευµένη» στον αγωγό, και είναι αντίθετο του έργου dWe 
που εν τω µεταξύ κάνει το ηλεκτρικό πεδίο πάνω στο dq (θεωρούµε ότι η κίνηση του 
dq γίνεται χωρίς επιτάχυνση, έτσι ώστε η δύναµη που ασκούµε εµείς είναι κάθε στιγ-
µή αντίθετη και ίσου µέτρου µε αυτή που ασκεί το ηλεκτρικό πεδίο στο dq):  

                              ( ) ( )ed W d W dq V V dq V V∞ ∞= − = − − = −        

όπου χρησιµοποιήσαµε τη σχέση (5.26). Υποθέτοντας αυθαίρετα ότι V∞=0, έχουµε 
ότι η αύξηση dU της ηλεκτροστατικής ενέργειας στον αγωγό είναι  

                                                  dU = dW = V dq  

Χρησιµοποιώντας την (1) και στη συνέχεια ολοκληρώνοντας, βρίσκουµε την τελική 
τιµή της ενέργειας U στον αγωγό όταν το φορτίο σ’ αυτόν είναι Q :  

                       
2

0 0

1
2

U Qq Qd U dq d U q d q U
C C C

= ⇒ = ⇒ =∫ ∫     

 
(β) Στην περίπτωση του σφαιρικού αγωγού (βλ. Κεφ.5, Πρόβλ.6),   

                                  0
0

1 4
4

Q QV C R
R V

πε
πε

= ⇒ = =         

Έτσι,  

                                                  
2 2

02 8
Q QU

C Rπε
= =             
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Τώρα, το µέτρο του ηλεκτρικού πεδίου σε κάθε σηµείο του χώρου είναι  

                                              
2

0

0 ,
1 ,

4

E r R
Q r R
rπε

= <

= ≥
          

Ορίζουµε την ποσότητα 2
0

1
2eu Eε= , έτσι ώστε   

                                           2

2 4
0

0 ,

,
32

eu r R

Q r R
rπ ε

= <

= ≥
           

Θέλουµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα eu d v∫  σε όλο το χώρο. Αρκεί βέβαια να 

το υπολογίσουµε στο εξωτερικό της σφαίρας (r>R), αφού µέσα στη σφαίρα ue=0. Το 
στοιχείο όγκου είναι dv=4πR2dr. Έτσι,  

              
2 2 2

2
2 4 2

0 0 0

(4 )
32 8 8e R R

Q Q d r Qu d v r d r U
r r R

π
π ε πε πε

∞ ∞
= = = =∫ ∫ ∫     

Το γεγονός ότι το ολοκλήρωµα eu d v∫  σε όλο το χώρο ισούται µε την ολική ηλε-

κτροστατική ενέργεια U σηµαίνει ακριβώς ότι η συνάρτηση 2
0

1
2eu Eε=  παριστά πυ-

κνότητα ενέργειας. Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι η ενέργεια U του αγωγού (ίση µε 
το έργο που ξοδέψαµε για να τον φορτίσουµε) είναι αποθηκευµένη στο ηλεκτρικό 
πεδίο που δηµιουργείται γύρω του. Αν δεχθούµε αυτή την ερµηνεία, η συνάρτηση ue 
παριστά πυκνότητα ενέργειας του ηλεκτρικού πεδίου.  
 
11. Ένα κύκλωµα µε αυτεπαγωγή L διαρρέεται από ρεύµα Ι. ∆είξτε ότι η µαγνητική 
ενέργεια που είναι αποθηκευµένη στο κύκλωµα ισούται µε  

                                                       21
2mU L I=         

    Λύση: Έστω R η αντίσταση του κυκλώµατος και έστω V η τάση της µπαταρίας που 
τροφοδοτεί το κύκλωµα. Τη στιγµή που συνδέουµε τη µπαταρία εφαρµόζουµε στο 
κύκλωµα µια ΗΕ∆ V. Το κύκλωµα τότε αντιδρά και εµφανίζει µια ΗΕ∆ εξ αυτεπα-
γωγής ίση µε VL , η οποία τείνει να εµποδίσει την αύξηση του ρεύµατος. Μόλις όµως 
το ρεύµα σταθεροποιηθεί στην τελική του τιµή V/R , η VL µηδενίζεται. Τη χρονική 
στιγµή t η ολική ΗΕ∆ του κυκλώµατος στη φορά τού Ι είναι [βλ. σχέση (9.14)]  

                                              L
d IV V V L
d t

= + = −E�       

Από τη σχέση (9.12),   E = I R  =>  d IV L I R
d t

− =  =>  d IV I R L
d t

= + .  

Η ισχύς (ενέργεια ανά µονάδα χρόνου) που προσφέρει η µπαταρία στο κύκλωµα τη 
χρονική στιγµή t όταν το ρεύµα είναι Ι, ισούται µε  

                                            2 d IP IV I R L I
d t

= = +      
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Ο όρος I 2R παριστά την ισχύ που χάνεται σαν θερµότητα Joule στην αντίσταση R, 
άρα την ισχύ που πρέπει να δαπανήσει η µπαταρία για να διατηρήσει σταθερό το ρεύ-
µα ενάντια στις ωµικές απώλειες. Ο όρος LI (dI/dt) παριστά την απαιτούµενη ισχύ για 
να αυξηθεί το ρεύµα ενάντια στην ΗΕ∆ VL λόγω αυτεπαγωγής. Η προσφερόµενη ε-
νέργεια για το σκοπό αυτό αποθηκεύεται σαν µαγνητική ενέργεια στο κύκλωµα, ή 
εναλλακτικά, σαν ενέργεια του µαγνητικού πεδίου που περιβάλλει το κύκλωµα. Ο 
ρυθµός µεταβολής της µαγνητικής ενέργειας λοιπόν είναι  

      m
m

d U d IP L I
d t d t

= =   έτσι ώστε  
0 0

mU I

m md U L I d I d U L I d I= ⇒ = ⇒∫ ∫  

                                                          21
2mU L I=       

 
12. Ένα µακρύ σωληνοειδές µήκους l αποτελείται από Ν σπείρες. Το εµβαδόν κάθε 
σπείρας είναι S. Όπως αποδεικνύεται, το µαγνητικό πεδίο στο εσωτερικό του σωληνο-
ειδούς (όπου υπάρχει αέρας) είναι περίπου οµογενές, διευθύνεται παράλληλα προς 
τον άξονα του σωληνοειδούς, και το µέτρο του είναι  

        0 0
NB I n I
l

µ µ= =    όπου   Nn
l

= = αριθµός σπειρών ανά µονάδα µήκους  

Στο εξωτερικό του σωληνοειδούς το µαγνητικό πεδίο είναι µηδέν. (α) Βρείτε την αυ-
τεπαγωγή L του σωληνοειδούς. (β) Επαληθεύστε ότι η πυκνότητα µαγνητικής ενέρ-

γειας µέσα στο σωληνοειδές ισούται µε  2

0

1
2mu B
µ

= .    

    Λύση: (α) Η µαγνητική ροή µέσα από κάθε σπείρα είναι  

                                    
S S S

B da B da B da BS⋅ = = =∫ ∫ ∫
JJGG

    

ενώ η ολική ροή µέσα από τις Ν σπείρες είναι Φm=NBS. Η ΗΕ∆ που αναπτύσσεται 
στο κύκλωµα λόγω του σωληνοειδούς είναι, σύµφωνα µε το νόµο της επαγωγής,  

       2 2
0 0 0( ) ( )md d B d I d I d IN S n lS n n Sl n V

d t d t d t d t d t
Φ µ µ µ= − = − = − = − = −E      

όπου  V= S l  ο όγκος που καταλαµβάνει το σωληνοειδές. Όµως, γενικά, d IL
d t

= −E . 

Έτσι,   2 2
0 0( )L n Sl n Vµ µ= = .     

 
(β) Σύµφωνα µε το Πρόβληµα 11, η µαγνητική ενέργεια που είναι «αποθηκευµένη» 
στο εσωτερικό του σωληνοειδούς είναι  

                             
2

2 2 2
0

0 0

1 1 1( )
2 2 2m

BU L I n V B V
n

µ
µ µ

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
     

Η πυκνότητα ενέργειας στο χώρο αυτό τότε είναι   2

0

1
2

m
m

Uu B
V µ

= = .      

(Έξω από το σωληνοειδές, B=0 και um=0.)  
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13. Στην Παράγραφο 9.6 δείξαµε ότι οι εξισώσεις του Maxwell σε διαφορική µορφή 
οδηγούν στη σχέση (9.31), η οποία αποτελεί τη µαθηµατική έκφραση της αρχής δια-
τήρησης του φορτίου. ∆είξτε ότι στην ίδια σχέση θα καταλήγαµε αν χρησιµοποιού-
σαµε την ολοκληρωτική µορφή των εξισώσεων του Maxwell [βλ. εξισώσεις (5.5) και 
(9.16)].  

    Λύση: Η σχέση (5.5) (νόµος του Gauss), σε συνδυασµό µε την (5.7), γράφεται  

                                                
0

1
S V

E da dvρ
ε

⋅ =∫ ∫
JJGG

v         (1) 

ενώ η σχέση (9.16) (νόµος Ampère-Maxwell), σε συνδυασµό µε την (9.15), παίρνει 
τη µορφή  

                              0 0 0C S S

dB dl J da E da
dt

µ ε µ⋅ = ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫
JJG JJG JJGG G G

v                 (2) 

Προσέξτε ότι η S στην (1) είναι κλειστή επιφάνεια, ενώ στην (2) η S είναι ανοιχτή:  

                                               

S

C

da
JJG

da

dl
JJG

               
 Μπορούµε όµως να την κλείσουµε κι αυτή αν αφήσουµε την καµπύλη C (που αποτε-
λεί το περίγραµµα της S) να συρρικνωθεί σιγά-σιγά ώσπου να εκφυλιστεί σε σηµείο, 
φροντίζοντας εξαρχής να ορίσουµε τη φορά τού da

JJG
 έτσι ώστε να δείχνει προς το ε-

ξωτερικό της κλειστής επιφάνειας S που προκύπτει µε τον τρόπο αυτό:  

                                                 
V S

da
JJG

da

 
Καθώς εκφυλίζεται η C σε σηµείο, το κλειστό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα στο αριστε-
ρό µέλος τής (2) µηδενίζεται, και η σχέση αυτή παίρνει τη νέα µορφή (απαλείφοντας 
το µ0)  

                                        0 0
S S

dJ da E da
dt

ε⋅ + ⋅ =∫ ∫
JJG JJGG G

v v            (3) 

Θεωρώντας τώρα ότι οι κλειστές επιφάνειες S στις (1) και (3) ταυτίζονται, αντικαθι-
στούµε την πρώτη από αυτές τις σχέσεις στη δεύτερη και βρίσκουµε  

                                              
V S

d dv J da
dt

ρ = − ⋅∫ ∫
JJGG

v  ,     

που δεν είναι άλλη από τη σχέση (9.31).  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  10 
 

ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΑ ΚΥΜΑΤΑ ΚΑΙ 
ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΗ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑ 

 
 

10.1  Κυµατική Εξίσωση  
 
Όπως γνωρίζουµε, πεδίο είναι µια περιοχή του χώρου σε κάθε σηµείο της οποίας ένα 
φυσικό µέγεθος παίρνει µια συγκεκριµένη τιµή. Ένα πεδίο µπορεί να περιγραφεί µε 
µια µαθηµατική συνάρτηση της µορφής ( )f rG  (βαθµωτό πεδίο) ή ( )F r

G G  (διανυσµατικό 
πεδίο), όπου  f  ή F

G
 το φυσικό µέγεθος και rG  το διάνυσµα θέσης ενός σηµείου της 

θεωρούµενης περιοχής. Ένα πεδίο καλείται στατικό όταν είναι χρονικά αµετάβλητο: 
/ 0, / 0f t F t∂ ∂ = ∂ ∂ =

G
.  

 
    Σε ένα στατικό πεδίο τίποτα δεν αλλάζει µε το χρόνο: µοιάζει µε µια ήρεµη λίµνη 
όπου το νερό µένει αδιατάρακτο. Μπορεί η µορφολογία του τοπίου να µεταβάλλεται 
από σηµείο σε σηµείο, αλλά σε κάθε σηµείο µένει χρονικά σταθερή. Τώρα, θα έχετε 
παρατηρήσει τι συµβαίνει όταν ρίχνουµε µια πέτρα στο νερό µιας λίµνης: η διατα-
ραχή που προκαλεί τοπικά η πέτρα απλώνεται προς όλες τις κατευθύνσεις µε µια σει-
ρά κυµατισµών, καταστρέφοντας τη γαλήνη του νερού ακόµα και σε σηµεία απο-
µακρυσµένα από τη θέση πρόσπτωσης της πέτρας. Η διαταραχή αυτή συνιστά ακρι-
βώς µια χρονική µεταβολή µιας φυσικής συνθήκης (ηρεµία του νερού). Και, όπως εί-
παµε, η διαταραχή δεν περιορίζεται στο σηµείο όπου αρχικά εκδηλώθηκε αλλά διαδί-
δεται µε πεπερασµένη ταχύτητα και σε άλλα σηµεία του χώρου (εδώ, του νερού) δη-
µιουργώντας και εκεί συνθήκες χρονικής µεταβολής. Το φαινόµενο αυτό αποτελεί 
ίσως το πιο απλό παράδειγµα αυτού που ονοµάζουµε κύµα.  
 
    Γενικά µιλώντας, κύµα ονοµάζεται κάθε φυσική κατάσταση που, παραγόµενη σε 
ένα σηµείο του χώρου, διαδίδεται µε πεπερασµένη ταχύτητα και γίνεται αργότερα 
αντιληπτή σε άλλα σηµεία του χώρου (έχοντας ενδεχοµένως υποστεί στο µεταξύ και 
κάποια αλλοίωση). Αυτό που βασικά διαδίδεται είναι η διαταραχή (µεταβολή) σε ένα 
υπάρχον πεδίο το οποίο εκφράζει µια φυσική ιδιότητα, όπως π.χ. ένα Η/Μ πεδίο, η 
παραµόρφωση ενός ελατηρίου, η πίεση σε ένα αέριο, η κάθετη αποµάκρυνση σε µια 
χορδή, η συµπίεση σε ένα στερεό, κλπ.  
 
    Αναζητούµε τώρα µια µαθηµατική περιγραφή του φαινοµένου της διάδοσης κύµα-
τος. Για ευκολία, θα περιοριστούµε στην περίπτωση όπου η διαταραχή δεν υφίσταται 
αλλοίωση κατά τη διάδοσή της. Η πιο απλή περίπτωση πεδίου είναι µια συνάρτηση 
της µορφής ξ= f (x). Το πεδίο αυτό παρίσταται µε µια καµπύλη στο επίπεδο xξ :  
 

        

x

ξ

x x a+x a−

υ υ
( )f xξ = ( )g xξ =( )h xξ =

aa
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ξ = g (x, t) = f  (x - υ t) ,     ξ = h (x, t) = f  (x + υ t) 

Αν µετατοπίσουµε την αρχική καµπύλη ξ= f (x) (µεσαία στο σχήµα) κατά µια από-
σταση a προς τα δεξιά, θα πάρουµε µια νέα συνάρτηση ξ=g(x), ενώ µετατοπίζοντας 
την αρχική καµπύλη κατά a προς τα αριστερά παίρνουµε µια συνάρτηση ξ=h(x). Πα-
ρατηρούµε ότι, για κάθε x,  f (x)= g(x+a)= h(x-a), έτσι ώστε  
 
                                         g(x)= f (x-a) ,     h(x)= f (x+a)         (10.1) 
 
Ας υποθέσουµε τώρα ότι η απόσταση a δεν µένει σταθερή αλλά µεταβάλλεται µε το 
χρόνο σύµφωνα µε τη σχέση  a= υt, όπου υ µια θετική σταθερά. Τότε γράφουµε:  
 
                                 

 (10.2) 
 
 
Η συνάρτηση g(x,t) παριστά µια καµπύλη κινούµενη προς τα δεξιά µε ταχύτητα µέ-
τρου υ, ενώ η συνάρτηση h(x,t) παριστά µια καµπύλη κινούµενη προς τα αριστερά µε 
ταχύτητα µέτρου υ. Τη χρονική στιγµή t=0 οι δύο καµπύλες συµπίπτουν µε τη στα-
θερή καµπύλη f (x), αφού g(x,0)= h(x,0)= f (x). Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι µια έκ-
φραση της µορφής  
 
                                               ξ = ξ (x, t) = f  (x ± υ t)       (10.3) 
 
περιγράφει µια φυσική κατάσταση που διαδίδεται χωρίς παραµόρφωση κατά µήκος 
του άξονα x µε ταχύτητα (µέτρου) υ. Ένα τέτοιο φαινόµενο συνιστά κυµατική κίνηση.  
 
    Παρατηρήσεις:  
 
    1. Στην έκφραση (10.3) το θετικό πρόσηµο αντιστοιχεί σε κύµα που διαδίδεται 
στην κατεύθυνση –x, ενώ το αρνητικό πρόσηµο σε κύµα που διαδίδεται στην κατεύ-
θυνση +x.  

    2. Εναλλακτική και ισοδύναµη της (10.3) είναι η έκφραση  
 
                                             ξ = ξ (x, t) = F ( t ± x/υ)         (10.4) 
 
αν παρατηρήσουµε ότι  f  (x ± υ t) = f  [± υ ( t ± x/υ)] ≡ F ( t ± x/υ) .  

    3. Θεωρούµε έναν παρατηρητή που βρίσκεται σε ένα δοσµένο σηµείο x=x0 . Ο πα-
ρατηρητής αυτός καταγράφει τις τιµές του πεδίου ξ και βρίσκει ότι µεταβάλλονται µε 
το χρόνο σύµφωνα µε τη σχέση ξ=ξ (x0, t)= f (x0 ± υ t) , όπου υ η ταχύτητα µετατόπι-
σης της καµπύλης που παριστά το πεδίο. Αν τώρα η καµπύλη έµενε ακίνητη (υ=0) ο 
παρατηρητής στο σηµείο x0 θα αντιλαµβανόταν µια χρονικά σταθερή τιµή ξ= f (x0), 
ενώ το σύνολο των παρατηρητών πάνω στον άξονα x θα κατέγραφαν ένα στατικό πε-
δίο ξ= f (x). Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι  

δεν υπάρχει φαινόµενο κυµατικής κίνησης στην περίπτωση των στατικών 
πεδίων.  

Πράγµατι, κύµα είναι η διάδοση µιας διαταραχής ≡ χρονικής µεταβολής. Άρα, αν κα-
ταρχήν δεν υπάρχει διαταραχή, δεν υπάρχει και τίποτα να διαδοθεί!  
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    Πρόταση: Οι συναρτήσεις (10.2): ξ= f (x ± υ t), καθώς και το άθροισµά τους, ικανο-
ποιούν την κυµατική εξίσωση  
 

                                                 
2 2

2 2 2
1 0

x t
ξ ξ

υ
∂ ∂

− =
∂ ∂

               (10.5) 

 
    Απόδειξη: Έστω  ξ= f (x ± υ t). Θέτουµε  w= x ± υ t,  έτσι ώστε ξ= f (w). Έχουµε:  
 

                 ( ) ( ) 1 ( )df w w f w f w
x d w x
ξ∂ ∂ ′ ′= = ⋅ =
∂ ∂

  και όµοια  
2

2 ( )f w
x
ξ∂ ′′=

∂
    

         ( ) ( )df w w f w
t d w t
ξ υ∂ ∂ ′= = ±
∂ ∂

  και όµοια  
2

2 2
2 ( ) ( ) ( )f w f w

t
ξ υ υ∂ ′′ ′′= ± =

∂
    

Έτσι,  

                                
2 2

2
2 2 2 2

1 1( ) ( ) 0f w f w
x t
ξ ξ υ

υ υ
∂ ∂ ′′ ′′− = − =
∂ ∂

         

 
Άρα, οι συναρτήσεις ξ=f1(x-υt) και ξ=f2(x+υt) είναι λύσεις της (10.5). Επειδή η (10.5) 
είναι µια γραµµική διαφορική εξίσωση, το άθροισµα δύο λύσεών της είναι επίσης λύ-
ση. Η γενική λύση τής (10.5) τότε είναι  
 
                                       ξ = ξ (x, t) = f1 (x - υ t) + f2 (x+ υ t)      (10.6) 
 
για αυθαίρετες επιλογές των συναρτήσεων f1 και  f2 .   
 
 
10.2  Αρµονικό Κύµα  
 
Θεωρούµε κύµα ξ (x, t) που διαδίδεται στη θετική κατεύθυνση x µε ταχύτητα υ. Τη 
χρονική στιγµή t=0 το πεδίο ξ έχει τη µορφή  
 
                       ξ (x, 0) = f (x) = A cos (k x+ α)     ( Α > 0,  −∞ <  x < ∞)    (10.7) 
 

                 

xO

A

λ

ξ

A υ

      
 
(στο σχήµα δείχνουµε µόνο ένα τµήµα της καµπύλης ξ(x,0), η οποία στην πραγµατι-
κότητα εκτείνεται σε ολόκληρο τον άξονα x). Για t >0 το κύµα περιγράφεται από την 
εξίσωση  
 
                                   ξ (x, t) = f (x – υ t) = A cos [k (x – υ t) + α]            (10.8) 
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Θέτοντας  
 
                                                              ω = k υ       (10.9) 
 
η (10.8) γράφεται  
 
                                                (10.10) 
 
 
Η θετική σταθερά Α ονοµάζεται πλάτος του κύµατος, ενώ η σταθερά α µπορεί να πά-
ρει αυθαίρετες τιµές. Για παράδειγµα, για α=0 η (10.10) γράφεται ξ=Acos(kx-ωt), 
ενώ για α=π/2,  ξ=Acos(kx-ωt+π/2)= −Αsin(kx-ωt), κλπ. Θέτουµε, επίσης,  
 

                                              
2 2, 2k f

T
π πω π
λ

= = =        (10.11) 

έτσι ώστε  

                                                     f
k T
ω λυ λ= = =                (10.12) 

 
Το k ονοµάζεται κυµαταριθµός, το λ µήκος κύµατος, το Τ περίοδος, το f=1/T συχνό-
τητα, και το ω κυκλική συχνότητα. Παρατηρούµε ότι  
 
                                  ξ (x+λ,  t) = ξ (x, t) ,    ξ (x,  t+Τ ) = ξ (x, t)       (10.13) 
 
∆ηλαδή, η συνάρτηση ξ (x, t) είναι περιοδική ως προς x και ως προς t µε αντίστοιχες 
περιόδους 1  λ=2π /k και Τ=2π /ω. Επιπλέον, από τη σχέση λ= υT προκύπτει ότι το κύ-
µα διανύει απόσταση ενός µήκους κύµατος λ µέσα σε χρόνο µιας περιόδου Τ.  
 
    Για σταθερό x, π.χ. στο σηµείο x=0, έχουµε: ξ (0, t)=A cos (– ω t+α)= A cos (ω t - α). 
∆ηλαδή, σε κάθε σηµείο x, η τιµή ξ του πεδίου µεταβάλλεται αρµονικά µε το χρόνο µε 
περίοδο Τ=2π /ω. Για το λόγο αυτό, το κύµα της εξίσωσης (10.10) ονοµάζεται αρµο-
νικό κύµα. Έτσι, π.χ., αν θέσουµε σε αρµονική ταλάντωση τα µόρια ενός ελαστικού 
µέσου στο σηµείο x=0, η διαταραχή θα διαδοθεί µε πεπερασµένη ταχύτητα υ σε άλλα 
σηµεία του µέσου, θέτοντας κι εκεί τα µόρια σε ταλάντωση µε την ίδια συχνότητα f .  
 
 
10.3  Επίπεδο Κύµα στο Χώρο  
 
Θεωρούµε ένα κύµα ξ (x, t)=A cos (k x–ω t+α) που διαδίδεται στη θετική κατεύθυνση 
x µε ταχύτητα υ= ω/k. Το όρισµα  φ= k x–ω t+α  ονοµάζεται φάση του κύµατος. Μια 
δεδοµένη χρονική στιγµή t η φάση φ είναι κοινή για όλα τα σηµεία του χώρου που 
αντιστοιχούν σε δοσµένη τιµή x=c της µεταβλητής x. Ο γεωµετρικός τόπος των ση-
µείων αυτών για δοσµένο c είναι ένα επίπεδο που τέµνει κάθετα τον άξονα x (διάφο-
ρες τιµές τού c αντιστοιχούν σε διάφορα επίπεδα παράλληλα µεταξύ τους):  
 
 
 
                                                 
1 Γενικά, η συνάρτηση cos(ωt+β) έχει περίοδο Τ=2π/ω. Ισοδύναµα, η συνάρτηση cos[(2π t /T)+β] έχει 
περίοδο Τ. Τα ανάλογα ισχύουν για τη συνάρτηση cos(kx+γ) µε περίοδο λ=2π/ k .  

ξ (x, t) =  A cos (k x – ω t + α) 
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i
O

x

y

z

P

x

υ

k
G

rG

         
 
Γενικά,  
 

ένα κύµα του οποίου οι επιφάνειες σταθερής φάσης είναι επίπεδες καλείται 
επίπεδο κύµα.  

 
    Έστω Ρ ένα σηµείο του χώρου, µε διάνυσµα θέσης ( , , )r x y z≡

G  ως προς την αρχή 
Ο του συστήµατος συντεταγµένων µας. Πρέπει να τονίσουµε ότι, αν και διαδίδεται 
στη διεύθυνση του άξονα x, το κύµα γίνεται αισθητό σε όλα τα σηµεία του χώρου (όχι 
µόνο στα σηµεία του άξονα x!). Ειδικά, στο σηµείο Ρ η τιµή του πεδίου ξ είναι  
ξ ( ,rG  t)=A cos (k x–ω t+α). Έστω k

G
 ένα διάνυσµα στην κατεύθυνση διαδόσεως του 

κύµατος (εδώ, +x), µέτρου k=ω/υ. Τότε,  

                                   ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )x x y zk r ku x u y u z u k x⋅ = ⋅ + + =
G G       

οπότε ξ ( ,rG  t)=A cos ( k r⋅
G G –ω t+α). Η έκφραση αυτή δεν περιορίζεται στην περίπτωση 

κύµατος που διαδίδεται στην κατεύθυνση +x αλλά ισχύει γενικά για οποιαδήποτε κα-
τεύθυνση διαδόσεως. Έτσι, η έκφραση  
 
                                     ( , ) cos( )r t A k r tξ ω α= ⋅ − +

GG G
           (10.14) 

 
παριστά ένα επίπεδο αρµονικό κύµα που διαδίδεται στην κατεύθυνση του k

G
 µε ταχύ-

τητα µέτρου υ=ω/k, όπου k=| k
G

|. Το k
G

 καλείται κυµατοδιάνυσµα. Για δοσµένη χρο-
νική στιγµή t τα επίπεδα σταθερών φάσεων είναι κάθετα στο k

G
:  

         . . .x y zk r t k r k x k y k zφ ω α σταθ σταθ σταθ= ⋅ − + = ⇔ ⋅ = ⇔ + + =
G GG G  

(εξίσωση επιπέδου κάθετου στο k
G

).  
 

                             

i

O

x

y

z

P υ

k
G

rG
D
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    Παραδείγµατα:  

1) Για αρµονικό κύµα που διαδίδεται στην κατεύθυνση –x, έχουµε ότι ˆ ,xk k u= −
G

 

,k r k x⋅ = −
G G  και ( , ) cos( ) cos( ) ( )r t A k x t A k x tξ ω α ω β β α= − − + = + + = −

G .  

2) Για αρµονικό κύµα στην κατεύθυνση +z, έχουµε: ˆ , ,zk k u k r k z= ⋅ =
G G G  και 

( , ) cos( )r t A k z tξ ω α= − +
G . (Βρείτε την αντίστοιχη έκφραση για κύµα στην κατεύ-

θυνση  –z.)  
 
    Γενικότερα τώρα, η έκφραση  
                    
                                            ( , ) ( )r t f k r tξ ω= ⋅ −

GG G
         (10.15) 

 
όπου f µια αυθαίρετη συνάρτηση, παριστά επίπεδο κύµα που διαδίδεται στην κατεύ-
θυνση του k

G
 µε ταχύτητα µέτρου  

                                                          
k
ωυ =             (10.16) 

όπου | |k k=
G

. Η συνάρτηση ( , ) ( , , , )r t x y z tξ ξ≡G  ικανοποιεί την κυµατική εξίσωση  
 

                
2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2

1 10 0
t x y z t
ξ ξ ξ ξ ξξ

υ υ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∇ − = ⇔ + + − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

    (10.17) 

 
    Απόδειξη: Θέτουµε x y zs k r t k x k y k z tω ω= ⋅ − = + + −

G G , έτσι ώστε ξ= f (s):  
 

                     
2

2
2

( ) ( ) , ( ) ,x x
df s s k f s k f s

x d s x x
ξ ξ∂ ∂ ∂′ ′′= = =
∂ ∂ ∂

   κλπ.  

               
2 2 2

2 2 2 2 2
2 2 2 ( ) ( ) ( )x y zk k k f s k f s

x y z
ξ ξ ξξ ∂ ∂ ∂ ′′ ′′∇ = + + = + + =

∂ ∂ ∂
    

               
2

2 2
2

( ) ( ) , ( ) ( ) ( )df s s f s f s f s
t d s t t
ξ ξω ω ω∂ ∂ ∂′ ′′ ′′= = − = − =
∂ ∂ ∂

   

 
Άρα,  

                
2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) 0k f s f s k f s
t
ξ ω ωξ

υ υ υ
∂ ′′ ′′ ′′∇ − = − = − =
∂

   

 
αφού  k=ω/υ  λόγω της (10.16).  
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    Μιγαδική µορφή επίπεδου κύµατος:  
 
    Ελπίζω να τα πηγαίνετε καλά µε τους µιγαδικούς αριθµούς γιατί θα τους χρησιµο-
ποιήσουµε αρκετά στη συνέχεια! Ο λόγος είναι απλός: αντί να δουλεύουµε µε ηµί-
τονα και συνηµίτονα είναι ευκολότερο να εργαζόµαστε µε εκθετικές συναρτήσεις, 
έστω και µιγαδικές. Έτσι, ένα επίπεδο αρµονικό κύµα γράφεται σε µιγαδική µορφή 
ως εξής:  
 
                                      (10.18) 
 
 
όπου Α ένα µιγαδικό πλάτος. Όπως κάθε µιγαδικός αριθµός, το Α µπορεί να τεθεί στη 
µορφή  
 
                                                         A = | A | e iα            (10.19) 
 
όπου |Α| το µέτρο τού Α και α∈R. Έτσι, η (10.18) γράφεται  
 
                             ( ) ( )( , ) | | | |i i k r t i k r tr t A e e A eα ω ω αξ ⋅ − ⋅ − += =

G GG GG       (10.20) 
 
Ως γνωστόν, γενικά,  e iθ = cos θ + i sin θ.  Έτσι,  
 
                ( , ) | | cos( ) | | sin ( )r t A k r t i A k r tξ ω α ω α= ⋅ − + + ⋅ − +

G GG G G     
 
Παρατηρούµε ότι το πραγµατικό µέρος τού ξ ισούται µε  
 
                                  Re [ ( , )] | | cos( )r t A k r tξ ω α= ⋅ − +

GG G       (10.21) 
 
που είναι η γνωστή µας πραγµατική µορφή (10.14) του επίπεδου αρµονικού κύµατος.  
 
    Σαν γενική παρατήρηση, πρέπει να τονιστεί ότι  
 

τα ίδια τα µιγαδικά µεγέθη στερούνται φυσικής σηµασίας, άρα δεν µπορούν 
να παριστούν φυσικές ποσότητες. Σε κάθε περίπτωση, το φυσικό µέγεθος 
είναι απλά το πραγµατικό µέρος της αντίστοιχης µιγαδικής ποσότητας.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )( , ) exp{ ( )} i k r tr t A i k r t Ae ωξ ω ⋅ −= ⋅ − ≡
G GGG G  
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10.4  Ηλεκτροµαγνητικό Κύµα  
 
Η πρόβλεψη από τον Maxwell ότι οι ηλεκτροµαγνητικές (Η/Μ) διαταραχές (ή, αν 
προτιµάτε, τα Η/Μ σήµατα) διαδίδονται στο χώρο µε τη µορφή κυµάτων που «τρέ-
χουν» µε ταχύτητα ίση µε αυτή του φωτός, αποτελεί ιστορικά έναν από τους µεγαλύ-
τερους θριάµβους της Θεωρητικής Φυσικής. Θα ισχυριζόµουν χωρίς καµία δυσκολία  
ότι η ανακάλυψη αυτή δεν υστερεί σε σπουδαιότητα από τη Θεωρία της Σχετικότη-
τας! (Κάθε φορά που απολαµβάνετε την αγαπηµένη σας µουσική στο ραδιόφωνο ή 
τον τελικό του Champions League στην τηλεόραση, ή στέλνετε µηνύµατα στα αγα-
πηµένα σας πρόσωπα µε το κινητό σας τηλέφωνο, να σκέφτεστε ότι όλα ξεκίνησαν 
από το θείο Maxwell. Το λιγότερο λοιπόν που του χρωστάµε είναι να ξέρουµε να 
γράφουµε σωστά τις εξισώσεις του στις εξετάσεις Φυσικής, χωρίς τη χρήση «υπο-
βοηθηµάτων»!)  
 
    Ξεκινάµε µε κάποιες χρήσιµες παρατηρήσεις πάνω στις εξισώσεις του Maxwell:  
 
    α) Στον κενό χώρο δεν υπάρχουν φορτία ή ρεύµατα, είτε ελεύθερα είτε δέσµια (βλ. 
Κεφ.8). Έτσι, οι ολικές πυκνότητες φορτίου και ρεύµατος είναι µηδέν: ρ=0, 0J =

G
. Οι 

γενικές εξισώσεις Maxwell (9.20) γράφονται:  
 

                    

0 0

( ) 0 ( )

( ) 0 ( )

BE E
t

EB B
t

α γ

β δ ε µ

∂
∇ ⋅ = ∇× = −

∂

∂
∇ ⋅ = ∇× =

∂

GG GG G

GG GG G
    (κενό)  (10.22) 

 
    β) Μέσα στην ύλη δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις (10.22), ακόµα 
και στους µονωτές όπου δεν υπάρχουν ελεύθερα φορτία ή ρεύµατα. Ο λόγος είναι πως 
µέσα στην ύλη µπορεί να υπάρχουν δέσµια φορτία και ρεύµατα, έτσι ώστε οι ολικές 
πυκνότητες ρ και J

G
 δεν είναι µηδέν, ακόµα κι αν οι ελεύθερες πυκνότητες ρf  και fJ

G
 

είναι µηδέν. Στην περίπτωση των µονωτών, λοιπόν, θα χρησιµοποιούµε την εναλλα-
κτική µορφή (9.25) των εξισώσεων Maxwell, θέτοντας  ρf = 0 και 0fJ =

G
:  

 

                  
( ) 0 ( )

( ) 0 ( )

BD E
t

DB H
t

α γ

β δ

∂
∇ ⋅ = ∇× = −

∂

∂
∇ ⋅ = ∇× =

∂

GG GG G

GG GG G
     (µονωτής)    (10.23) 

 
    γ) Αν το µονωτικό µέσο είναι γραµµικό και οµογενές, τότε , / ,D E H Bε µ= =

G G G G
 µε 

σταθερά ε και µ. Όπως είναι εύκολο να δείξετε, οι σχέσεις (10.23) παίρνουν τη µορφή  
 

    
( ) 0 ( )

( ) 0 ( )

BE E
t

EB B
t

α γ

β δ ε µ

∂
∇ ⋅ = ∇× = −

∂

∂
∇ ⋅ = ∇× =

∂

GG GG G

GG GG G
   (γραµµικός µονωτής)     (10.24) 
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Συγκρίνοντας τις (10.22) και (10.24) παρατηρούµε ότι οι εξισώσεις Maxwell για 
γραµµικό µονωτή προκύπτουν από εκείνες για το κενό αν στη θέση των ε0 και µ0 βά-
λουµε τα ε και µ, αντίστοιχα. Αυτό σηµαίνει ότι  
 

κάθε φυσικό ή µαθηµατικό συµπέρασµα που εξάγεται από τις εξισώσεις 
Maxwell για το κενό ισχύει και για ένα γραµµικό µονωτή αν αντικαταστή-
σουµε τα ε0 και µ0 µε τα ε και µ , αντίστοιχα.  

 
    Μετά τις εισαγωγικές αυτές παρατηρήσεις παραθέτουµε µια χρήσιµη διανυσµατική 
ταυτότητα που θα τη χρειαστούµε παρακάτω:  
 
                                         2( ) ( )A A A∇× ∇× = ∇ ∇⋅ −∇

G G G G G G G
       (10.25) 

 
όπου ˆ ˆ ˆx x y y z zA A u A u A u= + +

G
 ένα διανυσµατικό πεδίο. Σε Καρτεσιανές συντεταγµέ-

νες, όπου τα µοναδιαία διανύσµατα είναι σταθερά,  

                               2 2 2 2ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )x x y y z zA A u A u A u∇ = ∇ + ∇ + ∇
G

        (10.26) 
 
[Σε καµπυλόγραµµες συντεταγµένες, π.χ. σφαιρικές ή κυλινδρικές, µια σχέση της 
µορφής (10.26) δεν είναι σωστή. Σε τέτοιες περιπτώσεις χρησιµοποιούµε την (10.25) 
για να ορίσουµε το 2 A∇

G
. Εναλλακτικά, εφαρµόζουµε τον τελεστή ∇2 απευθείας στο 

A
G

 παραγωγίζοντας τόσο τις συνιστώσες του όσο και τα µοναδιαία διανύσµατα που 
αντιστοιχούν στο δεδοµένο σύστηµα συντεταγµένων.]  
 
    α) Κυµατική εξίσωση για το κενό  ( ρ= 0, 0J =

G
)  

 
    Παίρνοντας το rot τής (10.22)(γ) και χρησιµοποιώντας τις (10.22)(α),(δ), έχουµε:  
 

            2( ) ( ) ( )BE E E B
t t

∂ ∂
∇× ∇× = −∇× ⇒ ∇ ∇⋅ −∇ = − ∇× ⇒

∂ ∂

GG G G G G GG G G G
     

 

                                           
2

2
0 0 2 0EE

t
ε µ ∂

∇ − =
∂

GG
    (κενό)   (10.27) 

 
Όµοια, παίρνοντας το rot τής (10.22)(δ) και χρησιµοποιώντας τις (10.22)(β),(γ), βρί-
σκουµε:  
 

                                           
2

2
0 0 2 0BB

t
ε µ ∂

∇ − =
∂

GG
    (κενό)                    (10.28) 

 
Το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων Maxwell (10.22) από το οποίο ξεκινήσαµε είναι 
πρώτης τάξεως και πεπλεγµένο ως προς τα πεδία E

G
 και B

G
 (δύο από τις εξισώσεις πε-

ριέχουν και τα δύο πεδία µαζί). Αυτό που πετύχαµε είναι να αποσυµπλέξουµε το σύ-
στηµα παίρνοντας χωριστές εξισώσεις για τα E

G
 και B

G
, οι οποίες όµως τώρα είναι 

δευτέρας τάξεως (τίποτα δεν είναι δωρεάν, ακόµα και στα Μαθηµατικά!).  
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    Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να προσέξετε ιδιαίτερα το εξής:  
 

Ενώ κάθε λύση ( , )E B
G G

 των εξισώσεων Maxwell (10.22) ικανοποιεί τις 
(10.27) και (10.28), το αντίστροφο δεν ισχύει απαραίτητα!  

 
Πράγµατι, οι (10.27) και (10.28) προέκυψαν από τις (10.22) µε χρήση παραγώγισης 
και απαλοιφής. Όπως γνωρίζουµε, σηµαντικό µέρος της αρχικής «πληροφορίας» χά-
νεται µέσα από τέτοιας µορφής διαδικασίες. (Θυµηθείτε, για παράδειγµα, ότι από τις 
εξισώσεις Cauchy-Riemann στη µιγαδική ανάλυση προκύπτει µε παραγώγιση η εξί-
σωση του Laplace χωριστά για το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος µιας αναλυτι-
κής συνάρτησης, ενώ δεν ισχύει αντίστροφα ότι κάθε ζεύγος λύσεων της εξίσωσης 
Laplace ικανοποιεί τις συνθήκες Cauchy-Riemann.)  
 
   Σίγουρα τώρα θα προσέξατε ότι οι (10.27) και (10.28) είναι στην ουσία η ίδια εξί-
σωση γραµµένη δύο φορές, µία για κάθε πεδίο E

G
 και B

G
. Η εξίσωση αυτή έχει τη 

µορφή  
 

                              
2

2
0 0 2 0AA

t
ε µ ∂

∇ − =
∂

GG
    όπου   A E=

G G
 ή B
G

      (10.29) 

 
Θέτουµε  
                           

                                        0 0 2
0 0

1 1c
c

ε µ
ε µ

≡ ⇔ =     (κενό)         (10.30) 

 
και γράφουµε την (10.29) στη µορφή  
 

                                               
2

2
2 2

1 0AA
c t

∂
∇ − =

∂

GG
    (κενό)     (10.31) 

 
όπου A E=

G G
 ή B
G

. Αναλυτικά, η (10.31) ισχύει αν στη θέση τού A
G

 θέσουµε οποιαδή-
ποτε  συνιστώσα τού E

G
 ή του B

G
 (συνολικά 6 πεδία). Παρατηρούµε τα εξής:  

 
1. Η (10.31) είναι εξίσωση κύµατος το οποίο διαδίδεται µε ταχύτητα c. (Τα επί-

πεδα κύµατα της Παρ.10.3 ικανοποιούν την εξίσωση αυτή για υ=c, αποτελούν 
όµως µόνο µια ειδική κατηγορία λύσεων της (10.31). Άλλες λύσεις είναι τα 
σφαιρικά κύµατα, στα οποία θα αναφερθούµε αργότερα.)  

2. Αν αντικαταστήσουµε τις τιµές των ε0 και µ0 στην (10.30) βρίσκουµε ότι η τα-
χύτητα διάδοσης του κύµατος είναι 83 10 /c m s×� . Αυτό κάτι σας θυµίζει: 
είναι η ταχύτητα του φωτός στο κενό !  

 
Οι λύσεις ( , )E B

G G
 της κυµατικής εξίσωσης (10.31), όταν είναι ταυτόχρονα και  

λύσεις των εξισώσεων του Maxwell , ονοµάζονται ηλεκτροµαγνητικά (Η/Μ) 
κύµατα.  
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    Φυσική σηµασία:  
 

Μια µεταβολή (διαταραχή) του Η/Μ πεδίου σε µια περιοχή του χώρου, µια 
δεδοµένη χρονική στιγµή, δεν γίνεται ταυτόχρονα αντιληπτή και στα άλλα 
σηµεία του χώρου αλλά διαδίδεται στο χώρο µε τη µορφή κύµατος που 
«ταξιδεύει» µε την ταχύτητα του φωτός. Ειδικά, το ίδιο το φως είναι µια 
Η/Μ διαταραχή που διαδίδεται σαν Η/Μ κύµα.  

 
Όπως είναι προφανές,  
 

στην περίπτωση ενός στατικού Η/Μ πεδίου δεν υφίσταται πουθενά διατα-
ραχή (χρονική µεταβολή), άρα ούτε και φαινόµενο διάδοσης Η/Μ κύµατος. 

 
  
    β) Κυµατική εξίσωση για γραµµικό, µη-αγώγιµο µέσο  
 
    Από τις εξισώσεις Maxwell (10.24) για γραµµικό, µη-αγώγιµο µέσο, ή ισοδύναµα, 
από τις σχέσεις (10.27) και (10.28) µε τις αντικαταστάσεις ε0 → ε και µ0 → µ, βρί-
σκουµε τις κυµατικές εξισώσεις  
 

                          
2 2

2 2
2 20 , 0E BE B

t t
ε µ ε µ∂ ∂

∇ − = ∇ − =
∂ ∂

G GG G
         (10.32) 

 
Οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν Η/Μ κύµα που διαδίδεται µέσα στο µη-αγώγιµο  
µέσο µε ταχύτητα  
 

                                                    
1υ
ε µ

=     (γραµµικός µονωτής)         (10.33) 

 
    Το ορατό φως είναι µια µορφή Η/Μ κύµατος. Για τα περισσότερα διαφανή µέσα 
ισχύει ότι µ� µ0 . ∆εδοµένου ότι, γενικά, ε>ε0 , συγκρίνοντας τις (10.30) και (10.33) 
παρατηρούµε ότι εµ>ε0µ0 => υ<c . ∆ηλαδή, το φως διαδίδεται µε µικρότερη ταχύτητα 
στην ύλη απ’ ό,τι στο κενό. Ο δείκτης διαθλάσεως ενός διαφανούς µέσου ορίζεται  
 

                               
1/ 2

0
0 0

/ e
cn ε µ ε ε κ
υ ε µ

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
�         (10.34) 

 
όπου κe=1+χe η διηλεκτρική σταθερά του υλικού. Παρατηρούµε ότι οι οπτικές ιδιό-
τητες ενός µέσου σχετίζονται άµεσα µε τις ηλεκτρικές (κυρίως) ιδιότητές του.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 



166 ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΣΜΟΣ 

10.5  Μονοχρωµατικό Επίπεδο Η/Μ Κύµα στο Κενό  
 
Θεωρούµε και πάλι τις εξισώσεις του Maxwell στο κενό:  
 

                         

0 0

( ) 0 ( )

( ) 0 ( )

BE E
t

EB B
t

α γ

β δ ε µ

∂
∇ ⋅ = ∇× = −

∂

∂
∇ ⋅ = ∇× =

∂

GG GG G

GG GG G
        (10.35) 

 
Όπως είδαµε, τα πεδία E

G
 και B

G
 ικανοποιούν την κυµατική εξίσωση  

 

                             
2

2
2 2

1 0AA
c t

∂
∇ − =

∂

GG
   όπου    

0 0

1c
ε µ

=         (10.36) 

 
Στην Παρ.10.3 δείξαµε ότι η εξίσωση αυτή δέχεται λύσεις της µορφής                              
 
                              ( ) , / ( | | )A F k r t k c k kω ω= ⋅ − = =

G GG G G       (10.37) 
 
Η απλούστερη λύση είναι ένα µονοχρωµατικό επίπεδο κύµα κυκλικής 2 συχνότητας ω 
που διαδίδεται στην κατεύθυνση του k

G
:  

 

                                      
( )

0

( )
0

( , ) ( )

( , ) ( )

i k r t

i k r t

E r t E e

B r t B e

ω

ω

α

β

⋅ −

⋅ −

=

=

G G

G G

G GG
G GG              (10.38) 

 
όπου τα 0 0,E B

G G
 παριστούν σταθερά µιγαδικά πλάτη, και ω/k=c. (Ο όρος µονοχρωµα-

τικό δηλώνει ότι το Η/Μ κύµα είναι ένα αρµονικό κύµα που, εξ ορισµού, περιέχει µό-
νο µία συχνότητα ω.) Οι λύσεις (10.38) φαίνονται πολύ ειδικές και, ως εκ τούτου, πε-
ριορισµένης χρησιµότητας. Εν τούτοις, κάθε λύση της κυµατικής εξίσωσης (10.36) 
µπορεί να εκφραστεί σαν γραµµικός συνδυασµός µονοχρωµατικών λύσεων µε διά-
φορα ω και k

G
 τέτοια ώστε ω/k=c (όπου k το µέτρο τού k

G
). Για παράδειγµα, η γενική 

λύση για το ( , )E r t
G G  µπορεί να παρασταθεί σαν (τριπλό) ολοκλήρωµα  

 
                ( )

0( , ) ( ) i k r tE r t E k e d kω⋅ −= ∫
G GG GG GG     όπου   x y zd k d k d k d k≡

G
     (10.39) 

 
Για Η/Μ κύµα που διαδίδεται στην κατεύθυνση +x, έχουµε ότι ˆ , ,xk k u k r k x= ⋅ =

G G G  
και  
 
           ( ) ( )

0 0( , ) ( ) ( ) ( )i k x t i k x ctE x t E k e d k E k e d k F x ctω− −= = ≡ −∫ ∫
G G G G

    (10.40) 

 
 
 
                                                 
2 Στο εξής, και όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης µε την f, η κυκλική συχνότητα ω θα καλείται  
απλά  «συχνότητα».  
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    Όπως έχουµε ήδη τονίσει, αν και κάθε λύση ( , )E B
G G

 των εξισώσεων Maxwell 
(10.35) είναι και λύση της κυµατικής εξίσωσης (10.36), το αντίστροφο δεν ισχύει. 
Έτσι, οι λύσεις (10.38) της κυµατικής εξίσωσης δεν είναι αυτόµατα και λύσεις των 
εξισώσεων Maxwell, δεν παριστούν δηλαδή εξαρχής Η/Μ κύµατα. Θα πρέπει λοιπόν 
να αντικαταστήσουµε τις γενικές λύσεις (10.38) στις εξισώσεις Maxwell (10.35) για 
να βρούµε τις επιπλέον συνθήκες που οι εξισώσεις αυτές επιβάλλουν. Για το σκοπό 
αυτό θα χρειαστούµε δύο ταυτότητες: Αν Φ είναι ένα βαθµωτό και A

G
 ένα διανυσµα-

τικό πεδίο, τότε ισχύει ότι  
 

                                     
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

A A A

A A A

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

∇⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅

∇× = ∇ × + ∇×

G G G G G G
G G G G G G       (10.41) 

 
Στη δική µας περίπτωση θέτουµε ( )i k r t i k r i te e eω ωΦ ⋅ − ⋅ −= =

G GG G
 και 0A E=

G G
 ή 0B
G

. Επίσης 
έχουµε:  
 
    0 0 0 00 , 0E B E B∇⋅ = ∇ ⋅ = ∇× = ∇× =
G G G GG G G G

     (διότι 0 0,E B
G G

 σταθερά)    
 

   

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )x y zi k x k y k zi k r i k r i k r
x y z x x y y z z

i t i t

e u u u e i k u k u k u e i k e
x y z

e i e
t

ω ωω

+ +⋅ ⋅ ⋅

− −

∂ ∂ ∂
∇ = + + = + + =

∂ ∂ ∂
∂

= −
∂

G G GG G GGG

 

 
Αντικαθιστώντας τις (10.38)(α) και (β) στις (10.35)(α) και (β), αντίστοιχα, έχουµε:  
 

                        
( )

0 0

( )
0 0

( ) 0 ( ) 0

( ) 0 ( ) 0

i t i k r i k r t

i t i k r i k r t

E e e k E e

B e e k B e

ω ω

ω ω

− ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ −

⋅∇ = ⇒ ⋅ =

⋅∇ = ⇒ ⋅ =

G GG G

G GG G

GGG G

GGG G      =>   

 
                                                0 00 , 0k E k B⋅ = ⋅ =

G GG G
       (10.42) 

 
Πολλαπλασιάζοντας µε το ( )i k r te ω⋅ −

G G
 και χρησιµοποιώντας τις (10.38), βρίσκουµε:  

 
                                                 0 , 0k E k B⋅ = ⋅ =

G GG G
       (10.43) 

 
Αυτό σηµαίνει ότι, σε ένα µονοχρωµατικό επίπεδο Η/Μ κύµα τα πεδία E

G
 και B

G
 είναι 

κάθετα στο κυµατοδιάνυσµα k
G

, δηλαδή κάθετα στη διεύθυνση διαδόσεως του κύµατος. 
Άρα,  
 

το µονοχρωµατικό επίπεδο Η/Μ κύµα είναι εγκάρσιο κύµα  
 
(τα πεδία E

G
 και B

G
 «ταλαντώνονται» κάθετα στη διεύθυνση διαδόσεως).  
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    Αντικαθιστώντας τώρα τις (10.38)(α) και (β) στις (10.35)(γ) και (δ), αντίστοιχα, 
έχουµε:  
 

( ) ( ) ( )
0 0 0 0

( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 02

( ) ( )

( ) ( )

i t i k r i k r t i k r t i k r t

i t i k r i k r t i k r t i k r t

e e E i B e k E e B e

e e B i E e k B e E e
c

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω
ωω ε µ

− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

∇ × = ⇒ × =

∇ × = − ⇒ × = −

G G G GG G G G

G G G GG G G G

GG G G G G

GG G G G G  =>  

 

                                       0 0 0 02,k E B k B E
c
ωω× = × = −

G GG G G G
      (10.44) 

 
Πολλαπλασιάζοντας µε το ( )i k r te ω⋅ −

G G
 και χρησιµοποιώντας τις (10.38), βρίσκουµε:  

 

                                         2,k E B k B E
c
ωω× = × = −

G GG G G G
      (10.45) 

 
    Παρατηρούµε ότι  
 

τα πεδία E
G

 και B
G

 είναι κάθετα µεταξύ τους όπως και κάθετα στη διεύ-
θυνση διαδόσεως k

G
 του κύµατος. Συγκεκριµένα, τα ( , , )E B k

GG G
 αποτελούν 

δεξιόστροφο τρισορθογώνιο σύστηµα: 
 

                                                  

E
G

B
G

k
G

         
 
Προσέξτε ότι η κατεύθυνση διαδόσεως k

G
 συµπίπτει µε την κατεύθυνση του E B×

G G
. 

Από φυσική άποψη αυτό ερµηνεύεται ως εξής: Το Η/Μ κύµα µεταφέρει ενέργεια (την 
ενέργεια του Η/Μ πεδίου) στην κατεύθυνση διαδόσεώς του (αυτό ισχύει γενικά για 
κάθε είδος κυµατικής κίνησης). Η Η/Μ ενέργεια όµως διαδίδεται στην κατεύθυνση 
του διανύσµατος Poynting 0(1/ )N E Bµ= ×

G G G
. Άρα, το κυµατοδιάνυσµα k

G
 θα πρέπει 

να είναι στην κατεύθυνση του E B×
G G

.  
 
    Ας υποθέσουµε τώρα ότι τα µιγαδικά πλάτη 0 0,E B

G G
 µπορούν να γραφούν  

 
                                         0 0, 0 0,,i i

R RE E e B B eα β= =
G G G G

      
 
όπου 0, 0,,R RE B

G G
 πραγµατικά διανύσµατα και α, β πραγµατικοί αριθµοί. Όπως µπο-

ρούµε να δείξουµε, οι σχέσεις (10.44) τότε απαιτούν ότι α= β και  
 

                               0, 0, 0, 0,2,R R R Rk E B k B E
c
ωω× = × = −

G GG G G G
        (10.46) 

 



 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10 169 

Τα µονοχρωµατικά κύµατα (10.38) τώρα γράφονται  
 
                            ( ) ( )

0, 0,,i k r t i k r t
R RE E e B B eω α ω α⋅ − + ⋅ − += =

G GG GG G G G
       (10.47) 

 
Παίρνοντας το πραγµατικό µέρος των (10.47), βρίσκουµε τις εκφράσεις για τα πραγ-
µατικά πεδία E

G
 και B

G
:  

 
           0, 0,cos( ) , cos( )R RE E k r t B B k r tω α ω α= ⋅ − + = ⋅ − +

G GG G G GG G    (10.48) 
 
Παρατηρούµε ότι  
 

τα πεδία E
G

 και B
G

 «ταλαντώνονται» σε φάση, αποκτώντας ταυτόχρονα τις 
µέγιστες, τις ελάχιστες, και τις µηδενικές τιµές τους.  

 
    Παίρνοντας τώρα τα µέτρα των διανυσµατικών σχέσεων (10.46) και λαµβάνοντας 
υπόψη ότι τα 0,RE

G
 και 0,RB

G
 είναι κάθετα στο κυµατοδιάνυσµα k

G
, καθώς και ότι 

ω/k=c , βρίσκουµε µια σχέση ανάµεσα στα µέτρα των πραγµατικών πλατών του ηλε-
κτρικού και του µαγνητικού πεδίου:  
 
                                                     E0,R = c B0,R       (10.49) 
 
όπου E0,R=| 0,RE

G
| και B0,R=| 0,RB

G
| . Αν τώρα πάρουµε τα µέτρα των (10.48) και λά-

βουµε υπόψη την (10.49), βρίσκουµε τη σχέση ανάµεσα στις στιγµιαίες τιµές του ηλε-
κτρικού και του µαγνητικού πεδίου:  
  
                                                     E c B=                    (10.50) 
 
όπου E=| E

G
| και B=| B

G
|.   

 
 
    Συµπέρασµα:  
 

Σε ένα µονοχρωµατικό επίπεδο Η/Μ κύµα τα πεδία E
G

 και B
G

 είναι κάθετα 
µεταξύ τους και κάθετα στη διεύθυνση διαδόσεως του κύµατος, ταλαντώ-
νονται σε φάση, και οι στιγµιαίες τιµές τους συνδέονται µε τη σχέση E=cB.  

 
 
    Σηµείωση: Οι εκφράσεις (10.48) παριστούν ένα γραµµικά πολωµένο Η/Μ κύµα. Θα 
εξηγήσουµε τον όρο αυτό στο Πρόβληµα 8, όπου θα αναφερθούµε στην έννοια της 
πόλωσης ενός Η/Μ κύµατος και θα µελετήσουµε λύσεις που είναι γενικότερες της 
(10.48).  
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10.6  Επίπεδα Η/Μ Κύµατα, Γενικά  
 
Ένα επίπεδο Η/Μ κύµα που διαδίδεται στο κενό στην κατεύθυνση του µοναδιαίου 
διανύσµατος τ̂  έχει τη γενική µορφή  
 
                                 ˆ( )A F r c tτ= ⋅ −

G G G     όπου    A E=
G G

 ή B
G

      (10.51) 
 
Για κύµα στην κατεύθυνση +x  έχουµε ότι ˆ ˆ ˆ ˆ, ,x xu r u r xτ τ= ⋅ = ⋅ =

G G  και  
 
                                  ( )A F x c t= −

G G
    όπου    A E=

G G
 ή B
G

      (10.52) 
 
Ένα τέτοιο κύµα εκφράζεται σαν γραµµικός συνδυασµός µονοχρωµατικών επίπεδων 
κυµάτων µε διάφορα ω και k, όπως φαίνεται στη σχέση (10.40).  
 
    Ένα επίπεδο Η/Μ κύµα της µορφής (10.51) έχει τα εξής φυσικά χαρακτηριστικά 
(βλ. Πρόβληµα 5):  
 

1. Τα πεδία E
G

 και B
G

 είναι κάθετα µεταξύ τους και κάθετα στη διεύθυνση διαδό-
σεως τ̂ , έτσι ώστε τα ˆ( , , )E B τ

G G
 να αποτελούν δεξιόστροφο τρισορθογώνιο σύ-

στηµα.  

2. Τα µέτρα των στιγµιαίων τιµών των E
G

 και B
G

 συνδέονται µε τη σχέση E= cB.  

3. Αν στη θέση του κενού έχουµε ένα οποιοδήποτε µη-αγώγιµο γραµµικό µέσο, η 
σχέση ανάµεσα στα Ε και Β γίνεται Ε= υΒ, όπου υ η ταχύτητα διαδόσεως Η/Μ 
κυµάτων στο µέσο αυτό.  

 
    Όπως γνωρίζουµε από το προηγούµενο κεφάλαιο, η πυκνότητα ενέργειας (ενέργεια 
ανά µονάδα όγκου) ενός Η/Μ πεδίου στο κενό δίνεται από την έκφραση  
 

                                     

2 2
0

0

2 2
0

0

1 1
2 2

1 1,
2 2

e m

e m

u E B u u

u E u B

ε
µ

ε
µ

= + = +

= =
         (10.53) 

 
Στην περίπτωση ενός επίπεδου Η/Μ κύµατος ισχύει ότι  ue= um . Πράγµατι, δοθέντων 
ότι, στο κενό,  E= cB  και  c2= 1/ε0 µ0 , έχουµε:  
 

                              2 2 2 2
0 0

0

1 1 1
2 2 2e mu E c B B uε ε

µ
= = = =      

Έτσι,  

                              2 2
0

0

12 2e mu u u E Bε
µ

= = = =    (κενό)    (10.54) 

 
Σε ένα µη-αγώγιµο µέσο οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν αν θέσουµε ε και µ στη θέση 
των ε0 και µ0 , αντίστοιχα, και υ στη θέση τού c. Παρατηρούµε ότι  
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το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο συνεισφέρουν εξίσου στην ενέργεια  
ενός επίπεδου Η/Μ κύµατος.  

  
    Η ενέργεια ανά µονάδα χρόνου και ανά µονάδα επιφάνειας που µεταφέρεται από 
ένα επίπεδο Η/Μ κύµα στο κενό δίνεται από το διάνυσµα Poynting 0(1/ )N E Bµ= ×

G G G
 

το οποίο είναι στην κατεύθυνση διαδόσεως τ̂  του κύµατος. Λόγω της καθετότητας 
ανάµεσα στα E

G
 και B

G
, το µέτρο του διανύσµατος Poynting είναι Ν=(1/µ0)ΕΒ. Χρη-

σιµοποιώντας την (10.54) για να εκφράσουµε τα Ε και Β σαν συναρτήσεις της πυκνό-
τητας ενέργειας u και λαµβάνοντας υπόψη ότι c2= 1/ε0 µ0 , βρίσκουµε ότι N= uc,  έτσι 
ώστε  
 
                                                 ˆN u cτ=

G
     (κενό)        (10.55) 

 
 Στην περίπτωση ενός µη-αγώγιµου µέσου η ανάλογη έκφραση είναι  
 
                                        ˆN u uυτ υ= =

G G      (µονωτής)     (10.56) 
 
όπου υ η ταχύτητα διαδόσεως Η/Μ κυµάτων στο µέσο αυτό. [Συγκρίνετε την (10.56) 
µε την (6.2), J κρ υ=

G G . Παρατηρήστε και πάλι την αντιστοιχία φυσικών µεγεθών που 
αναφέρθηκε στο τέλος της Παρ.9.8.]  
 
 
10.7  Εξάρτηση της Ταχύτητας ∆ιαδόσεως από τη Συχνότητα  
 
Όπως έχουµε δείξει, ένα Η/Μ κύµα διαδίδεται µέσα σε ένα γραµµικό και οµογενές 
µη-αγώγιµο µέσο µε ταχύτητα µέτρου 1/υ ε µ= . Επιπλέον, ο δείκτης διαθλάσεως 

ενός διαφανούς µέσου είναι / en c υ κ= � , όπου κe=1+χe η διηλεκτρική σταθερά 
του µέσου. Έτσι,  
 

                                            
1e e

c c c
n

υ
κ χ

= =
+

�        (10.57) 

 
    Θεωρούµε τώρα ένα µονοχρωµατικό Η/Μ κύµα συχνότητας ω=2π f  που εισέρχε-
ται στο µέσο από το κενό. Όπως προκύπτει από τις εξισώσεις του Maxwell,  
 

η συχνότητα ω ενός κύµατος παραµένει αναλλοίωτη όταν το κύµα περνάει 
από ένα µέσο σε ένα άλλο.  

 
Σκεφτείτε το ως εξής: Όταν ένα Η/Μ κύµα συχνότητας ω στο κενό εισέρχεται σε ένα 
µέσο, το ηλεκτρικό πεδίο επάγει εξαναγκασµένες ταλαντώσεις στα ηλεκτρόνια των 
ατόµων του µέσου, συχνότητας ω ίσης µε αυτήν του κύµατος. Τα ταλαντούµενα ηλε-
κτρόνια, µε τη σειρά τους, εκπέµπουν δευτερογενές Η/Μ κύµα της ίδιας συχνότητας 
ω (αυτό θα το εξηγήσουµε στην Παρ.10.16). Έτσι, το ολικό κύµα στο µέσο είναι ε-
παλληλία δύο κυµάτων, πρωτογενούς και δευτερογενούς, µε την ίδια συχνότητα ω. 
Αντίθετα µε τη συχνότητα, η ταχύτητα διαδόσεως υ και το µήκος κύµατος λ µεταβάλ-
λονται όταν το κύµα περνάει από ένα µέσο σε ένα άλλο.  
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    Στο κενό όλα τα µονοχρωµατικά κύµατα διαδίδονται µε την ίδια ταχύτητα c, ανε-
ξάρτητα από τη συχνότητά τους. Σε ένα υλικό µέσο, όµως, η ταχύτητα διαδόσεως υ 
εξαρτάται από τη συχνότητα ω του κύµατος. Αν λάβουµε υπόψη την (10.57), αυτό ση-
µαίνει ότι η διηλεκτρική «σταθερά» κe ενός µέσου δεν είναι και τόσο σταθερή όσο 
ακούγεται αλλά εξαρτάται σε κάποιο βαθµό από το ω. Επιπλέον, και ο δείκτης δια-
θλάσεως n του µέσου εξαρτάται από τη συχνότητα του κύµατος.  
 
    Το φως είναι ένα σύνθετο Η/Μ κύµα που περιέχει ένα µεγάλο αριθµό µονοχρωµα-
τικών κυµάτων διαφόρων συχνοτήτων. Όταν το φως διέρχεται, π.χ., µέσα από ένα 
πρίσµα υφίσταται διασπορά, µε την έννοια ότι οι διάφορες συνιστώσες του διαδίδο-
νται µε διάφορες ταχύτητες που εξαρτώνται από τις αντίστοιχες συχνότητες. Επειδή ο 
δείκτης διαθλάσεως είναι διαφορετικός για κάθε συχνότητα, το πρίσµα εκτρέπει σε 
διαφορετικό βαθµό τις διάφορες συνιστώσες του φωτός προκαλώντας το γνωστό φαι-
νόµενο της ανάλυσης του φωτός. (Ο δείκτης διαθλάσεως αυξάνει µε τη συχνότητα  
του κύµατος. Για το λόγο αυτό και η εκτροπή αυξάνει µε τη συχνότητα, έτσι ώστε το 
κόκκινο εκτρέπεται λιγότερο από το ιώδες.)  
 
    Στην περίπτωση που η συχνότητα ω του διερχόµενου Η/Μ κύµατος είναι αρκετά 
µικρή, το ηλεκτρικό πεδίο 0( , ) cos( )E x t E k x tω= −

G G
 µεταβάλλεται αργά. Τα ηλε-

κτρόνια τότε του υλικού, καθώς και τα µόρια ή ιόντα που διαθέτουν ηλεκτρική διπο-
λική ροπή, παρακολουθούν µε ευκολία τις µεταβολές του πεδίου και προσαρµόζονται 
αµέσως σε αυτές. Έτσι, το διάνυσµα πόλωσης P

G
 «ταλαντώνεται» σε φάση µε το η-

λεκτρικό πεδίο µε την ίδια συχνότητα ω: 0 cos( )P P k x tω= −
G G

. (Για µεγαλύτερες  
τιµές τού ω οι φάσεις των P

G
 και E

G
 γενικά διαφέρουν.) Από τη σχέση (8.12), 

0 eP Eε χ=
G G

.  Έτσι,  

                0 0 0 0 0 0cos( ) cos( )e eP k x t E k x t P Eω ε χ ω ε χ− = − ⇒ =
G G G G

   

απ’ όπου προκύπτει ότι η ηλεκτρική επιδεκτικότητα χe του υλικού είναι σταθερή, ανε-
ξάρτητη της συχνότητας ω του κύµατος. Άρα, η διηλεκτρική σταθερά κe=1+χe του 
µέσου είναι σταθερή (ανεξάρτητη της συχνότητας) για µικρές τιµές τού ω και η τιµή 
της είναι περίπου ίση µε αυτή που εµφανίζει το µέσο όταν στο εσωτερικό του υπάρχει 
στατικό ηλεκτρικό πεδίο. Για το λόγο αυτό, το φαινόµενο της διασποράς δεν είναι  
ιδιαίτερα εµφανές στις πολύ χαµηλές συχνότητες (πολύ µικρότερες από τις ορατές).   
 
 
10.8  Τρέχον και Στάσιµο Κύµα  
 
Ένα κύµα της µορφής ξ (x, t)= f (x ± υ t), ή ισοδύναµα, ξ (x, t)= f (k x ± ω t) όπου  
ω/k = υ, ονοµάζεται τρέχον κύµα και χαρακτηρίζεται από την παρουσία όρων της µορ-
φής  x ± υ t  ή  k x ± ω t  (το αρνητικό πρόσηµο αντιστοιχεί σε κυµατική κίνηση στη 
θετική κατεύθυνση του άξονα x, ενώ το θετικό πρόσηµο σε κύµα στην αρνητική κα-
τεύθυνση). Ορίζουµε τη συνάρτηση  
 
                                                   φ (x, t) = k x ± ω t         (10.58) 
 
έτσι ώστε ξ (x, t)= f (φ). Η συνάρτηση φ καλείται φάση του κύµατος και η τιµή της για 
δοσµένα x και t καθορίζει την τιµή τού ξ. Σε δοσµένη χρονική στιγµή t, σε δύο γειτο-
νικά σηµεία x και x+dx το κύµα έχει διαφορετικές φάσεις φ (x, t) και φ (x+dx, t). Μετά 
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από παρέλευση χρόνου dt, ίσου µε αυτόν που χρειάζεται το κύµα για να προχωρήσει 
κατά dx, η φάση του κύµατος στο σηµείο x+dx τη χρονική στιγµή t+dt είναι ίδια µε 
τη φάση που είχε το κύµα στο σηµείο x τη χρονική στιγµή t. Προφανώς, το πηλίκο 
dx/dt ισούται κατ’ απόλυτη τιµή µε την ταχύτητα διαδόσεως υ του κύµατος, η οποία 
είναι ουσιαστικά η ταχύτητα διαδόσεως των φάσεων. Για το λόγο αυτό, η υ=ω/k ονο-
µάζεται φασική ταχύτητα. Αναλυτικά,  
 
            φ (x+dx, t+dt) = φ (x, t)  =>   φ (x+dx, t+dt) - φ (x, t) �  dφ = 0   =>   
 
                    (∂ φ / ∂ x) dx + (∂ φ / ∂ t) dt = 0   =>   k dx  ±  ω dt = 0   =>    
 

                                                    d x
d t k

ω υ= =∓ ∓           (10.59) 

 
(προσοχή στην αντιστοιχία των προσήµων!).  
 
    Όπως γνωρίζουµε, η γενική λύση της κυµατικής εξίσωσης για επίπεδο κύµα που 
διαδίδεται στη διεύθυνση του άξονα x είναι  
 
        ξ (x, t) =  f 1 (x - υ t) + f 2 (x+ υ t) =  F1 (k x - ω t) + F2 (k x+ ω t)    (ω/k = υ)   
 
Στην ουσία, η παραπάνω έκφραση παριστά τη συµβολή δύο κυµάτων που διαδίδονται 
σε αντίθετες κατευθύνσεις κατά µήκος του άξονα x. Σαν εφαρµογή, θεωρούµε δύο 
µονοχρωµατικά αρµονικά Η/Μ κύµατα της ίδιας συχνότητας ω που κινούνται σε α-
ντίθετες κατευθύνσεις παράλληλα στον άξονα x. Τα ηλεκτρικά πεδία των κυµάτων 
έχουν ίσα πλάτη Ε0 και «ταλαντώνονται» στη διεύθυνση του άξονα y :  
 

            

ˆxu

ˆ yu

ˆzu

k
G1E

G

1B
G x

y

z

k
G

2E
G

2B
G

x

y

z       
 

Το κύµα 1 διαδίδεται στην κατεύθυνση +x, άρα θα έχει τη µορφή F1(kx-ωt). Το κύµα 
2 είναι στην κατεύθυνση –x, άρα είναι της µορφής F2(kx+ωt). Σε κάθε περίπτωση, το 
κυµατοδιάνυσµα k

G
 (που προσδιορίζει την κατεύθυνση διαδόσεως) είναι στην κατεύ-

θυνση του E B×
G G

. Επίσης, τα E
G

 και B
G

 ταλαντώνονται σε φάση και τα πλάτη τους 
συνδέονται µε τη σχέση E0= cB0 , όπου c=ω/k (υποθέτουµε ότι τα κύµατα διαδίδονται 
στο κενό). Αναλυτικά,  

     

0
1 0 1 0

0
2 0 2 0

ˆ ˆ ˆcos( ) , cos( ) cos( )

ˆ ˆ ˆcos( ) , cos( )( ) cos( )

y z z

y z z

EE E k x t u B B k x t u k x t u
c

EE E k x t u B B k x t u k x t u
c

ω ω ω

ω ω ω

= − = − = −

= + = + − = − +

G G

G G     
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    Ας εξετάσουµε τώρα τη συµβολή των κυµάτων 1 και 2 :  

 

                          
1 2 0

0
1 2

ˆ[cos( ) cos( )]

ˆ[cos( ) cos( )]

y

z

E E E E k x t k x t u

EB B B k x t k x t u
c

ω ω

ω ω

= + = − + +

= + = − − +

G G G

G G G        

 
Χρησιµοποιώντας τις ταυτότητες  
 
                              cos α + cos β = 2 cos [(α+β) /2] cos [(α-β) /2]  
        
                               cos α  - cos β = 2 sin [(α+β) /2] sin [(β-α) /2]      
 
βρίσκουµε:  
 

                                       
0

0

ˆ( , ) (2 cos cos )
2 ˆ( , ) ( sin sin )

y

z

E x t E k x t u
EB x t k x t u
c

ω

ω

=

=

G

G          (10.60) 

 
    Παρατηρούµε τα εξής:  
 
    1) Τα E

G
 και B

G
 είναι λύσεις της κυµατικής εξίσωσης:  

 

                               
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 0A k A A A

x t x c tω
∂ ∂ ∂ ∂

= ⇔ − =
∂ ∂ ∂ ∂

G G G G
        (10.61) 

 
(δείξτε το!). Αυτό ήταν αναµενόµενο, αφού καθένα εκ των E

G
 και B

G
είναι άθροισµα 

δύο λύσεων της γραµµικής εξίσωσης (10.61) µε τα ίδια ω, k και c=ω/k. Εν τούτοις, τα 
E
G

 και B
G

 δεν παριστούν τρέχοντα κύµατα αφού δεν περιέχουν τον χαρακτηριστικό 
παράγοντα k x ± ω t.  
 
    2) Γράφουµε την (10.60) στη µορφή  
 
                     ˆ( , ) [ ( ) cos ] yE x t A x t uω=

G
   όπου   0( ) 2 cosA x E k x=      

 
(και όµοια για το B

G
). Σε κάθε σηµείο x η έκφραση αυτή παριστά αρµονική ταλά-

ντωση µε πλάτος την απόλυτη τιµή τού A(x). Καθώς το x µεταβάλλεται, το πλάτος 
A(x) της ταλάντωσης µεταβάλλεται αρµονικά σύµφωνα µε τον παράγοντα coskx. Στα 
σηµεία όπου coskx=0 το πλάτος A(x), άρα και το E

G
, είναι πάντα µηδέν (δεσµοί), ενώ 

στα σηµεία όπου coskx= ±1 το πεδίο E
G

 έχει σταθερά µέγιστο πλάτος (κοιλίες) (ανά-
λογες παρατηρήσεις ισχύουν και για το B

G
). Αντίθετα, σε ένα τρέχον κύµα της µορφής 

0 cos( )E E k x tω= ±
G G

 το πλάτος Ε0 είναι σταθερό, ίδιο για όλα τα x.  
 
    3) Για δοσµένη χρονική στιγµή t η φάση ωt της ταλάντωσης έχει την ίδια τιµή σε 
όλα τα σηµεία x. Αντίθετα, σε ένα τρέχον κύµα η φάση k x ± ω t για δοσµένο t µετα-
βάλλεται από σηµείο σε σηµείο.  
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    Κύµατα όπως αυτό στην (10.60), µε τα χαρακτηριστικά που περιγράφηκαν παρα-
πάνω, ονοµάζονται στάσιµα κύµατα. Ο όρος αυτός εξηγείται ως εξής: Σε ένα τρέχον 
Η/Μ κύµα η φάση διαδίδεται από σηµείο σε σηµείο µε ταχύτητα c (στο κενό). Αντί-
θετα, σε ένα στάσιµο κύµα οι φάσεις για µια δοσµένη χρονική στιγµή είναι παντού οι 
ίδιες. Έτσι, στη δεύτερη περίπτωση δεν έχει νόηµα να µιλάµε για διάδοση φάσεων. 
Επιπλέον, σε αντίθεση µε ό,τι συµβαίνει για ένα τρέχον κύµα, στο στάσιµο κύµα δεν 
έχουµε µεταφορά ενέργειας του Η/Μ πεδίου. (Για την ακρίβεια, σε κάθε σηµείο, η µέ-
ση αλγεβρική τιµή του διανύσµατος Poynting για το χρονικό διάστηµα µιας περιόδου 
Τ=2π /ω είναι µηδέν.)  
 
    Στην πράξη, το στάσιµο Η/Μ κύµα που περιγράψαµε παράγεται όταν ένα τρέχον 
Η/Μ κύµα (π.χ., το κύµα 1) προσπίπτει στην επιφάνεια ενός «τέλειου» αγωγού και 
ανακλάται (κύµα 2). Η συµβολή προσπίπτοντος και ανακλώµενου κύµατος δηµιουρ-
γεί το στάσιµο κύµα.  
 
 
10.9  ∆ιάδοση Η/Μ Κύµατος σε Αγώγιµο Μέσο  
 
Μέχρι τώρα µελετήσαµε τη διάδοση Η/Μ κυµάτων σε µη-αγώγιµα µέσα. Για τα µέσα 
αυτά είναι λογικό να θεωρήσουµε ότι οι πυκνότητες ελεύθερου φορτίου και ρεύµατος 
είναι µηδέν: 0, 0f fJρ = =

G
. Αυτό όµως δεν ισχύει, γενικά, στην περίπτωση ενός 

αγώγιµου µέσου αφού εκεί υπάρχουν ελεύθερα φορτία που µπορούν να κινηθούν, 
όπως, π.χ., ελεύθερα ηλεκτρόνια σε ένα µέταλλο, ιόντα σε ένα διάλυµα, ή ηλεκτρόνια 
και ιόντα σε ένα πλάσµα. (Σηµειώνουµε ότι σε ένα µέταλλο η πυκνότητα ελεύθερου 
φορτίου ρf οφείλεται στα ελεύθερα ηλεκτρόνια και στα θετικά ιόντα, ενώ η πυκνό-
τητα ελεύθερου ρεύµατος fJ

G
 οφείλεται µόνο στα κινούµενα ελεύθερα ηλεκτρόνια. 

Τα θετικά ιόντα λογίζονται σαν ελεύθερα φορτία αφού δεν οφείλουν την ύπαρξή τους 
σε ηλεκτρική πόλωση.)  
 
    Θεωρούµε ένα γραµµικό και οµογενές µέσο µε σταθερές τιµές των ε, µ, και επι-
πλέον µε ειδική αγωγιµότητα σ. Το γεγονός ότι, γενικά, ε ≠ ε0 υποδηλώνει ότι ακόµα 
και µέσα σε ένα αγώγιµο µέσο µπορεί να υφίσταται ηλεκτρική πόλωση. (Θυµηθείτε 
ότι, αντίστοιχα, κάθε µέσο, αγωγός ή µονωτής, µπορεί να υποστεί µαγνήτιση µέσα σε 
µαγνητικό πεδίο.) Η πόλωση µπορεί να οφείλεται, π.χ., στα δέσµια ηλεκτρόνια των 
ιόντων ενός µετάλλου, στα µόρια του Η2Ο σε ένα διάλυµα NaCl σε Η2Ο, κλπ. Στην 
περίπτωση ενός µετάλλου η πόλωση λόγω των δέσµιων ηλεκτρονίων είναι αµελητέα, 
και για το λόγο αυτό θέτουµε ε=ε0 .  
 
    Επειδή το θεωρούµενο µέσο είναι γραµµικό, D Eε=

G G
 και (1/ )H Bµ=

G G
. Οι εξισώ-

σεις Maxwell γράφονται:  
 

                          

( )

0 ,

1 ( )

f f

f f

D E

BB E
t

D EH J B J
t t

ρ ε ρ

ε
µ

∇ ⋅ = ⇒ ∇⋅ =

∂
∇ ⋅ = ∇× = −

∂

∂ ∂
∇× = + ⇒ ∇× = +

∂ ∂

G GG G

GG GG G

G GG GG G G G
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Θεωρώντας ότι το µέσο είναι παντού στο εσωτερικό του ηλεκτρικά ουδέτερο (βλ. 
Κεφ.9, Πρόβλ.2), θέτουµε 0fρ � . Επίσης, από το νόµο του Ohm, fJ Eσ=

G G
. Οι εξι-

σώσεις Maxwell τώρα γράφονται:  
 

                    
( ) 0 ( )

( ) 0 ( )

BE E
t

EB B E
t

α γ

β δ µσ ε µ

∂
∇ ⋅ = ∇× = −

∂

∂
∇ ⋅ = ∇× = +

∂

GG GG G

GG GG G G
        (10.62) 

 
(Προσέξτε ότι για σ=0 οι εξισώσεις αυτές ανάγονται στις (10.24) για ένα γραµµικό 
µονωτή.)  
 
    Παίρνοντας τα rot των (γ) και (δ), βρίσκουµε ότι τα E

G
 και B

G
 υπακούουν στις τρο-

ποποιηµένες κυµατικές εξισώσεις  
 

                                    

2
2

2

2
2

2

0

0

E EE
t t

B BB
t t

ε µ µσ

ε µ µσ

∂ ∂
∇ − − =

∂ ∂

∂ ∂
∇ − − =

∂ ∂

G GG

G GG
            (10.63) 

 
Το σύστηµα (10.63) δέχεται επίπεδες κυµατικές λύσεις οι οποίες, για διάδοση στην 
κατεύθυνση +x , έχουν τη µορφή  
 

                                        
( )

0

( )
0

( , )

( , )

s x i k x t

s x i k x t

E x t E e e

B x t B e e

ω

ω

− −

− −

=

=

G G

G G           (10.64) 

 
όπου  
 

                                

1/ 2
2

1/ 2
2

1 1
2

1 1
2

k

s

ε µ σω
εω

ε µ σω
εω

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥= + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥= + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

          (10.65) 

 
Η ταχύτητα διαδόσεως του Η/Μ κύµατος στο αγώγιµο µέσο είναι  
 

                              

1/ 2

2

1 2

1 1
k
ωυ

εµ σ
εω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= = ⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥

+ +⎜ ⎟⎢ ⎥
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

        (10.66) 
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    Παρατηρούµε τα εξής:  
 
    1) Για µη-αγώγιµο µέσο, σ=0 => s=0 και k ω ε µ= . Έτσι, / 1/kυ ω ε µ= = , σε 
συµφωνία µε την (10.33).  
 
    2) Συγκρίνοντας τις (10.33) και (10.66) δεν είναι δύσκολο να δούµε ότι, για δο-
σµένη τιµή της συχνότητας ω, η ταχύτητα διαδόσεως σε ένα αγώγιµο µέσο (σ ≠0) εί-
ναι µικρότερη από την ταχύτητα σε ένα µη-αγώγιµο µέσο (σ=0) όταν τα δύο µέσα 
έχουν τις ίδιες τιµές των ε και µ.  
 
    3) Η ταχύτητα διαδόσεως σε ένα αγώγιµο µέσο εξαρτάται από τη συχνότητα ω του 
διερχόµενου κύµατος. Έχουµε και εδώ, δηλαδή, ένα φαινόµενο διασποράς ανάλογο 
µε αυτό που υφίσταται το φως όταν διέρχεται µέσα από ένα διηλεκτρικό µέσο (βλ. 
Παρ.10.7).  
 
    4) Η παρουσία του όρου s xe−  στις εκφράσεις (10.64) δηλώνει ότι τα πλάτη του 
Η/Μ κύµατος µειώνονται εκθετικά καθώς το κύµα προχωρεί µέσα στο αγώγιµο υλι-
κό. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι  
 

ένα Η/Μ κύµα υφίσταται εξασθένιση (απόσβεση) όταν διέρχεται µέσα από 
αγώγιµο υλικό. Αυτό σηµαίνει ότι η ενέργεια που µεταφέρεται από το κύµα 
απορροφάται από το υλικό.  

 
Το φαινόµενο αυτό οφείλεται σε µετατροπή της ενέργειας του Η/Μ κύµατος σε θερ-
µότητα: το ηλεκτρικό πεδίο του κύµατος επάγει ηλεκτρικά ρεύµατα στο εσωτερικό 
του αγώγιµου µέσου, τα οποία θερµαίνουν το υλικό σύµφωνα µε το νόµο του Joule. 
(Το φαινόµενο της απορρόφησης Η/Μ κυµάτων παρατηρείται και σε µη-αγώγιµα µέ-
σα αλλά για διαφορετικούς λόγους τους οποίους θα µελετήσουµε αργότερα.)  
 
    Ορίζουµε το επιδερµικό βάθος  
 

                                                          1
s

∆ =             (10.67) 

 
∆οθέντος ότι ο όρος s xe−  είναι καθαρός αριθµός, το s θα πρέπει να έχει διαστάσεις 
αντίστροφου µήκους, άρα το ∆ να έχει διαστάσεις µήκους. Παρατηρούµε ότι, όταν το 
Η/Μ κύµα προχωρήσει κατά απόσταση ∆ από τη θέση x στη θέση x+∆, ο παραπάνω 

εκθετικός όρος γίνεται ( ) 1s x s x s s xe e e e
e

∆ ∆− + − − −= = . ∆ηλαδή, το επιδερµικό βάθος ∆ 

είναι η απόσταση κατά την οποία προχωρεί το κύµα ώστε το πλάτος του να ελαττωθεί 
στο 1/e (περίπου στο 1/3) της αρχικής του τιµής. Για πρακτικούς λόγους,  
 

θεωρούµε ότι το Η/Μ κύµα προχωρεί µέσα στο αγώγιµο υλικό µέχρι βάθος 
ίσο µε το επιδερµικό βάθος ∆ πριν υποστεί ολική απορρόφηση  

 
(δηλαδή, το κύµα πρακτικά δεν υπάρχει για x>∆). Από την (10.65), τώρα, βλέπουµε 
ότι το s αυξάνει µε την ειδική αγωγιµότητα σ. Λαµβάνοντας υπόψη και την (10.67), 
συµπεραίνουµε ότι  
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το επιδερµικό βάθος ∆ ελαττώνεται µε την αύξηση της αγωγιµότητας του 
υλικού.  

 
Οριακά, για έναν «τέλειο» αγωγό έχουµε σ ≈ ∞, s ≈ ∞ και ∆=0. Ένας τέτοιος αγωγός 
δεν επιτρέπει τη διάδοση Η/Μ κυµάτων στο εσωτερικό του. Στο άλλο άκρο, για έναν 
τέλειο µονωτή, σ=0, s=0 και ∆=∞. ∆ηλαδή, θεωρητικά, το Η/Μ κύµα προχωρεί απε-
ριόριστα µέσα στο µονωτή χωρίς να απορροφάται. Αυτό όµως στην πραγµατικότητα 
δεν ισχύει, αφού και τα µη-αγώγιµα υλικά απορροφούν τα Η/Μ κύµατα για λόγους που 
θα εξηγήσουµε αργότερα (Παρ.10.16).  
 
    Τα διανύσµατα 0E

G
 και 0B

G
 στις (10.64) είναι εξ υποθέσεως µιγαδικά. Έστω ότι  

 
                                       0 0, 0 0,,i i

R RE E e B B eα β= =
G G G G

        (10.68) 
 
όπου 0, 0,,R RE B

G G
 πραγµατικά διανύσµατα. Οι (10.64) τότε παίρνουν τη µορφή  

 
                       ( ) ( )

0, 0,,s x i k x t s x i k x t
R RE E e e B B e eω α ω β− − + − − += =

G G G G
       (10.69) 

 
Σε αντίθεση µε τα µη-αγώγιµα µέσα, εδώ α≠β, και µάλιστα α<β. ∆ηλαδή,  
 

τα πεδία E
G

 και B
G

 δεν ταλαντώνονται σε φάση µέσα στον αγωγό αλλά η 
φάση τού B

G
 υστερεί έναντι αυτής του E

G
   

 
(η διαφορά φάσης τείνει στο µηδέν στο όριο που σ=0). Γιατί «υστερεί» ενώ α<β ; Για 
να το καταλάβουµε αυτό, γράφουµε  φΕ (x,t)=kx-ωt+α,  φΒ (x,t)=kx-ωt+β . Θεωρούµε 
σταθερό σηµείο x=x0 . Έστω ότι στο σηµείο αυτό η φΕ τη χρονική στιγµή t1 είναι ίδια 
µε την φΒ τη στιγµή  t2 . ∆ηλαδή, φΕ (x0 ,t1)= φΒ (x0 ,t2) => ω(t2-t1)= β-α >0 => t1< t2. 
Αυτό σηµαίνει ότι το ηλεκτρικό πεδίο αποκτά µια δεδοµένη φάση προτού το µαγνη-
τικό πεδίο αποκτήσει την ίδια φάση. Ο όρος «υστερεί», λοιπόν, έχει χρονική σηµασία 
και δεν αναφέρεται στα µεγέθη των φάσεων!  
 
    Και στην περίπτωση των αγώγιµων µέσων ισχύει ότι  
 

τα πεδία E
G

 και B
G

 ενός επίπεδου Η/Μ κύµατος είναι κάθετα µεταξύ τους 
καθώς και κάθετα στη διεύθυνση διαδόσεως του κύµατος.  

 
Εν τούτοις,  
 

δεν ισχύει η σχέση Ε= υΒ ανάµεσα στις στιγµιαίες τιµές του ηλεκτρικού και 
του µαγνητικού πεδίου, παρά µόνο στο όριο που σ=0.  

 
 
    Για περισσότερες λεπτοµέρειες ως προς τις αποδείξεις όλων των παραπάνω, βλ. 
Πρόβληµα 7.  
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    Η/Μ κύµα χαµηλής συχνότητας µέσα σε «καλό» αγωγό:  
 
    Η περίπτωση αυτή εκφράζεται µε τη συνθήκη  
 

                                              1σ σω
ε εω

<< ⇔ >>        (10.70) 

 

Μπορούµε τότε να κάνουµε την προσέγγιση 
2

1 1σ σ
εω εω

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  , οπότε από την 

(10.65) βρίσκουµε ότι  / 2s ωµσ ⇒�   
 

                                                 
1 2
s

∆
ωµσ

= �         (10.71) 

 
Παρατηρούµε ότι το επιδερµικό βάθος ∆ ελαττώνεται όταν αυξάνει η συχνότητα ω 
του κύµατος. Αυτό σηµαίνει ότι  
 

όταν Η/Μ κύµατα χαµηλών συχνοτήτων εισέρχονται σε καλό αγωγό, τα πιο 
χαµηλόσυχνα κύµατα είναι και περισσότερο διεισδυτικά.  

 
Η σχέση (10.71) µας χρησιµεύει για να προσδιορίσουµε τη συχνότητα f του κύµατος 
η οποία απαιτείται για να πετύχουµε διείσδυση σε δοσµένο βάθος ∆ µέσα στο υλικό:  
 

                                                2
1

2
f ω

π πµσ ∆
= �          (10.72) 

 
Προσοχή όµως: Όταν χρησιµοποιούµε την (10.72) θα πρέπει να ελέγχουµε αν η τιµή 
τής  f που βρίσκουµε (ακριβέστερα, το ω=2π f  ) υπακούει στη συνθήκη (10.70)!  
 
    Εφαρµογή: Ένα υποβρύχιο βρίσκεται σε κατάδυση σε βάθος h=10 m . Είναι πρα-
κτικά εφικτό να επικοινωνήσουµε µαζί του στέλνοντάς του ένα Η/Μ σήµα στην πε-
ριοχή των ραδιοσυχνοτήτων; ∆ίνονται, για το θαλάσσιο νερό:  
     7 2 10 2 2 1

0 04 10 / , 70 6 10 / , 5 ( )N A C N m mµ µ π ε ε σ Ω− − −= × × ⋅ ⋅� � � � .  
 
    Λύση: Η αγωγιµότητα στο θαλάσσιο νερό οφείλεται σε ιόντα (κυρίως Na+ και Cl-). 
Από τα δεδοµένα, 10/ 10 Hzσ ε � , που είναι συχνότητα πολύ µεγαλύτερη από αυτή 
των ραδιοκυµάτων. Για να λάβει το υποβρύχιο ένα Η/Μ σήµα θα πρέπει το βάθος στο 
οποίο βρίσκεται να µην ξεπερνάει το επιδερµικό βάθος ∆ που αντιστοιχεί στη συχνό-
τητα του σήµατος:  h ≤  ∆.  Από την (10.72),  
 

                           2 2
2

1 1 500h f Hz
f h

∆
πµσ πµσ

= ≥ ⇒ ≤ �      

 
που είναι πράγµατι στην περιοχή των ραδιοσυχνοτήτων. Το αποτέλεσµα είναι αποδε-
κτό αφού ικανοποιείται η συνθήκη (10.70). Θυµίζουµε τώρα ότι η συχνότητα ενός 
κύµατος δεν µεταβάλλεται όταν αυτό περνάει από ένα µέσο σε ένα άλλο, σε αντίθεση 
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µε το µήκος κύµατος και την ταχύτητα διαδόσεως. Έτσι, η συχνότητα του σήµατος 
που θα πρέπει να εκπέµψουµε από τον αέρα είναι ίδια µε αυτή που θέλουµε να λάβει 
το υποβρύχιο, δηλαδή ίση µε 500 Hz. Το µήκος κύµατος του σήµατός µας στον αέρα, 
αντίστοιχο µε τη συχνότητα αυτή, είναι  λ= c/f = 600 km ! (Θεωρούµε προσεγγιστικά 
ότι η ταχύτητα διαδόσεως Η/Μ κυµάτων στον αέρα είναι c=3×108

 m/s, ίση µε αυτή 
στο κενό.) Η εκποµπή ενός τέτοιου σήµατος θα απαιτούσε µια κεραία εδάφους γιγα-
ντιαίων διαστάσεων, αφού µια συµβατική κεραία δεν θα είχε την επιθυµητή απόδοση 
(η µέση ακτινοβολούµενη ισχύς θα ήταν πολύ µικρή). Συµπέρασµα:  
 

Η αγωγιµότητα του θαλάσσιου νερού καθιστά πρακτικά αδύνατη την επι-
κοινωνία µας µε υποβρύχια σε κατάδυση µέσω Η/Μ σηµάτων.  

 
Αυτό εξηγεί γιατί η χρήση του radar είναι πρακτικά αδύνατη για την ανίχνευση υπο-
βρυχίων σε κατάδυση.  
 
 
10.10  Ανάκλαση Η/Μ Κύµατος στην Επιφάνεια Αγωγού  
 
Όταν ένα Η/Μ κύµα προσπίπτει στην επιφάνεια ενός αγωγού, ένα µέρος της ενέρ-
γειάς του διαπερνά την επιφάνεια και εισέρχεται στο εσωτερικό του αγωγού όπου και 
απορροφάται, ενώ ένα άλλο µέρος ανακλάται και επιστρέφει στο µέσο (π.χ., αέρα) απ’ 
όπου ξεκίνησε. Ένας καλός αγωγός είναι και καλός ανακλαστήρας, µε την έννοια ότι 
όσο µεγαλύτερη είναι η αγωγιµότητα του υλικού, τόσο µεγαλύτερο είναι και το πο-
σοστό της προσπίπτουσας ενέργειας που ανακλάται. Οριακά, ένας «τέλειος» αγωγός 
(σ = ∞) προκαλεί ολική ανάκλαση σε ένα προσπίπτον Η/Μ κύµα. Για το λόγο αυτό, 
εξαιρετικοί αγωγοί όπως το ασήµι χρησιµοποιούνται για την κατασκευή κατόπτρων 
υψηλής ποιότητας.  
 
    Όπως είδαµε προηγουµένως, ένας καλός αγωγός είναι και καλός απορροφητής Η/Μ 
κυµάτων, µε την έννοια ότι όσο µεγαλύτερη είναι η αγωγιµότητα του µέσου, τόσο 
γρηγορότερα εξασθενεί το κύµα στο εσωτερικό του (δηλαδή, τόσο µικρότερο είναι το 
επιδερµικό βάθος ∆ για δεδοµένη συχνότητα ω του κύµατος).  
 
    Συµπερασµατικά, ένας καλός αγωγός έχει τις εξής ιδιότητες:  
 

• Το µεγαλύτερο µέρος της ισχύος που µεταφέρεται από ένα προσπίπτον Η/Μ 
κύµα ανακλάται στην επιφάνεια του αγωγού.  

• Το µικρό µέρος του κύµατος που διαπερνά την επιφάνεια του αγωγού εξασθε-
νεί πολύ γρήγορα και απορροφάται από το υλικό.  

 
Παρατηρούµε ότι  

ένας καλός ανακλαστήρας Η/Μ κυµάτων είναι ταυτόχρονα και καλός α-
πορροφητής.  

Και οι δύο αυτές ιδιότητες αυξάνουν µε την αγωγιµότητα του µέσου. Σηµειώνουµε 
ότι τα παραπάνω ισχύουν υπό την προϋπόθεση ότι η συχνότητα ω του προσπίπτοντος 
Η/Μ κύµατος είναι σχετικά µικρή, και συγκεκριµένα µικρότερη από µια οριακή συ-
χνότητα που καλείται συχνότητα πλάσµατος ωp , χαρακτηριστική για το υλικό. Τα συ-
µπεράσµατά µας διαφοροποιούνται για κύµατα µε ω>ωp , όπως θα δούµε αργότερα.  
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10.11  Ηλεκτροµαγνητική Ακτινοβολία  
 
Ως ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία εννοούµε τη διάδοση της ενέργειας του Η/Μ πεδίου 
υπό µορφή Η/Μ κυµάτων. Ένα φυσικό σύστηµα, λοιπόν, που εκπέµπει ενέργεια µέσω 
Η/Μ κυµάτων (π.χ., ένα άτοµο, ένα µόριο, ένας πυρήνας, ένα θερµό σώµα, µια κε-
ραία ραδιοφωνικού σταθµού, κλπ.) λέµε ότι εκπέµπει Η/Μ ακτινοβολία ή απλά ότι 
ακτινοβολεί.  
 
    Όπως γνωρίζουµε, πηγή του ηλεκτρικού πεδίου είναι, γενικά, τα ηλεκτρικά φορτία, 
ενώ πηγή του µαγνητικού πεδίου είναι τα κινούµενα φορτία (δηλαδή, τα ηλεκτρικά 
ρεύµατα). Ποιες είναι όµως οι πηγές της Η/Μ ακτινοβολίας; Ας δούµε πόσο µακριά 
µπορεί να µας πάει η λογική µας: Μια στατική κατανοµή φορτίου και ρεύµατος 
( / 0,tρ∂ ∂ = / 0J t∂ ∂ =

G
), π.χ., ένα σύστηµα ακίνητων φορτίων και χρονικά σταθερών 

ρευµάτων, δεν µπορεί να παράγει Η/Μ ακτινοβολία, για τον εξής λόγο: Μια τέτοια 
κατανοµή δηµιουργεί στατικό Η/Μ πεδίο ( / 0,E t∂ ∂ =

G
/ 0B t∂ ∂ =
G

) και, όπως γνωρί-
ζουµε, ένα πεδίο που δεν διαταράσσεται µέσα στο χρόνο δεν οδηγεί σε κυµατικά φαι-
νόµενα. Είναι απαραίτητο, λοιπόν, να έχουµε χρονικά-µεταβαλλόµενες πυκνότητες 

( , )r tρ G  και ( , )J r t
G G , έτσι ώστε το παραγόµενο Η/Μ πεδίο να είναι κι αυτό χρονικά 

µεταβαλλόµενο. Η διαταραχή (χρονική µεταβολή) του πεδίου τότε διαδίδεται στο χώ-
ρο µε τη µορφή Η/Μ κύµατος. Μια πιο προσεκτική εξέταση του θέµατος µε χρήση 
των εξισώσεων του Maxwell µας αποκαλύπτει ότι  
 

η Η/Μ ακτινοβολία παράγεται από  

• επιταχυνόµενα ηλεκτρικά φορτία,  ή 

• χρονικά µεταβαλλόµενα ηλεκτρικά ρεύµατα. 
 
 
    Από τη στιγµή που παράγονται και µετά, τα Η/Μ κύµατα διαδίδονται προς το «ά-
πειρο» µε ταχύτητα c (στο κενό) µεταφέροντας µέρος της ενέργειας της πηγής που τα 
παρήγαγε.  
 

Το χαρακτηριστικό γνώρισµα της Η/Μ ακτινοβολίας είναι ακριβώς αυτή η 
ροή ενέργειας µακριά από την πηγή, ενέργειας που χάνεται και δεν ανακτά-
ται ποτέ από την πηγή.  

 
Θεωρούµε ότι η πηγή της Η/Μ ακτινοβολίας βρίσκεται εντοπισµένη σε µια µικρή πε-
ριοχή του χώρου. Φανταστείτε τώρα µια τεράστια σφαιρική επιφάνεια S ακτίνας r µε 
κέντρο στη θέση όπου βρίσκεται η πηγή :  
 

                                          

Πηγή

r

S

da
JJG
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Έστω U (t) η ολική Η/Μ ενέργεια στο εσωτερικό τής S τη χρονική στιγµή t. Η ολική 
ισχύς που διαπερνά την S τη στιγµή αυτή δίνεται από τη σχέση (9.45):  
 

                       
0

( ) 1( , ) ( )
S S

d U tP r t N da E B da
d t µ

= − = ⋅ = × ⋅∫ ∫
JJG JJGG G G

v v         (10.73) 

όπου N
G

 το διάνυσµα Poynting. Η ακτινοβολούµενη ισχύς τη χρονική στιγµή t είναι  
 
                                                  ( ) lim ( , )rad r

P t P r t
→∞

=           (10.74) 

 
Η ποσότητα αυτή αντιπροσωπεύει ενέργεια ανά µονάδα χρόνου η οποία ακτινοβολεί-
ται από την πηγή και φτάνει ως το άπειρο. Στην περίπτωση που Prad=0, το σύστηµα 
δεν ακτινοβολεί.  
 
    Χρησιµοποιώντας τους νόµους Coulomb και Biot-Savart µπορεί να δειχθεί ότι για 
στατικά Η/Μ πεδία, Prad=0. Έτσι, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, οι στατικές (χρο-
νικά αµετάβλητες) πηγές δεν ακτινοβολούν. Απαιτούνται λοιπόν χρονικά µεταβαλλόµε-
νες πηγές και, αντίστοιχα, χρονικά µεταβαλλόµενα Η/Μ πεδία έτσι ώστε Prad ≠0.  
 
    Ως ένταση της Η/Μ ακτινοβολίας σε ένα σηµείο Σ του χώρου ορίζουµε τη µέση  
ισχύ που µεταφέρεται από το Η/Μ κύµα ανά µονάδα επιφάνειας κάθετης στη διεύ-
θυνση διαδόσεως στο Σ. Η ένταση Ι ισούται µε τη µέση τιµή <Ν > του µέτρου του 
διανύσµατος Poynting. Στην περίπτωση ενός αρµονικού κύµατος συχνότητας 
ω=2π/Τ, η µέση τιµή τού Ν υπολογίζεται για το χρονικό διάστηµα µιας περιόδου Τ (ή 
και αυθαίρετα πολλών περιόδων):  

                                            
0

1 ( , )
T

N N r t d t
T

< > = ∫
G          (10.75) 

όπου rG  το διάνυσµα θέσης του σηµείου Σ. Αλλά, από τις (10.55), (10.54) και (10.48),  
 
                       N ( rG , t) = u c = ε0 c E 2 = ε0 c E0

2 cos2 ( k r⋅
G G

 – ω t + α)     (10.76) 
 
Έτσι, η ένταση Ι είναι  

                           2 2
0 0 0

1 cos ( )
T

I N cE k r t d t
T

ε ω α= < > = ⋅ − +∫
G G      

Λαµβάνοντας υπόψη ότι ω=2π/Τ, µπορούµε να δείξουµε ότι  

              
22 2

0 0

1 1 1cos ( ) cos ( )
2 2

T
k r t d t k r d

T
π

ω α ϕ α ϕ
π

⋅ − + = − ⋅ − =∫ ∫
G GG G    

Έτσι, τελικά, η ένταση της ακτινοβολίας του αρµονικού κύµατος είναι  
 

                                             2
0 0

1
2

I N cEε= < > =            (10.77) 

 
    Θα εξετάσουµε στη συνέχεια µερικά παραδείγµατα φυσικών συστηµάτων που α-
κτινοβολούν. Θα περιοριστούµε στα βασικά φυσικά συµπεράσµατα αποφεύγοντας τις 
µαθηµατικές λεπτοµέρειες (κάτι για το οποίο είµαι βέβαιος ότι δεν είστε ιδιαίτερα 
δυσαρεστηµένοι!).  
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10.12  Ακτινοβολία Επιταχυνόµενου Σηµειακού Φορτίου  
 
Σύµφωνα µε έναν παρατηρητή που είναι ακίνητος σε κάποιο αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς, ένα κινούµενο σηµειακό φορτίο q δηµιουργεί ηλεκτρικό και µαγνητικό 
πεδίο. Το φορτίο µεταφέρει την ενέργεια του Η/Μ πεδίου του στην κατεύθυνση της 
κίνησής του. Αν η ενέργεια αυτή µένει σταθερή, το φορτίο προφανώς δεν ακτινοβο-
λεί. Αν όµως η ολική ενέργεια του Η/Μ πεδίου του φορτίου ελαττώνεται, η ενέργεια 
που χάνεται δεν είναι τίποτ’ άλλο παρά εκποµπή Η/Μ ακτινοβολίας. Ας δούµε τα 
πράγµατα αναλυτικά:  
 
    Όταν η ταχύτητα του φορτίου µένει σταθερή (κατά µέτρο και κατεύθυνση) η ολική 
ενέργεια του Η/Μ πεδίου του επίσης µένει σταθερή και απλά µεταφέρεται στην κα-
τεύθυνση κίνησης του q. Αυτό ισχύει διότι, όπως αποδεικνύεται, το ολοκλήρωµα του 
διανύσµατος Poynting πάνω σε µια σφαιρική επιφάνεια S µε κέντρο το q και  
ακτίνα r είναι µηδέν στο όριο που r→∞. Έτσι, Prad=0, όπως εξηγήσαµε στην 
Παρ.10.11. ∆ηλαδή, η ενέργεια του Η/Μ πεδίου µένει «προσκολληµένη» στο q και 
δεν «δραπετεύει στο άπειρο» υπό µορφή Η/Μ ακτινοβολίας. Συµπεραίνουµε ότι  
 

ένα σηµειακό φορτίο που κινείται ευθύγραµµα και οµαλά δεν εκπέµπει Η/Μ 
ακτινοβολία.  

 
    Όταν το φορτίο επιταχύνεται, ένα µέρος της ενέργειας του Η/Μ πεδίου του απο-
σπάται, κατά κάποιον τρόπο, και αποµακρύνεται στο άπειρο µε την ταχύτητα του φω-
τός υπό µορφή Η/Μ κύµατος. Στην περίπτωση αυτή, Prad ≠0. Αυτό ακριβώς είναι το 
κύριο χαρακτηριστικό της Η/Μ ακτινοβολίας. Άρα,  
 

ένα επιταχυνόµενο σηµειακό φορτίο εκπέµπει Η/Μ ακτινοβολία.  
 
    Θεωρούµε τώρα ένα σηµειακό φορτίο q που εκτελεί επιταχυνόµενη κίνηση µε επι-
τάχυνση aG . Θα περιοριστούµε στην περίπτωση όπου το q είτε είναι στιγµιαία ακίνητο 
( 0υ =
G ) είτε κινείται µε ταχύτητα πολύ µικρότερη από αυτή του φωτός (υ<<c). Έστω 
Σ ένα σηµείο παρατήρησης που απέχει απόσταση r από τη στιγµιαία θέση τού q. Κα-
λούµε θ τη γωνία ανάµεσα στον άξονα qΣ και την επιτάχυνση του q :   
 
                                
 
 
 
 
 
Η ένταση της ακτινοβολίας που εκπέµπεται από το q λόγω της επιτάχυνσής του είναι, 
στο σηµείο παρατήρησης Σ :  
 

                         
2

2 2
2

sin( , ) ( ) ( | | )I r ΄ q a a a
r
θθ σταθερα= ⋅ =

G      (10.78) 

 
Η ολική εκπεµπόµενη ισχύς (ενέργεια ανά µονάδα χρόνου) δίνεται από τον τύπο του 
Larmor :  
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2 2

3
06

q aP
cπε

=            (10.79) 

 
 
    Παρατηρήσεις:   
 
    1) Για να διατηρήσουµε ένα φορτίο σε επιταχυνόµενη κίνηση για µεγάλο χρονικό 
διάστηµα πρέπει να του χορηγούµε διαρκώς ενέργεια προς αναπλήρωση αυτής που 
χάνεται λόγω ακτινοβολίας. Η απώλεια αυτή όµως είναι σηµαντική µόνο για πολύ 
µεγάλες τιµές της επιτάχυνσης a, ενώ για σχετικά µικρές τιµές τού a οι απώλειες ε-
νέργειας είναι αµελητέες και συχνά δεν λαµβάνονται υπόψη.  
 
    2) Ένα φορτισµένο σωµάτιο που κινείται (έστω και οµαλά) σε κυκλική τροχιά  
εκτελεί επιταχυνόµενη κίνηση λόγω συνεχούς µεταβολής της κατεύθυνσης της ταχύ-
τητάς του (έχει κεντροµόλο επιτάχυνση). Έτσι, το σωµάτιο αυτό εκπέµπει Η/Μ ακτι-
νοβολία. Για παράδειγµα, όταν ένα ιόν επιταχύνεται σε έναν κυκλικό επιταχυντή 
(π.χ., κύκλοτρο) ένα µέρος της ενέργειας του ιόντος χάνεται υπό µορφή ακτινοβολίας 
η οποία καλείται ακτινοβολία σύγχροτρου και είναι τόσο εντονότερη όσο µικρότερη 
είναι η µάζα του σωµατίου.  
 
    3) Σε συνέχεια της προηγούµενης παρατήρησης πρέπει να τονίσουµε και το εξής: 
Η περίπτωση ενός σηµειακού φορτίου που εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση είναι δια-
φορετική από εκείνη ενός κυκλικού ρεύµατος σταθερής έντασης. Στη δεύτερη περί-
πτωση το παραγόµενο Η/Μ πεδίο είναι απλά ένα στατικό µαγνητικό πεδίο (το ηλε-
κτρικό πεδίο έξω από το ρευµατοφόρο αγωγό είναι αµελητέο διότι ο αγωγός είναι η-
λεκτρικά ουδέτερος). Έτσι, ένα σταθερό κυκλικό ρεύµα δεν παράγει Η/Μ ακτινοβολία. 
Αντίθετα, το σηµειακό φορτίο που κινείται κυκλικά παράγει ένα χρονικά µετα-
βαλλόµενο Η/Μ πεδίο, πράγµα που αποτελεί αναγκαία συνθήκη για να έχουµε εκπο-
µπή ακτινοβολίας. Τονίζουµε και πάλι ότι  
 

η Η/Μ ακτινοβολία παράγεται είτε από επιταχυνόµενα µεµονωµένα φορτία 
είτε από χρονικά µεταβαλλόµενα ρεύµατα. Συστήµατα φορτίων ή ρευµάτων 
που είναι πηγές στατικών Η/Μ πεδίων δεν ακτινοβολούν.  

 
    4) Ο τύπος του Larmor (10.79) ισχύει ανεξάρτητα αν το φορτίο q «επιταχύνεται» 
(αυξάνει το µέτρο υ της ταχύτητάς του) ή «επιβραδύνεται» (ελαττώνεται το υ). Πράγ-
µατι, η ακτινοβολούµενη ισχύς εξαρτάται µόνο από το τετράγωνο του µέτρου a της 
επιτάχυνσης του q (προσέξτε επίσης ότι η ισχύς είναι ανεξάρτητη από το πρόσηµο 
του φορτίου). Έτσι, ένα επιβραδυνόµενο φορτισµένο σωµάτιο εκπέµπει Η/Μ ακτινο-
βολία η οποία καλείται ακτινοβολία επιβράδυνσης ή bremsstrahlung. Τέτοιας µορφής 
ακτινοβολία εκπέµπεται, για παράδειγµα, όταν ένα ταχέως κινούµενο ηλεκτρόνιο 
προσκρούει σε ένα στόχο µε αποτέλεσµα να υποστεί απότοµη επιβράδυνση. Με το 
µηχανισµό αυτό κυρίως παράγεται η ακτινοβολία στους σωλήνες ακτίνων Χ.  
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10.13  Ακτινοβολία Ηλεκτρικού ∆ιπόλου  
 
Μια ειδική διάταξη επιταχυνόµενων φορτίων είναι ένα παλλόµενο ηλεκτρικό δίπολο. 
Μια τέτοια διάταξη εκποµπής ακτινοβολίας είναι, για παράδειγµα, η γραµµική κεραία 
ενός ραδιοφωνικού σταθµού. Πρόκειται στην ουσία για ένα ηλεκτρικό δίπολο  
 
 
 
διπολικής ροπής p q s=

G G , στο οποίο το φορτίο ταλαντώνεται από το ένα άκρο στο άλ-
λο έτσι ώστε τη χρονική στιγµή t να ισούται µε  
 
                                               q (t) = q0 cos ωt    (q0 > 0)      (10.80) 
 
Υποθέτουµε ότι το sG  είναι σταθερό διάνυσµα ανεξάρτητο από το πρόσηµο της στιγ-
µιαίας τιµής q του φορτίου. Αυτό σηµαίνει ότι, µια δεδοµένη χρονική στιγµή, η διπο-
λική ροπή p q s=

G G , η οποία κατευθύνεται πάντα από το αρνητικό προς το θετικό φορ-
τίο, είναι οµόρροπη ή αντίρροπη µε το sG  ανάλογα µε το αν q>0 ή q<0, αντίστοιχα, 
τη στιγµή αυτή. Η ροπή αυτή ταλαντώνεται µε συχνότητα ω αλλάζοντας περιοδικά 
κατεύθυνση. Αν ˆ /u s s=

G  ( | |s s=
G ) είναι το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση του 

sG , έχουµε:  
 
              0 0ˆ ˆ( ) ( ) ( cos ) ( cos )p t q t s q s t u p t uω ω= = =

G G    όπου   p0 = q0 s  (10.81) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    Το σύστηµα αυτό εκπέµπει Η/Μ ακτινοβολία συχνότητας ω=2πf . Η ακτινοβολία 
διαδίδεται ακτινικά προς όλες τις κατευθύνσεις µε την ταχύτητα του φωτός. Σε κάθε 
σηµείο του χώρου µακριά από το δίπολο τα πεδία E

G
 και B

G
 είναι σε φάση, κάθετα 

µεταξύ τους και κάθετα προς τη διεύθυνση διαδόσεως, και οι στιγµιαίες τιµές τους 
συνδέονται µε τη σχέση E=cB. Επιπλέον, τα πλάτη των E

G
 και B

G
 ελαττώνονται κατά 

τον παράγοντα 1/r (όπου r η απόσταση του σηµείου παρατήρησης Σ από το δίπολο) 
καθώς το κύµα αποµακρύνεται από την πηγή (δίπολο), οι δε επιφάνειες σταθερών 
φάσεων (ισοφασικές επιφάνειες) είναι σφαίρες µε κέντρο το δίπολο. Κύµατα τέτοιας 
µορφής ονοµάζονται σφαιρικά κύµατα.  
 
    Η ένταση της Η/Μ ακτινοβολίας στο σηµείο Σ είναι  
 

                                   
2

2 4
0 2

sin( , ) ( )I r ΄ p
r
θθ σταθερα ω= ⋅         (10.82) 

 
ενώ η ολική εκπεµπόµενη ισχύς είναι  
 

• •q− q+sG

•

•

Σi

q−

q+

sG
θ

r

û
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                                               2 4
0( )P ΄ pσταθερα ω= ⋅         (10.83) 

 
    Μια εναλλακτική µορφή παλλόµενου ηλεκτρικού διπόλου είναι εκείνη όπου τα 
φορτία είναι χρονικά σταθερά, ίσα κατ’ απόλυτη τιµή µε q0 , αλλά το διάνυσµα sG  µε-
ταβάλλεται αρµονικά µε το χρόνο: 0 0 ˆ( ) cos ( cos )s t s t s t uω ω= =

G G . Τότε,  
 
                              0 0 0 0ˆ ˆ( ) ( ) ( cos ) ( cos )p t q s t q s t u p t uω ω= = =

G G     
 
όπως πριν. (Το sG  τώρα δεν είναι σταθερό, κατευθύνεται όµως πάντα από το αρνητικό 
προς το θετικό φορτίο και είναι οµόρροπο µε το pG . Τα δύο φορτία εναλλάσσουν θέ-
σεις ανάλογα µε την κατεύθυνση του sG .) Αυτό το µοντέλο ταλαντωτή χρησιµοποιεί-
ται για να περιγράψει την απορρόφηση και επανεκποµπή ακτινοβολίας από τα άτοµα 
ή τα µόρια των διηλεκτρικών µέσων, όπως θα δούµε παρακάτω.  
 
    Ας δούµε τώρα ένα παράδειγµα παλλόµενου ηλεκτρικού διπόλου. Φανταστείτε ότι 
συνδέουµε δύο µεταλλικά σφαιρίδια µε µια πηγή τάσης V :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Τι αντιλαµβάνεται ένας παρατηρητής στο σηµείο Σ σε απόσταση r από το σύστηµα; 
Έστω ότι αρχικά η πηγή µένει σταθερή (V=V0=σταθ.). Τότε, τα φορτία +q και –q στα 
σφαιρίδια µένουν σταθερά, το ηλεκτρικό πεδίο E

G
 στο χώρο είναι στατικό, το µαγνη-

τικό πεδίο B
G

 είναι µηδέν, και καµία µεταβολή (διαταραχή) δεν γίνεται αντιληπτή από 
τον παρατηρητή στο Σ. Θεωρούµε τώρα την περίπτωση όπου η τάση της πηγής είναι 
περιοδικά εναλλασσόµενη. Όταν η πολικότητα της πηγής αντιστρέφεται, το ίδιο συµ-
βαίνει και µε την κατεύθυνση του E

G
 κοντά στο δίπολο. Ο παρατηρητής στο Σ, όµως, 

δεν το αντιλαµβάνεται αυτό ακαριαία αλλά µετά από χρονικό διάστηµα ∆t=r/c, όσο 
χρειάζεται για να ταξιδέψει η «πληροφορία» από το δίπολο στο Σ σε απόσταση r από 
το παλλόµενο σύστηµα. Τώρα, η αντιστροφή της πολικότητας της πηγής συνοδεύεται 
από ροή φορτίου (ηλεκτρικό ρεύµα) κατά µήκος του διπόλου, άρα από εµφάνιση µα-
γνητικού πεδίου γύρω από το δίπολο. Και πάλι, ο παρατηρητής στο Σ αντιλαµβάνεται 
το B

G
 µετά από χρόνο ∆t=r/c από τη στιγµή της δηµιουργίας του. Προσέξτε ότι η µε-

ταβολή του ηλεκτρικού πεδίου συνοδεύεται από εµφάνιση µαγνητικού πεδίου, σύµ-
φωνα µε το νόµο Ampère-Maxwell. Προσέξτε επίσης ότι, λόγω της περιοδικότητας 
του V, τα φορτία ταλαντώνονται άρα επιταχύνονται συνεχώς, ενώ και το ρεύµα κατά 
µήκος του διπόλου είναι µεταβαλλόµενο. Όπως γνωρίζουµε, οι συνθήκες αυτές είναι 
προϋποθέσεις για την εκποµπή Η/Μ ακτινοβολίας.  
 
 

+

−
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Σ
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10.14  Ακτινοβολία Μαγνητικού ∆ιπόλου  
 
Μια ειδική διάταξη χρονικά-µεταβαλλόµενου ρεύµατος είναι ένα παλλόµενο µαγνη-
τικό δίπολο (παράδειγµα: µια κυκλική κεραία εκποµπής). Θεωρούµε έναν κυκλικό 
ρευµατικό βρόχο ακτίνας R (άρα, εµβαδού a=πR2) στο επίπεδο xy, ο οποίος διαρρέε-
ται από εναλλασσόµενο ρεύµα της µορφής  
 
                                               I (t) = I0 cos ωt    (I0 > 0)         (10.84) 
 
 
 
 
 
  
  
   
 
 
Κατά συνθήκη, ένα ρεύµα στο επίπεδο xy θα θεωρείται ως θετικό αν κινείται αριστε-
ρόστροφα ενώ ως αρνητικό αν κινείται δεξιόστροφα. Έτσι, π.χ., τη χρονική στιγµή 
t=0 το αρχικό ρεύµα Ι0 είναι αριστερόστροφο, η φορά του ρεύµατος όµως αλλάζει 
περιοδικά µε το χρόνο.  
 
    Η µαγνητική διπολική ροπή του βρόχου τη χρονική στιγµή t είναι   
 
                         2

0ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( cos )z zm t I t a I t a u I R t uπ ω= = = ⇒
G G       

 
                         0 ˆ( ) ( cos ) zm t m t uω=

G    όπου   m0= I0 a = I0 π R2        (10.85) 
 
Προσέξτε ότι το mG  είναι στην κατεύθυνση +z όταν Ι >0 (αριστερόστροφο ρεύµα) 
ενώ είναι στην κατεύθυνση –z όταν Ι < 0 (δεξιόστροφο ρεύµα). Έτσι, η διπολική ροπή 
αλλάζει περιοδικά κατεύθυνση ανάλογα µε τη φορά τού Ι.  
 
    Το παραπάνω σύστηµα, όπως και αυτό της προηγούµενης παραγράφου, εκπέµπει 
σφαιρικά Η/Μ κύµατα συχνότητας ω=2πf . Η ένταση της Η/Μ ακτινοβολίας στο ση-
µείο Σ είναι  
 

                                 
2

2 4
0 2

sin( , ) ( )I r ΄ m
r
θθ σταθερα ω= ⋅         (10.86) 

 
ενώ η ολική εκπεµπόµενη ισχύς είναι  
 
                                          2 4

0( )P ΄ mσταθερα ω= ⋅         (10.87) 
 
Παρατηρήστε τις οµοιότητες ανάµεσα στις εξισώσεις για το ηλεκτρικό και το µαγνη-
τικό δίπολο!  
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10.15  Φάσµα της Η/Μ Ακτινοβολίας  
 
Η Η/Μ ακτινοβολία καλύπτει µια ευρύτατη περιοχή συχνοτήτων που καλείται φάσµα 
της Η/Μ ακτινοβολίας. Για πρακτικούς λόγους οι διάφορες συνιστώσες του φάσµατος 
καταχωρίζονται σε συγκεκριµένες περιοχές, ανάλογα µε τη συχνότητα και τον τρόπο 
παραγωγής των Η/Μ κυµάτων. Κατά αυξανόµενη συχνότητα f, οι περιοχές αυτές εί-
ναι:  
 
    1) Ραδιοκύµατα (µερικά Hz έως 109 Hz). Παράγονται από παλλόµενα ηλεκτρικά 
κυκλώµατα και κεραίες. Υποδιαιρούνται σε µεσαία (ραδιοφωνία ΑΜ, 500-1600 kHz), 
βραχέα (ραδιοφωνία ΑΜ, 6-25 ΜHz), και υπερβραχέα (ραδιοφωνία FΜ, τηλεόραση,  
30-1000 ΜHz).  

    2) Μικροκύµατα (δορυφορική τηλεπικοινωνία, 109 - 3×1011 Hz). Επίσης παράγονται 
από παλλόµενα ηλεκτρικά κυκλώµατα και κεραίες.  

    3) Υπέρυθρη ακτινοβολία (3×1011 - 4×1014 Hz). Εκπέµπεται από µόρια και θερµά 
σώµατα.  

    4) Ορατό φως (4×1014 - 8×1014 Hz). Εκπέµπεται από διηγερµένα άτοµα ή µόρια. 
Κατά αυξανόµενη συχνότητα: κόκκινο, πορτοκαλί, κίτρινο, πράσινο, µπλε, ιώδες.  

    5) Υπεριώδης ακτινοβολία (8×1014 - 3×1017 Hz). Εκπέµπεται και αυτή από διηγερ-
µένα άτοµα ή µόρια.  

    6) Ακτίνες Χ  (3×1017 - 5×1019 Hz). Εκπέµπονται από διηγερµένα άτοµα ή παράγο-
νται µε το µηχανισµό τού bremsstrahlung (βλ. Παρ.10.12).  

    7) Ακτίνες γ  (3×1018 - 3×1022 Hz). Εκπέµπονται από διηγερµένους πυρήνες.  
 
 
10.16  Απορρόφηση Η/Μ Ακτινοβολίας από ∆ιηλεκτρικά (Μονωτές)  
 
Όταν ένα Η/Μ κύµα προσπίπτει σε ένα άτοµο (ή µόριο) ενός διηλεκτρικού (µονωτι-
κού) µέσου, τα πεδία E

G
 και B

G
 του κύµατος αλληλεπιδρούν µε τα δέσµια ηλεκτρόνια 

του ατόµου. Η επίδραση του B
G

 θεωρείται αµελητέα για µικρές τιµές της ταχύτητας υ 
ενός ηλεκτρονίου, αν συγκρίνουµε τη µαγνητική µε την ηλεκτρική δύναµη που α-
σκούνται στο ηλεκτρόνιο, λαµβάνοντας υπόψη ότι Ε �  cB :  

            ( ) 0e e

F
F q B q E F

c c F c
µαγν

µαγν ηλ
ηλ

υ υ υυ = ⇒� � � �    όταν   cυ <<      

(όπου qe η απόλυτη τιµή του φορτίου του ηλεκτρονίου). Προσέξτε ότι οι δύο δυνά-
µεις γίνονται συγκρίσιµες στο όριο που υ→ c, δηλαδή στην περιοχή των υψηλών ε-
νεργειών (βλ. και Κεφ.9, Πρόβλ.6) .  
 
    Έστω 0 cos( )E E k x tω= −

G G
 το ηλεκτρικό πεδίο ενός µονοχρωµατικού κύµατος που 

προσπίπτει σε ένα δέσµιο ηλεκτρόνιο ενός ατόµου του διηλεκτρικού. Θεωρώντας ότι 
το x µεταβάλλεται ελάχιστα στον περιορισµένο χώρο όπου κινείται το ηλεκτρόνιο, 
θέτουµε εξαρχής x=0,  οπότε 0 cosE E tω

G G
� . Υπό την επίδραση της ηλεκτρικής δύνα-

µης 0 cose eF q E q E tω= − = −
G G G

, το ηλεκτρόνιο εκτελεί εξαναγκασµένες ταλαντώσεις 
συχνότητας ω ίδιας µε αυτήν του προσπίπτοντος κύµατος. Ο ρυθµός µε τον οποίο το 
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ηλεκτρόνιο απορροφά ενέργεια από το κύµα (δηλαδή, η µέση ισχύς που µεταφέρεται 
από το κύµα στον ταλαντωτή) αποκτά µέγιστη τιµή όταν υφίσταται ενεργειακός συ-
ντονισµός, πράγµα που µε τη σειρά του συµβαίνει όταν η συχνότητα ω=2πf του κύ-
µατος ισούται µε τη φυσική συχνότητα ταλάντωσης του ηλεκτρονίου. Η συχνότητα 
αυτή είναι οποιαδήποτε από τις συχνότητες ω1 , ω2 , ω3 ,…, του φάσµατος απορρόφη-
σης του ατόµου (ή µορίου) στο οποίο ανήκει το ηλεκτρόνιο.  
 
    Το άτοµο τώρα συµπεριφέρεται σαν ένα παλλόµενο ηλεκτρικό δίπολο που εξανα-
γκάζεται να ταλαντώνεται µε συχνότητα ω. (Το φορτίο qe του διπόλου είναι σταθερό 
αλλά η απόσταση µεταξύ του ταλαντούµενου ηλεκτρονίου και του θετικού ιόντος που 
αποτελεί το υπόλοιπο µέρος του ατόµου µεταβάλλεται αρµονικά.) Το άτοµο λοιπόν 
θα εκπέµπει Η/Μ ακτινοβολία της ίδιας συχνότητας ω µε αυτήν του προσπίπτοντος 
κύµατος. Την ενέργεια που ακτινοβολεί το άτοµο την απορρόφησε από το προσπίπτον 
Η/Μ κύµα µέσω ενός εκ των δέσµιων ηλεκτρονίων του. Η ενέργεια αυτή δεν επι-
στρέφεται ποτέ στην προσπίπτουσα ακτινοβολία αλλά επανεκπέµπεται άτακτα σε τυ-
χαίες κατευθύνσεις. Η διαδικασία αυτή καλείται σκέδαση της Η/Μ ακτινοβολίας και 
έχει σαν αποτέλεσµα την ελάττωση του ενεργειακού περιεχοµένου της προσπίπτου-
σας ακτινοβολίας. (Έχουµε εδώ µια περίπτωση απορρόφησης Η/Μ ακτινοβολίας που 
δεν οφείλεται στην αγωγιµότητα του υλικού µέσου!)  
 
    Το φαινόµενο της απορρόφησης γίνεται ιδιαίτερα έντονο καθώς η συχνότητα ω της 
προσπίπτουσας ακτινοβολίας πλησιάζει κάποια από τις συχνότητες ω1 , ω2 , ω3 ,…, 
του φάσµατος απορρόφησης του ατόµου (ή µορίου) του διηλεκτρικού. Αν η απορρό-
φηση είναι αµελητέα για κάποια συχνότητα ω, λέµε ότι το υλικό είναι διαφανές στη 
συχνότητα αυτή. Αντίθετα, το υλικό είναι αδιαφανές στις περιοχές συχνοτήτων γύρω 
από τις συχνότητες συντονισµού ω1 , ω2 ,…, των ατόµων του. Για παράδειγµα, η χα-
µηλότερη συχνότητα ω1 για το γυαλί βρίσκεται στην υπεριώδη περιοχή του φάσµατος 
της Η/Μ ακτινοβολίας. Έτσι, το γυαλί είναι διαφανές στο ορατό φως αλλά αδιαφανές 
στις υπεριώδεις ακτίνες.  
 
    Στο φαινόµενο της σκέδασης της Η/Μ ακτινοβολίας οφείλεται το παρατηρούµενο 
χρώµα του ουρανού. Η ηλιακή ακτινοβολία που προσπίπτει στα άτοµα της ατµόσφαι-
ρας της Γης καλύπτει µια ευρεία περιοχή συχνοτήτων (λευκό φως), αλλά η ενέργεια 
που απορροφάται και επανεκπέµπεται (σκεδάζεται) από τα ατµοσφαιρικά άτοµα α-
ντιστοιχεί στο µεγαλύτερο µέρος της στις υψηλότερες συχνότητες. Έτσι, η σκέδαση 
είναι εντονότερη στο µπλε απ’ ό,τι στο κόκκινο. Όταν λοιπόν κοιτάζουµε τον ουρανό 
την ηµέρα, αυτό που παρατηρούµε είναι το σκεδαζόµενο µπλε φως, εκτός αν κοιτά-
ξουµε απευθείας στον Ήλιο οπότε βλέπουµε το κιτρινωπό χρώµα του (ό,τι αποµένει 
από το λευκό µετά την αφαίρεση ενός σχετικά µικρού µέρους από το µπλε). Από την 
άλλη µεριά, το ξηµέρωµα και το σούρουπο οι ακτίνες του Ήλιου µάς έρχονται από τα 
βάθη του ορίζοντα και διατρέχουν πολύ µεγαλύτερες αποστάσεις µέχρι να φτάσουν 
σ’ εµάς. Έτσι, µεγάλο µέρος από τη µπλε συνιστώσα του ηλιακού φωτός έχει ήδη 
αφαιρεθεί λόγω της σκέδασης στην ατµόσφαιρα, πράγµα που εξηγεί γιατί ο Ήλιος 
µάς φαίνεται κοκκινωπός τις ώρες εκείνες.  
 
 
 
 
 
 



190 ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΣΜΟΣ 

10.17  Συχνότητα Πλάσµατος Αγώγιµου Μέσου  
 
Στα αγώγιµα µέσα η απορρόφηση της Η/Μ ακτινοβολίας οφείλεται κυρίως στην επί-
δραση του Η/Μ κύµατος πάνω στα ελεύθερα φορτία, σε αντίθεση µε τα διηλεκτρικά 
µέσα όπου η απορρόφηση οφείλεται στα δέσµια φορτία. Η διάδοση Η/Μ κυµάτων 
µέσα σε αγωγούς µελετήθηκε στην Παρ.10.9 και σαν βασικό σηµείο εκκίνησης ήταν 
ο νόµος του Ohm: fJ Eσ=

G G
. Χωρίς να το κάνουµε θέµα, υποθέσαµε αυτονόητα ότι η 

ειδική αγωγιµότητα σ του µέσου είναι σταθερή ποσότητα. Στην πραγµατικότητα όµως 
αυτό ισχύει για σχετικά χαµηλές συχνότητες ω του διερχόµενου κύµατος. Για τις συ-
χνότητες αυτές µπορούµε να θεωρούµε ότι σ ≈ σ0 , όπου σ0 η στατική τιµή της ειδικής 
αγωγιµότητας (αυτή που υπεισέρχεται στο νόµο του Ohm όταν το πεδίο E

G
 είναι στα-

τικό). Για έναν καλό αγωγό σε θερµοκρασία δωµατίου, η ειδική αγωγιµότητα µπορεί 
να θεωρείται σταθερή όταν το ω δεν ξεπερνάει τις συχνότητες των µικροκυµάτων.  
 
    Όταν λοιπόν Η/Μ ακτινοβολία σχετικά χαµηλής συχνότητας ω προσπίπτει στην 
επιφάνεια ενός αγωγού, παρατηρούνται τα φαινόµενα που περιγράψαµε στις 
Παρ.10.9 και 10.10: το µεγαλύτερο µέρος της ενέργειας του προσπίπτοντος κύµατος 
ανακλάται στην επιφάνεια του αγωγού, ενώ το µικρό µέρος που εισέρχεται στο υλικό 
γρήγορα απορροφάται από αυτό. Όπως µάλιστα είδαµε, µε την αύξηση του ω ελατ-
τώνεται το επιδερµικό βάθος ∆, άρα και η διεισδυτικότητα του κύµατος.  
 
    Καθώς όµως η συχνότητα ω του κύµατος αυξάνει, το σ αρχίζει να εξαρτάται από 
το ω, µε τον ίδιο τρόπο που η διηλεκτρική «σταθερά» ενός µονωτή εξαρτάται από το 
ω (βλ. Παρ.10.7). Όταν το ω ξεπεράσει µια οριακή τιµή ωp , χαρακτηριστική για το 
αγώγιµο υλικό, το επιδερµικό βάθος αυξάνει απεριόριστα και το υλικό επιτρέπει τη 
διέλευση της ακτινοβολίας µε αµελητέα απορρόφηση καθώς και µε µικρή ανακλαστι-
κότητα. Η ωp καλείται κυκλική συχνότητα πλάσµατος του υλικού, ενώ η  fp=ωp /2π κα-
λείται συχνότητα πλάσµατος. Έτσι,  
 

ένα αγώγιµο υλικό εµφανίζεται «διαφανές» για κάθε Η/Μ ακτινοβολία µε 
συχνότητα  f  > fp  .  

 
Για τα περισσότερα µέταλλα,  fp ≈ 3×1016 Hz. Έτσι, αν και τα µέταλλα είναι αδιαφανή 
στο ορατό φως, καθίστανται διαφανή στην υπεριώδη ακτινοβολία.  
 
    Τα µέταλλα όµως δεν είναι τα µόνα υλικά που εµφανίζουν αγωγιµότητα. Ενδιαφέ-
ρον παρουσιάζει και µια κατάσταση της ύλης που ονοµάζεται πλάσµα. Με τον όρο 
αυτό εννοούµε ένα αέριο στο οποίο ένας µεγάλος αριθµός ατόµων ή µορίων έχουν 
υποστεί ιονισµό. Έτσι, το πλάσµα είναι ένα µείγµα ελεύθερων ηλεκτρονίων και θετι-
κών ιόντων. Η αγωγιµότητά του οφείλεται κυρίως στα ελεύθερα ηλεκτρόνια, αφού τα 
θετικά ιόντα είναι σχετικά δυσκίνητα λόγω της µεγάλης τους µάζας. Ένα φυσικό πα-
ράδειγµα πλάσµατος είναι η ιονόσφαιρα, το στρώµα δηλαδή της γήινης ατµόσφαιρας 
που εκτείνεται από περίπου 60 km µέχρι 200-300 km πάνω από την επιφάνεια της Γης. 
Ο ιονισµός προκαλείται από την απορρόφηση της ηλιακής υπεριώδους ακτινοβολίας 
από τα άτοµα της ατµόσφαιρας. Η συχνότητα πλάσµατος fp της ιονόσφαιρας είναι  
στην περιοχή των ραδιοκυµάτων FM. Κάθε ακτινοβολία συχνότητας  f < fp (όπως, 
π.χ., ραδιοκύµατα ΑΜ) που προσπίπτει στο στρώµα αυτό υφίσταται ανάκλαση (κυ-
ρίως) και µερική απορρόφηση. Ακτινοβολίες όµως µε  f  > fp (όπως, π.χ., ραδιοκύµατα 



 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10 191 

i i
ΓΗ 

Ιονόσφαιρα 

Α Β 

FΜ, µικροκύµατα, υπέρυθρη ακτινοβολία, ορατό φως, κλπ.) διαπερνούν την ιονό-
σφαιρα µε µικρές µόνο απώλειες λόγω ανάκλασης ή απορρόφησης.  
 
    Το φαινόµενο της ανάκλασης για f < fp αξιοποιείται στις τηλεπικοινωνίες για τη 
διάδοση των ραδιοκυµάτων ΑΜ. Το σήµα ανακλάται πίσω στη Γη όταν φτάσει στην 
ιονόσφαιρα:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Με τον τρόπο αυτό είναι εφικτή η επικοινωνία µεταξύ δύο αποµακρυσµένων σηµείων 
Α και Β στην επιφάνεια της Γης, έστω κι αν η διάδοση του σήµατος σε ευθεία γραµµή 
είναι αδύνατη λόγω της καµπυλότητας της Γης (η Γη είναι αγωγός και απορροφά τα 
κύµατα επιφανείας). Τούτο εξηγεί γιατί οι σταθµοί ΑΜ που εκπέµπουν στα βραχέα 
ακούγονται σε µακρύτερες αποστάσεις απ’ ό,τι οι σταθµοί FM, ιδιαίτερα µάλιστα κα-
τά τη νύχτα όπου το κατώτερο ύψος της ιονόσφαιρας αυξάνει λόγω απουσίας της η-
λιακής υπεριώδους ακτινοβολίας, πράγµα που επιτρέπει στο ανακλώµενο κύµα να 
φτάσει σε αποµακρυσµένες περιοχές τις οποίες δεν µπορεί να προσεγγίσει κατά τη 
διάρκεια της µέρας. (Σηµειώνουµε ότι τα FM ελάχιστα ανακλώνται στην ιονόσφαιρα, 
και ως κύµατα επιφανείας η εµβέλειά τους είναι σχετικά µικρή λόγω της υψηλής τους 
συχνότητας, η οποία εν τούτοις είναι κατώτερη από τη συχνότητα πλάσµατος της επι-
φάνειας της Γης.)  
 
    Σηµείωση 1: Τα βραχέα ΑΜ ακούγονται σε µεγαλύτερες αποστάσεις από τα µε-
σαία ΑΜ, για τον εξής λόγο: Τα ΑΜ είναι ταυτόχρονα κύµατα επιφανείας και κύµατα 
από ανάκλαση στην ιονόσφαιρα. Η συχνότητά τους (όπως και αυτή των FM) είναι 
πολύ µικρότερη από τη συχνότητα πλάσµατος της επιφάνειας της Γης. Τα βραχέα, ως 
πιο υψίσυχνα, απορροφώνται γρήγορα από το έδαφος (το οποίο έχει αγώγιµες ιδιότη-
τες) κι έτσι σε µεγάλες αποστάσεις είναι αµιγώς κύµατα ανακλάσεως. Αντίθετα, τα 
κύµατα επιφανείας των µεσαίων, έχοντας χαµηλότερες συχνότητες, «επιβιώνουν» σε 
µεγαλύτερες αποστάσεις και δηµιουργούν φαινόµενα συµβολής µε τα ανακλώµενα. Η 
συµβολή αυτή προκαλεί παραµόρφωση του σήµατος σε µεγάλες αποστάσεις από το 
σταθµό εκποµπής. Το σήµα των µεσαίων ακούγεται ευκρινώς µόνο σε µέσες αποστά-
σεις όπου το ανακλώµενο κύµα είναι ακόµα αµελητέο.  
 
    Στην περίπτωση που θέλουµε να επικοινωνήσουµε µε διαστηµόπλοια ή µε δορυ-
φόρους που βρίσκονται στο διάστηµα, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε υψίσυχνα κύ-
µατα µε συχνότητες µεγαλύτερες από τη συχνότητα πλάσµατος της ιονόσφαιρας διότι 
αυτά διαπερνούν την ιονόσφαιρα χωρίς µεγάλες απώλειες λόγω ανάκλασης ή απορ-
ρόφησης. Τέτοιες επικοινωνίες γίνονται µε τη χρήση µικροκυµάτων. Σαν εφαρµογή, η 
διάδοση υψίσυχνων σηµάτων σε πολύ µεγάλες αποστάσεις πάνω στη Γη γίνεται µε τη 
βοήθεια τηλεπικοινωνιακών δορυφόρων, οι οποίοι παίζουν παρόµοιο ρόλο µε αυτόν 
της ιονόσφαιρας στην περίπτωση των ραδιοκυµάτων ΑΜ.  
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    Το γεγονός ότι η υπέρυθρη και η ορατή ακτινοβολία διαπερνούν την ιονόσφαιρα 
(διότι  f  >>fp) έχει πολύ µεγάλη σηµασία για τη ζωή πάνω στη Γη, αφού έτσι η Γη 
µπορεί να θερµαίνεται και να φωτίζεται από τον Ήλιο. Αντίθετα, η συχνότητα πλά-
σµατος της θάλασσας είναι πολύ υψηλή, πάνω από την ορατή περιοχή του φάσµατος 
( fp ≥1015 Hz) κι έτσι δεν επιτρέπει τη διέλευση θερµικής ή ορατής ακτινοβολίας σε 
µεγάλα βάθη.  
 
    Αλήθεια, γιατί δεν επικοινωνούµε µε τα υποβρύχια µε πολύ υψίσυχνα Η/Μ σή-
µατα, πάνω από τη συχνότητα πλάσµατος της θάλασσας ; ∆ιότι Η/Μ ακτινοβολία τέ-
τοιων συχνοτήτων είναι επικίνδυνη, τόσο για τον άνθρωπο όσο και για τη λειτουργία 
των συσκευών του υποβρυχίου!  
 
 
    Σηµείωση 2: Τα ραδιοκύµατα ΑΜ (amplitude modulated) µεταφέρουν το σήµα µέ-
σω ενός Η/Μ κύµατος µε δοσµένη συχνότητα και κατάλληλα διαµορφωµένο πλάτος, 
ενώ τα FM (frequency modulated) χρησιµοποιούν κύµα δοσµένου πλάτους και κα-
τάλληλα µεταβαλλόµενης συχνότητας. Σκεφτείτε το ως εξής: Έστω ότι θέλουµε να 
στείλουµε ένα κωδικοποιηµένο µήνυµα αναβοσβήνοντας έναν φακό. Υπάρχουν δύο 
τρόποι να το κάνουµε: (α) Αναβοσβήνουµε µε σταθερό ρυθµό αλλά αυξοµειώνουµε 
την ένταση της φωτεινής δέσµης. (β) Αναβοσβήνουµε µε µεταβαλλόµενο ρυθµό, κρα-
τώντας τη φωτεινή ένταση σταθερή. Ο πρώτος τρόπος µετάδοσης πληροφορίας (δια-
µόρφωση πλάτους) αντιστοιχεί στα ΑΜ, ενώ ο δεύτερος τρόπος (διαµόρφωση συχνό-
τητας) αντιστοιχεί στα FM.   
 
    Τα ΑΜ έχουν δύο βασικά µειονεκτήµατα: (α) Μαζί µε την χρήσιµη πληροφορία, 
έχουν την τάση να µεταφέρουν και ηλεκτρικούς θορύβους που συναντούν στο δρόµο 
τους (π.χ., από οικιακές ηλεκτρικές συσκευές ή καταιγίδες). (β) ∆εν παρέχουν ήχο 
υψηλής πιστότητας στο δέκτη. Τα FM, αντίθετα, δεν επηρεάζονται από θορύβους και 
προσφέρουν σήµα υψηλής πιστότητας. Για το λόγο αυτό, η µουσική ακούγεται πολύ 
καλλίτερα στα FM.  
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1. Να δοθεί η γενική µαθηµατική έκφραση (πραγµατική και µιγαδική) ενός επίπεδου 
αρµονικού κύµατος ( , )r tξ G  που διαδίδεται (α) στην κατεύθυνση +y, (β) στην κατεύ-
θυνση –z.  
 
2. Ένα επίπεδο Η/Μ κύµα διαδίδεται στην κατεύθυνση –x. Ο στιγµιαίος προσανατο-
λισµός του πεδίου B

G
 σε κάποιο σηµείο του χώρου είναι στην κατεύθυνση –z. Ποιος 

είναι ο αντίστοιχος προσανατολισµός του πεδίου E
G

;  
 
3. ∆είξτε αναλυτικά ότι τα στάσιµα κύµατα (10.60) είναι λύσεις της κυµατικής εξί-
σωσης (10.61).  
 
4. ∆ύο υλικά µέσα, ένα αγώγιµο και ένα µη-αγώγιµο, έχουν τις ίδιες τιµές των ε και µ 
(π.χ., θαλάσσιο και αποσταγµένο νερό). Να συγκριθούν οι ταχύτητες διάδοσης ενός 
επίπεδου Η/Μ κύµατος συχνότητας ω στα δύο αυτά µέσα.  
 
5. Ένα αγώγιµο µέσο έχει σταθερές τιµές των ε, µ, σ, ανεξάρτητες από τη συχνότητα 
ω µε την οποία «ταλαντώνεται» το Η/Μ πεδίο στο εσωτερικό του. Να συγκριθούν οι 
ταχύτητες διάδοσης υ1 και υ2 , στο µέσο αυτό, δύο επίπεδων Η/Μ κυµάτων µε συχνό-
τητες ω1 και ω2 , όπου ω1< ω2 .  
 
6. ∆ύο επίπεδα κύµατα χαµηλών συχνοτήτων ω1 και ω2=2ω1 προσπίπτουν στην επι-
φάνεια ενός αγώγιµου µέσου. Ποιο κύµα θα προχωρήσει περισσότερο πριν υποστεί 
ολική απορρόφηση;  
 
7. Θεωρούµε δύο µέταλλα Μ1 και Μ2 . Τα επιδερµικά βάθη στα µέταλλα αυτά για την 
ορατή περιοχή του φάσµατος της Η/Μ ακτινοβολίας ικανοποιούν την ανισοτική σχέ-
ση ∆1<<∆2 . Ποιο από τα δύο µέταλλα θα χρησιµοποιούσατε για να κατασκευάσετε 
έναν καθρέφτη;  
 
8. Ποιο από τα παρακάτω φυσικά συστήµατα ακτινοβολεί, και γιατί: (α) ένα ηλε-
κτρόνιο που κινείται κυκλικά µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα; (β) ένα κυκλικό ρεύµα 
σταθερής έντασης Ι ;  
 
9. Στο κέντρο µιας µεγάλης σφαίρας βρίσκεται ένα µικρό ηλεκτρικό δίπολο το οποίο 
πάλλεται κατά µήκος κατακόρυφου άξονα διερχόµενου από το κέντρο της σφαίρας. 
Σε ποια σηµεία της σφαιρικής επιφάνειας είναι η ένταση της εκπεµπόµενης Η/Μ  
ακτινοβολίας µέγιστη, και σε ποια σηµεία ελάχιστη; Επαναλάβετε το πρόβληµα θεω-
ρώντας ένα παλλόµενο µαγνητικό δίπολο στο κέντρο της σφαίρας.  
 
10. Πού είναι προτιµότερο να ακούµε ραδιόφωνο, µέσα σε ένα µεταλλικό ή µέσα σε 
ένα γυάλινο δωµάτιο;  
 
11. Μια καλοκαιρινή µέρα κλεινόµαστε µέσα σε ένα σκοτεινό µεταλλικό δωµάτιο. 
Θα χρειαστεί να έχουµε µαζί το αντηλιακό µας;  
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12. Ο κυβερνήτης ενός υποβρυχίου (το οποίο βρίσκεται σε κατάδυση µικρού βάθους) 
και ο κυβερνήτης ενός διαστηµόπλοιου ενδιαφέρονται για το αποτέλεσµα ενός ποδο-
σφαιρικού αγώνα ο οποίος µεταδίδεται ραδιοφωνικά από τους σταθµούς SPORT FM 
(107.4 MHz) και SPORT AM (560 kHz). Με ποιο σταθµό θα προτιµήσει να συντονί-
σει το δέκτη του ο κάθε κυβερνήτης ; [Υπόδειξη: Η συχνότητα πλάσµατος της θάλασ-
σας είναι πολύ υψηλότερη από τις ραδιοσυχνότητες, ενώ για την ιονόσφαιρα η συ-
χνότητα αυτή είναι στην περιοχή των ραδιοκυµάτων FM. Πώς µεταβάλλεται η διεισ-
δυτικότητα των Η/Μ κυµάτων σε ένα αγώγιµο µέσο σαν συνάρτηση του ω για 
ω<<ωp ; Τι συµβαίνει για συχνότητες που υπερβαίνουν την ωp ; ]  
 
13. Ο Maxwell αναλαµβάνει κυβερνήτης σε φρεγάτα. Το πλοίο διαθέτει (α) radar, (β) 
sonar, (γ) αναµεταδότη ραδιοκυµάτων ΑΜ, και (δ) αναµεταδότη ραδιοκυµάτων FM. 
Η αποστολή του είναι (1) να ανιχνεύσει τυχόν εχθρικά υποβρύχια σε µεγάλο βάθος, 
(2) να ανιχνεύσει την ύπαρξη εχθρικών πλοίων στη θαλάσσια περιοχή ευθύνης του, 
(3) να αναµεταδώσει τη ραδιοφωνική περιγραφή ενός ποδοσφαιρικού αγώνα σε ένα 
φιλικό υποβρύχιο σε κατάδυση 5 m, και (4) να αναµεταδώσει τον ίδιο αγώνα σε ένα 
διαστηµόπλοιο σε τροχιά γύρω από τη Γη. Ποια συσκευή θα χρησιµοποιήσει σε κάθε 
περίπτωση;  
 
14. Γιατί τη νύχτα ακούµε αποµακρυσµένους σταθµούς ραδιοφώνου στα βραχέα ΑΜ 
τους οποίους δεν ακούµε τη µέρα; Γιατί καθώς αποµακρυνόµαστε από την πόλη λαµ-
βάνουµε  τα µεσαία ΑΜ σχετικά καθαρά ενώ το σήµα των σταθµών FM χάνεται; Για-
τί τους τοπικούς σταθµούς ΑΜ τους πιάνουµε στα µεσαία ενώ τους πολύ αποµα-
κρυσµένους στα βραχέα;  
 
15. Φανταστείτε τον κόσµο µας αν η συχνότητα πλάσµατος της ιονόσφαιρας ήταν ίση 
µε αυτήν της θάλασσας. Πόσες ώρες θα µελετούσατε (λέµε τώρα...) το µάθηµα της 
Φυσικής κατά τη διάρκεια της µέρας και πόσες κατά τη διάρκεια της νύχτας; Ποια 
οµάδα θα κέρδιζε το καλοκαιρινό πρωτάθληµα beach soccer ; [Υπόδειξη: Η συχνό-
τητα πλάσµατος της θάλασσας είναι πολύ υψηλότερη τόσο από τις συχνότητες της 
ορατής ακτινοβολίας (χάρη στην οποία βλέπουµε) όσο και από αυτές της υπέρυθρης 
(χάρη στην οποία, κυρίως, θερµαινόµαστε).]  
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
 
 
1. Θεωρούµε ένα επίπεδο κύµα της µορφής ξ(x,t)= f (x-υt). ∆είξτε ότι αν η συνάρτηση 
ξ είναι περιοδική ως προς t, τότε αναγκαία είναι περιοδική και ως προς x, και αντί-
στροφα.  

   Λύση: Έστω ότι η ξ είναι περιοδική ως προς t µε περίοδο Τ :  

   ξ (x, t) = ξ (x,  t+Τ)  =>  f  (x - υ t) = f  [x – υ(t+Τ)] = f  [(x-υT) – υ t] = f  [(x-λ) – υ t]  

όπου θέσαµε  λ= υΤ.  Άρα,  ξ (x, t) = ξ (x-λ,  t),  που σηµαίνει ότι η ξ είναι περιοδική ως 
προς x µε περίοδο λ. Υποθέτοντας τώρα ότι η ξ είναι περιοδική ως προς x µε περίοδο 
λ, δείξτε ότι θα είναι περιοδική και ως προς t µε περίοδο Τ= λ/υ . Μπορείτε να αναφέ-
ρετε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα περιοδικής κυµατικής συνάρτησης; Ποια είναι η 
φυσική σηµασία των λ και Τ;  
 
2. Σύµφωνα µε την αρχή της σχετικότητας, οι φυσικοί νόµοι πρέπει να έχουν την ίδια 
µορφή σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς. Ειδικότερα, οι εξισώσεις του 
Maxwell πρέπει να έχουν την ίδια µορφή για όλους τους αδρανειακούς παρατηρητές. 
Επιπλέον, όπως βρίσκεται πειραµατικά, η ταχύτητα του φωτός στο κενό έχει την ίδια 
τιµή c σε κάθε αδρανειακό σύστηµα αναφοράς (πράγµατι, βάσει των εξισώσεων του 
Maxwell η τιµή τής c εξαρτάται µόνο από τις σταθερές ε0 και µ0). Θεωρούµε τώρα 
ένα φορτίο q που κινείται ευθύγραµµα και οµαλά ως προς έναν αδρανειακό παρατη-
ρητή Π. ∆είξτε ότι, βάσει της αρχής της σχετικότητας, το φορτίο αυτό δεν µπορεί να 
εκπέµπει Η/Μ ακτινοβολία.  

    Λύση: Επειδή το q κινείται µε σταθερή ταχύτητα ως προς τον αδρανειακό παρατη-
ρητή Π, ορίζει και το ίδιο ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. Ως προς έναν παρατη-
ρητή Π΄ του συστήµατος αυτού το q φαίνεται ακίνητο. Άρα, το µόνο που αντιλαµβά-
νεται ο Π΄ είναι ένα στατικό ηλεκτρικό πεδίο, ενώ δεν καταγράφει την παρουσία Η/Μ 
κύµατος. Ας υποθέσουµε τώρα ότι, σύµφωνα µε τον Π, το q εκπέµπει Η/Μ ακτινοβο-
λία. Αυτό σηµαίνει ότι ο Π παρατηρεί στο σύστηµα αναφοράς του την ύπαρξη Η/Μ 
κύµατος. Στο σύστηµα του Π το κύµα αυτό «ταξιδεύει» µε ταχύτητα c. Αλλά, επειδή 
η ταχύτητα ενός Η/Μ κύµατος (όχι µόνο του φωτός!) είναι ίδια για όλα τα αδρα-
νειακά συστήµατα αναφοράς, θα πρέπει και ως προς το σύστηµα του Π΄ το κύµα αυτό 
να διαδίδεται µε ταχύτητα c, πράγµα που όµως δεν συµβαίνει αφού ο Π΄ δεν αντιλαµ-
βάνεται την ύπαρξη κύµατος! Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ούτε ο Π µπορεί να αντι-
λαµβάνεται την εκποµπή Η/Μ ακτινοβολίας από το q.  

    Στην περίπτωση ενός επιταχυνόµενου φορτίου q η παραπάνω επιχειρηµατολογία 
δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί, αφού το q δεν ορίζει πλέον ένα αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς (πράγµατι, δεν υπάρχει τέτοιο σύστηµα ως προς το οποίο το q να είναι 
σταθερά ακίνητο). Έτσι, η αρχή της σχετικότητας δεν µπορεί να εφαρµοστεί στην πε-
ρίπτωση αυτή.  
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3. Θεωρούµε δύο αρµονικά Η/Μ κύµατα συχνοτήτων ω1 και ω2 που διαδίδονται στο 
κενό στην κατεύθυνση +x. Τα ηλεκτρικά πεδία των κυµάτων είναι  

    1 2
1 0 1 1 2 0 2 2

1 2

ˆ ˆ( , ) cos( ) , ( , ) cos( ) ,y yE x t E k x t u E x t E k x t u c
k k
ω ω

ω ω= − = − = =
G G

    

(α) Βρείτε τα αντίστοιχα µαγνητικά πεδία των κυµάτων. (β) Βρείτε το Η/Μ κύµα που 
προκύπτει από τη συµβολή των δύο αυτών κυµάτων. Τι είδους κύµα είναι, τρέχον ή 
στάσιµο;  

    Λύση: Για καθένα από τα δύο κύµατα, τα πεδία E
G

 και B
G

 ταλαντώνονται σε φάση 
και τα πλάτη τους συνδέονται µε τη σχέση  Β0=Ε0 /c . Επιπλέον, το γινόµενο E B×

G G
 

είναι στην κατεύθυνση διαδόσεως +x. Άρα,  

              0 0
1 1 1 2 2 2ˆ ˆ( , ) cos( ) , ( , ) cos( )z z

E EB x t k x t u B x t k x t u
c c

ω ω= − = −
G G

       

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα  

                            cos α + cos β = 2 cos [(α+β) /2] cos [(α-β) /2]       

και παρατηρώντας ότι  ω1 ± ω2 = c (k1 ± k2) , δείξτε ότι  

             

1 2 1 2
1 2 0

0 1 2 1 2
1 2

ˆ2 cos ( ) cos ( )
2 2

2 ˆcos ( ) cos ( )
2 2

y

z

k k k kE E E E x ct x c t u

E k k k kB B B x ct x c t u
c

− +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G G G

G G G       

Το κύµα είναι τρέχον, αφού είναι της µορφής F(x-ct) (κάντε σύγκριση µε το παρά-
δειγµα της Παρ.10.8). Μπορούµε να το θεωρήσουµε σαν αρµονικό κύµα συχνότητας 
(ω1+ω2) /2 , το πλάτος του οποίου συνιστά ένα ξεχωριστό αρµονικό κύµα µε συχνό-
τητα  |ω1-ω2| /2 . Πρόκειται για την πιο απλή περίπτωση διαµόρφωσης πλάτους (Am-
plitude Modulation), τεχνική στην οποία βασίζεται η ραδιοφωνία των ΑΜ.  
 
4. Ένα υποβρύχιο που βρίσκεται σε κατάδυση 20 m λαµβάνει µε δυσκολία ένα Η/Μ 
σήµα πολύ µεγάλου µήκους κύµατος λ (στον αέρα). Σε ποιο βάθος θα πρέπει να µετα-
τοπιστεί το υποβρύχιο ώστε να µπορέσει να λάβει ένα σήµα µε µήκος κύµατος λ/4; 
(Υποθέστε προσεγγιστικά ότι, στον αέρα, c=λf, όπου f η συχνότητα του κύµατος.)  

    Λύση: Σύµφωνα µε την (10.71), το επιδερµικό βάθος για κύµα (κυκλικής) συχνό-
τητας  ω=2π f =2π c/λ  είναι  

                                             2
c
λ∆

ωµσ π µσ
=�        

Έτσι,  

                                                 2 1 2 1/ /∆ ∆ λ λ=    

Θέτοντας  ∆1=20 m  και  λ2=λ1 /4 , βρίσκουµε:  ∆2 =10 m .  
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5. Θα µελετήσουµε τα χαρακτηριστικά ενός γενικού (µη-µονοχρωµατικού) επίπεδου 
Η/Μ κύµατος που διαδίδεται στο κενό. Ένα τέτοιο κύµα µπορεί να εκφραστεί σαν 
γραµµικός συνδυασµός µονοχρωµατικών κυµάτων διαφόρων συχνοτήτων ω τα οποία 
διαδίδονται στην ίδια κατεύθυνση, έστω +x. Ο γραµµικός αυτός συνδυασµός, για συ-
νεχείς µεταβολές τού ω, παρίσταται ως εξής:  

                ( ) ( )
0 0( , ) ( ) , ( , ) ( )i k x t i k x tE x t E k e d k x t k e d kω ωΒ Β− −= =∫ ∫

G G G G
     

όπου  ω/k = c <=> ω= ck ,  c= (1/ε0 µ0)1/2  (προσέξτε ότι το κυµατοδιάνυσµα γράφεται 
ˆ ˆ| | x xk k u k u= =

G G
). Όπως γνωρίζουµε (Παρ.10.5), τα µονοχρωµατικά κύµατα  

                                     ( ) ( )
0 0( ) , ( )i k x t i k x tE k e B k eω ω− −
G G

     

είναι λύσεις των εξισώσεων Maxwell στο κενό υπό την προϋπόθεση ότι  

      
0 0 0 0

0 0 0 0 0 02

ˆ ˆ( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

x x

x x

k E k k u E k k B k k u B k

k E k k u E k B k k B k k u B k E k
c
ωω

⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =

× = × = × = × = −

G GG G G G

G GG G G G G G     

(α) ∆είξτε ότι τα ( , )E x t
G

 και ( , )B x t
G

 είναι επίπεδα κύµατα που διαδίδονται στην κα-
τεύθυνση +x µε ταχύτητα c=ω/k . [Υπόδειξη: Τέτοια κύµατα περιγράφονται από συ-
ναρτήσεις της µορφής F(x-ct).]  

(β) ∆είξτε ότι τα ( , )E x t
G

 και ( , )B x t
G

 ικανοποιούν τις εξισώσεις Maxwell στο κενό. 
(Θυµηθείτε ότι  ε0 µ0= 1/c2 .)  

(γ) ∆είξτε ότι ˆ ˆ0, 0x xu E u B⋅ = ⋅ =
G G

. ∆ηλαδή, τα ( , )E x t
G

 και ( , )B x t
G

 είναι κάθετα στη 
διεύθυνση διαδόσεως του κύµατος (εγκάρσιο κύµα).  

(δ) ∆είξτε ότι ˆ ˆ, (1/ )x xu E cB u B c E× = × = −
G G G G

. ∆ηλαδή, τα ˆ( , , )xE B u
G G

 αποτελούν δε-
ξιόστροφο τρισορθογώνιο σύστηµα.  

(ε) ∆είξτε ότι οι στιγµιαίες τιµές των E
G

 και B
G

 συνδέονται µε τη σχέση  E= cB .  

    Λύση:  

(α)             ( )
0( , ) ( ) ( )i k x ctE x t E k e d k F x c t−= ≡ −∫

G G G
   (όµοια για το B

G
)  

(β) Οι εξισώσεις Maxwell στο κενό είναι  

                              

0 0 2

0

10

BE E
t

E EB B
t c t

ε µ

∂
∇ ⋅ = ∇× = −

∂

∂ ∂
∇ ⋅ = ∇× = =

∂ ∂

GG GG G

G GG GG G
       

Θα χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις (10.41), καθώς και το ότι  

                                        ( ) ( ) ˆi k x t i k x t
xe i k e uω ω− −∇ =

G
  

Έχουµε: 
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  ( ) ( )
0 0ˆ( ) ( ) 0i k x t i k x t

xE E k e d k i k u E k e d kω ω− −∇ ⋅ = ⋅∇ = ⋅ =∫ ∫
G GG G G

   (όµοια, 0B∇⋅ =
G G

)  

                

( ) ( )
0 0

( )
0 0

( )
0 02 2

[ ] ( ) ( )

ˆ[ ( ) ( )] 0

1 ˆ[ ( ) ( )] 0

i k x t i k x t

i k x t
x

i k x t
x

BE e E k d k i B k e d k
t

i d k e k u E k B k

EB i d k e k u B k E k
c t c

ω ω

ω

ω

ω

ω

ω

− −

−

−

∂
∇× + = ∇ × −

∂

= × − =

∂
∇× − = × + =

∂

∫ ∫

∫

∫

GG GG G G

G G

GG G G G

 

(γ)    ( ) ( )
0 0ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 0 , ( ) 0i k x t i k x t

x x x xu E u E k e d k u B u B k e d kω ω− −⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =∫ ∫
G G G G

   

(δ)            ( ) ( )
0 0ˆ ˆ ( ) ( )i k x t i k x t

x xu E u E k e d k B k e d k cB
k

ω ωω− −× = × = =∫ ∫
G G G G

    

            ( ) ( )
0 02

1ˆ ˆ ( ) ( )i k x t i k x t
x xu B u B k e d k E k e d k E

kc c
ω ωω− −× = × = − = −∫ ∫

G G G G
     

(ε) Θεωρούµε τώρα τις σχέσεις ˆ ˆ, (1/ )x xu E cB u B c E× = × = −
G G G G

 για τις αντίστοιχες 
πραγµατικές τιµές των πεδίων E

G
 και B

G
. Έχουµε, λαµβάνοντας υπόψη το (γ):  

                               ˆ| | | | | | | |xu E c B E c B E cB× = ⇒ = ⇒ =
G G G G

    

(στο ίδιο αποτέλεσµα θα καταλήξουµε αν χρησιµοποιήσουµε τη δεύτερη σχέση).  
 
6. Μια λάµπα εκπέµπει ένα τεράστιο πλήθος µονοχρωµατικών Η/Μ κυµάτων µε διά-
φορες συχνότητες ω και κυµατοδιανύσµατα k

G
. Το Η/Μ πεδίο που προκύπτει είναι 

γραµµική επαλληλία τέτοιων κυµάτων και, για συνεχείς µεταβολές των ω και k
G

, 
γράφεται:  

                 
( ) ( )

0 0

( ) ( )
0 0

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

i k r t i k r t
x y z

i k r t i k r t
x y z

E r t E k e d k d k d k E k e d k

B r t B k e d k d k d k B k e d k

ω ω

ω ω

⋅ − ⋅ −

⋅ − ⋅ −

= ≡

= ≡

∫∫∫ ∫
∫∫∫ ∫

G GG G

G GG G

G G GG G GG

G G GG G GG       

όπου  ω= ck <=> ω/k = c ( k = | k
G

| ) . Όπως γνωρίζουµε (Παρ.10.5), τα µονοχρωµατικά 
κύµατα  

                                        ( ) ( )
0 0( ) , ( )i k r t i k r tE k e B k eω ω⋅ − ⋅ −

G GG GG GG G
    

είναι λύσεις των εξισώσεων Maxwell στο κενό υπό την προϋπόθεση ότι  

                             
0 0

0 0 0 02

( ) 0, ( ) 0

( ) ( ) , ( ) ( )

k E k k B k

k E k B k k B k E k
c
ωω

⋅ = ⋅ =

× = × = −

G G G GG G

G G G G G GG G G G       

(α) ∆είξτε ότι τα ( , )E r t
G G  και ( , )B r t

G G  επαληθεύουν την κυµατική εξίσωση στο κενό.  

(β) ∆είξτε ότι τα ( , )E r t
G G  και ( , )B r t

G G  ικανοποιούν τις εξισώσεις Maxwell στο κενό. 
(Θυµηθείτε ότι  ε0 µ0= 1/c2 .)  

(γ) Εξηγήστε γιατί το Η/Μ κύµα που εκπέµπει η λάµπα δεν είναι, γενικά, επίπεδο κύ-
µα, άρα δεν έχει τις ιδιότητες που αναφέρθηκαν στο Πρόβλ.5. Τι θα λέγατε αν στη 
θέση της λάµπας είχαµε µια πηγή ακτίνων laser ;  
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    Λύση:  

(α)           

2 2 2
2 2 2 2 ( )

02 2 2

2 ( )
0

( ) ( )

( )

i k r t
x y z

i k r t

E E EE k k k E k e d k
x y z

k E k e d k

ω

ω

⋅ −

⋅ −

∂ ∂ ∂
∇ = + + = − + +

∂ ∂ ∂

= −

∫

∫

G G

G G

G G G G GG G

G GG
    

                                        
2

2 ( )
02 ( ) i k r tE E k e d k

t
ωω ⋅ −∂

= −
∂ ∫

G G
G G GG

      

(προσέξτε ότι τα k2 και ω2 δεν µπορούν να βγουν έξω από τα αντίστοιχα ολοκληρώ-
µατα, αφού δεν είναι σταθερά ως προς τη µεταβλητή ολοκληρώσεως!). Έτσι,  

          
2 2

2 2 ( )
02 2 2

1 ( ) ( ) 0i k r tEE k E k e d k
c t c

ωω ⋅ −∂
∇ − = − =

∂ ∫
G G

G G GG G
     (όµοια για το B

G
) 

(β) Οι εξισώσεις Maxwell στο κενό είναι  

                              

0 0 2

0

10

BE E
t

E EB B
t c t

ε µ

∂
∇ ⋅ = ∇× = −

∂

∂ ∂
∇ ⋅ = ∇× = =

∂ ∂

GG GG G

G GG GG G
       

Θα χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις (10.41), καθώς και το ότι  

                                          ( ) ( )i k r t i k r te i k eω ω⋅ − ⋅ −∇ =
G GG GGG

  

Έχουµε: 

   ( ) ( )
0 0( ) ( ) 0i k r t i k r tE E k e d k i k E k e d kω ω⋅ − ⋅ −∇ ⋅ = ⋅∇ = ⋅ =∫ ∫

G GG GG G G G GG GG G G
   (όµοια, 0B∇⋅ =

G G
)  

                 

( ) ( )
0 0

( )
0 0

( )
0 02 2

[ ] ( ) ( )

[ ( ) ( )] 0

1 [ ( ) ( )] 0

i k r t i k r t

i k r t

i k r t

BE e E k d k i B k e d k
t

i d k e k E k B k

EB i d k e k B k E k
c t c

ω ω

ω

ω

ω

ω

ω

⋅ − ⋅ −

⋅ −

⋅ −

∂
∇× + = ∇ × −

∂

= × − =

∂
∇× − = × + =

∂

∫ ∫

∫

∫

G GG G

G G

G G

G G G G GG GG G G

G G G GG G

G G G G GG G G G

   

 
(γ) Το Η/Μ κύµα δεν είναι επίπεδο, αφού δεν είναι της µορφής ˆ( )F r c tτ ⋅ −

G G  µε στα-
θερή κατεύθυνση του τ̂  (στο Πρόβλ.5, αντίθετα, είχαµε ˆ ˆxu ΄τ σταθερο= = ). Μια 
ακτίνα laser, όµως, χαρακτηρίζεται από υψηλή κατευθυντικότητα και το Η/Μ κύµα 
στο οποίο αντιστοιχεί µπορεί να θεωρηθεί ως περίπου επίπεδο.  
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7. Θα µελετήσουµε τη διάδοση ενός επίπεδου Η/Μ κύµατος µέσα σε αγώγιµο µέσο 
που έχει σταθερές τιµές των ε, µ, σ.  

(α) Με χρήση των εξισώσεων Maxwell για το µέσο αυτό,  

                          
0 (1) (3)

0 (2) (4)

BE E
t

EB B E
t

µσ ε µ

∂
∇ ⋅ = ∇× = −

∂

∂
∇ ⋅ = ∇× = +

∂

GG GG G

GG GG G G
            

να δειχθεί ότι τα πεδία E
G

 και B
G

 υπακούουν στις τροποποιηµένες κυµατικές εξισώ-
σεις  

                                  

2
2

2

2
2

2

0 (5)

0 (5 )

E EE
t t

B BB
t t

ε µ µσ

ε µ µσ

∂ ∂
∇ − − =

∂ ∂

∂ ∂ ′∇ − − =
∂ ∂

G GG

G GG
           

(β) Να δειχθεί ότι οι παραπάνω εξισώσεις δέχονται λύσεις της µορφής  

                      ( ) ( )
0 0( , ) , ( , )s x i k x t s x i k x tE x t E e e B x t B e eω ω− − − −= =

G G G G
       (6) 

(όπου 0 0,E B
G G

 σταθερά µιγαδικά διανύσµατα) υπό την προϋπόθεση ότι  

                           2 2 2 0s k ε µω− + =     και    2 0skµσω − =           (7) 

Λύνοντας τις (7) ως προς k και s, επαληθεύστε τις σχέσεις (10.65). Οι λύσεις (6) περι-
γράφουν επίπεδο Η/Μ κύµα που διαδίδεται στην κατεύθυνση +x.  

(γ) Να δειχθεί ότι τα E
G

 και B
G

 είναι κάθετα στη διεύθυνση διαδόσεως του κύµατος 
(εγκάρσιο κύµα).  [Υπόδειξη: Αντικαταστήστε τις (6) στις (1) και (2).]  

(δ) Να δειχθεί ότι τα E
G

 και B
G

 είναι κάθετα µεταξύ τους. [Υπόδειξη: Υποθέστε ότι 
j

0 0 ˆyE E u=
G

 όπου j0E  µιγαδική σταθερά. Αντικαθιστώντας την πρώτη από τις (6) στην 

(3) και ολοκληρώνοντας ως προς t, δείξτε ότι  j
0 0 ˆz

k isB E u
ω
+

=
G

.]   

(ε) Να δειχθεί ότι τα πραγµατικά πεδία γράφονται  

                        
0

2 2

0

ˆ( , ) cos( )

ˆ( , ) cos( )

s x
y

s x
z

E x t E e k x t u

k sB x t E e k x t u

ω α

ω α ϕ
ω

−

−

= − +

+
= − + +

G

G      (8) 

όπου Ε0 πραγµατικό και φ= arc tan (s/k). Ελέγξτε το αποτέλεσµά σας στο όριο που 
σ→0 (µη-αγώγιµο µέσο), παρατηρώντας ότι s→0 στο όριο αυτό. [Υπόδειξη: Θέστε 
j j

0 0 0| | i iE E e E eα α= =  και  2 2| | i ik i s k i s e k s eϕ ϕ+ = + = + , όπου  tan φ= s/k .] 
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    Λύση:  
(α) Παίρνουµε τα rot των (3) και (4) και εργαζόµαστε όπως στην Παρ.10.4(α).  

(β) Αντικαθιστούµε την πρώτη από τις (6) στην (5) προσέχοντας ότι 2 2 2/E E x∇ = ∂ ∂
G G

. 
Οδηγούµαστε έτσι σε µια µιγαδική εξίσωση της οποίας το πραγµατικό και το φαντα-
στικό µέρος ισοδυναµεί µε την πρώτη και τη δεύτερη, αντίστοιχα, από τις σχέσεις (7). 
[Εναλλακτικά, µπορούµε να αντικαταστήσουµε τη δεύτερη από τις (6) στην (5΄).] 
∆είξτε ότι η λύση του συστήµατος (7) ως προς k και s οδηγεί στις σχέσεις (10.65).  

(γ) Αντικαθιστούµε τις (6) στις (1) και (2), προσέχοντας ότι  

           ( )
0 ˆ ˆ( ) , ( )s x i k x t

x xE E e s i k u E B s i k u Bω− + −∇ ⋅ = ⋅∇ = − + ⋅ ∇ ⋅ = − + ⋅
G G GG G G G G

    

Έτσι,  ˆ ˆ0, 0x xu E u B⋅ = ⋅ =
G G

.  

(δ) Θέτουµε j
0 0 ˆyE E u=
G

, έτσι ώστε η πρώτη από τις (6) γράφεται  

                                             j ( )
0 ˆs x i k x t

yE E e e uω− −=
G

           (9) 

ή σύντοµα, i ˆyE E u=
G

. Αντικαθιστώντας την (9) στην (3), έχουµε:  

       

i

i j ( )
0

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ( )

0 0

x y z

s x i k x t
z z

u u u
B EE u s i k E e e u
t x y z x

E

ω− −∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− = ∇× = = = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

G G G
    

Ολοκληρώνοντας ως προς t  =>  

                                        j ( )
0 ˆs x i k x t

z
k isB E e e uω

ω
− −+

=
G

         (10) 

Άρα, από την (6),   j
0 0 ˆz

k isB E u
ω
+

=
G

 .  

(ε) Θέτουµε j j
0 0 0| | i iE E e E eα α= =  και 2 2| | i ik i s k i s e k s eϕ ϕ+ = + = + , όπου   

tan φ= s/k  <=>  φ= arc tan (s/k). Αντικαθιστώντας στις (9) και (10) και παίρνοντας στη 
συνέχεια τα πραγµατικά µέρη των E

G
 και B

G
, καταλήγουµε στις (8).  

    Στο όριο που σ→0, η δεύτερη από τις σχέσεις (7) δίνει  s→0 ενώ η πρώτη γίνεται 
ω/k = υ= (1/εµ)1/2. Επιπλέον, η διαφορά φάσης φ→0 (δηλαδή, τα πεδία E

G
 και B

G
 τα-

λαντώνονται σε φάση), ενώ οι στιγµιαίες τιµές των πεδίων συνδέονται µε τη σχέση 
Ε=υΒ. Στο όριο της µηδενικής αγωγιµότητας, λοιπόν, τα αποτελέσµατά µας ανάγο-
νται ουσιαστικά σε αυτά της Παρ.10.5 (αυτή τη φορά για ένα οποιοδήποτε µονωτικό 
µέσο αντί για το κενό).  
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8. Θα µελετήσουµε την πόλωση ενός Η/Μ κύµατος. Θεωρούµε µονοχρωµατικό κύµα 
που διαδίδεται στην κατεύθυνση +x. Το ηλεκτρικό πεδίο του κύµατος γράφεται  

                                                 ( )
0( , ) i k x tE x t E e ω−=

G G
     (1) 

όπου 0E
G

 σταθερό µιγαδικό διάνυσµα. Στην απλούστερη περίπτωση θέτουµε (βλ. 
Παρ.10.5)  

                                                       0 0,
i

RE E e θ=
G G

        (2) 

όπου 0,RE
G

 πραγµατικό διάνυσµα, οπότε έχουµε:  

                                             ( )
0,( , ) i k x t

RE x t E e ω θ− +=
G G

        (3) 

Παίρνοντας το πραγµατικό µέρος τού E
G

, βρίσκουµε το πραγµατικό (φυσικό) πεδίο  

                                     0,( , ) cos( )RE x t E k x tω θ= − +
G G

     (4) 

Παρατηρούµε ότι σε δοσµένη θέση x=σταθερό, η κορυφή του διανύσµατος E
G

 ταλα-
ντώνεται κατά µήκος του άξονα που ορίζεται από το σταθερό διάνυσµα 0,RE

G
. Λέµε 

ότι το κύµα αυτό είναι γραµµικά πολωµένο. (Στη βιβλιογραφία θα συναντήσετε και 
τον όρο επίπεδα πολωµένο. Προτιµώ να µην τον χρησιµοποιώ, αφού υπάρχει κίνδυνος 
σύγχυσης µε την εντελώς διαφορετική έννοια ενός επίπεδου κύµατος.)  

    Η παραπάνω περίπτωση όµως είναι ειδική. Για να γενικεύσουµε το πρόβληµα ας 
επιστρέψουµε στη µιγαδική έκφραση (1). Όπως γνωρίζουµε, τα 0E

G
 και E

G
 είναι κά-

θετα στη διεύθυνση διαδόσεως x (έτσι, κάθετα στο ˆxu ) άρα ανήκουν στο επίπεδο yz. 
Στη θέση της σχέσης (2) τώρα γράφουµε  

                                           1 2
0 1 2ˆ ˆi i

y zE E e u E e uθ θ= +
G

       (5) 

όπου τα Ε1 και Ε2 είναι πραγµατικά.  

(α) ∆είξτε ότι το πραγµατικό ηλεκτρικό πεδίο γράφεται  

                  
1 1 2 2

ˆ ˆ

cos( ) , cos( )
y y z z

y z

E E u E u
E E k x t E E k x tω θ ω θ

= +

= − + = − +

G
      (6) 

∆ηλαδή, το E
G

 είναι επαλληλία δύο γραµµικά πολωµένων κυµάτων, µε κάθετες πολώ-
σεις το ένα ως προς το άλλο και διαφορά φάσης  (θ1−θ2) .   

(β) ∆είξτε ότι, για θ1=θ2 καθώς και για | θ1-θ2 |= π , το E
G

 είναι γραµµικά πολωµένο.  

(γ) ∆είξτε ότι, για | θ1-θ2 |= π /2  ισχύει ότι  

                                                
2 2

1 2

1y zE E
E E

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
        (7) 

Λέµε ότι το E
G

 είναι ελλειπτικά πολωµένο γιατί η κορυφή του διανύσµατος E
G

 διαγρά-
φει έλλειψη στο επίπεδο yz. Ειδικά, αν Ε1=Ε2=Ε0  η (7) γράφεται  

                                 2 2 2
0y zE E E+ =   (κυκλικά πολωµένο)           (8) 
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(δ) Για αυθαίρετη διαφορά φάσης (θ1−θ2)  δείξτε ότι ισχύει  

              
2 2

2
1 2 1 2

1 2 1 2

2 cos( ) sin ( )y yz zE EE E
E E E E

θ θ θ θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

+ − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

   (9) 

∆είξτε ότι η (9) ανάγεται στα αποτελέσµατα των προηγούµενων ειδικών περιπτώσεων 
για  θ1-θ2 = 0,  ± π  και  ± π /2 .  

(ε) Έστω γραµµικά πολωµένο κύµα του οποίου το ηλεκτρικό πεδίο είναι  

                            1 2ˆ ˆ( , ) ( ) cos( )y zE x t E u E u k x tω θ= + − +
G

     (10) 

όπου Ε1, Ε2, θ δοσµένες πραγµατικές σταθερές. ∆είξτε ότι το αντίστοιχο µαγνητικό 
πεδίο είναι  

                          1 2
1 ˆ ˆ( , ) ( ) cos( )z yB x t E u E u k x t
c

ω θ= − − +
G

      (11) 

όπου   c = ω/k .  [Υπόδειξη: Τα E
G

 και B
G

 είναι πάντα κάθετα στη διεύθυνση διαδό-
σεως  x, ταλαντώνονται σε φάση, και ικανοποιούν τις σχέσεις (βλ. Πρόβλ.5)  

                                    ˆ ˆ, (1/ )x xu E cB u B c E× = × = −
G G G G

      (12) 

Υποθέστε ότι 1 2ˆ ˆ( ) cos( )y zB B u B u k x tω θ= + − +
G

 και προσδιορίστε τα B1 , B2 .]  

    Λύση:  
(α) Αντικαθιστούµε την (5) στην (1) και στη συνέχεια παίρνουµε το πραγµατικό µέ-
ρος τού E

G
. Βρίσκουµε έτσι την (6).  

(β) Για θ1=θ2=θ  η (6) ανάγεται στην (4) µε 0, 1 2ˆ ˆR y zE E u E u= +
G

. Όµοια για θ1=θ  και 

θ2= θ+π ,  µε 0, 1 2ˆ ˆR y zE E u E u= −
G

.  

(γ) Θέτουµε θ1=θ  και θ2=θ+π/2. Τότε,  

                    1 2cos( ) , sin ( )y zE E k x t E E k x tω θ ω θ= − + = − − +     

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα  cos2A+sin2A=1 , οδηγούµαστε στην (7).  

(δ) Επιλύουµε το σύστηµα  

                    1 1 2 2cos( ) , cos( )y zE E k x t E E k x tω θ ω θ= − + = − +     

ως προς  cos(kx-ωt)  και  sin(kx-ωt)  (µε λίγη βοήθεια από την Τριγωνοµετρία!) και 
χρησιµοποιούµε την ταυτότητα  cos2A+sin2A=1 . Για θ1-θ2 = 0 ή π, η (9) δίνει  

                                        
2

1

1 2 2

0y yz

z

E EE E
E E E E

⎛ ⎞
= ⇒ = ±⎜ ⎟

⎝ ⎠
∓     

Αυτό ακριβώς προκύπτει και από την (6) όταν θ1-θ2 = 0 ή π  (γραµµική πόλωση). Για 
θ1-θ2 = π /2,  η (9) ανάγεται στην (7)   (ελλειπτική πόλωση).  

(ε) Στην πρώτη ή τη δεύτερη από τις (12), αντικαθιστούµε το E
G

 από την (10) και το 
B
G

 από την έκφραση που δίνεται στην υπόδειξη. Εξισώνοντας συντελεστές όµοιων 
µοναδιαίων διανυσµάτων, βρίσκουµε ότι  B1= − E2 /c ,  B2= E1 /c .  
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9. Στο Πρόβληµα 8 είδαµε ότι η επαλληλία δύο γραµµικά πολωµένων Η/Μ κυµάτων 
που έχουν ίσα πλάτη, τα ηλεκτρικά τους πεδία είναι κάθετα µεταξύ τους, και η δια-
φορά φάσης τους είναι  ± π /2, δίνει κυκλικά πολωµένο κύµα. ∆είξτε τώρα ότι, αντί-
στροφα, µια κατάλληλη επαλληλία δύο κυκλικά πολωµένων κυµάτων µπορεί να δώ-
σει γραµµικά πολωµένο κύµα.  

    Λύση: Θεωρούµε τη γενική έκφραση  

                   
1 1 2 2

ˆ ˆ

cos( ) , cos( )
y y z z

y z

E E u E u
E E k x t E E k x tω θ ω θ

= +

= − + = − +

G
    

Θέτουµε Ε1=Ε2=Ε0 και καλούµε θ1=θ. Για θ2=θ+π/2, έχουµε το κυκλικά πολωµένο 
κύµα   

                    0 0

0 0

ˆ ˆcos( ) sin ( )
ˆ ˆcos[ ( )] sin[ ( )]

L y z

y z

E E k x t u E k x t u

E t k x u E t k x u

ω θ ω θ

ω θ ω θ

= − + − − +

= − + + − +

G
    

ενώ για θ2=θ−π/2, έχουµε το επίσης κυκλικά πολωµένο κύµα  

                    0 0

0 0

ˆ ˆcos( ) sin ( )
ˆ ˆcos[( ) ] sin[( ) ]

R y z

y z

E E k x t u E k x t u

E k x t u E k x t u

ω θ ω θ

θ ω θ ω

= − + + − +

= + − + + −

G
 

Προσθέτοντας διανυσµατικά τα ηλεκτρικά πεδία των δύο αυτών κυµάτων, βρίσκουµε  

                                 0 ˆ2 cos( )L R yE E E E k x t uω θ= + = − +
G G G

    

που παριστά γραµµικά πολωµένο κύµα. Το LE
G

 καλείται αριστερόστροφα πολωµένο 
γιατί σε κάθε σηµείο x παρίσταται µε ένα διάνυσµα µέτρου Ε0 που περιστρέφεται  
αριστερόστροφα σε ένα επίπεδο παράλληλο στο επίπεδο yz. Όµοια, το RE

G
 καλείται 

δεξιόστροφα πολωµένο γιατί παρίσταται µε δεξιόστροφα περιστρεφόµενο διάνυσµα. 
(Προσέξτε ότι η γωνία ωt−(kx+θ) την οποία σχηµατίζει το διάνυσµα LE

G
 µε τον άξο-

να y αυξάνει µε το χρόνο, ενώ η αντίστοιχη γωνία (kx+θ)–ωt την οποία σχηµατίζει το 
RE
G

 ελαττώνεται.)  
 

        

O
y

z

ˆ yu

ˆzu

yE

zE

O
y

z

ˆ yu

ˆzu

yE

zE
LE
G

RE
G
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∆ηλαδή, αν οι µανάδες του Νεύτω-
να, του Μάξγουελ και του Αϊνστάιν 
είχαν µείνει ανύπαντρες, εµείς τώρα 
θα διαβάζαµε ένα µάθηµα λιγότερο; 
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