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Περίληψη 
 
Στη βιβλιογραφία του Ηλεκτροµαγνητισµού, η 
ηλεκτρεγερτική δύναµη ενός «κυκλώµατος» ο-
ρίζεται συχνά σαν έργο ανά µονάδα φορτίου για 
µια πλήρη διαδροµή κατά µήκος του κυκλώµα-
τος. Στο παρόν άρθρο εξηγούµε γιατί αυτός ο 
ορισµός δεν µπορεί να θεωρηθεί ως γενικά σω-
στός, αν και αληθεύει σε µερικές απλές ειδικές 
περιπτώσεις. Τα παραπάνω καταδεικνύονται µε 
τη βοήθεια κατάλληλα επιλεγµένων παραδειγ-
µάτων.  

 
1.  Εισαγωγή 

 
Σε ένα πρόσφατο άρθρο [1] προτείναµε µια παι-
δαγωγική προσέγγιση στην ηλεκτρεγερτική δύ-
ναµη (ΗΕ∆) ενός  «κυκλώµατος», η οποία απο-
τελεί µια θεµελιώδη έννοια του Ηλεκτροµαγνη-
τισµού. Αντί να ορίσει την ΗΕ∆ µε έναν ειδικό 
τρόπο, ξεχωριστά για κάθε ηλεκτροδυναµικό 
σύστηµα, η προσέγγιση αυτή ξεκινά µε τον πλέ-
ον γενικό ορισµό της ΗΕ∆ και στη συνέχεια ε-
ξειδικεύεται για διάφορες περιπτώσεις φυσικού 
ενδιαφέροντος, έτσι ώστε να δώσει τις γνώριµες 
εκφράσεις για την ΗΕ∆.  
      Ανάµεσα στα παραδείγµατα που εξετάστη-
καν στο άρθρο [1], η περίπτωση ενός απλού κυ-
κλώµατος αποτελούµενου από µπαταρία και 
αντίσταση ήταν ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα, αφού η 
τιµή τής ΗΕ∆ αποδείχθηκε πως είναι ίση µε αυ-
τήν του έργου, ανά µονάδα φορτίου, που προ-
σφέρει η πηγή (µπαταρία) για µια πλήρη περι-
φορά του φορτίου κατά µήκος του κυκλώµατος. 
Τώρα, στη βιβλιογραφία του Ηλεκτροµαγνητι-
σµού, η ΗΕ∆ συχνά ορίζεται σαν έργο ανά µο-
νάδα φορτίου. Όπως εξηγούµε σε αυτό το 

άρθρο, τούτο δεν είναι γενικά αληθές, µε εξαί-
ρεση κάποιες ειδικές περιπτώσεις όπως αυτή 
που προαναφέρθηκε.  
      Στην Παράγραφο 2 δίνουµε τον γενικό ορι-
σµό της ΗΕ∆ E και, χωριστά, τον ορισµό του 

έργου w ανά µονάδα φορτίου, το οποίο (έργο) 
προσφέρεται από τους παράγοντες που είναι 
υπεύθυνοι για τη δηµιουργία και τη διατήρηση 
ηλεκτρικού ρεύµατος στο κύκλωµα. Στη συνέ-
χεια διατυπώνουµε τις αναγκαίες συνθήκες ώ-
στε να ισχύει η ισότητα E=w. Τονίζουµε ότι, µε 

τον τρόπο που ορίζονται, τα E και w αποτελούν 

διαφορετικές έννοιες. Έτσι, η εξίσωση E=w θα 

πρέπει να ερµηνεύεται ως πιθανή ισότητα τιµών 
ανάµεσα σε δύο φυσικά µεγέθη, όχι ως εννοιο-
λογική ταύτιση αυτών των µεγεθών!  
      Στην Παρ. 3 γίνεται ανασκόπηση της περί-
πτωσης ενός κυκλώµατος αποτελούµενου από 
µπαταρία συνδεδεµένη µε µεταλλικό σύρµα πε-
περασµένης αντίστασης, όπου η ισότητα E=w 

πράγµατι ισχύει.  
      Στην Παρ. 4 µελετούµε το πρόβληµα ενός 
σύρµατος που κινείται µέσα σε στατικό µαγνη-
τικό πεδίο. Μια ειδική περίπτωση όπου η ισότη-
τα E=w ισχύει, εξετάζεται στην Παρ. 5.  

      Τέλος, η Παρ. 6 εξετάζει το πρόβληµα ενός 
στάσιµου σύρµατος µέσα σε ένα χρονικά µετα-
βαλλόµενο µαγνητικό πεδίο. Αποδεικνύεται ότι 
η ισότητα E=w ικανοποιείται µόνο στην ειδική 

περίπτωση όπου το µαγνητικό πεδίο µεταβάλ-
λεται γραµµικά µε το χρόνο.  
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2.  Οι γενικοί ορισµοί της ΗΕ∆ και του 
έργου ανά µονάδα φορτίου 

 
Θεωρούµε µια περιοχή του χώρου στην οποία 
υφίσταται ηλεκτροµαγνητικό (Η/Μ) πεδίο. Γε-
νικά µιλώντας, κάθε κλειστή διαδροµή C (ή βρό-
χος) µέσα στην περιοχή αυτή θα καλείται «κύ-
κλωµα» (άσχετα αν εν συνόλω ή εν µέρει το C 
αποτελείται ή όχι από υλικά µέρη όπως 
σύρµατα, αντιστάσεις, πυκνωτές, µπαταρίες, 
κλπ.). Ορίζουµε αυθαίρετα µια θετική φορά δια-
γραφής του βρόχου C και θεωρούµε ένα στοι-

χείο dl
���

 του C προσανατολισµένο κατά τη θετι-
κή φορά (Σχήµα 1).  
 

dl
���

•

C

+

q

F
�

 
 

Σχήµα 1: Ένας προσανατολισµένος βρόχος που 
παριστά κύκλωµα.  

 
      Φανταζόµαστε τώρα ένα δοκιµαστικό φορ-
τίο q τοποθετηµένο στη θέση που βρίσκεται το 

dl
���

, και καλούµε F
�

 τη δύναµη που ασκείται 
πάνω στο q τη χρονική στιγµή t. Η δύναµη αυτή 
ασκείται από το ίδιο το Η/Μ πεδίο, πιθανώς δε 
και από πρόσθετες πηγές ενέργειας (π.χ. µπατα-
ρίες, ή κάποιας µορφής εξωτερική µηχανική 
δράση) οι οποίες (πηγές) συµβάλλουν στη δη-
µιουργία και διατήρηση ενός ηλεκτρικού ρεύ-
µατος κατά µήκος του βρόχου C. Η δύναµη ανά 

µονάδα φορτίου στη θέση που βρίσκεται το dl
���

, 
τη χρονική στιγµή t, ισούται µε  
 

                              
F

f
q

=

�
�

                              (1) 

 

Παρατηρούµε ότι η f
�

 είναι ανεξάρτητη του q, 
αφού η ηλεκτροµαγνητική δύναµη πάνω στο q 
είναι ανάλογη του φορτίου. Ειδικά, αν αντι-
στρέψουµε το πρόσηµο του q δεν θα επηρεαστεί 

η f
�

 (αν και θα αλλάξει η κατεύθυνση της F
�

).  
      Γενικά, ούτε το σχήµα, ούτε το µέγεθος του 
βρόχου C απαιτείται να παραµείνουν σταθερά. 

Επί πλέον, ο βρόχος µπορεί να βρίσκεται σε κί-
νηση ως προς έναν εξωτερικό αδρανειακό πα-
ρατηρητή. Για το λόγο αυτό, για ένα βρόχο µε 
(πιθανώς) µεταβλητό σχήµα, µέγεθος ή θέση 
στο χώρο, θα χρησιµοποιούµε το σύµβολο C(t) 
για να υποδείξουµε την κατάσταση της καµπύ-
λης τη χρονική στιγµή t.  
      Ορίζουµε τώρα την ηλεκτρεγερτική δύναµη 
(ΗΕ∆) του κυκλώµατος C τη στιγµή t ως το επι-

καµπύλιο ολοκλήρωµα της f
�

 κατά µήκος του 
βρόχου C, στη φορά θετικής διαγραφής τού C :  
 

       E (t) 
( )

( , )
C t

f r t d l= ⋅∫
���� �

�                  (2) 

 

(όπου r
�

 το διάνυσµα θέσης του dl
���

 ως προς την 
αρχή του συστήµατος συντεταγµένων µας). 
Παρατηρούµε ότι το πρόσηµο της ΗΕ∆ εξαρτά-
ται από την εκλογή θετικής φοράς διαγραφής 
τού C: αλλάζοντας τη φορά αυτή, το πρόσηµο 
της E αντιστρέφεται.  

      Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, η δύναµη 
(ανά µονάδα φορτίου) που ορίζεται στη σχέση 
(1) µπορεί να αποδοθεί σε δύο παράγοντες: την 
αλληλεπίδραση του q µε το ίδιο το Η/Μ πεδίο, 
καθώς και τυχόν επιδράσεις πάνω στο q από 
επιπρόσθετες πηγές ενέργειας. Τελικά, αυτές οι 
δεύτερες επιδράσεις είναι ηλεκτροµαγνητικής 
φύσης, ακόµα κι όταν ξεκινούν από κάποια ε-
ξωτερική µηχανική δράση. Γράφουµε:  
 

      em appf f f= +
� � �

                       (3) 

 

όπου emf
�

 η δύναµη που οφείλεται στο Η/Μ πε-

δίο και appf
�

 η εφαρµοζόµενη δύναµη λόγω κά-

ποιας πρόσθετης πηγής ενέργειας. Σηµειώνουµε 
ότι η δύναµη (3) δεν περιλαµβάνει παράγοντες 
οφειλόµενους σε ηλεκτρική αντίσταση, η οποία 
αντιτίθεται στη ροή φορτίου κατά µήκος του C. 
Η δύναµη (3) περιλαµβάνει µόνο παράγοντες 
που συνεισφέρουν στη δηµιουργία και διατήρη-
ση µιας τέτοιας ροής στο κύκλωµα.  
      Τώρα, ας υποθέσουµε ότι αφήνουµε ένα µο-
ναδικό φορτίο q να διαγράψει µια πλήρη τροχιά 
κατά µήκος του κυκλώµατος C, κάτω από την 
επίδραση της δύναµης (3). Το φορτίο θα δια-
γράψει, έτσι, κάποια καµπύλη τροχιά C΄ στο 
χώρο (όχι απαραίτητα κλειστή!) ως προς έναν 
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εξωτερικό αδρανειακό παρατηρητή. Έστω dl′
���

 
ένα στοιχείο της καµπύλης C΄, το οποίο παριστά 
µια απειροστή µετατόπιση του q στο χώρο σε 
χρονικό διάστηµα dt. Ορίζουµε το έργο ανά µο-
νάδα φορτίου γι’ αυτή την πλήρη διαδροµή κατά 
µήκος του κυκλώµατος, µε το ολοκλήρωµα:  
 

      
C

w f dl
′

′= ⋅∫
����

                        (4) 

 
Για ένα στάσιµο κύκλωµα σταθερού σχήµατος, η 
καµπύλη C΄ συµπίπτει µε την κλειστή καµπύλη 
C, έτσι ώστε η σχέση (4) ανάγεται στην  

    ( )
C

w f dl ΄ Cσταθερο= ⋅∫
����

�               (5) 

 
      Θα πρέπει να προσέξουµε ιδιαίτερα ότι το 
ολοκλήρωµα (2) υπολογίζεται για δεδοµένη χρο-
νική στιγµή t, ενώ στα ολοκληρώµατα (4) και (5) 
ο χρόνος αφήνεται να ρεύσει! Γενικά, η τιµή 
τού w εξαρτάται από τη χρονική στιγµή t0 και το 
σηµείο P0 όπου το q ξεκινά την κλειστή διαδρο-
µή στο κύκλωµα C. Έτσι, υπάρχει κάποιος βαθ-
µός ασάφειας στον ορισµό του έργου ανά µονά-
δα φορτίου. Από την άλλη µεριά, η «ασάφεια» 
σε ό,τι αφορά την ΗΕ∆ σχετίζεται µε την εξάρ-
τηση της ΗΕ∆ από τη χρονική στιγµή t.  
      Θέτουµε τώρα το ερώτηµα: Είναι δυνατόν η 
τιµή της ΗΕ∆ να ισούται µε αυτήν του έργου 
ανά µονάδα φορτίου, παρά το γεγονός ότι αυτά 
τα δύο µεγέθη ορίζονται διαφορετικά; Για να 
ισχύει η σχέση E=w, τόσο το E όσο και το w θα 

πρέπει να είναι σαφώς ορισµένα. Έτσι, το E θα 

πρέπει να είναι σταθερό, ανεξάρτητο του χρόνου 
(dE/dt=0) ενώ το w δεν θα πρέπει να εξαρτάται 

από την αρχική χρονική στιγµή t0 ή το αρχικό 
σηµείο P0 της κλειστής διαδροµής του q πάνω 
στο C. Αυτές οι προϋποθέσεις αποτελούν ανα-
γκαίες συνθήκες ώστε η ισότητα E=w να έχει 

νόηµα.  
      Στις επόµενες παραγράφους επεξηγούµε αυ-
τές τις ιδέες µε τη χρήση διαφόρων παραδειγµά-
των. Όπως θα δούµε, η ικανοποίηση των συν-
θηκών που προαναφέρθηκαν αποτελεί µάλλον 
την εξαίρεση παρά τον κανόνα!  
 
 

3.  Μεταλλικό σύρµα συνδεδεµένο  
µε µπαταρία 

 
Θεωρούµε κύκλωµα αποτελούµενο από ιδανική 
µπαταρία (που δεν έχει, δηλαδή, εσωτερική α-
ντίσταση) συνδεδεµένη µε µεταλλικό σύρµα 
ολικής αντίστασης R (Σχ. 2). Όπως δείξαµε στο 
άρθρο [1] (βλ. επίσης [2]), η ΗΕ∆ του κυκλώ-
µατος στην κατεύθυνση του ρεύµατος ισούται µε 
την τάση V της µπαταρίας. Επί πλέον, η ΗΕ∆ σε 
αυτή την περίπτωση παριστά το έργο, ανά µο-
νάδα φορτίου, που προσφέρεται από την πηγή 
(µπαταρία). Ας δούµε τα πράγµατα αναλυτικά:  
 

i i+_
a b

I

I

E
�

appf
� +

R

 
Σχήµα 2: Μπαταρία συνδεδεµένη µε µεταλλικό 
σύρµα.  

 
      Ένα (συµβατικά θετικό) κινούµενο φορτίο q 
υπόκειται σε δύο δυνάµεις κατά µήκος του κυ-
κλώµατος C: µια ηλεκτροστατική δύναµη 

eF qE=
� �

 σε κάθε σηµείο τού C, και µια δύναµη 

appF
�

, στο εσωτερικό της µπαταρίας, η οποία 

µεταφέρει το q από τον αρνητικό πόλο a στον 
θετικό πόλο b δια µέσου της πηγής. Σύµφωνα µε 
τη σχέση (3), η ολική δύναµη ανά µονάδα φορ-
τίου είναι  
 

e app appf f f E f= + = +
� � � ��

 . 

 
Η ΗΕ∆ στην κατεύθυνση του ρεύµατος (αρι-
στερόστροφα), τη χρονική στιγµή t, είναι  
 

                 E
C

f dl= ⋅∫
����

�  

  
appC C

b

appa

E dl f dl

f d l

= ⋅ + ⋅

= ⋅

∫ ∫

∫

��� �����

����

� �
             (6) 
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όπου λάβαµε υπόψη ότι 0
C

E dl⋅ =∫
����

�  για ένα 

ηλεκτροστατικό πεδίο, καθώς και ότι η δράση 
της πηγής πάνω στο q περιορίζεται στην περιο-
χή ανάµεσα στους πόλους της µπαταρίας.  
      Τώρα, στη στατική περίπτωση (Ι = σταθερό) 
το φορτίο q κινείται µε σταθερό µέτρο ταχύτη-
τας κατά µήκος του κυκλώµατος. Αυτό σηµαίνει 
ότι η ολική δύναµη στο q στη διεύθυνση της 
τροχιάς C είναι µηδέν. Στο εσωτερικό του σύρ-
µατος, η ηλεκτροστατική δύναµη eF qE=

� �
 εξι-

σορροπείται από τη δύναµη αντίστασης πάνω 
στο q λόγω των συγκρούσεων του φορτίου µε 
τα θετικά ιόντα του µετάλλου (όπως αναφέρθη-
κε νωρίτερα, αυτή η δύναµη δεν συνεισφέρει 
στην ΗΕ∆). Στο εσωτερικό της (ιδανικής) µπα-
ταρίας, όµως, όπου δεν υπάρχει αντίσταση, η 
ηλεκτροστατική δύναµη θα πρέπει να εξισορρο-
πηθεί από την αντίθετη δύναµη που ασκείται 
από την πηγή. Έτσι, στο τµήµα του κυκλώµατος 

ανάµεσα στο a και το b,  app ef f E=− = −
� � �

. Από 

την (6), τότε, έχουµε:  
 

   E
b

b aa
E dl V V V= − ⋅ = − =∫
����

              (7) 

 
όπου Va και Vb τα ηλεκτρικά δυναµικά στα ση-
µεία a και b, αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι η 
ΗΕ∆ είναι χρονικά σταθερή, όπως αναµένεται 
σε µια στατική κατάσταση.  
      Στη συνέχεια, θέλουµε να υπολογίσουµε το 
έργο ανά µονάδα φορτίου για µια πλήρη δια-
δροµή πάνω στο κύκλωµα. Για το σκοπό αυτό, 
αφήνουµε ένα µοναδικό φορτίο q να διατρέξει 
ολόκληρο το C και χρησιµοποιούµε την έκφρα-
ση (5) (αφού το σύρµα είναι ακίνητο και το 
σχήµα του µένει σταθερό). Κατά την εφαρµογή 
αυτής της σχέσης, ο χρόνος υποτίθεται ότι ρέει 
καθώς το q κινείται κατά µήκος τού C. ∆οθέ-
ντος, όµως, ότι η φυσική κατάσταση είναι στα-
τική (χρονικά ανεξάρτητη), ο χρόνος δεν παίζει 
σηµαντικό ρόλο, αφού δεν έχει σηµασία η χρο-
νική στιγµή κατά την οποία το φορτίο θα περά-
σει από δοσµένο σηµείο της καµπύλης C. Έτσι, 
η ολοκλήρωση στην (5) θα δώσει το ίδιο αποτέ-
λεσµα (7) όπως η ολοκλήρωση στην (6), παρά 
το γεγονός ότι, στη δεύτερη περίπτωση, ο χρό-
νος θεωρήθηκε σταθερός. Συµπεραίνουµε ότι η 
ισότητα w=E ικανοποιείται σ’ αυτή την περί-

πτωση: η ΗΕ∆ πράγµατι παριστά έργο ανά µο-
νάδα φορτίου.  

 
4.  Κινούµενο σύρµα µέσα σε στατικό  

µαγνητικό πεδίο 
 
Θεωρούµε ένα σύρµα C που κινείται στο επίπε-
δο xy. Το σχήµα και/ή το µέγεθος του σύρµατος 
είναι δυνατό να µεταβάλλονται κατά τη διάρ-
κεια της κίνησής του. Στην περιοχή όπου κινεί-
ται το σύρµα υπάρχει ένα στατικό µαγνητικό 

πεδίο ( )B r
� �

. Χάριν απλότητας, υποθέτουµε ότι 
το πεδίο αυτό είναι κάθετο στο επίπεδο που ορί-
ζει το σύρµα, και η κατεύθυνσή του είναι προς 
το εσωτερικό της σελίδας.  
 

r
�

dl
���

cυ
�

x

y
+

( )rυ
� �

( )C t

da⊗
���

( )B r⊗
� �

z⊙  
Σχήµα 3: Σύρµα C κινούµενο µέσα σε στατικό 
µαγνητικό πεδίο.  

 
      Στο Σχ. 3, ο άξονας z είναι κάθετος στο επί-
πεδο του σύρµατος, µε κατεύθυνση προς τον 

αναγνώστη. Καλούµε da
���

 το απειροστό κάθετο 
διάνυσµα που αντιπροσωπεύει ένα στοιχείο της 
επίπεδης επιφάνειας που οριοθετείται από το 
σύρµα (το διάνυσµα αυτό κατευθύνεται προς το 
εσωτερικό της σελίδας, σε αντιστοιχία µε την 
επιλεγµένη δεξιόστροφη φορά διαγραφής του 
βρόχου C). Αν ˆzu  είναι το µοναδιαίο διάνυσµα 

στον άξονα z, τότε ˆ( ) zda da u= −
���

 και 

ˆ( ) zB B r u= −
� �

,  όπου ( ) | ( ) |B r B r=
�� �

.  

      Θεωρούµε ένα στοιχείο dl
���

 του σύρµατος, 
ευρισκόµενο στο σηµείο µε διάνυσµα θέσης r

�
 

ως προς την αρχή των συντεταγµένων του α-
δρανειακού συστήµατος αναφοράς µας. Κα-
λούµε ( )rυ

� �
 την ταχύτητα αυτού του στοιχείου 

ως προς το σύστηµά µας. Έστω q ένα (συµβατι-
κά θετικό) φορτίο διερχόµενο από το θεωρού-
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µενο σηµείο τη χρονική στιγµή t. Το φορτίο αυ-
τό εκτελεί σύνθετη κίνηση, έχοντας ταχύτητα 

cυ
�

 κατά µήκος του σύρµατος και αποκτώντας 

µια επιπρόσθετη ταχύτητα ( )rυ
� �

 λόγω της κίνη-
σης του ίδιου του σύρµατος. Η ολική ταχύτητα 
του q ως προς εµάς, είναι tot cυ υ υ= +

� � �
.  

 

θ
θ

dl
���

dl′
���

dl′′
����

cυ
�

υ
�

totυ
�

appf
�

mf
�

rf
�( )B r⊗

� �

m totf υ⊥
� �

app cf υ⊥
� �

r cf υ↑↓
� �

 
Σχήµα 4: Ισορροπία δυνάµεων ανά µονάδα φορ-
τίου.  

 
      Η ισορροπία των δυνάµεων που ασκούνται 
στο q φαίνεται στο διάγραµµα του Σχ. 4. Η µα-
γνητική δύναµη στο q είναι κάθετη στην ολική 
ταχύτητα του φορτίου και ίση µε 

( )m totF q Bυ= ×
� ��

. Άρα, η µαγνητική δύναµη ανά 

µονάδα φορτίου είναι m totf Bυ= ×
� ��

. Η συνιστώ-
σα της στη διεύθυνση του σύρµατος (δηλαδή, 

στη διεύθυνση του dl
���

) εξισορροπείται από τη 

δύναµη αντίστασης rf
�

, η οποία αντιτίθεται στην 
κίνηση του q κατά µήκος τού C (όπως προανα-
φέρθηκε, η δύναµη αυτή δεν συνεισφέρει στην 
ΗΕ∆). Όµως, η συνιστώσα της µαγνητικής δύ-
ναµης που είναι κάθετη στο σύρµα θα τείνει να 
αναγκάσει το σύρµα να κινηθεί «προς τα πίσω» 
(σε κατεύθυνση αντίθετη προς την επιθυµητή 
κίνηση του σύρµατος), εκτός αν εξισορροπηθεί 
µε κάποια εξωτερική µηχανική δράση (π.χ., το 
χέρι µας, το οποίο τραβά το σύρµα προς τα 
µπρος). Τώρα, το φορτίο q παίρνει ένα µερίδιο 
αυτής της δράσης µέσω κάποιας δύναµης που 
µεταφέρεται σ’ αυτό από τη δοµή του σύρµατος. 
Αυτή η δύναµη (την οποία ονοµάζουµε εφαρµο-
ζόµενη δύναµη) θα πρέπει να ασκείται κάθετα 
προς το σύρµα, έτσι ώστε να εξουδετερώνει την 
κάθετη συνιστώσα της µαγνητικής δύναµης. 
Συµβολίζουµε την εφαρµοζόµενη δύναµη ανά 

µονάδα φορτίου µε appf
�

. Αν και η δύναµη αυτή 

έχει την αφετηρία της σε κάποια εξωτερική µη-

χανική δράση, αποδίδεται στο q µέσω µιας ηλε-
κτροµαγνητικής αλληλεπίδρασης µε το κρυ-
σταλλικό πλέγµα του σύρµατος (δεν θα πρέπει 
να συγχέεται µε τη δύναµη λόγω αντίστασης, 
της οποίας ο ρόλος είναι διαφορετικός!).  
      Σύµφωνα µε την (3), η ολική δύναµη που 
συνεισφέρει στην ΗΕ∆ του κυκλώµατος είναι 

m appf f f= +
� � �

. Από την (2), η ΗΕ∆ τη χρονική 

στιγµή t είναι  
 

E (t) 
( ) ( )m appC t C t

f d l f d l= ⋅ + ⋅∫ ∫
��� ���� �

� �  . 

 
Το δεύτερο ολοκλήρωµα είναι µηδέν, αφού η 
εφαρµοζόµενη δύναµη είναι κάθετη στο στοι-
χείο του σύρµατος σε κάθε σηµείο του βρόχου 
C. Το ολοκλήρωµα της µαγνητικής δύναµης 
ισούται µε  
 

( ) ( ) ( )tot cC C C
B dl B dl B dlυ υ υ× ⋅ = × ⋅ + × ⋅∫ ∫ ∫
��� ��� ���� � �� � �

� � �
 
Το πρώτο ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος είναι 
µηδέν, όπως προκύπτει από το Σχ. 4. Έτσι έ-
χουµε, τελικά:  
 

E (t) 
( )

[ ( ) ( )]
C t

r B r dlυ= × ⋅∫
����� � �

�            (8) 

 
      Όπως µπορεί να αποδειχθεί [1, 2], η ΗΕ∆ 
του κυκλώµατος C ισούται µε  
 

   E (t) ( )m
d

t
dt

= − Φ                    (9) 

 
όπου εισάγαµε τη µαγνητική ροή δια µέσου του 
C,  
 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )m S t S t
t B r da B r daΦ = ⋅ =∫ ∫

���� � �
     (10) 

 
[Με S(t) συµβολίζουµε οποιαδήποτε ανοιχτή 
επιφάνεια µε όριο το C τη στιγµή t, π.χ., την 
επίπεδη επιφάνεια που περικλείεται από το 
σύρµα.]  
      Έστω, τώρα, C΄ η τροχιά τού q στο χώρο ως 
προς έναν εξωτερικό παρατηρητή, για µια πλή-
ρη διαδροµή τού q πάνω στο σύρµα (γενικά, η 
C΄ θα είναι ανοιχτή καµπύλη). Σύµφωνα µε την 
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(4), το απαιτούµενο έργο ανά µονάδα φορτίου 
γι’ αυτή τη διαδροµή, είναι  
 

m appC C
w f dl f dl

′ ′
′ ′= ⋅ + ⋅∫ ∫
��� ���� �

. 

 
Το πρώτο ολοκλήρωµα είναι µηδέν (βλ. Σχ. 4), 
ενώ ως προς το δεύτερο παρατηρούµε ότι  
 

app app app appf d l f dl f d l f d l′ ′′ ′′⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅
��� ��� ���� ����� � � �

 

 
(αφού η εφαρµοζόµενη δύναµη είναι κάθετη 
στο στοιχείο του σύρµατος, όπως βλέπουµε στο 
Σχ. 4). Έτσι έχουµε, τελικά:  
 

appC
w f dl

′
′= ⋅∫
����

     µε             (11a) 

app app appf d l f d l f dtυ′ ′′⋅ = ⋅ = ⋅
��� ����� � � �

      (11b) 

 

όπου dl dtυ′′ =
���� �

 η απειροστή µετατόπιση του 
στοιχείου του σύρµατος µέσα σε χρόνο dt.  

 
5.  Παράδειγµα: Κίνηση µέσα σε οµογενές 

µαγνητικό πεδίο 
 
Θεωρούµε µια µεταλλική ράβδο (ab) µήκους h, 
η οποία γλιστρά παράλληλα προς τον εαυτό της 
µε ταχύτητα σταθερού µέτρου υ, πάνω σε δύο 
παράλληλες ράγες που αποτελούν µέρος ενός 
σύρµατος σχήµατος Π, όπως φαίνεται στο Σχ. 5. 
Ένα οµογενές µαγνητικό πεδίο B

�
 µε κατεύθυν-

ση προς το εσωτερικό της σελίδας, πληροί ολό-
κληρη την περιοχή.  
 

x

y

O
z⊙

x

h

I

+

.constυ =
�

dl
���

a

bc

d
B⊗
�

da
���

⊙

 
Σχήµα 5: Μεταλλική ράβδος (ab) που γλιστρά 
πάνω σε δύο παράλληλες ράγες. 
  

      Ένα κύκλωµα C(t) µεταβλητού µεγέθους 
σχηµατίζεται από τον ορθογώνιο βρόχο (abcda). 

Το πεδίο και το στοιχείο επιφάνειας γράφονται, 

αντίστοιχα, ˆzB Bu= −
�

 (όπου | | .B B σταθ= =
�

) 

και ˆ( ) zda da u=
���

 (προσέξτε ότι η κατεύθυνση 
διαγραφής του βρόχου C είναι τώρα αριστερό-
στροφη).  
      Το γενικό διάγραµµα του Σχ. 4, που δείχνει 
την ισορροπία των δυνάµεων, ανάγεται σε αυτό 
του Σχ. 6. Προσέξτε ότι το διάγραµµα αυτό α-
φορά µόνο το κινούµενο τµήµα (ab) του κυ-
κλώµατος, αφού σ’ αυτό το τµήµα µόνο η ταχύ-

τητα υ
�

 και η εφαρµοζόµενη δύναµη appf
�

 είναι 

µη-µηδενικές.  
 

θ
θ

dl
���

dl′
���

dl′′
����

cυ
�

υ
�

totυ
�

appf
�

mf
�

rf
�B⊗

�

cυ υ⊥
� �

x
 

 
Σχήµα 6: Ισορροπία δυνάµεων ανά µονάδα φορ-
τίου.  
 

      Η ΗΕ∆ του κυκλώµατος τη χρονική στιγµή t 
είναι, σύµφωνα µε την (8),  
 

             E (t) 
( )

( )
C t

B dlυ= × ⋅∫
�����

�  

                    
b b

a a
B dl B dl Bhυ υ υ= = =∫ ∫  . 

 
Εναλλακτικά, η µαγνητική ροή δια µέσου του C 
είναι  
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )m S t S t S t
t B r da B da B da

Bhx

Φ = ⋅ = − = −

= −

∫ ∫ ∫
���� �

 
(όπου x η στιγµιαία θέση της ράβδου τη στιγµή 
t), έτσι ώστε  
 

E (t) ( )m
d d x

t Bh Bh
dt dt

υ= − Φ = =  . 

Παρατηρούµε ότι η ΗΕ∆ είναι σταθερή (χρονι-
κά ανεξάρτητη).  
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      Θέλουµε τώρα να χρησιµοποιήσουµε την 
(11) για να υπολογίσουµε το έργο ανά µονάδα 
φορτίου, για µια πλήρη περιφορά ενός φορτίου 
πάνω στο C. Επειδή η εφαρµοζόµενη δύναµη 
είναι µη-µηδενική µόνο στο τµήµα (ab) του C, ο 
δρόµος ολοκλήρωσης C΄ (που είναι ευθεία 
γραµµή, δοθέντος ότι το φορτίο κινείται στο 
χώρο µε σταθερή ταχύτητα) θα αντιστοιχεί στην 
κίνηση του φορτίου κατά µήκος της µεταλλικής 
ράβδου µόνο, δηλαδή από το a ως το b. (Επειδή 
η ράβδος µετατοπίζεται στο χώρο ενώ το φορτίο 
κινείται κατά µήκος της, η γραµµή C΄ δεν θα 
είναι παράλληλη προς τη ράβδο.) Σύµφωνα µε 
την (11),  
 

appC
w f dl

′
′= ⋅∫
����

    µε    

app app app appf d l f d l f d l f dtυ′ ′′ ′′⋅ = ⋅ = =
��� ����� �

 

 
(βλ. Σχ. 6). Τώρα, ο ρόλος της εφαρµοζόµενης 
δύναµης είναι να εξισορροπεί την x-συνιστώσα 
της µαγνητικής δύναµης, έτσι ώστε η ράβδος να 
κινείται µε σταθερό µέτρο ταχύτητας στη διεύ-
θυνση x. Έτσι,  
 

cos cosapp m tot cf f B Bθ υ θ υ= = =  

 
και  
 

app cf dt B dt B dlυ υυ υ= =  

 
(αφού το υc dt αντιπροσωπεύει µια στοιχειώδη 
µετατόπιση dl του φορτίου κατά µήκος της µε-
ταλλικής ράβδου, σε χρόνο dt). Τελικά, έχουµε:  
 

b b

a a
w B dl B dl B hυ υ υ= = =∫ ∫  . 

 
Παρατηρούµε ότι, σε αυτό το ειδικό 
παράδειγµα, η τιµή του έργου ανά µονάδα φορ-
τίου ισούται µε αυτήν της ΗΕ∆, όπου και οι δύο 
αυτές ποσότητες είναι σταθερές και σαφώς ορι-
σµένες. Εν τούτοις, κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει αν 
το µαγνητικό πεδίο είναι µη-οµογενές!  
 
 
 
 

6.  Στάσιµο σύρµα µέσα σε χρονικά µετα-
βαλλόµενο µαγνητικό πεδίο 

 
Το τελευταίο παράδειγµά µας αφορά ένα στάσι-
µο σύρµα C µέσα σε ένα χρονικά µεταβαλλόµε-
νο µαγνητικό πεδίο, της µορφής 

ˆ( , ) ( , ) zB r t B r t u= −
� � �

 (όπου ( , ) | ( , ) |B r t B r t=
�� �

), 

όπως δείχνει το Σχ. 7.  
 
 

r
�

dl
���

cυ
�

x

y
+

da⊗
���

z⊙

C

( , )B r t⊗
� �

 
Σχήµα 7: Στάσιµο σύρµα C µέσα σε χρονικά µε-
ταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο.  

 
      Όπως γνωρίζουµε [1-7], η παρουσία ενός 
χρονικά µεταβαλλόµενου µαγνητικού πεδίου 
συνεπάγεται επίσης την παρουσία ενός ηλε-
κτρικού πεδίου E

�
, τέτοιου ώστε  

 
B

E
t

∂
∇× = −

∂

�
� �

                     (12) 

 
Όπως εξηγήσαµε αναλυτικά στο άρθρο [1], η 
ΗΕ∆ του κυκλώµατος τη χρονική στιγµή t δίνε-
ται από τη σχέση  
 

E (t) ( , ) ( )mC

d
r t dl t

dt
Ε Φ= ⋅ = −∫

���� �

�        (13) 

 
όπου  
 

( ) ( , ) ( , )m S S
t B r t da B r t daΦ = ⋅ =∫ ∫

���� � �
       (14) 

 
η µαγνητική ροή δια µέσου του C τη στιγµή αυ-
τή.  
      Από την άλλη µεριά, το έργο ανά µονάδα 
φορτίου για µια πλήρη διαδροµή πάνω στο C 
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δίνεται από τη σχέση (5): 
C

w f dl= ⋅∫
����

� , όπου 

( )em cf f E Bυ= = + ×
� � � ��

, έτσι ώστε  
 

( )cC C
w E dl B dlυ= ⋅ + × ⋅∫ ∫

��� ���� ��

� �  . 

 
Όπως είναι εύκολο να δούµε (βλ. Σχ. 7), το δεύ-
τερο ολοκλήρωµα µηδενίζεται, κι έτσι έχουµε:  
 

   
C

w E dl= ⋅∫
����

�                      (15) 

 
      Η οµοιότητα ανάµεσα στα ολοκληρώµατα 
των σχέσεων (13) και (15) είναι 
παραπλανητική! Το ολοκλήρωµα στην (13) υ-
πολογίζεται για µια δοσµένη χρονική στιγµή t, 
ενώ στην (15) ο χρόνος αφήνεται να ρεύσει κα-
θώς το φορτίο κινείται κατά µήκος του C. Είναι, 
άραγε, δυνατό οι τιµές αυτών των ολοκληρωµά-
των να συµπίπτουν; Όπως αναφέρθηκε στο τέ-
λος της Παρ. 2, αναγκαία συνθήκη για να συµ-
βεί αυτό, είναι, οι δύο ολοκληρώσεις να δίνουν 
χρονικά-ανεξάρτητα αποτελέσµατα. Για να είναι 
η ΗΕ∆ E χρονικά ανεξάρτητη (αλλά µη-

µηδενική), η µαγνητική ροή (14) – άρα και το 
ίδιο το µαγνητικό πεδίο – πρέπει να αυξάνει 
γραµµικά µε το χρόνο. Από την άλλη µεριά, η 
ολοκλήρωση (15) για το έργο w θα είναι χρονι-
κά ανεξάρτητη αν το ίδιο ισχύει για το ηλεκτρι-
κό πεδίο. Από την (12), τότε, βλέπουµε ότι το 
µαγνητικό πεδίο θα πρέπει να είναι γραµµικά 
εξαρτηµένο από το χρόνο, πράγµα που µας οδη-
γεί και πάλι στη συνθήκη που βρήκαµε προη-
γουµένως.  
      Σαν παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι το µα-
γνητικό πεδίο είναι της µορφής  
 

0 0ˆ ( .)zB B t u B σταθ= − =
�

. 

 
Μια λύση τής (12) για το E

�
 είναι, σε κυλινδρι-

κές συντεταγµένες,  
 

0 ˆ
2

B
E uϕ

ρ
=
�

 . 

 
[Υποθέτουµε ότι οι λύσεις αυτές ισχύουν σε µια 
περιορισµένη περιοχή του χώρου (π.χ., στο εσω-
τερικό ενός σωληνοειδούς του οποίου ο άξονας 

συµπίπτει µε τον άξονα z), έτσι ώστε το ρ να 
είναι πεπερασµένο στην περιοχή που µας εν-
διαφέρει.] Τώρα, θεωρήστε ένα κυκλικό σύρµα 
C ακτίνας R, µε κέντρο την αρχή των 
συντεταγµένων του επιπέδου xy. Τότε, δοθέντος 

ότι ˆ( )dl dl uϕ=−
���

 ,  

 

E 20
02C C

B R
E dl dl B Rπ= ⋅ = − = −∫ ∫
����

� � . 

 
Εναλλακτικά, έχουµε ότι  
 

2
0m S

Bda B R tπΦ = =∫ , 

 

έτσι ώστε E 2
0/md dt B Rπ= − Φ = − . Είναι φα-

νερό ότι, λόγω της χρονικής σταθερότητας του 
ηλεκτρικού πεδίου, το ίδιο αποτέλεσµα θα προ-
κύψει για το έργο w µε χρήση της (15).  

 
7.  Μερικές τελικές παρατηρήσεις 

 
∆εν φαίνεται να υπάρχει ενιαίος και κοινά απο-
δεκτός ορισµός της ΗΕ∆ στη βιβλιογραφία του 
Ηλεκτροµαγνητισµού. Ο ορισµός που δώσαµε 
σ’ αυτό το άρθρο (όπως επίσης και στο [1]) 
προσεγγίζει αυτούς των [2] και [3]. Ειδικότερα, 
χρησιµοποιώντας ένα παράδειγµα παρόµοιο µε 
αυτό της Παρ. 5 του παρόντος άρθρου, ο Grif-
fiths [2] κάνει σαφή διαχωρισµό ανάµεσα στις 
έννοιες της ΗΕ∆ και του έργου ανά µονάδα 
φορτίου. Στα [4] και [5] (όπως επίσης και σε 
αµέτρητα άλλα εκπαιδευτικά συγγράµµατα) η 
ΗΕ∆ ορίζεται, γενικά, σαν έργο ανά µονάδα 
φορτίου, ενώ στα [6] και [7] ορίζεται σαν το 
κλειστό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του µη-
συντηρητικού µέρους του ηλεκτρικού πεδίου 
που συνοδεύει µια χρονικά-µεταβαλλόµενη µα-
γνητική ροή.  
      Η ισορροπία των δυνάµεων και ο τρόπος 
παραγωγής έργου σε ένα αγώγιµο κύκλωµα που 
κινείται δια µέσου ενός µαγνητικού πεδίου, α-
ναλύονται µε όµορφο τρόπο στα [2, 8, 9]. Μια 
ενδιαφέρουσα προσέγγιση στη σχέση ανάµεσα 
στο έργο και την ΗΕ∆, µε χρήση της έννοιας 
του εικονικού έργου (virtual work) περιγράφεται 
στο [10].  
      Ασφαλώς, ο κατάλογος των αναφορών που 
δίνονται εδώ, σε καµία περίπτωση δεν είναι ε-
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ξαντλητικός! Χρησιµεύει κυρίως στο να κατα-
δείξει την ποικιλοµορφία των ιδεών γύρω από 
την έννοια της ΗΕ∆. Οι περιπλοκότητες που 
ενυπάρχουν σε αυτή την έννοια την καθιστούν 
ενδιαφέρον αντικείµενο µελέτης, τόσο για τον 
επιστηµονικό ερευνητή όσο και για τον προχω-
ρηµένο σπουδαστή της κλασικής Ηλεκτροδυνα-
µικής.  
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