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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 

Το παρόν εγχειρίδιο δεν αποτελεί πλήρες σύγγραµµα µαθηµατικής ανάλυσης. Είναι 
απλά µία µικρή εισαγωγή στις πραγµατικές συναρτήσεις µίας µεταβλητής, την παρα-
γώγιση και την ολοκλήρωσή τους, καθώς και µια σύντοµη µατιά στις σειρές και τις 
διαφορικές εξισώσεις. Πολλές θεµελιώδεις έννοιες – όπως, π.χ., η συνέχεια µίας συ-
νάρτησης – αναφέρονται το πολύ ακροθιγώς, ενώ και το όλο ύφος του κειµένου είναι 
«ανεπίσηµο», µακριά από την συνήθη αυστηρότητα των µαθηµατικών. Σκοπός του 
βιβλίου είναι να χρησιµεύσει σαν βοήθηµα σε ένα σύντοµο (ίσως και κάτω από πίεση 
χρόνου) εισαγωγικό µάθηµα µαθηµατικής ανάλυσης για σπουδαστές θετικών επιστη-
µών που ενδιαφέρονται άµεσα για εφαρµογές, παρακάµπτοντας, σε πρώτο χρόνο, την 
απολυτότητα της µαθηµατικής ακρίβειας.  
 
    Ένα ιδιαίτερο κοινό στο οποίο απευθύνεται το βιβλίο είναι οι πρωτοετείς σπουδα-
στές της Σχολής Ναυτικών ∆οκίµων. Αν και θα λάβουν εξαιρετικές γνώσεις µαθηµα-
τικών στα πρώτα έτη σπουδών, είναι κατά κανόνα αναγκαίο ένα γρήγορο «φρεσκάρι-
σµα» αλλά και µία διεύρυνση γνώσεων µαθηµατικής ανάλυσης στην αρχή του ακα-
δηµαϊκού έτους, έτσι ώστε να είναι σε θέση να παρακολουθήσουν µαθήµατα (π.χ., 
αυτό της Φυσικής) που κάνουν εκτεταµένη χρήση µαθηµατικών εννοιών όπως η πα-
ράγωγος, το ολοκλήρωµα, το διαφορικό, κλπ.  
 
    Παρά τον κατά βάση πρακτικό χαρακτήρα του βιβλίου, δεν απουσιάζουν κάποιες 
συζητήσεις µεγαλύτερου µαθηµατικού βάθους. Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται στην έννοια 
του διαφορικού µίας συνάρτησης και επισηµαίνεται ότι, παρά τις οµοιότητες που υ-
φίστανται από πλευράς συµβολισµού και ιδιοτήτων, δεν θα πρέπει να συγχέεται µε το 
καλούµενο «διαφορικό» ενός ολοκληρώµατος. ∆ίνεται επίσης έµφαση στην αντίληψη 
του αορίστου ολοκληρώµατος ως συνόλου και όχι ως συνάρτησης, πράγµα που θα 
πρέπει να τονίζεται ιδιαίτερα στα εισαγωγικά συγγράµµατα µαθηµατικής ανάλυσης. 
Η κατανόηση αυτών των ζητηµάτων είναι σηµαντικό προαπαιτούµενο για τη µελέτη 
των διαφορικών εξισώσεων.  
 
    Αυτονόητα, οποιεσδήποτε παρατηρήσεις και προτάσεις για βελτιώσεις του βιβλίου 
είναι καλοδεχούµενες!  
 
 

    Κ. Ι. Παπαχρήστου  

    Αύγουστος 2022  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 
 

1.1  Πραγµατικοί Αριθµοί  
 
∆ιάφορα σύνολα αριθµών µάς είναι γνωστά από τα Μαθηµατικά: Το σύνολο των φυ-
σικών αριθµών, N={1,2,3,…}, το σύνολο των ακεραίων, Z={0,  ±1, ±2, ±3,…}, και το 

σύνολο των ρητών, Q={  p/q , όπου p, q ακέραιοι και q ≠ 0}. Αριθµοί όπως οι 2, 3, 
ln 3, κλπ, που δεν µπορούν να τεθούν στη µορφή πηλίκου ακεραίων p/q, καλούνται 
άρρητοι. Όλοι µαζί οι αριθµοί, ρητοί και άρρητοι, αποτελούν το σύνολο των πραγµα-
τικών αριθµών, R.  
 
    Στο σύνολο R των πραγµατικών µπορούν να οριστούν διάφορα είδη διαστηµάτων:  
 

Ανοιχτό διάστηµα:  (a, b) = { x / x∈R,  a < x < b }  

Κλειστό διάστηµα:  [a, b] = { x / x∈R,  a < x < b } 

Ηµίκλειστα διαστήµατα: [a, b) = { x / x∈R,  a < x < b } 
    (a, b] = { x / x∈R,  a < x < b } 

Άπειρα διαστήµατα:  (−∞, c), (c, +∞), (−∞, c], [c, +∞), (−∞, +∞)  
 
 
1.2  Συναρτήσεις  
 
Έστω D ⊆ R ένα υποσύνολο του R. Θεωρούµε έναν κανόνα  f  : D → R, τέτοιον ώστε 
σε κάθε στοιχείο x∈D να αντιστοιχεί ένα µοναδικό στοιχείο y∈R. (Είναι, όµως, επι-
τρεπτό δύο ή περισσότερα στοιχεία τού D να αντιστοιχούν στο ίδιο στοιχείο τού R.) 
Γράφουµε:  

                                       ( x ∈D)  
f

֏   ( y ∈R)    ή    y = f (x)     
 
Ο κανόνας  f  αποτελεί µια πραγµατική συνάρτηση. Λέµε ότι η εξαρτηµένη µεταβλητή y 
είναι συνάρτηση της ανεξάρτητης µεταβλητής x. Το σύνολο D καλείται πεδίο ορισµού 
τής  f, ενώ το σύνολο {  y= f (x) / x∈D} ≡ f (D) καλείται πεδίο τιµών.  
 
    ∆οθείσης µίας συνάρτησης  y= f (x), µπορούµε να χαράξουµε την αντίστοιχη γραφι-
κή παράσταση:  
 

                               
O

x

y

0x

0y

( )y f x=

0 0( )y f x=
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    Μία συνάρτηση  y= f (x) λέγεται συνεχής στο σηµείο x=x0 αν η τιµή της στο σηµείο 
αυτό, y0= f (x0), ορίζεται και είναι ίση µε το όριο της  f (x) καθώς  x→x0 :  
 
                                                    

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
=     

 
Πρακτικά, µπορούµε να πούµε ότι η γραφική παράσταση της  f (x) είναι µία συνεχής 
καµπύλη στο σηµείο x=x0 (δεν «σπάει» σε δύο ξεχωριστές καµπύλες στο σηµείο αυ-
τό). Αν θέσουµε  x–x0=∆x  και  f (x) – f (x0)=  y–y0=∆y, τότε, από τον ορισµό της συνε-
χούς συνάρτησης έπεται ότι  ∆y→0  όταν  ∆x→0 .  
 
    Η παρακάτω λίστα περιλαµβάνει τις πλέον στοιχειώδεις συναρτήσεις που συνήθως 
συναντούµε:  
 

Σταθερή συνάρτηση:   y = f (x) = c    (c ∈ R)  

∆υναµοσυνάρτηση:   y = f (x) = x a   (a ∈ R)   

Εκθετική συνάρτηση:   y = f (x) = e x  

Λογαριθµική συνάρτηση:  y = f (x) = ln x  

Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις: y = f (x) = sin x, cos x, tan x, cot x  

Αντίστροφες  
τριγωνοµετρικές συναρτήσεις:  y = f (x) = arc sin x,  arc cos x,  
             arc tan x,  arc cot x  

 
    Με τη βοήθεια των στοιχειωδών συναρτήσεων µπορούµε να κατασκευάσουµε 
σύνθετες συναρτήσεις. Θεωρούµε τις συναρτήσεις  y=g(u)  και  u=h(x). Γράφουµε:  
 
                                                   y = g [h(x)] ≡ (g�h) (x)     
 
Ορίζουµε, λοιπόν, τη σύνθετη συνάρτηση  f =  g�h , έτσι ώστε  
 
                                             y = f (x) = g [h(x)] ≡ (g�h) (x)      
 
Για να απλουστεύσουµε τους συµβολισµούς µας γράφουµε, απλά, y=y(x) αντί y=f (x). 
Όµοια, y=y(u) και u=u(x). Τότε,  
 
                                         y =  y (x)   ⇔   [ y =  y(u),  u =  u(x) ]      
 
 
    Παραδείγµατα:   

1. Η σύνθετη συνάρτηση ( ) xy y x e= =  αναλύεται σε απλές, ως εξής:  

                                     1/ 2( ) , ( )uy y u e u u x x x= = = = =      
 

ενώ η  
2 1

( ) xy y x e
+

= =   αναλύεται:  

                   1/ 2 2( ) , ( ) , ( ) 1uy y u e u u w w w w w x x= = = = = = = +   .    



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 3 

2. Η συνάρτηση 2( ) ln (1 sin )y y x x= = +  αναλύεται ως εξής:  
 
                       2( ) ln , ( ) 1 , ( ) siny y u u u u w w w w x x= = = = + = =  .    
 

3. Η συνάρτηση 3 6( ) cos 1y y x x= = +   αναλύεται:  
 

      3 1/2 6( ) , ( ) cos , ( ) , ( ) 1y y u u u u w w w w z z z z z x x= = = = = = = = = +  .   
 
 
 
1.3  Πεδία Ορισµού Συναρτήσεων  
 
Έστω συνάρτηση y=f (x). Εξ ορισµού, το πεδίο ορισµού της, D, είναι το µέγιστο υπο-
σύνολο του R για το οποίο ισχύει ότι y∈R, ∀x∈D. Πρακτικά, αυτό σηµαίνει ότι οι 
τιµές  y της  f (x) είναι πραγµατικές και πεπερασµένες για όλα τα x∈D. Ας δούµε τα πε-
δία ορισµού µερικών στοιχειωδών συναρτήσεων:  
 

 

2
0 1 2( ) | ( , )

1
( ) | {0} ( ,0) (0, )

( ) | [0, )

( ) | ( , )

( ) ln | (0, )

( ) sin , cos | ( , )

( ) tan | { / 2, 0, 1, 2, }

( ) cot

n
n

x

y f x a a x a x a x D R

y f x D R
x

y f x x D

y f x e D R

y f x x D

y f x x x D R

y f x x D R k k

y f x x

π π

= = + + + + = = −∞ +∞

= = = − = −∞ ∪ +∞

= = = +∞

= = = = −∞ +∞

= = = +∞

= = = = −∞ +∞

= = = − + = ± ±

= =

⋯

⋯

| { , 0, 1, 2, }

( ) arcsin , arccos | [ 1,1]

( ) arc tan , arccot | ( , )

D R k k

y f x x x D

y f x x x D R

π= − = ± ±

= = = −

= = = = −∞ +∞

⋯

             

 
Ας δούµε και µερικά παραδείγµατα σύνθετων συναρτήσεων:  
 

 

1 1
, | (0, )

1 1
, ln | (0, ) {1} (0,1) (1, )

ln
1 1

, , ln | (1, )
ln

y y u x D
ux

y y u x D
x u

y y u w w x D
ux

= ⇒ = = = +∞

= ⇒ = = = +∞ − = ∪ +∞

= ⇒ = = = = +∞
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    Άσκηση 1.1  Να βρεθούν τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων:  
 

2
2

6 2

3 3 2 2

3

ln( 1) arc tan 2
(1) (2) 1 (3) (4) arccos

11 1
ln( 5)

(5) [ : ( ) ( )]
8

(6) ln (ln ) (7) tan 2 (8) tan
3

x x x
y y x y y

xx x
x

y a b a b a ab b
x

x
y x y x y

Υποδ

+  = = − = =  + + −
+

= − = − + +
−

= = =

    

 
 
1.4  Πεπλεγµένες και Πλειότιµες Συναρτήσεις  
 
Οι πεπλεγµένες συναρτήσεις είναι εκφράσεις της µορφής  
 
                                                           F (x, y) = 0       (1) 
 
(δηλαδή, σχέσεις που συνδέουν τις µεταβλητές x και y) που όµως δεν µας επιτρέπουν 
να εκφράσουµε απευθείας το y σαν συνάρτηση του x. Στην ειδική περίπτωση που   
F(x, y) = f (x)− y, η σχέση (1) οδηγεί σε µια συνήθη συνάρτηση  y= f (x).  
 
    Παραδείγµατα:   

F (x, y) ≡ y 3 – 3xy + x 3 = 0  

F (x, y) ≡ y + x e
 y – 1 = 0  

 
    Οι συναρτήσεις που ορίσαµε µέχρι τώρα ήταν µονότιµες, µε την έννοια ότι, σε κάθε 
τιµή τού x∈D αντιστοιχεί µία µοναδική τιµή τού y=f (x). Μια συνάρτηση που δεν υ-
πακούει σε αυτό τον περιορισµό καλείται πλειότιµη. Γενικά, οι πεπλεγµένες συναρτή-
σεις είναι πλειότιµες.  
 
    Παράδειγµα:   

x 2 + y 2 = 1   ⇔   F (x, y) ≡ x 2 + y 2 – 1 = 0    (µοναδιαίος κύκλος) .   

Γράφουµε:    y = ± (1 – x 2) 1/2    |   D=  [-1, 1]  .   

Παρατηρούµε ότι, σε κάθε τιµή τού x∈D αντιστοιχούν δύο τιµές τού y :   

                            

O
x

y

x1− 1+

21y x= + −

21y x= − −
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1.5  Εκθετική και Λογαριθµική Συνάρτηση  
 
Θεωρούµε την ακολουθία  
 

                                           
1

1 , 1,2,3,
n

na n
n

 = + = 
 

⋯   

Ορίζουµε:  

                                         
1

lim lim 1 2.7
n

n
n n

e a
n→∞ →∞

 = = + ≅ 
 

   

 
    Ορισµός:  Έστω πραγµατικός αριθµός  a>0 ,  και έστω ότι  
 
                                                              a = e b   
για κάποιο  b∈R .  Ο αριθµός  
                                                            b = ln a   
 
καλείται λογάριθµος του a. Προσέξτε ότι δεν ορίζεται ο  ln a  για  a ≤ 0 !  Ισχύει ότι  
 
                                                ln a =  ln c  ⇔  a= c    
 
 
    Παραδείγµατα:   
 
1)  ln 1 = ?  
 
Έστω  ln 1 = x . Τότε,  1 = e x  ⇒  e x = e 0  ⇒  x=0  ⇒     
 
2)  ln e = ?  
 
Έστω  ln e = x . Τότε,  e = e x  ⇒  e x = e 1  ⇒  x=1  ⇒     
 
3)  ln (1/e) = ?  
 
Έστω  ln (1/e) = x . Τότε,  1/e = e x  ⇒  e x = e –1  ⇒  x= − 1  ⇒     
 
 

4)  Όµοια, µπορούµε να δείξουµε ότι    ln 1/ 2 , ln (1/ ) 1/ 2e e= = −   
 
5)  

0
lim ln ?
x

x
+→

=   

Έστω, γενικά, ότι  ln x =  y ⇔ x= e y. Παρατηρούµε ότι  x→0+ καθώς  y → −∞ . Έτσι, 
αντίστροφα,  y= ln x → − ∞  όταν  x→0+ .  ∆ηλαδή,  
 
                                                  

0
lim ln
x

x
+→

= − ∞        

  
 
   

ln 1 = 0

ln e = 1 

ln (1/e) =  − 1 
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    Ιδιότητες των λογαρίθµων:  
  

      

ln

1. ln ( ) ,

2. ,

3. ln ( ) ln ln ( 0, 0)

4. ln ln ln ln ( 0, 0)

1
5. ln ln ( 0)

6. ln ( ) ln ( 0, )

a

a

k

e a a R

e a a R

ab a b a b

a b
a b a b

b a

a a
a

a k a a k R

+

= ∀ ∈

= ∀ ∈

= + > >

= − = − > >

= − >

= > ∈

     

 
 
    Απόδειξη:   
 
1.  Έστω  ln ( ) .a a xe x e e x a= ⇒ = ⇒ =   

2.  Έστω  ln ln ln .ae x a x x a= ⇒ = ⇒ =   

3.  Έστω  ln a = x ,  ln b = y ,  ln (a b) = z . Θα δείξουµε ότι  x+y = z :  

      
ln ( ) , ln , ln .

, . . .

z x y

z x y z x y z

ab z ab e a x a e b y b e

ab e e e e e e x y zο ε δ+

= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ = ⇒ + =
    

4.  Έστω  ln a = x ,  ln b = y ,  ln (a/b) = z . Θα δείξουµε ότι  x−y = z :  

      

ln ( / ) / , ln , ln .

/ / , . . .

ln ( / ) ln ln (ln ln ) ln ( / ).

z x y

z x y z x y z

a b z a b e a x a e b y b e

a b e e e e e e x y z

a b a b b a b a

ο ε δ−

= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ = ⇒ − =

= − = − − = −

  

5.  ln (1/a) =   ln 1 – ln a =  0 – ln a =  – ln a .  

6.  Έστω  ln (a k) = x ,  ln a = y . Θα δείξουµε ότι  x =  k y :  

     
ln ( ) , ln .

( ) , . . .

k k x y

k x y k x k y x

a x a e a y a e

a e e e e e k y xο ε δ

= ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
     

 
    Άσκηση 1.2  ∆είξτε ότι  

                                             ln ln ln ln
a b

a b c
c

  = + − 
 

   

 
    Άσκηση 1.3  Να βρεθούν οι τιµές των παρακάτω εκφράσεων:  
 

2

2 3

1
(1) ln sin (2) ln (3) ln

2

e e

e e

π     
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    Η συνάρτηση  
                                                ( ) expxy f x e x= = ≡   
 
καλείται εκθετική συνάρτηση. Αυτή ορίζεται για κάθε x∈R. Άρα, το πεδίο ορισµού της 
είναι  D=  R .  
 
    Η συνάρτηση  
                                                     ( ) lny f x x= =    
 
καλείται λογαριθµική συνάρτηση. Ποιο είναι το πεδίο ορισµού της; Παρατηρούµε ότι  
 
                                   ln 0,yy x x e x y R= ⇒ = ⇒ > ∀ ∈  .  
 
Άρα,  D=  R

+ =  (0 , +∞).  Όπως δείξαµε νωρίτερα, 
0

lim ln
x

x
+→

= − ∞ .   

 
Γραφικές παραστάσεις:  
 
 

           

x

y

0

1

xy e=

0 1

y

x

lny x=

          
 
 
 
1.6  Γραµµική Συνάρτηση  
 
Η συνάρτηση  

                                            y = f (x) = a x + b        (a ≠ 0)      (1) 
 
καλείται γραµµική συνάρτηση γιατί παρίσταται γραφικά µε µία ευθεία γραµµή:  
 

                      

x

y

θ
O

A

b

y
ax

b
=

+

0

OA b

θ π
=

≤ <
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Παρατηρούµε ότι  f (0)=b .  Η γεωµετρική σηµασία τού  a  βρίσκεται ως εξής:  
 

                      

x

y

θ
O

θ

1x 2x

1y

2y

x∆

y∆

         
 
Έστω ότι  y1=ax1+b ,  y2=ax2+b . Αφαιρώντας κατά µέλη και καλώντας  ∆x=x2−x1 , 
∆y=y2−y1 , βρίσκουµε ότι  
 

                                     .
y

y a x a
x

∆
∆ ∆ σταθ

∆
= ⇔ = ≡        (2) 

 
Η σχέση (2) αποτελεί την αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι µία συνάρτηση  
y=f (x)  γραµµική. Από το σχήµα, τώρα, βλέπουµε ότι  ∆y/∆x=tanθ. Έτσι,  
 
                                                          a = tan θ           (3) 
 
Το a καλείται κλίση της ευθείας (1).  
 
    Πρόβληµα:  Βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σηµείο (x0 , y0) 
και έχει γωνία κλίσης θ ως προς τον άξονα x.  

    Λύση:  Από τις σχέσεις (2) και (3) έχουµε ότι ∆y= a∆x, όπου a= tan θ και ∆x=x−x0,  
∆y =  y–y0 . Έτσι,  
 
                                                   y – y0 = a (x – x0)         (4) 
 
Εναλλακτικά, ζητάµε µία εξίσωση της µορφής (1) για κατάλληλες τιµές των a και b.  
Το  a  ισούται µε tan θ. Θέτοντας x= x0 και y= y0 στην (1) , έχουµε:  y0=  a x0+b ⇒ b= 

y0 – ax0 . Αντικαθιστώντας την τιµή αυτή του b στην (1), βρίσκουµε πάλι την (4) .  
 
    Πρόβληµα:  Βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σηµεία (x1 , y1) 
και (x2 , y2) .  

    Λύση:  Αφού η ευθεία διέρχεται από το σηµείο (x1 , y1), θα περιγράφεται από µια 
εξίσωση της µορφής (4) µε (x1 , y1) στη θέση των (x0 , y0):  y – y1=  a (x – x1) . Από την 
άλλη, η κλίση  a  ισούται µε  a= ∆y/∆x= (y2 – y1)/(x2 – x1) . Έτσι έχουµε:  
 

                                                       1 2 1

1 2 1

y y y y

x x x x

− −
=

− −
      (5) 

 
Από τις ιδιότητες των αναλογιών (Παράρτ. IV), (5) ⇒ (y–y1)/(x–x1)=(y–y2)/(x–x2) 
(δείξτε το!). Έτσι, οδηγούµαστε σε µια σχέση ισοδύναµη της (5).  
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1.7  Τετραγωνική Συνάρτηση  
 
Η συνάρτηση  
 
                                      y = f (x) = a x

 2 + b x + c        (a ≠ 0)    
 
καλείται τετραγωνική συνάρτηση και παρίσταται γραφικά µε µία παραβολή:  
 

                                      

x

y

O

         
 
Οι ρίζες µιας τετραγωνικής συνάρτησης είναι οι πραγµατικοί ή µιγαδικοί αριθµοί ρ1 , 
ρ2  για τους οποίους ισχύει ότι  f (ρ1)= f (ρ2)=0 . ∆ίνονται από τη σχέση  
 

                                     2
1,2 , 4

2

b
b ac

a

∆
ρ ∆

− ±
= = −     

 
Οι ρίζες είναι πραγµατικές και διάφορες αν ∆>0, πραγµατικές και ίσες αν ∆=0, και 
µιγαδικές συζυγείς αν ∆<0 .  
 
 
1.8  Άρτιες και Περιττές Συναρτήσεις  
 
Έστω συνάρτηση y= f (x) µε πεδίο ορισµού D. Υποθέτουµε ότι, για κάθε  x∈D, ισχύει 
ότι και το (− x)∈D . Λέµε ότι   
 

η  f (x) είναι άρτια αν    f (−x) = f (x) ,  ∀x∈D 

η  f (x) είναι περιττή αν   f (−x) = − f (x) ,  ∀x∈D  
 

(Βέβαια, µία τυχαία συνάρτηση δεν απαιτείται να είναι είτε άρτια, είτε περιττή! Για 
παράδειγµα, η συνάρτηση  f (x)=x 3+1 δεν είναι ούτε άρτια, ούτε περιττή.)  
 
    Η γραφική παράσταση µιας περιττής συνάρτησης περνάει πάντα από την αρχή των 
αξόνων (υπό την προϋπόθεση, βέβαια, ότι η τιµή x=0 ανήκει στο D). Πράγµατι: θέ-
τοντας  x=0 στη σχέση  f (−x)+ f (x)=0 , βρίσκουµε ότι  f (0)=0 .  
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Άρτια συνάρτηση Περιττή συνάρτηση 

x

y

O x

y

O

    
 
    Παραδείγµατα:   
 

Άρτιες              Περιττές  
 

2 4 6( ) , , , ,

( ) | |

( ) cos

( ) x x

f x c x x x

f x x

f x x

f x e e−

=

=

=

= +

⋯

       

3 5 7( ) , , , ,

( ) sin

( ) tan , cot

( ) x x

f x x x x x

f x x

f x x x

f x e e−

=

=

=

= −

⋯

  

 
 
    Άσκηση 1.4  ∆είξτε τα παρακάτω:  
 

• Το γινόµενο ή το πηλίκο δύο άρτιων ή δύο περιττών συναρτήσεων είναι άρτια 
συνάρτηση.  

• Το γινόµενο ή το πηλίκο µιας άρτιας και µιας περιττής συνάρτησης είναι πε-
ριττή συνάρτηση.  

• Το άθροισµα ή η διαφορά δύο άρτιων συναρτήσεων είναι άρτια συνάρτηση.  
• Το άθροισµα ή η διαφορά δύο περιττών συναρτήσεων είναι περιττή συνάρτη-

ση.  
• Το άθροισµα µιας άρτιας και µιας περιττής συνάρτησης δεν είναι ούτε άρτια, 

ούτε περιττή συνάρτηση.  
 
    Πρόταση:  Κάθε συνάρτηση  f (x) µπορεί να γραφεί σαν το άθροισµα µιας άρτιας 
συνάρτησης  Α(x)  και µιας περιττής συνάρτησης  Π(x) .  

    Απόδειξη:  Γράφουµε:   

                   

1 1
( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( )

2 2
1 1

( ) [ ( ) ( )] , ( ) [ ( ) ( )]
2 2

f x f x f x f x f x x x

x f x f x x f x f x

Α Π

Α Π

= + − + − − ≡ +

= + − = − −
    

∆εν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι  Α (−x) = Α (x)  και  Π (−x) = −Π (x) .  
 
    Παράδειγµα:  Για  f (x)=  e

 x,  γράφουµε:  

                              
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

x x x x xe e e e e x xΑ Π− −= + + − ≡ +     
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    Άσκηση 1.5  Για κάθε µία από τις παρακάτω συναρτήσεις, εξετάστε αν είναι άρτια, 
περιττή, ή τίποτα από τα δύο:  
 

4 2 3 5

3 3
5 6

(1) ( ) 2 3 1 (2) ( ) 2 3 (3) ( ) 1

1
(4) ( ) | 1 | | 1 | (5) ( ) | 1 | | 1 | (6) ( ) ln

1

tan cot
(7) ( ) sin (8) ( ) cos (9) ( ) (10) ( )

f x x x f x x x f x x

x
f x x x f x x x f x

x

x x
f x x x f x x x f x f x

x x

= − + = − = +

−
= + + − = + − − =

+

= = = =

    

 
 
1.9  Περιοδικές Συναρτήσεις  
 
Μία συνάρτηση  y=f (x) καλείται περιοδική µε περίοδο a ≠ 0 αν  
 
                                                        f (x+a) = f (x)         (1) 
 
Αν ισχύει η (1), τότε ισχύει γενικότερα και ότι  
 
                                       f (x+ka) = f (x) ,   k =  ±1, ±2, ±3, …  
 
(δείξτε το!). ∆ηλαδή, αν το a είναι περίοδος της  f (x), τότε και το ka (όπου k ακέραι-
ος) επίσης είναι περίοδος της  f (x) . Συνήθως, µε τον όρο «περίοδος» εννοούµε τη µι-
κρότερη θετική περίοδο µιας περιοδικής συνάρτησης.  
 

                 

x

y

( )y f x=

a
    

 
    Παραδείγµατα:  
 
Στα παρακάτω παραδείγµατα θα κάνουµε χρήση των τριγωνοµετρικών εξισώσεων 
που εκτίθενται στο Παράρτηµα II.  
 
1.  y=f (x)=sin x. Ελέγχουµε αν η  f είναι περιοδική µε περίοδο a :  
 
        f (x+a) = f (x)   ⇒   sin (x+a)=  sin x   ⇒   x+a=  x+2kπ  ή  x+a= (2k+1) π − x  
 
έτσι ώστε  a=2kπ  ή  a=(2k+1) π − 2x  (k =0, ±1, ±2, ±3, …). Η δεύτερη λύση απορ-
ρίπτεται, αφού το a πρέπει να είναι σταθερό, ανεξάρτητο του x. Η λύση a=2kπ παίρ-
νει την ελάχιστη θετική τιµή της για k=1. Άρα, η  y=f (x)=sin x είναι περιοδική µε (ε-
λάχιστη) περίοδο  
                                                             a= 2π      
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2.  y=f (x)=cos x. ∆είξτε ότι και η συνάρτηση αυτή είναι περιοδική µε περίοδο  
 
                                                             a= 2π       
 
3.  y=f (x)=sin 2x ή cos 2x. ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις αυτές είναι περιοδικές µε περίο-
δο  
                                                              a= π    
 
4.  y=f (x)=sin (x/2) ή cos (x/2). ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις αυτές είναι περιοδικές µε 
περίοδο  
                                                             a= 4π     
 
5.  y=f (x)=sin λx ή cos λx (λ∈R+). ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις αυτές είναι περιοδικές 
µε περίοδο   
                                                           a= 2π /λ          
 
6.  y=f (x)= tan x ή cot x. ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις αυτές είναι περιοδικές µε περίοδο  
 
                                                             a= π      
 
7.  y=f (x)= tan λx ή cot λx (λ∈R+). ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις αυτές είναι περιοδικές µε 
περίοδο   
                                                            a= π /λ      
 
8.  Κάθε σταθερή συνάρτηση  y=f (x)=  c  είναι περιοδική µε αυθαίρετη περίοδο. Πράγ-
µατι:  f (x+a)=  c= f (x) , για κάθε a .   
 
    Άσκηση 1.6  ∆είξτε τα παρακάτω:  
 

• Αν η  f (x) είναι περιοδική µε περίοδο a, τότε και οι  λ f (x) και  f (x)+c (όπου λ, 
c σταθερές) είναι επίσης περιοδικές µε περίοδο a .  

• Έστω ότι οι  f1 (x) και f2 (x) είναι περιοδικές µε περίοδο a. Τότε, και οι συναρ-
τήσεις  f1 (x)± f2 (x) είναι περιοδικές µε περίοδο a.  

• Έστω ότι οι  f1 (x) και f2 (x) είναι περιοδικές µε περίοδο a. Τότε, και οι συναρ-
τήσεις  f1 (x)⋅f2 (x) και  f1 (x) / f2 (x) είναι περιοδικές µε περίοδο a (αν και, σ’ αυ-
τή την περίπτωση, το a µπορεί να µην είναι η ελάχιστη περίοδος του γινοµέ-
νου ή του πηλίκου).  

 
    Έστω τώρα ότι οι  f1 (x) και f2 (x) είναι περιοδικές, µε αντίστοιχες ελάχιστες περιό-
δους  a1 και a2 . Θέλουµε να ελέγξουµε αν το άθροισµα  f1 (x)+ f2 (x) είναι περιοδική 
συνάρτηση. Αυτό θα συµβεί αν οι  f1 (x) και f2 (x) έχουν κάποια κοινή περίοδο, όχι 
απαραίτητα ελάχιστη για την  f1 (x) ή την f2 (x). Τα σύνολα των θετικών περιόδων των 
δύο συναρτήσεων είναι:  
 

                               1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

{ / 1,2,3, } { ,2 ,3 , } ,

{ / 1,2,3, } { ,2 ,3 , }

S ka k a a a

S ka k a a a

= = =

= = =

⋯ ⋯

⋯ ⋯
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Ας υποθέσουµε ότι 1 2S S ≠ ∅∩  (δηλαδή, η τοµή των S1 και S2 δεν είναι το κενό σύ-

νολο). Τότε, η συνάρτηση  f1 (x)+ f2 (x) είναι περιοδική, µε περίοδο το ελάχιστο εκ των 
στοιχείων του συνόλου 1 2S S∩ .  

 
    Τι µπορούµε να πούµε για τις συναρτήσεις  f1 (x)⋅f2 (x) και  f1 (x) / f2 (x); Και πάλι, το 
ελάχιστο εκ των στοιχείων του συνόλου 1 2S S∩  είναι περίοδος για τις συναρτήσεις 

αυτές, είναι όµως δυνατό να µην είναι η ελάχιστη περίοδός τους. Ας δούµε ένα παρά-
δειγµα:  
 
    Θα ελέγξουµε την περιοδικότητα της συνάρτησης  f (x)= tan x. Μπορούµε να δου-
λέψουµε µε δύο τρόπους:  
 
(α)  f (x+a) = f (x) ⇒ tan (x+a)=  tan x ⇒ x+a=  x+kπ  ⇒  a=kπ  (k=1,2,3,...). Η ελάχι-
στη τιµή της περιόδου είναι  a= π .  
 
(β) Γράφουµε τη δοσµένη συνάρτηση στη µορφή πηλίκου: f (x)=sin x/cos x . Οι συ-
ναρτήσεις στον αριθµητή και τον παρονοµαστή είναι περιοδικές, µε κοινή (ελάχιστη) 
περίοδο 2π. Αυτή θα είναι επίσης περίοδος και για την  f (x), θα είναι όµως η ελάχιστη 
περίοδός της ; Έστω  a  η ζητούµενη ελάχιστη περίοδος της  f (x). Τότε,  
 

                             
sin ( ) sin

( ) ( )
cos ( ) cos

x a x
f x a f x

x a x

+
+ = ⇒ =

+
 .  

 
Αυτό ικανοποιείται µε δύο τρόπους:  
 

• sin (x+a) = sin x  και  cos (x+a) = cos x   ⇒   x+a = x+2kπ ,  ή 

• sin (x+a) = −sin x  και  cos (x+a) = −cos x   ⇒   x+a = x+(2k+1)π .  

 
Έτσι,  a=2kπ  ή  a=(2k+1)π . Τα δύο αυτά αποτελέσµατα συνδυάζονται αν γράψουµε  
a=λπ  (λ=1,2,3,...). Η ελάχιστη περίοδος λαµβάνεται για λ=1, έτσι ώστε  a= π . Παρα-
τηρούµε ότι η περίοδος του πηλίκου  sin x/cos x  (ίση µε π) είναι µικρότερη από την 
περίοδο  2π  των  sin x  και  cos x !  
 
    Παραδείγµατα:   
 

1. Να εξεταστεί η περιοδικότητα των συναρτήσεων ( ) sinf x x=  και 2( ) sinf x x= .  
 
∆είξτε ότι, και στις δύο περιπτώσεις, η σχέση  f (x+a)=  f (x) οδηγεί σε εκφράσεις για 
το  a  που δεν είναι σταθερές ποσότητες αλλά συναρτήσεις του x. Άρα, καµία από τις 
συναρτήσεις αυτές δεν είναι περιοδική.  
 
2. Να εξεταστεί ως προς την περιοδικότητά της η συνάρτηση  f (x) = 3sin2x+2cos3x .  
 
    Λύση: Έστω  f1 (x)=3sin2x  και  f2 (x)=2cos3x . Τότε,  f (x)= f1 (x)+ f2 (x) . Η  f (x) θα 
είναι περιοδική αν οι  f1 (x) και  f2 (x) έχουν κάποια κοινή περίοδο, δηλαδή, αν 

1 2S S ≠ ∅∩ , όπου S1 και S2 είναι τα σύνολα των περιόδων των δύο συναρτήσεων. Η 
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περίοδος της  f (x) θα είναι τότε το ελάχιστο εκ των στοιχείων του συνόλου 1 2S S∩ . 

Τώρα, θυµίζουµε ότι οι συναρτήσεις sin λx και cos λx είναι περιοδικές µε ελάχιστη 
περίοδο 2π/λ . Έτσι, το σύνολο των περιόδων σε κάθε περίπτωση είναι 2kπ/λ 
(k=1,2,3,...). Αναλυτικά, θέτοντας  λ=2  και  λ=3,  
 

                            
1

2

{ / 1,2,3, } { ,2 ,3 , } ,

2 2 4
{ / 1,2,3, } { , ,2 , }

3 3 3

S k k

k
S k

π π π π

π π π
π

= = =

= = =

⋯ ⋯

⋯ ⋯
       

 
Παρατηρούµε ότι το ελάχιστο στοιχείο της τοµής 1 2S S∩  είναι το 2π . Άρα, η δοσµέ-

νη συνάρτηση  f (x) είναι περιοδική µε περίοδο  a=2π .  
 
3. Να εξεταστεί η περιοδικότητα της συνάρτησης  f (x) = sin 2 x .  
 
    Λύση:  f (x+a)=  f (x) ⇒ sin 2 (x+a)=  sin 2 x . Αυτό ικανοποιείται µε δύο τρόπους:  
 

• sin (x+a) = sin x  ⇒   x+a = x+2kπ  ή  x+a = (2k+1)π −x (αποκλείεται),   

• sin (x+a) = −sin x  ⇒   x+a = x+(2k+1)π  ή  x+a = 2kπ −x (αποκλείεται).  
 
(Οι δύο λύσεις που αποκλείστηκαν δίνουν εκφράσεις για το a που εξαρτώνται από το 
x.) Έτσι έχουµε ότι  a=2kπ  ή  a=(2k+1)π . Τα δύο αυτά αποτελέσµατα συνδυάζονται 
αν γράψουµε  a=λπ  (λ=1,2,3,...). Η ελάχιστη περίοδος λαµβάνεται για λ=1, έτσι ώστε  
a= π . Η δοσµένη συνάρτηση, λοιπόν, είναι περιοδική µε περίοδο  a= π .  
 
4. Θεωρούµε τις συναρτήσεις   
 
                1,  cos ωt,  sin ωt,  cos 2ωt,  sin 2ωt, ... , cos nωt,  sin nωt, ...   
 
(όπου ω=σταθ.). Η σταθερή συνάρτηση 1 είναι περιοδική µε αυθαίρετη περίοδο. Οι 
υπόλοιπες συναρτήσεις έχουν κοινή περίοδο Τ=2π /ω, αυτή όµως είναι ελάχιστη περί-
οδος µόνο για τις  cos ωt και sin ωt (γενικά, οι  cos nωt και sin nωt έχουν ελάχιστη πε-
ρίοδο ίση µε  2π /nω=Τ/n). Θεωρούµε τώρα µια συνάρτηση  f (t) που εκφράζεται στη 
µορφή σειράς της οποίας οι όροι εµπεριέχουν τις παραπάνω συναρτήσεις πολλαπλα-
σιασµένες µε αυθαίρετους (σταθερούς) συντελεστές:  
 
         f (t) = a0 +  (a1 cos ωt + b1 sin ωt) + (a2 cos 2ωt + b2 sin 2ωt) + … +   

                       + (an cos nωt + bn sin nωt) + …   

ή  

                                    
0

( ) ( cos sin )n n
n

f t a n t b n tω ω
∞

=

= +∑       

 
Σύµφωνα µε αυτά που γνωρίζουµε, η  f (t) είναι περιοδική µε περίοδο Τ=2π /ω . ∆η-
λαδή,   f (t+Τ ) = f (t) .  (Σηµείωση: Μπορεί να αποδειχθεί ότι κάθε περιοδική συνάρτη-
ση µε περίοδο Τ µπορεί να εκφραστεί στη µορφή σειράς όπως η παραπάνω, µε 
ω=2π/Τ  και κατάλληλους συντελεστές an , bn . Η σειρά αυτή καλείται σειρά Fourier.)  
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    Άσκηση 1.7  ∆είξτε ότι η συνάρτηση που παρίσταται µε σειρά Fourier:  
 

                                 
0

2 2
( ) cos sinn n

n

nt n t
f t a b

T T

π π∞

=

 = + 
 

∑       

 
είναι περιοδική, µε περίοδο Τ.  
 
    Άσκηση 1.8  Να εξεταστούν ως προς την περιοδικότητά τους οι παρακάτω συναρ-
τήσεις:  
 

2

(1) ( ) sin 2 cos 2 (2) ( ) 2cos( / 2) 5sin ( / 3)

(3) ( ) 5sin 2 3cos (4) ( ) tan

f x x x f x x x

f x x x f x xλ

= + = −

= − =
       

 
 
1.10  Αντίστροφη Συνάρτηση  
 
Έστω  y=f (x) µία συνάρτηση µε πεδίο ορισµού D . Το πεδίο τιµών της είναι το σύνο-
λο  Β={  f (x) / x∈D} ≡ f (D) . Η συνάρτηση προσδιορίζει µία απεικόνιση του συνόλου 
D πάνω στο σύνολο Β, έτσι ώστε σε κάθε σηµείο x∈D να αντιστοιχεί ένα µοναδικό 
σηµείο y∈Β. Αν, επιπλέον, σε κάθε σηµείο y∈Β αντιστοιχεί ένα µοναδικό σηµείο  
x∈D, η απεικόνιση καλείται αµφιµονοσήµαντη ή «ένα-προς-ένα» (1-1). Σε µια τέτοια 
περίπτωση,  
 
                 x1 = x2  ⇔  f  (x1) = f   (x2)       ή       x1 ≠ x2  ⇔  f  (x1) ≠ f  (x2)   
 
Μία συνάρτηση  y=f (x) που είναι 1-1 καλείται αντιστρέψιµη γιατί µας επιτρέπει να 
ορίσουµε την αντίστροφη συνάρτηση  x= f 

 −1( y) µε πεδίο ορισµού το Β και πεδίο τι-
µών το D , έτσι ώστε  
 
                                      f 

 −1 [  f (x)] = x  ,       f  [  f 
 −1( y)] = y    

 
Παρατηρούµε ότι  
 
                                (  f 

 −1
�  f  ) (x) = x  ,       (  f  �  f 

 −1) ( y) = y     
 
Λέµε ότι η σύνθεση των  f  και  f 

 −1 ισούται µε την ταυτοτική συνάρτηση.  
 
    Παραδείγµατα:   
 
1. Η συνάρτηση  y= f (x)=  x

3 είναι 1-1, µε D=B=R . Η αντίστροφη συνάρτηση είναι η 
1 3( )x f y y−= = .  

 
2. Η συνάρτηση  y= f (x)=  e

 x είναι 1-1, µε D=R και B=R+. Η αντίστροφη συνάρτηση 
είναι η   x= f 

 −1( y) = ln y .   
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 16 

3. Η συνάρτηση  y= f (x)=  x
2 µε D=R και Β=  [0, +∞) δεν είναι 1-1, αφού σε κάθε τιµή 

y>0 αντιστοιχούν δύο τιµές x y= ± . Άρα, η συνάρτηση αυτή δεν είναι αντιστρέψι-

µη (η αντίστροφη συνάρτηση είναι πλειότιµη) (βλ. Παρ.1.4).  
 
4. Η συνάρτηση  y= f (x)=sin x  µε D=R και Β=  [−1, 1] δεν είναι 1-1, αφού σε κάθε 
τιµή  y∈[−1, 1] αντιστοιχούν άπειρες τιµές τού  x= arc sin y . Άρα, η συνάρτηση αυτή 
δεν είναι αντιστρέψιµη.  
 
 
1.11  Μονοτονία Συνάρτησης  
 
Έστω συνάρτηση  y= f (x) µε πεδίο ορισµού D . Θεωρούµε ένα διάστηµα  [a, b]  ⊆ D . 
Η f λέγεται αύξουσα στο [a, b] αν, για οποιαδήποτε 1 2, [ , ]x x a b∈  τέτοια ώστε 

1 2x x< , ισχύει ότι 1 2( ) ( )f x f x< , ενώ λέγεται φθίνουσα στο διάστηµα αυτό αν, για 

οποιαδήποτε 1 2, [ , ]x x a b∈  τέτοια ώστε 1 2x x< , ισχύει ότι 1 2( ) ( )f x f x> . Μία συ-

νάρτηση που είναι αύξουσα ή φθίνουσα σε κάποιο διάστηµα λέγεται µονότονη στο 
διάστηµα αυτό.  
 
    Άσκηση 1.9  ∆είξτε ότι µια συνάρτηση  f  που είναι µονότονη σε ολόκληρο το πεδίο 
ορισµού της είναι αντιστρέψιµη, και η αντίστροφη συνάρτηση  f

 −1 επίσης είναι µονό-
τονη (αύξουσα ή φθίνουσα, σε αντιστοιχία µε την  f ).  
 
    Παραδείγµατα:  
 
1. Η γραµµική συνάρτηση  y= ax+b  είναι αύξουσα για  a>0 και φθίνουσα για a<0 .  
 

2. Η συνάρτηση xy e=  είναι αύξουσα σε ολόκληρο τον άξονα x .  
 

3. Η συνάρτηση xy e−=  είναι φθίνουσα σε ολόκληρο τον άξονα x .  
 
4. Η συνάρτηση  y =  x

2  είναι φθίνουσα στο (−∞, 0] και αύξουσα στο [0, +∞) .  
 
(Αποδείξτε τις παραπάνω προτάσεις.)  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΚΑΙ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟ 
 
 

2.1  Ορισµός    
 
Κατά µία έννοια, η παράγωγος είναι ένας «δείκτης ευαισθησίας» µιας συνάρτησης  
y= f (x) στις µικρές µεταβολές τού x. Όσο µεγαλύτερες είναι οι αντίστοιχες µεταβολές 
τού y, τόσο µεγαλύτερη είναι και η ευαισθησία της συνάρτησης. Η ευαισθησία αυτή 
µεταβάλλεται, γενικά, µε το x. Η παρατήρηση αυτή µας οδηγεί στον ορισµό µιας νέας 
συνάρτησης  y΄=  f ΄(x) , της παραγώγου τής  f (x) .  
 
    Έστω  y= f (x) µία συνεχής συνάρτηση. Θεωρούµε µια αυθαίρετη µεταβολή τού x: 
x→ x+∆x . Αυτή επάγει µια αντίστοιχη µεταβολή τού y: y→ y+∆y , όπου  
 
               ∆y =  f (x+∆x) − f (x)    έτσι ώστε    y+∆y =  f (x)+ ∆y =  f (x+∆x)  .   
 
Ένα µέτρο της ευαισθησίας τής  f (x) στο σηµείο x είναι το πηλίκο ∆y/∆x, µε την προ-
ϋπόθεση ότι το ∆x είναι πολύ µικρό. Αναλυτικά,  
 

                                             
( ) ( )y f x x f x

x x

∆ ∆
∆ ∆

+ −
=     

 
Η έκφραση αυτή είναι, γενικά, συνάρτηση δύο ανεξάρτητων µεταβλητών, του x και 
του ∆x. Αν όµως πάρουµε το όριο του ∆y/∆x για ∆x→0, το αποτέλεσµα θα εξαρτάται 
µόνο από το x, θα είναι δηλαδή µία συνάρτηση του x. Η συνάρτηση αυτή καλείται 
παράγωγος της  f (x) και συµβολίζεται  f ΄(x) :  
 

                              
0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

y f x x f x
f x

x x∆ ∆

∆ ∆
∆ ∆→ →

+ −
′ = =      

 
Συχνά θα γράφουµε  y΄=  f ΄(x) . Η τιµή τής  f ΄(x) σε ένα σηµείο x=x0 συµβολίζεται   
f ΄(x0) :  
 
                                                 

00( ) ( ) |x xf x f x =′ ′≡      

 
    Παραδείγµατα:  
 
1.  y= f (x)=  c  (σταθερή συνάρτηση). Έχουµε:  
 

             
0

( ) ( ) 0 0 lim 0
x

y y
y f x x f x c c

x x∆

∆ ∆
∆ ∆

∆ ∆→
= + − = − = ⇒ = ⇒ =     

Άρα,  
                                                       y΄=   (c)΄ = 0       
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2.  y= f (x)=  a x+b  (γραµµική συνάρτηση). Έχουµε:  
 

             
0

( ) ( ) [ ( ) ] ( )

lim
x

y f x x f x a x x b ax b a x

y y
a a

x x∆

∆ ∆ ∆ ∆
∆ ∆
∆ ∆→

= + − = + + − + = ⇒

= ⇒ =
   

Άρα,  
                                                      y΄=   (a x+b)΄ = a     
 
3.  y= f (x)=  x

2
 .  Έχουµε:  

 

                 

2 2 2

0

( ) ( ) ( ) 2 ( )

2 lim 2
x

y f x x f x x x x x x x

y y
x x x

x x∆

∆ ∆ ∆ ∆ ∆
∆ ∆

∆
∆ ∆→

= + − = + − = + ⇒

= + ⇒ =
    

Άρα,  
                                                     y΄=   ( x

2)΄ = 2 x    
 
4.  y= f (x)=  x

3
 .  Έχουµε:  

 

       

3 3 2 2 3

2 2 2

0

( ) ( ) ( ) 3 3 ( ) ( )

3 3 ( ) lim 3
x

y f x x f x x x x x x x x x

y y
x x x x x

x x∆

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆
∆ ∆

∆ ∆
∆ ∆→

= + − = + − = + + ⇒

= + + ⇒ =
   

Άρα,  
                                                   y΄=   ( x

3)΄ = 3 x
2      

 
5.  y= f (x)=  x

 a
  (a∈R) .  Όπως µπορεί να δειχθεί,  

 
                                                 y΄=   ( x

 a )΄ = a x
 a−1     

 
Σαν παραδείγµατα,  
 

                                

( )

( )

( ) ( )

( )

1 2
2

2 3
2 3

1/ 2 1/ 2

1/2 3/2

3

1 1

1 2
2

1 1

2 2

1 1 1

2 2

x x
x x

x x
x x

x x x
x

x x
x x

− −

− −

−

− −

′  ′= = − = − 
 

′  ′= = − = − 
 

′ ′= = =

′  ′= = − = − 
 

       

 
 
    Η παράγωγος µίας συνάρτησης επιδέχεται γεωµετρική ερµηνεία, την οποία θα συ-
ζητήσουµε στην Παρ.2.10.  
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2.2  Κανόνες Παραγώγισης  
 
1. Παράγωγος αθροίσµατος συναρτήσεων:  
 

                                ( )1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x′ ′ ′± ± = ± ±⋯ ⋯      

 
• Η παράγωγος αθροίσµατος (ή διαφοράς) συναρτήσεων ισούται µε το άθροισµα 

(ή τη διαφορά) των παραγώγων των συναρτήσεων.  
 
2. Παράγωγος γινοµένου συναρτήσεων (κανόνας του Leibniz):  
 

      
( )

( )

1 2 1 2 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f x f x f x f x f x f x

f x f x f x f x f x f x f x f x f x f x f x f x

′ ′ ′= +

′ ′ ′ ′= + +
   

 
κλπ. Ειδικά, αν  c  είναι µια σταθερά, και µε δεδοµένο ότι  (c)΄= 0 ,   
 
                                                [ c f (x)]΄ =  c f ΄(x)     
 
3. Παράγωγος πηλίκου συναρτήσεων:  
 

                                  2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) [ ( )]

f x f x g x f x g x

g x g x

′ ′ ′  −
= 

 
     

 
 
    Άσκηση 2.1  Υπολογίστε τις παραγώγους των παρακάτω συναρτήσεων:  
 

32 sin 3 ln
(1) (2) (3) 2

2
xx x x

y y y x e
x xx

= − = = −       

 
 
    Ισχύει η εξής σηµαντική πρόταση:  
 

Αν η παράγωγος  f ΄(x) µιας συνάρτησης  f (x) ορίζεται στο σηµείο x=x0 , η 
συνάρτηση είναι συνεχής στο σηµείο αυτό.  

 
(Σκεφτείτε το ως εξής: Αν υπάρχει ασυνέχεια στο σηµείο x0, το ∆y δεν τείνει στο µη-
δέν καθώς ∆x→0, και το όριο του ∆y/∆x δεν αποκτά πεπερασµένη τιµή.) Προσέξτε 
ότι το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά: υπάρχουν συναρτήσεις που είναι συνεχείς σε 
κάποιο σηµείο όπου η παράγωγός τους δεν ορίζεται. Για παράδειγµα, η κατεύθυνση 
της γραφικής παράστασης της  f (x) µπορεί να αλλάζει απότοµα στο σηµείο x=x0 , ό-
πως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Η παράγωγος  f ΄ (x), τότε, είναι ασυνεχής στο x0, 
µε βάση την γεωµετρική ερµηνεία της παραγώγου που θα δούµε στην Παρ. 2.10.  
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x

y

0x

 
 
 
2.3  Παράγωγοι Τριγωνοµετρικών Συναρτήσεων  
 
1. Για την συνάρτηση  y= f (x)=  sin x  έχουµε:  
 

                                        
0

sin( ) sin
( ) lim

x

x x x
f x

x∆

∆
∆→

+ −
′ =       

 
Όµως,   

    
( ) ( ) 2

sin( ) sin 2sin cos 2sin cos
2 2 2 2

x x x x x x x x x
x x x

∆ ∆ ∆ ∆
∆

+ − + + +
+ − = =     

 
Έτσι,  

               

0 0

00
2

2 2
2sin cos sin cos

2 2 2 2( ) lim lim

2

sin 2 2 02lim lim cos 1 cos
2 2

2

x x

x x

x x x x x x

f x
xx

x
x x x

x

∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆

∆∆

∆
∆

∆

→ →

→→

+ +

′ = =

 
  + + = = ⋅  

  
 

       

 
όπου λάβαµε υπόψη ότι, γενικά,  

                                                       
0

sin
lim 1
u

u

u→
=       

Άρα,  
 
                                                   (sin ) cosx x′ =       
 
2. Έστω  y= f (x)=  cos x :  
 

                                     
0

cos( ) cos
( ) lim

x

x x x
f x

x∆

∆
∆→

+ −
′ =       

 
Έχουµε:  

    
( ) ( ) 2

cos( ) cos 2sin sin 2sin sin
2 2 2 2

x x x x x x x x x
x x x

∆ ∆ ∆ ∆
∆

+ + − + +
+ − = = −     
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Έτσι,  

             

0 0

00
2

2 2
2sin sin sin sin

2 2 2 2( ) lim lim

2

sin 2 2 02lim lim sin 1 sin
2 2

2

x x

x x

x x x x x x

f x
xx

x
x x x

x

∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆

∆∆

∆
∆

∆

→ →

→→

+ +
−

′ = = −

 
  + + = − = − ⋅  

  
 

      

Άρα,  
 
                                                   (cos ) sinx x′ = −             
 
 
3. Για την συνάρτηση  y= f (x)=  tan x  έχουµε:  
 

        
2 2

2 2

sin (sin ) cos sin (cos ) cos sin
( )

cos cos cos

x x x x x x x
f x

x x x

′ ′ ′− + ′ = = = ⇒ 
 

      

 

                                                  2

1
(tan )

cos
x

x
′ =        

 
Όµοια,  
 

                                                2

1
(cot )

sin
x

x
′ = −        

 
 
 
2.4  Πίνακας Παραγώγων Στοιχειωδών Συναρτήσεων  
       
        

    

2

1

2

2 2

2 2

1
( ) 0 ( .) (sin ) cos (arcsin )

1
1

( ) ( ) (cos ) sin (arccos )
1

1 1
( ) (tan ) (arctan )

cos 1
1 1 1

(ln ) (cot ) (arccot )
sin 1

x x

c c x x x
x

x x R x x x
x

e e x x
x x

x x x
x x x

α α

σταθ

α α−

′ ′ ′= = = =
−

′ ′ ′= ∈ = − = −
−

′ ′ ′= = =
+

′ ′ ′= = − = −
+
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2.5  Παράγωγοι Σύνθετων Συναρτήσεων  
 
Έστω  y=f (u)  και  u=φ(x) δύο παραγωγίσιµες συναρτήσεις. Ορίζουµε τη σύνθετη συ-
νάρτηση  
 
                                             ( )( ) [ ( )]y f x f xϕ ϕ= ≡�           
 
Η παράγωγος της συνάρτησης αυτής ως προς  x  ισούται µε  
 
                                          ( ) ( ) ( ) ( )y f x f u xϕ ϕ′ ′ ′ ′= =�       
 

    Απόδειξη:  Έχουµε ότι  
y y u

x u x

∆ ∆ ∆
∆ ∆ ∆

= .  Επειδή η  φ  είναι συνεχής (γιατί;),  ∆u→0  

όταν  ∆x→0. Τώρα,  
 

           
0 0 0 0

lim lim lim lim ( ) ( )
x x u x

y y u y u
y f u x

x u x u x∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆ ∆
ϕ

∆ ∆ ∆ ∆ ∆→ → → →

     
′ ′ ′= = = =    

     
   

 
    Θα υιοθετήσουµε τους πιο απλούς συµβολισµούς  y=y(u) και  u=u(x), έτσι ώστε, µε 
τη σύνθεση αυτών των συναρτήσεων,  y=y(x). Θα γράφουµε, τότε,  
 
                                                   y΄(x) = y΄(u) u΄(x)     
 
Σε πιο σύνθετες περιπτώσεις, y=y(u), u=u(w) και w=w(x), έτσι ώστε  y=y(x) και  
 
                                             y΄(x) = y΄(u) u΄(w) w΄(x)  
 
κλπ.  
 
 
    Παραδείγµατα:   
 
1.  y(x)=  e

2x.  Γράφουµε:  y(u)=  e
u ,  u(x)=2x . Τότε,  

 

                     2 2( ) ( ) ( ) ( ) (2 ) 2 ( ) 2u u x xy x y u u x e x e e e′ ′ ′ ′ ′ ′= = = ⇒ =      
 
2.  y(x)=  e

 −x.  Γράφουµε:  y(u)=  e
u ,  u(x)= −x . Τότε,  

 

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u u x xy x y u u x e x e e e− −′ ′ ′ ′ ′ ′= = − = − ⇒ = −      
 
3.  Γενικά,  
 

                                             ( ) ( )ax axe ae a R′ = ∈           
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4.  
2 1( ) xy x e += .  Γράφουµε:  1/ 2 2( ) , ( ) , ( ) 1uy u e u w w w w x x= = = = + .  Τότε,  

1/2 2 1/21
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) (2 0)

2

u w
u u xe xe

y x y u u w w x e w x e w x
w w

− ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = + = + = = ⇒ 
 

                                             ( )2 21 1

2 1

x xx
e e

x

+ +′
=

+
        

 
5.  Γενικά,  
 

                                               ( )( ) ( )( )f x f xe f x e′ ′=       

 
6.  Όπως µπορούµε εύκολα να δείξουµε,  
 
                      (sin ) cos , (cos ) sin ( )ax a ax ax a ax a R′ ′= = − ∈    
 
Γενικότερα,  
                  

            2 2

[sin ( )] ( )cos ( ) , [cos ( )] ( )sin ( )

[tan ( )] ( ) / cos ( ) , [cot ( )] ( ) / sin ( )

f x f x f x f x f x f x

f x f x f x f x f x f x

′ ′ ′ ′= = −

′ ′ ′ ′= = −
      

 
 
7.  y(x)=  ln (sin x) .  Γράφουµε:  y(u)=  ln u

 ,  u(x)=  sin x . Τότε,  
 

                    
1 cos

( ) ( ) ( ) (ln ) (sin ) cos
sin

x
y x y u u x u x x

u x
′ ′ ′ ′ ′= = = = ⇒    

 
                                                [ ln(sin )] cotx x′ =      
Όµοια,  
                                              [ ln(cos )] tanx x′ = −        
 
Γενικότερα,  
 

                                                
( )

[ ln ( )]
( )

f x
f x

f x

′
′ =       

 
8.  Ισχύει, γενικά, ότι  
 

                              ( ) 1[ ( )] [ ( )] ( ) ( )a af x a f x f x a R−′ ′= ∈        

 
Σαν παραδείγµατα,  
 

                 

2 2

1/2 1/2

(sin ) [(sin ) ] 2sin (sin ) 2sin cos sin 2

1 1
( ln ) [(ln ) ] (ln ) (ln )

2 2 ln

x x x x x x x

x x x x
x x

−

′ ′ ′≡ = = =

′ ′ ′≡ = =
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2.6  Παράγωγοι Συναρτήσεων της Μορφής  y = [ f (x)]φ(x)  
 
Έστω συνάρτηση της µορφής  y =  [  f (x)]φ(x) , όπου  f (x)>0 για όλες τις τιµές τού  x σε 
κάποιο υποσύνολο του πεδίου ορισµού τής  f . Ζητούµε την παράγωγο  y΄ ως προς  x.  
 
    Τέχνασµα:  Θα γράφουµε:  
 

                 ln ( )( ) f xf x e=     έτσι ώστε    
( )ln ( ) ( ) ln ( ) ( )xf x x f x g xy e e e

ϕ ϕ = = ≡  .   

Τότε,  
              

             
( ) ( ) ( ) ln ( ) ( )[ ] ( ) ( ) [ ( ) ln ( )] [ ( )]

[ ( ) ln ( )]

g x g x x f x xy e g x e g x e x f x f x

x f x y

ϕ ϕϕ
ϕ

′ ′ ′ ′ ′= = = =

′=
     

 
 
    Παραδείγµατα:  
 
1.  y= a

 x
  (a>0) .  Γράφουµε:  

 

                                    
ln ln ln

ln ln

( )

( ) ( ln ) (ln )

a x a x x a

x a x a x

a e y a e e

y e x a e a a

= ⇒ = = =

′ ′ ′= = =
      

∆ηλαδή,  
                             

                                             ( ) (ln ) ( 0)x xa a a a′ = >        
 
2.  y= x

 x
  (x>0) .  Γράφουµε:  

 

                                 
ln ln ln

ln ln

( )

( ) ( ln ) (1 ln )

x x x x x x

x x x x x

x e y x e e

y e x x e x x

= ⇒ = = =

′ ′ ′= = = +
     

∆ηλαδή,  
 

                                         ( ) (1 ln ) ( 0)x xx x x x′ = + >      
 
 
    Άσκηση 2.2  Να υπολογιστούν οι παράγωγοι των παρακάτω συναρτήσεων:  
 

( )23

2

sin(3 1) 32 6 3

4 2 1

cos

(1) (2) cos 1 (3) tan (sin 2 )

(4) ln[ ln ( 1)] (5) ln 1 (6) ( 1) ( 1)

(7) ( 0) (8) (sin ) (0 ) (9) ln | | ( 0)

x

x

x x

y e y x y x

y x y x y x x

y x x y x x y x xπ

+

+

= = + =

= + = + = + > −

= > = < < = ≠

      

 
[Υπόδειξη για την (9):  |x|=x  αν  x>0,  ενώ  |x|=  –x  αν  x<0.  Θεωρήστε τις δύο περιπτώ-
σεις χωριστά. Τι παρατηρείτε;]  
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2.7  ∆ιαφορικό µιας Συνάρτησης   
 
Έστω συνάρτηση y = f (x). Έστω ∆x µια αυθαίρετη µεταβολή τού x:  x →  x+∆x . Η 
αντίστοιχη µεταβολή τού y είναι:   
                                               
                                               ( ) ( )y f x x f x∆ ∆= + −         
 
Προσέξτε ότι το ∆y είναι συνάρτηση δύο ανεξάρτητων µεταβλητών: του x και του ∆x.    
 
    Η παράγωγος της  f στο σηµείο x είναι, εξ ορισµού,   
 

                               
0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

f x x f x y
f ΄ x

x x∆ ∆

∆ ∆
∆ ∆→ →

+ −
= =            

 
Αυτό µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι υπάρχει συνάρτηση ( , )x xε ∆ , τέτοια ώστε  

                       ( ) ( , )
y

f ΄ x x x
x

∆
ε ∆

∆
= +     όπου    

0
lim ( , ) 0
x

x x
∆

ε ∆
→

=         

Άρα,   
                                        ( ) ( , )y f ΄ x x x x x∆ ∆ ε ∆ ∆= +    (1) 
 
Το γινόµενο  f ΄ (x) ∆x  είναι γραµµικό (πρώτου βαθµού) ως προς ∆x, ενώ το γινόµενο 

( , )x x xε ∆ ∆  θα πρέπει να περιέχει όρους δευτέρου βαθµού και άνω ως προς ∆x (δηλα-
δή, δεν µπορεί να περιέχει σταθερό και πρωτοβάθµιο όρο). Γράφουµε, συµβολικά,  
 

                    2( , ) ( )x x x O xε ∆ ∆ ∆≡     όπου    ( )2 2 2( ) ( ) !x x x∆ ∆ ∆≡ ≠       

 
Έτσι, η (1) γράφεται:   
 

                                           2( ) ( )y f ΄ x x O x∆ ∆ ∆= +    (2) 
 
Παρατηρούµε ότι το ∆y είναι άθροισµα ενός γραµµικού και ενός µη-γραµµικού όρου 
ως προς ∆x. Επιπλέον, η παράγωγος της  f στο σηµείο x είναι ο συντελεστής τού ∆x 
στον γραµµικό όρο.      
 
    Παράδειγµα:  Έστω  y = f (x) = x 3 .  Τότε,   
            
             ∆y = f (x+∆x) – f (x) = (x+∆x) 3 – x 3 = 3x 2 ∆x + (3x∆x2 + ∆x3)    
 

απ’ όπου έχουµε ότι   f ΄ (x) = 3x 2  και  2( )O x∆ = 3x∆x2 + ∆x3 .     
 
    Ο γραµµικός όρος στην (2), ο οποίος είναι συνάρτηση των µεταβλητών x και ∆x, 
καλείται διαφορικό της συνάρτησης  y = f (x) και συµβολίζεται ως εξής:   
 
                                            ( )dy d f x= =  f ́  (x) x∆                (3) 
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Η (2) τότε γράφεται:   
 

                                                  y dy∆ = +  
2( )O x∆     (4) 

 
    Όταν το ∆x είναι απειροστό (|∆x|<< 1), µπορούµε να κάνουµε την προσέγγιση  

2( )O x∆ 0≈ . Έτσι,   
 
                                  y dy∆ ≈ =  f ΄ (x) x∆    για απειροστό ∆x        
 
Προσέξτε όµως ότι, για πεπερασµένο (όχι απειροστό) ∆x, η διαφορά ∆y και το διαφο-
ρικό  dy  είναι, γενικά, δύο ξεχωριστές ποσότητες!  
 
    Εξαίρεση στην παραπάνω παρατήρηση αποτελεί η περίπτωση των γραµµικών συ-
ναρτήσεων.  Έστω  y = f (x) = ax+b . Τότε,  
           
                         ∆y = f (x+∆x) – f (x) = [a(x+∆x)+b] – (ax+b) = a∆x   
και   
                                  dy =  f ΄ (x) ∆x = (ax+b)΄∆x = a∆x = ∆y     
 
∆ηλαδή, στις γραµµικές συναρτήσεις (και µόνο σε αυτές) δεν υπάρχει διάκριση ανά-
µεσα στο διαφορικό και τη µεταβολή τους: dy = ∆y . Τούτο βέβαια σηµαίνει ότι, για 

τις συναρτήσεις αυτές, 2( )O x∆ = 0 .  
 
    Ας δούµε µερικά παραδείγµατα εφαρµογής του ορισµού (3):   
 

    Για 1( ) ( ) ( )a a a af x x d x x x ax x∆ ∆−′= ⇒ = =     

            Για ( ) ( ) ( )x x x xf x e d e e x e x∆ ∆′= ⇒ = =        

    Για 
1

( ) ln (ln ) (ln )f x x d x x x x
x

∆ ∆′= ⇒ = =        

Προσέξτε ότι, για ( )f x x= , έχουµε: ( ) 1dx x x x∆ ∆′= = ⋅ ⇒   
 
                                                         x dx∆ =               
 
(σε συµφωνία και µε την παρατήρηση που κάναµε νωρίτερα για τις γραµµικές συναρ-
τήσεις). Η (3), έτσι, µπορεί να γραφεί πιο συµµετρικά ως εξής:   
 
                                             ( )dy d f x= =  f ́  (x)dx              
 
∆ιαιρώντας µε dx, βρίσκουµε µια σηµαντική έκφραση για την παράγωγο:   
                                  

                                                f ΄ (x)
( )dy d f x

dx dx
= =       

 
Με λόγια, η παράγωγος µίας συνάρτησης ισούται µε τον λόγο του διαφορικού της συ-
νάρτησης προς το διαφορικό (ή, ισοδύναµα, την µεταβολή) της ανεξάρτητης µεταβλητής 
της.    
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    Άσκηση 2.3  Αποδείξτε τις παρακάτω ιδιότητες του διαφορικού:  
 

1. [ ( ) ( )] ( ) ( )d f x g x df x dg x± = ±  

2. [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )d f x g x f x dg x g x df x= +  

3. [ ( )] ( )d c f x cdf x=     (c=σταθ.)  

4. 
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) [ ( )]

f x g x df x f x dg x
d

g x g x

  −
= 

 
      

 
 
2.8  ∆ιαφορικοί Τελεστές  
 
Εισάγουµε τώρα τον εξής χρήσιµο συµβολισµό:   
                                                

                                                  
( )

( )
d f x d

f x
dx dx

≡                    

 
Προσέξτε ότι ο συµβολισµός αυτός προσπαθεί να «µιµηθεί» τις ιδιότητες του πολλα-
πλασιασµού των αριθµών:    

                                                     
α β α

β
γ γ
⋅

= ⋅    

µε τη διαφορά ότι η έκφραση 
d

dx
 σαφέστατα δεν είναι αριθµός! Το σύµβολο 

d

dx
  

ονοµάζεται διαφορικός τελεστής και, όταν τοποθετείται µπροστά από µία συνάρτηση  
f (x), δίνει εντολή να πάρουµε την παράγωγο της  f (x). Έτσι, γράφουµε:  
 

                                           f ΄ (x)
( )

( )
d f x d

f x
dx dx

= =                       

 
Η παραπάνω σχέση περιέχει τρεις διαφορετικούς συµβολισµούς της παραγώγου µίας 
συνάρτησης!   
 
    Προσέξτε τις παρακάτω ιδιότητες:  
 

1. 
( ) ( )

[ ( ) ( )]
d df x dg x

f x g x
dx dx dx

± = ±    

2. 
( ) ( )

[ ( ) ( )] ( ) ( )
d df x dg x

f x g x g x f x
dx dx dx

= +    
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2.9  Παράγωγος Σύνθετης Συνάρτησης µε Χρήση του ∆ιαφορικού  
 
Θεωρούµε δύο συναρτήσεις  f και g, τέτοιες ώστε y=f (u) και u=g(x). Η σύνθετη συ-
νάρτηση  ( f �g) ορίζεται, όπως γνωρίζουµε, ως εξής:   
 
                                            y = ( f �g) (x) ≡  f  [ g(x) ]          
 
Πιο απλά, γράφουµε, παραλείποντας τα σύµβολα των συναρτήσεων: y= y(u), u= u(x) 
και  y= y(x)=  y [u(x)]  .  
 
    Θέλουµε τώρα µία έκφραση για την παράγωγο του y ως προς x. Η παράγωγος αυτή 
ισούται µε το πηλίκο dy/dx. Γράφουµε:   

                                    y΄ (x) 
dy dy du

dx du dx
= = = y΄ (u) u΄ (x)      

που είναι ο γνωστός κανόνας παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης. Προσέξτε πόσο 
απλουστεύεται η απόδειξη αυτού του κανόνα αν εκφράσουµε τις παραγώγους σαν 
πηλίκα διαφορικών !   
 
 
2.10  Γεωµετρική Σηµασία της Παραγώγου και του ∆ιαφορικού     
 

                               
O

x

y

θM
A

B

x x x+ ∆

x∆

M ′
( )y f x=

            
 
Στο σχήµα βλέπουµε τµήµα της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  y= f (x). Θε-
ωρούµε ένα τυχαίο σηµείο Μ≡ (x, y) της καµπύλης, και φέρουµε την εφαπτοµένη 
στην καµπύλη στο σηµείο αυτό. Η ευθεία αυτή σχηµατίζει γωνία θ µε τον άξονα x. 
Όπως βλέπουµε, στη µεταβολή ∆x=MA του x αντιστοιχεί η µεταβολή ∆y=AM΄ του y. 
Το τµήµα ΑΒ, τότε, αντιπροσωπεύει το διαφορικό dy της  f  για τις δοσµένες τιµές των 
x και ∆x, ενώ η παράγωγος της  f  στο σηµείο x ισούται µε  tan θ . Πράγµατι:  
 

                
0 0 0

( ) lim lim lim tan
x MA ΄

y AM΄ AM΄ A
f ΄ x

x∆ Β Μ

∆ Β
θ

∆ ΜΑ ΜΑ ΜΑ→ → →
= = = = =    

 
όπου κάναµε χρήση της παρατήρησης ότι  ΒΜ΄→0  όταν  ΜΑ →0 . Άρα,  
 

• η τιµή  f ΄(x0) της παραγώγου της συνάρτησης  y = f (x) στο σηµείο  x = x0  
ισούται µε την κλίση της εφαπτόµενης ευθείας στην καµπύλη της συνάρτη-
σης στο σηµείο  M  ≡≡≡≡ (x0,  y0) , όπου  y0 = f (x0)   

 
 (βλ. Παρ.1.6). Επίσης,  
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                              dy = f ́  (x) ∆x = (tan θ) ∆x = 
AB

MA
MA

 = AB  .    

 
Τέλος, από τη σχέση (4) της Παρ.2.7, έχουµε ότι       
 
                                   2( )O x∆ = ∆y – dy = ΑΜ΄ − ΑΒ = ΒΜ΄  .      
 
Αν η  f  ήταν γραµµική, θα είχαµε  Β≡ Μ΄, οπότε 2( )O x∆ =  0  και  ∆y= dy=ΑΒ .  
 
 
2.11  Παράγωγοι Ανώτερης Τάξης  
 
H δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης  y= f (x) ορίζεται:  
 

           f ΄΄ (x) ≡ [ f ΄ (x)]΄
2 2

2

( )
( ) ( ) ( )

d df x d d d d
f x f x f x

dx dx dx dx dx dx
   = = = =   
   

     

 
ή     

                                          y΄΄ =  f ΄΄ (x)
2 2

2 2

( )d f x d y

dx dx
= =        

 
όπου  dx2

 ≡ (dx)2 . Με ανάλογο τρόπο ορίζουµε την τρίτη παράγωγο:  
 

                      y΄΄΄ =  f ΄΄΄ (x) ≡ [ f ΄΄ (x)]΄
3 3 3

3 3 3

( )
( )

d d f x d y
f x

dx dx dx
= = =     

 
Γενικά, η  παράγωγος n-τάξης  γράφεται:  
 

                              ( ) ( ) ( )
( ) ( )

n n n
n n

n n n

d d f x d y
y f x f x

dx dx dx
= = = =          

 
 
    Παραδείγµατα:  
 

1.   
1 2 3( ) , ( ) ( 1) , ( ) ( 1)( 2) , ( )a a a a a ax ΄ ax x ΄΄ a a x x ΄΄΄ a a a x a R− − −= = − = − − ∈⋯   

 
2.   (sin x)΄ = cos x ,   (sin x)΄΄ = −sin x ,   (sin x)΄΄΄ = −cos x ,   (sin x)΄΄΄΄ = sin x ,   κλπ.  
 
3.   (e x)΄ = (e x)΄΄ = (e x)΄΄΄ = ⋯  = e x     
 
    Παρατηρήστε, ιδιαίτερα, ότι η απλή εκθετική συνάρτηση  y=ex είναι η µόνη συνάρ-
τηση που ισούται µε την παράγωγό της, και γενικότερα, µε τις παραγώγους της όλων 
των τάξεων!  
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    Άσκηση 2.4  ∆είξτε ότι, για τις συναρτήσεις  u(x) και  v(x) ισχύουν τα παρακάτω:  
 

1. ( ) , ( ) ,u v ΄΄ u΄΄ v΄΄ u v ΄΄΄ u΄΄΄ v΄΄΄+ = + + = +    κλπ.  

2. 
( ) 2

( ) 3 3

uv ΄΄ u΄΄v ú v΄ uv́ ΄

uv ΄΄΄ u΄΄΄v ú ΄v΄ u΄v΄΄ uv́ ΄΄

= + +

= + + +
        

 
2.12  Παράγωγοι Πεπλεγµένων Συναρτήσεων  
 
Έστω  F (x, y)=0  µία πεπλεγµένη συνάρτηση (βλ. Παρ.1.4). Θεωρητικά, µέσω αυτής 
της σχέσης το y είναι συνάρτηση του x: y=y(x). ∆εν υπάρχει, εν τούτοις, ένας απλός 
µαθηµατικός τύπος µε τον οποίο να µπορούµε απευθείας να εκφράσουµε το y ως προς 
x. Πώς, τότε, θα υπολογίσουµε την παράγωγο y΄(x); Για τον σκοπό αυτό εργαζόµαστε 
ως εξής: Παραγωγίζουµε τη σχέση F (x, y)=0  ως προς x, λαµβάνοντας υπόψη ότι το y 
είναι, µέσω αυτής της σχέσης, συνάρτηση του x.  
 
    Παραδείγµατα:  
 
1. Έστω  F (x, y) ≡ x

2+y2
 −1=  0  (µοναδιαίος κύκλος στο επίπεδο xy). Παραγωγίζοντας,  

 

       
2

2 2 ( )
( 1) 0 2 0 2 2 0

d d y dy x
x y x x y y y

dx dy dx y
′ ′+ − = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = −   .   

 
2. Έστω  F (x, y) ≡ y

3
 −3xy+x3 =  0 . Παραγωγίζοντας ως προς x, βρίσκουµε:  

 

                             
2

2 2
23 3 3 3 0

y x
y y y x y x y

y x

−
′ ′ ′− − + = ⇒ =

−
  .    

 
3. Έστω  F (x, y) ≡ e

 y − x= 0  (x>0), που ισοδυναµεί µε  e y =  x  ή  y=ln x . Παραγωγίζο-
ντας ως προς  x, βρίσκουµε τη γνωστή έκφραση για την παράγωγο λογαρίθµου:  
 

                                        
1

1 0y yy e y e
x

−′ ′− = ⇒ = =   .    

 
 
 



 31 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

ΜΕΡΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 
 
 

3.1  Εφαπτόµενες και Κάθετες Γραµµές σε Καµπύλες    
 
Έστω συνάρτηση y= f (x) και έστω Μ ≡ (x0, y0) [όπου y0=  f (x0)] ένα σηµείο της κα-
µπύλης που παριστά την συνάρτηση αυτή στο επίπεδο xy. Καλούµε y=T (x) την γραµ-
µική συνάρτηση που περιγράφει την εφαπτόµενη ευθεία στην καµπύλη f (x) στο ση-
µείο Μ. Όµοια, καλούµε y=N (x) την κάθετη ευθεία στην καµπύλη f (x) στο σηµείο Μ. 
Με αυτό εννοούµε, ουσιαστικά, την ευθεία που είναι κάθετη στην εφαπτόµενη γραµ-
µή στο σηµείο Μ. Άρα, οι γραµµές T (x) και N (x) είναι κάθετες µεταξύ τους:  
 

                                        

x

y

O 0x

0y M θ

( )y f x=

( )y T x=

( )y N x=

           
 
Ζητούµε τις εξισώσεις που περιγράφουν τις ευθείες T (x) και N (x) .  
 
    α. Εφαπτόµενη γραµµή  y =T (x)  

Όπως είδαµε στην Παρ.1.6, η ευθεία που διέρχεται από το σηµείο (x0 , y0) και έχει 
κλίση  a= tan θ,  περιγράφεται από την εξίσωση:  
 
                                                     y − y0 = a (x − x0) .        
 
Σύµφωνα, όµως, µε την Παρ.2.10, η κλίση της εφαπτόµενης ευθείας στην καµπύλη 
y= f (x) στο σηµείο (x0 , y0) ισούται µε  a= f ΄ (x0) . Έτσι, η εξίσωση της εφαπτόµενης 
ευθείας είναι  

                                                     
 
 
 
    β. Κάθετη γραµµή  y =N (x)  

Η ευθεία αυτή διέρχεται από το σηµείο (x0 , y0) και σχηµατίζει γωνία (θ+π/2) µε τον 
άξονα x, άρα έχει κλίση a΄=  tan(θ+π/2)=  − cot θ = − 1/ tan θ = − 1/a , όπου  a= tan θ = 
f ΄ (x0) η κλίση της εφαπτόµενης γραµµής. Η κάθετη γραµµή, λοιπόν, περιγράφεται 
από την εξίσωση  y − y0 = a΄ (x − x0) =   − (1/a) (x − x0) , ή  
 
                                      
 
 

y − y0 = (x − x0) f ΄ (x0) 

y − y0 =  − (x − x0) / f ΄ (x0) 
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3.2  Γωνία Τοµής ∆ύο Καµπύλων  
 
Θεωρούµε δύο καµπύλες C1 και C2 που περιγράφονται, αντίστοιχα, από τις συναρτή-
σεις  y= f1 (x) και  y= f2 (x) . Οι καµπύλες τέµνονται στο σηµείο Μ ≡ (x0 , y0), όπου  
f1 (x0)=  f2 (x0)= y0 . Έστω y=T1 (x) και y=T2 (x) οι εφαπτόµενες ευθείες στις C1 και C2 , 
στο σηµείο τοµής Μ. Ζητούµε τη γωνία φ ανάµεσα στις δύο αυτές εφαπτόµενες.  
 

                                  
x

y

M ϕ

1( )T x

2( )T x

1( )y f x=
2( )y f x=

O
             

 
Καλούµε θ1 και θ2 τις γωνίες που σχηµατίζουν οι δύο εφαπτόµενες µε τον άξονα x 
(υποθέτουµε ότι θ1>θ2). Η γωνία τοµής των εφαπτοµένων, τότε, είναι φ= θ1−θ2 . Οι 
κλίσεις, τώρα, των δύο ευθειών δίνονται από τις σχέσεις:  
 
                                  a1=  tan θ1= f1΄ (x0) ,     a2=  tan θ2= f2΄ (x0) .   
 
Έτσι,  

                                 1 2
1 2

1 2

tan tan
tan tan( )

1 tan tan

θ θ
ϕ θ θ

θ θ

−
= − = ⇒

+
      

                                   1 2 1 0 2 0

1 2 1 0 2 0

( ) ( )
tan

1 1 ( ) ( )

a a f x f x

a a f x f x
ϕ

′ ′− −
= =

+ ′ ′+
      

 
 
    Ειδικές περιπτώσεις:  

1. Αν  a1=  a2 , τότε  tan φ=  0  και  φ=  0 . ∆ηλαδή, οι δύο εφαπτόµενες ευθείες ταυτίζο-
νται.  

2. Αν  a1= −1/a2  ⇔  1+ a1 a2 =  0 , τότε  tan φ=  ∞  και  φ=  π/2 . ∆ηλαδή, οι δύο εφα-
πτόµενες ευθείες τέµνονται κάθετα η µία προς την άλλη.  
 
    Σχόλιο: Έστω, γενικά, ότι µας δίνονται δύο ευθείες στο επίπεδο xy (όχι απαραίτητα 
εφαπτόµενες σε κάποιες αντίστοιχες καµπύλες), µε κλίσεις a1=  tan θ1 και a2=  tan θ2 . 
Η γωνία  φ= θ1−θ2 , τότε, ανάµεσα στις δύο αυτές ευθείες θα βρίσκεται από τη σχέση:  
 

                                                   1 2

1 2

tan
1

a a

a a
ϕ

−
=

+
       

 
Ειδικά, αν  a1=  a2 , οι δύο ευθείες είναι παράλληλες µεταξύ τους, ενώ αν  a1=   −1/a2  ή 
1+ a1 a2 =  0 , οι ευθείες είναι κάθετες µεταξύ τους.  
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    Παραδείγµατα:  
 
1. Έστω y= f (x)=  e

2x. Ζητούµε τις εξισώσεις της εφαπτόµενης και της κάθετης ευθεί-
ας στο σηµείο (x0 , y0) ≡ (0,1). Έχουµε:  f ΄ (x0)=  f ΄ (0)=  2 . Άρα, για την εφαπτόµενη 
ευθεία,  

                   y − y0 = (x − x0) f ΄ (x0)  ⇒  y −1= (x − 0) f ΄ (0)  ⇒  y =  2x+1     
 
ενώ, για την κάθετη ευθεία,  
                   
              y − y0 =  − (x − x0) / f ΄ (x0)  ⇒  y −1=   − (x − 0)/2  ⇒  y =   − x/2 +1 .   
 
Παρατηρούµε ότι οι κλίσεις των δύο ευθειών είναι, αντίστοιχα,  a= f ΄(0)=  2  και  
a΄= − 1/a =   −1/2,  έτσι ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη καθετότητας  1+   a a΄=  0 .  
 
2. Έστω οι ευθείες  y= f1 (x)=  x  και  y= f2 (x)=  − x . Ζητούµε, καταρχήν, το σηµείο 
τοµής τους, (x0 , y0) . Στο σηµείο αυτό,  f1 (x0)=  f2 (x0)= y0 . Όπως είναι εύκολο να δεί-
ξουµε,  x0 =  y0=  0 ⇔ (x0 , y0) ≡ (0,0) . Τώρα, οι κλίσεις των ευθειών είναι  a1=1 και  
a2=  −1 . Παρατηρούµε ότι  1+ a1 a2 =  0 , πράγµα που σηµαίνει ότι οι δύο ευθείες τέ-
µνονται κάθετα στο σηµείο (0,0) .  
 
 
3.3  Μέγιστες και Ελάχιστες Τιµές Συνάρτησης  
 
Έστω συνάρτηση y=f (x). Η f (x) λέγεται αύξουσα στο σηµείο x=x0 αν, για h>0 και 
αρκετά µικρό,  
 
                                             f (x0−h) < f (x0) < f (x0+h)    
 
ενώ λέγεται φθίνουσα στο x=x0 αν  
 
                                             f (x0−h) > f (x0) > f (x0+h)     
 
Αποδεικνύεται το εξής:  
 

• Αν  f  ́ (x0) >  0 ,  η  f (x) είναι αύξουσα στο x=x0 .  

• Αν  f  ́ (x0) <  0 ,  η  f (x) είναι φθίνουσα στο x=x0 .  

• Αν  f  ́ (x0) =  0 ,  η  f (x) είναι στάσιµη (σταθερή) στο x=x0 .  

 
Ένα σηµείο (x0 , y0) στο οποίο  f  ́ (x0)=  0 ,  καλείται κρίσιµο σηµείο τής  y=f (x).  
 
    Η  y=f (x) έχει τοπικό µέγιστο στο σηµείο x=x0 αν, για h>0 και αρκετά µικρό,  
 
                                   f (x0) > f (x0−h)   και   f (x0) > f (x0+h)    
 
ενώ έχει τοπικό ελάχιστο στο x=x0 αν  
 
                                   f (x0) < f (x0−h)   και   f (x0) < f (x0+h)      
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x

y

0x

0x ΄

΄ ΄τοπικο µε γιστο

΄ ΄τοπικο ελα χιστο
         

 
Γενικά, µία (τοπικά) µέγιστη ή ελάχιστη τιµή τής  f (x) καλείται ακραία τιµή (ή οριακή 
τιµή).  
 
    Υπάρχουν δύο µέθοδοι για τον προσδιορισµό των µεγίστων και ελαχίστων µίας 
συνάρτησης:  
 
    α. Κριτήριο πρώτης παραγώγου  
 
1. Επιλύουµε την εξίσωση  f  ́ (x)=  0  για να βρούµε τα κρίσιµα σηµεία τής  y=f (x).  
 
2. Έστω x=x0 ένα κρίσιµο σηµείο, και έστω h>0 και αρκετά µικρό. Τότε,  
 

• το  f (x0) είναι µέγιστο αν   f  ́ (x0−h) > 0   και   f  ́ (x0+h) < 0 ,  
 

• το  f (x0) είναι ελάχιστο αν   f  ́ (x0−h) < 0   και   f  ́ (x0+h) > 0 ,  
 

• το  f (x0) δεν είναι ούτε µέγιστο ούτε ελάχιστο αν   f  ́ (x0−h) f  ́ (x0+h) > 0 .  
 
 
    β. Κριτήριο δεύτερης παραγώγου  
 
1. Επιλύουµε την εξίσωση  f  ́ (x)=  0  για να βρούµε τα κρίσιµα σηµεία τής  y=f (x).  
 
2. Έστω x=x0 ένα κρίσιµο σηµείο. Τότε,  
 

• αν   f  ́ ΄(x0) < 0 ,   το  f (x0) είναι µέγιστο,  
 

• αν   f  ́ ΄(x0) > 0 ,   το  f (x0) είναι ελάχιστο,  
 

• αν   f  ΄΄(x0) = 0  ή  ∞ ,   το κριτήριο αποτυγχάνει (χρησιµοποιούµε το κριτήριο 

της πρώτης παραγώγου).  

 
    Παρατήρηση: Η συνθήκη  f  ΄(x0)=  0 δεν είναι ούτε αναγκαία ούτε ικανή για να έχει 
η  y=f (x) ακρότατο σηµείο για x=x0! Ας προσέξουµε τα παρακάτω παραδείγµατα:  
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x

y

0

0

y

x

( )α ( )β
     

 
Στην περίπτωση (α), η συνάρτηση έχει ελάχιστο στο σηµείο x=0, αλλά η παράγωγός 
της δεν µηδενίζεται στο σηµείο αυτό (για την ακρίβεια,  f  ΄(0)=  ∞). Στην περίπτωση 
(β), ισχύει µεν ότι  f  ΄(0)=0, αλλά το σηµείο x=0 δεν είναι ακρότατο σηµείο της συ-
νάρτησης (δεν είναι ούτε µέγιστο ούτε ελάχιστο).  
 
    Άσκηση 3.1  Μελετήστε τις συναρτήσεις  y=sin x  και  y=cos x. Βρείτε (α) τα κρίσι-
µα σηµεία, (β) τα διαστήµατα όπου η κάθε συνάρτηση είναι αύξουσα ή φθίνουσα, και 
(γ) τις µέγιστες και ελάχιστες τιµές τού y σε κάθε περίπτωση.  
 
 
3.4  Απροσδιόριστες Μορφές και Κανόνας του L’Hospital   
 
Συχνά, στην προσπάθειά µας να υπολογίσουµε το όριο µίας συνάρτησης καταλήγου-
µε σε εκφράσεις που, κατά τα µαθηµατικά, δεν ορίζονται. Οι συνηθέστεροι τύποι τέ-
τοιων απροσδιόριστων µορφών είναι οι εξής:  
 

                               0 00
, , 0 , , 0 , 1 ,

0
∞∞

⋅ ∞ ∞ − ∞ ∞
∞

      

 
Προβλήµατα τέτοιας µορφής αντιµετωπίζονται αποτελεσµατικά µε βάση το θεώρηµα 
του L’Hospital :  
 
    Έστω f (x) και g(x) δύο συναρτήσεις τέτοιες ώστε  
 
                   

0 0

lim ( ) lim ( ) 0
x x x x

f x g x
→ →

= =     ή    
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

= ± = ∞     

 
(όπου το x0 µπορεί να είναι πεπερασµένο ή άπειρο). Τότε,  
 

                                            
0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f ΄ x

g x ǵ x→ →
=   .     

 
Αν  

0 0

lim ( ) lim ( ) 0 ή
x x x x

f ΄ x ǵ x
→ →

= = ∞ , τότε  

                                       
0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f ΄΄ x

g x ǵ ΄ x→ →
=   ,   κλπ.     

 
Με το θεώρηµα αντιµετωπίζουµε απευθείας τις περιπτώσεις  0/0  και  ∞/∞.  
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    Η περίπτωση 0⋅∞ ανάγεται στις προηγούµενες, ως εξής: Έστω ότι f (x)→0 και 
g(x)→∞. Γράφουµε:  
 

             
( ) 0

( ) ( )
1/ ( ) 0

f x
f x g x

g x
⋅ = →      ή    

( )
( ) ( )

1/ ( )

g x
f x g x

f x

∞
⋅ = →

∞
  .    

 
    Για την περίπτωση ∞−∞ (όπου f (x)→+∞  και  g(x)→+∞), γράφουµε:  
 

              
1 1 (1/ ) (1/ ) 0

( ) ( )
1/ ( ) 1/ ( ) 1/( ) 0

g f
f x g x

f x g x f g

−
− = − = →

⋅
  .    

 
   Οι περιπτώσεις  00 , 1+∞  και  (+∞)0  αντιµετωπίζονται µε τον µετασχηµατισµό:  
 

                             [ ]
( )( ) ln ( ) ( ) ln ( )( )

g xg x f x g x f xf x e e ⋅ = =      

 

και την ιδιότητα:   
0 0

( )lim exp lim ( )h x

x x x x
e h x

→ →

 =   
 .    

 
    Παραδείγµατα:  
 

1.  
0 0

sin cos
lim (0 / 0) lim 1

1x x

x x

x→ →
= =  .   

 

2.  
0 0 0

1 cos sin cos
lim (0 / 0) lim (0 / 0) lim

sin 1 cos sinx x x

x x x

x x x x→ → →

−
= = = ∞

− −
 .   

 

3.  Για  a >0,  
ln 1

lim ( / ) lim 0
a ax x

x

x ax→+∞ →+∞
∞ ∞ = =   (λέµε ότι «το xa τείνει στο άπειρο πιο 

γρήγορα από το ln x »).   
 

4.  Για n>0,  
0 0 0

ln
lim ( ln ) (0 ) lim ( / ) lim 0

1/

n
n

nx x x

x x
x x

nx+ + +→ → →
⋅∞ = ∞ ∞ = − =  .   

 

5.  
1 1

1 ln 1
lim ( ) lim (0 / 0)

1 ln ( 1) lnx x

x x x x

x x x x+ +→ →

− + − ∞ − ∞ = − − 
   

       
21 1

ln 1/ 1
lim (0 / 0) lim

1 2(1/ ) (1/ )ln
x x

x x
x x xx

x

+ +→ →
= = =

− ++
 .   

 

6.  Έστω 0

0
lim (0 )x

x
A x

+→
= .  Γράφουµε: ln

0 0
lim exp lim ( ln )x x

x x
A e x x

+ +→ →

 = =   
 .   

Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 4, 
0

lim ( ln ) 0
x

x x
+→

= .  Άρα,  A=1. Γράφουµε: «00=1», µε 

την έννοια ότι 
0

lim 1x

x
x

+→
=  .   
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    Άσκηση 3.2  Υπολογίστε τα παρακάτω όρια:  
 

(1)  
0

cos
lim

sinx

x x x

x x→

−
−

             

 

(2)  
0

1
lim cot
x

x
x+→

 − 
 

       

 

(3)  
21/

0
lim(cos ) x

x
x

→
              

 

(4)  
0

1/ lnlim (cot )
x

xx
+→
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 

ΑΟΡΙΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 
 
 

4.1  Παράγουσες µιας Συνάρτησης  
 
Ορισµός:  Έστω δοσµένη συνάρτηση  f (x). Κάθε συνάρτηση F(x) της οποίας η παρά-
γωγος ισούται µε την  f (x):  F΄(x) = f  (x),  αποτελεί µία παράγουσα της  f (x).  
 
    Αν η F(x) είναι παράγουσα της f (x), τότε και κάθε συνάρτηση της µορφής 
G(x)=F(x)+C, όπου C αυθαίρετη σταθερά, επίσης είναι παράγουσα της  f (x) (δείξτε 
το!). Έτσι, δοσµένης µίας συνάρτησης  f (x) και µίας παράγουσάς της, F(x), µπορούµε 
να βρούµε ένα άπειρο σύνολο παραγουσών τής  f (x): {F(x)+C / C∈R}.  
 
    Το άπειρο σύνολο I= { F(x)+C / C∈R}, όπου F(x) οποιαδήποτε παράγουσα της f (x), 
περιέχει όλες τις δυνατές παράγουσες της f (x) (δηλαδή, δεν υπάρχουν παράγουσες 
της f (x) που να µην περιέχονται στο σύνολο I ). Αυτό προκύπτει από το παρακάτω 
θεώρηµα:  
 
    Θεώρηµα:  ∆ύο παράγουσες µίας συνάρτησης  f (x) διαφέρουν το πολύ κατά µία 
σταθερά.  
 
    Απόδειξη:  Έστω F(x) και G(x) δύο παράγουσες της  f (x):  
 
  F΄(x) =  G΄(x) = f  (x)  ⇔  F΄(x) − G΄(x) ≡ [F(x)− G(x)]΄ =  0  ⇔  F(x)− G(x) =  C .  
 
    Σύµφωνα µε το θεώρηµα, µία τυχαία παράγουσα G(x) διαφέρει από την παράγουσα 
F(x) του συνόλου I κατά µία σταθερά και µόνο. Αυτό σηµαίνει ότι η G(x) ανήκει και 
η ίδια στο σύνολο I. Συµπέρασµα:  
 

• Για να βρούµε το (άπειρο) σύνολο όλων των παραγουσών τής  f (x) αρκεί 
να βρούµε οποιαδήποτε παράγουσα F(x) και να κατασκευάσουµε το σύνο-
λο  I = {F(x)+C / C∈∈∈∈R}, για κάθε δυνατή τιµή της σταθεράς C.  

 
    Συµβολισµός:  Παραλείποντας τις αγκύλες (οι οποίες, όµως, πάντα θα υπονοού-
νται!) θα γράφουµε το σύνολο I των παραγουσών τής  f (x) ως εξής:  
 
                                          I = F(x) + C   (όλα τα C∈R) .   
 
    Παραδείγµατα:  
 
1.  Για τη συνάρτηση  f (x)=x2, το σύνολο των παραγουσών είναι:  I=  x

3/3 + C .   
 
2.  Για τη συνάρτηση  f (x)=e2x, το σύνολο είναι:  I=  e

2x/2 + C .   
 
3.  Για τη συνάρτηση  f (x)=− 2/x (x>0), το σύνολο είναι:  I=  − 2 ln x  + C .   
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4.2  Το Αόριστο Ολοκλήρωµα  
 
Ορισµός:  Το άπειρο σύνολο I όλων των παραγουσών µίας συνάρτησης  f (x) καλείται 

αόριστο ολοκλήρωµα της συνάρτησης αυτής και συµβολίζεται µε ( )I f x dx= ∫ . Η µε-

ταβλητή  x  καλείται µεταβλητή ολοκλήρωσης.  
 
    Αν F(x) είναι οποιαδήποτε παράγουσα της  f (x): F΄(x) = f  (x), τότε το αόριστο ολο-
κλήρωµα Ι δίνεται από την έκφραση:  
 

                                               ( ) ( )I f x dx F x C= = +∫      

 
για όλες οι πραγµατικές τιµές της σταθεράς C. Τονίζουµε και πάλι ότι το Ι παριστά 
σύνολο συναρτήσεων, όχι µεµονωµένη συνάρτηση! Αν θέλαµε να είµαστε ακριβέστε-

ροι, θα γράφαµε: ( ) { ( ) / }I f x dx F x C C R= = + ∈∫ . Έτσι, όσο κι αν φαίνεται παρά-

ξενο, η παρακάτω σχέση είναι αληθής:  
 

                                    ( ) ( ) ,f x dx f x dx C C R= + ∀ ∈∫ ∫    !    

 
Φυσικά, πρόκειται για ισότητα συνόλων, όχι ισότητα συναρτήσεων! ∆οθέντος ότι 
F΄(x) = f  (x), παρατηρούµε ότι µπορούµε να γράψουµε:  
 

                                                 ( ) ( )F΄ x dx F x C= +∫        (1) 

 
για κάθε συνάρτηση F(x).  
 
    Η ποσότητα dx που εµφανίζεται µέσα στο ολοκλήρωµα ονοµάζεται, καταχρηστικά, 
«διαφορικό» του ολοκληρώµατος. ∆εν θα πρέπει να συγχέεται, όµως, µε το διαφορικό 
ή τη διαφορά, όπως αυτά τα συναντήσαµε στο Κεφάλαιο 2, ούτε και να εκλαµβάνεται 
σαν µια απειροστή ποσότητα! Για να καταλάβουµε το πνεύµα του συµβολισµού, ας 
αλλάξουµε προσωρινά τον συµβολισµό µας σε δx, και ας γράψουµε τη σχέση (1) ως 
εξής:  
 

                                                 ( ) ( )F΄ x x F x Cδ = +∫       (2) 

 
Για  F (x)=x,  αυτό δίνει:  ∫ δx=x+C.  Θέτοντας u στη θέση τού x,  ∫ δu=u+C. Τώρα, ας 
υποθέσουµε ότι το u είναι συνάρτηση του x:  u=f (x).  Τότε,  ∫ δf (x)= f  (x)+C. Από την 
άλλη, λόγω της (2),  ∫ f ΄(x)δx= f (x)+C. Παρατηρούµε ότι  ∫ δf (x)=  ∫ f ΄(x)δx, πράγµα 
που µας επιτρέπει να γράψουµε, συµβολικά,  δf (x) =  f ΄(x)δx.  Αυτό, βέβαια, µοιάζει µε 
τον ορισµό του διαφορικού:  d f (x) =  f ΄(x)dx ! Και, δεν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι 
τα σύµβολα δ και d µοιράζονται κοινές ιδιότητες όταν τοποθετούνται µπροστά από 
συναρτήσεις. Έτσι, καλούµε το δx «διαφορικό» της ολοκλήρωσης, και γράφουµε τη 
σχέση (2) στη µορφή (1). Επίσης, γράφουµε:  
 

                                       ( ) ( ) ( )d F x F΄ x dx F x C= = +∫ ∫  .     
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Πίνακας Βασικών Ολοκληρωµάτων 
 

 
 

dx x C= +∫  

 
1

( 1)
1

a
a x

x dx C a
a

+

= + ≠ −
+∫  

 

ln | |
dx

x C
x

= +∫  

 
x xe dx e C= +∫  

 

2

2

cos sin

sin cos

tan
cos

cot
sin

xdx x C

x dx x C

dx
x C

x

dx
x C

x

= +

= − +

= +

= − +

∫

∫

∫

∫

 

 

2
arcsin

1

dx
x C

x
= +

−
∫  

 

2 arctan
1

dx
x C

x
= +

+∫  

 

2

1 1
ln

1 2 1

dx x
C

x x

−
= +

− +∫  

 

           
( )2

2
ln 1

1

dx
x x C

x
= + ± +

±
∫           
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4.3  Βασικοί Κανόνες Ολοκλήρωσης  
 
1.  Ολοκλήρωµα αθροίσµατος ή διαφοράς συναρτήσεων:  
 

                        [ ( ) ( ) ] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx± ± = ± ±∫ ∫ ∫⋯ ⋯     

 
Σηµείωση: Πώς ερµηνεύεται το «άθροισµα συνόλων» στο δεξί µέλος; Έστω F(x) και 
G(x) τυχαίες παράγουσες των f (x) και g(x), αντίστοιχα. Τότε, εξ ορισµού,  
 

       ( ) ( ) { ( ) ( ) / } ( ) ( )f x dx g x dx F x G x C C R F x G x C+ ≡ + + ∈ ≡ + +∫ ∫ .    

 
2.  Ένας σταθερός πολλαπλασιαστικός παράγοντας βγαίνει έξω από το ολοκλήρωµα:  
 

                                ( ) ( )c f x dx c f x dx=∫ ∫      (c=σταθ.)    

 
Συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω ιδιότητες, έχουµε:  
 

              1 2 1 2[ ( ) ( ) ] ( ) ( )c f x c g x dx c f x dx c g x dx± ± = ± ±∫ ∫ ∫⋯ ⋯    

 
3.  Όπως έχουµε ήδη πει,  
 

                                    ( ) ( ) ( )d f x f ΄ x dx f x C= = +∫ ∫    

 
4.  Αµεταβλητότητα τύπων ολοκλήρωσης κάτω από αλλαγή µεταβλητής:  
 
Έστω ότι ισχύει:  ∫ f (x)dx=F(x)+C  [όπου F(x) παράγουσα της  f (x)], και έστω ότι η 
µεταβλητή u είναι συνάρτηση της µεταβλητής x:  u=u(x).  Τότε,  ∫ f (u)du=F(u)+C , 
όπου η F(u) είναι παράγουσα της  f (u). Αναλυτικά,  
 

                        ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f u du f u x ú x dx F u x C= = +∫ ∫         

 
Η ιδιότητα αυτή είναι σηµαντική για τη µέθοδο της ολοκλήρωσης µε αντικατάσταση, 
την οποία θα δούµε παρακάτω.  
 
    Άσκηση 4.1  Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα:  
 

(1)  
2

2 3 1

2
dx

xx x

 
− + 

 
∫     

 

(2)  
2

3 4 x dx
x

 − + 
 ∫     
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4.4  Ολοκλήρωση µε Αντικατάσταση (Αλλαγή Μεταβλητής)  
 
Έστω ότι µας δίνεται το ολοκλήρωµα I= ∫ f (x)dx, όπου η  f (x) δεν είναι στοιχειώδης 
συνάρτηση. Συχνά (αλλά όχι πάντα!) είναι δυνατό να βρούµε µια νέα µεταβλητή u, 
συνάρτηση του x: u=u(x), έτσι ώστε το ολοκλήρωµα Ι να πάρει τη µορφή: Ι= ∫ g(u)du, 
όπου η g(u) είναι τώρα στοιχειώδης (ή, έστω, απλούστερη) συνάρτηση. Αν  
 
                                                 ∫ g(u)du = F(u) + C  ,     
τότε  
                                                    I = F [u(x)] + C  .    
 
Προσέξτε ότι  
 
                              Ι = ∫ g(u) du = ∫ g[u(x)]  u΄ (x) dx = ∫ f (x)dx     
 
που σηµαίνει ότι ο στόχος είναι να θέσουµε την δοσµένη, αρχική συνάρτηση  f (x) στη 
µορφή:    
 
                                               f (x) = g[u(x)]  u΄ (x)    
 
και να «απορροφήσουµε» το u΄ (x) µέσα στο διαφορικό dx, δηµιουργώντας ένα νέο 
διαφορικό du.  
 
    Σαν παράδειγµα, έστω ότι η f (x) έχει τη µορφή: f (x)=u΄(x)/u(x), έτσι ώστε 
g(u)=1/u.  Έχουµε (υποθέτοντας ότι η  u(x)>0 στο πεδίο ορισµού της):  
 

                               ( )( )
ln ( )

( )

u΄ x du
I dx u x C

u x u
= = = +∫ ∫  .    

 
    Μερικοί χρήσιµοι µετασχηµατισµοί του διαφορικού: 
 

                 

( )

( )

1

1

( )

1
( ) ( 0)

1
( 1)

1

(ln )

1
( 0)

1 1
cos (sin ) , sin (cos ) ( 0)

a a

ax ax

dx d x c

dx d ax a
a

x dx d x a
a
dx

x dx d x
x

e dx d e a
a

ax dx d ax ax dx d ax a
a a

+

−

= +

= ≠

= ≠ −
+

= =

= ≠

= = − ≠

     

 
    Άσκηση 4.2  Αποδείξτε τις παραπάνω σχέσεις.  
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    Παραδείγµατα:  
 

1.  
2xI xe dx= ∫  .   

Γράφουµε:  21
( )

2
xdx d x= ,  και θέτουµε  u=x2.  Έτσι,   

2 221 1 1 1 1
( ) ( )

2 2 2 2 2
x u u u xI e d x e du e Ć e C e C= = = + = + = +∫ ∫   (όπου C = C΄/2) .   

 

2.  
2

32 1

x dx
I

x
=

+∫  .   

Γράφουµε:  2 3 3 31 1 1
( ) (2 ) (2 1)

3 6 6
x dx d x d x d x= = = + ,  και θέτουµε  u=2x3+1:   

3
3

3

1 (2 1) 1 1 1 1
(ln ) ln ln(2 1)

6 6 6 6 62 1

d x du
I u C΄ u C x C

ux

+
= = = + = + = + +

+∫ ∫  (C=C΄/6) .  

 

3.  
ln x

I dx
x

= ∫  .   

Γράφουµε:  
1

(ln )dx d x
x

= ,  και θέτουµε  u=ln x :   

( )
2

21
ln ln (ln )

2 2

u
I x d x u du C x C= = = + = +∫ ∫  .   

 

4.  
2

2

ln( 1)

1

x x
I dx

x

+
=

+∫  .   

Γράφοντας:  2 21 1
( ) ( 1)

2 2
xdx d x d x= = + ,  και θέτοντας  u=x2+1,  έχουµε:  

1 ln

2

u
I du

u
= ∫ ,  που είναι της µορφής του Παραδ. 3 (µε u στη θέση τού x).   

Κάνοντας τη νέα αντικατάσταση  w=ln u,  δείξτε ότι, τελικά, 2 21
[ln( 1)]

4
I x C= + +  .   

 

5.  tan (0 / 2)I x dx x π= < <∫  .   

 
Γράφουµε:   
 

sin (cos )
(θετουµε cos ) ( ln )

cos cos

x d x du
I dx u x u Ć

x x u
= = − = = − = − + ⇒∫ ∫ ∫     

 

                                         tan ln (cos )x dx x C= − +∫       

 
(όπου  C =− C΄ ).  Όµοια, βρίσκουµε:  
 

                                           cot ln (sin )x dx x C= +∫        
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6.  
tan x

I dx
x

= ∫  .    

Γράφοντας: 1/ 2 1/ 21 1
( ) 2 ( )

1/ 2
dx x dx d x d x

x
−= = = , και θέτοντας u x= , βρί-

σκουµε:  I= 2 ∫ tan u du ,  που ανάγεται στο Παράδ. 5.  Το αποτέλεσµα είναι:  
 

2ln (cos )I x C= − +  .     
 

7.  
x x

x x

e e
I dx

e e

−

−

−
=

+∫  .    

 

Γράφοντας:  ( ) ( )x x x xe e dx d e e− −− = + ,  και θέτοντας  x xu e e−= + ,  έχουµε:  
 

ln ln ( )x xdu
I u C e e C

u
−= = + = + +∫  .    

 

8.  
2

sin 2

1 sin

x
I dx

x
=

+∫  .    

 
Αυτό γράφεται:  
 

2 2 2

2 2
2

2 2

2 2

sin cos sin (sin )
2 2 (θετουµε sin ) 2

1 sin 1 sin 1

1 ( ) (1 )
2 (θετουµε  1 ) ln

2 1 1

ln (1 ) ln (1 sin ) .

x x x d x u du
I dx u x

x x u

d u d u dw
w u w C

wu u

u C x C

= = = =
+ + +

+
= = = + = = +

+ +

= + + = + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫       

 
    Άσκηση 4.3  Επαληθεύστε τα αποτελέσµατα στα παραπάνω παραδείγµατα. (Υπό-
δειξη: Πάρτε τις παραγώγους τους, και δείξτε ότι ισούνται µε τις υπό ολοκλήρωση 
συναρτήσεις σε κάθε περίπτωση.)  
 
    Άσκηση 4.4  Υπολογίστε τα παρακάτω ολοκληρώµατα και επαληθεύστε τα αποτε-
λέσµατά σας:  
 

(1)  ( 1)
ln

dx
x

x x
>∫           (2)  

21/

3

xe
dx

x∫           (3)  
2

2

ln( 1)

1

x x
dx

x

+

+∫      

 

(4)  
2

(0 / 2)
tan cos

dx
x

x x
π< <∫      (5)  

cos( )x xe e
dx

x∫      (6)  
2 5

dx

x +∫      

 

(7)  
2 6 18

dx

x x− +∫    (Υπόδειξη: Γράψτε τον παρονοµαστή σαν άθροισµα τετραγώνων)  
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4.5  Ολοκλήρωση κατά Παράγοντες (Παραγοντική Ολοκλήρωση)  
 
Με τη µέθοδο της παραγοντικής ολοκλήρωσης αντιµετωπίζουµε περιπτώσεις ολο-
κληρωµάτων της µορφής:  
 
                                       I = ∫ u(x) v΄ (x) dx = ∫ u(x) dv(x)  ,    
 
όταν η µέθοδος της αντικατάστασης (αλλαγής µεταβλητής) αποτυγχάνει.  
 
    Θεώρηµα:  Έστω συναρτήσεις  u=u(x) και v=v(x). Ισχύει η παρακάτω ισότητα συ-
νόλων:  
 
                         ∫ u(x) v΄ (x) dx  =  u(x) v(x) − ∫ v(x) u΄ (x) dx     ⇔ 
 
                                              ∫ u dv = uv − ∫ v du  .         
 
(Προσοχή στη σωστή ερµηνεία των σχέσεων: και τα δύο µέλη παριστούν σύνολα α-
πείρων όρων!)  
 
    Απόδειξη:  Όπως αναφέραµε στην Παρ.4.2, το «διαφορικό» του ολοκληρώµατος 
µοιράζεται κοινές ιδιότητες µε το σύνηθες διαφορικό συναρτήσεων. Έτσι,  
 
    d (uv) = u dv + v du  ⇒  u dv = d (uv) − v du  ⇒  ∫ u dv = ∫ d (uv) − ∫ v du    ⇒    
 
                 ∫ u dv = (uv + C ) − ∫ v du = uv − (∫ v du − C ) = uv − ∫ v du  ,    
 
δοθέντος ότι τα άπειρα σύνολα  ∫ v du  και  (∫ v du − C ) ταυτίζονται.  
 
    Μέθοδος:  Έστω ότι µας δίνεται ένα ολοκλήρωµα της µορφής:  I = ∫ f (x) g (x) dx, 
το οποίο δεν µπορεί να αντιµετωπιστεί µε τη µέθοδο της αντικατάστασης. ∆οκιµά-
ζουµε να δουλέψουµε ως εξής: Αναζητούµε µία παράγουσα h(x) της g(x), και γρά-
φουµε:  
 
              I =  ∫ f (x) h΄ (x) dx = ∫ f (x) d h (x) = f (x) h (x) − ∫ h (x) d f (x)  
 
                                            = f (x) h (x) − ∫ h (x)  f ΄ (x) dx .     
 
Αν ο µετασχηµατισµός αυτός δεν οδηγήσει σε έναν απλούστερο υπολογισµό σε σχέ-
ση µε το αρχικά δοσµένο ολοκλήρωµα, αναζητούµε, εναλλακτικά, µία παράγουσα 
της  f (x) και εργαζόµαστε όµοια. Σε κάποιες περιπτώσεις, δύο διαδοχικές παραγοντι-
κές ολοκληρώσεις οδηγούν σε µία αλγεβρική εξίσωση µε άγνωστο το Ι, η οποία επι-
λύεται εύκολα.  
 
    Παραδείγµατα:   
 

1.  xI xe dx= ∫  .    

 
Αν επιλέξουµε να βάλουµε το x µέσα στο διαφορικό και να εφαρµόσουµε παραγοντι-
κή ολοκλήρωση, θα καταλήξουµε σε ένα ακόµα πιο δύσκολο ολοκλήρωµα που θα 
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περιέχει x2 στη θέση τού x! ∆οκιµάζουµε, λοιπόν, να βάλουµε µέσα στο διαφορικό 
τον εκθετικό παράγοντα:  
 

( ) ( ) ( 1)x x x x x xI x d e xe e dx xe e Ć x e C= = − = − + = − +∫ ∫  .     

 

2.  lnI x dx= ∫  .    

Έχουµε:  
1

ln (ln ) ln ln ( )I x x x d x x x x dx x x x Ć
x

= − = − = − + ⇒∫ ∫     

 

                                           ln ( ln 1)x dx x x C= − +∫       

 

3.  lnI x x dx= ∫  .    

Θέτουµε το x µέσα στο διαφορικό:  21
ln ( )

2
I x d x= ⇒∫      

2
2 2 2 2 22 ln ( ) ln (ln ) ln ln ( )

2

x
I x d x x x x d x x x xdx x x Ć= = − = − = − + ⇒∫ ∫ ∫    

2 1
(ln )

2 2

x
I x C= − +  .     

 

4.  2 cosI x x dx= ∫  .    

 
Θέτουµε τον τριγωνοµετρικό όρο µέσα στο διαφορικό:   
 

2 2 2
1(sin ) sin 2 sin sin 2I x d x x x x x dx x x I= = − = −∫ ∫  ,   όπου  

 

1 sin (cos ) cos cos cos sinI x x dx x d x x x x dx x x x Ć= = − = − + = − + +∫ ∫ ∫ .  Άρα,  

 
2( 2)sin 2 cosI x x x x C= − + +  .    

 

5.  cosxI e x dx= ∫  .    

 
Θέτουµε τον εκθετικό όρο µέσα στο διαφορικό:  
 

1cos ( ) cos (cos ) cosx x x xI x d e e x e d x e x I= = − = +∫ ∫  ,   όπου  

 

1 sin sin ( ) sin (sin ) sin cos

sin .

x x x x x x

x

I e x dx x d e e x e d x e x e x dx

e x I

= = = − = −

= −

∫ ∫ ∫ ∫  

 

Άρα,  cos sin 2 (cos sin )x x xI e x e x I I e x x Ć= + − ⇒ = + + ⇒   

(cos sin ) .
2

xe
I x x C= + +     
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    Σχόλιο:  Γιατί ήταν απαραίτητο να προσθέσουµε τη σταθερά C΄ στην έκφραση για 
το 2Ι ;  (Θυµηθείτε ότι το Ι είναι σύνολο!)  
 
    Άσκηση 4.5  Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα:  
 

(1)  2 xx e dx∫              (2)  sinxe x dx∫     

 

(3)  2sin x dx∫      (χωρίς τριγωνοµετρικό µετασχηµατισµό τού  sin2 x !)   

 

(4)  2cos x dx∫     (οµοίως)      

 
    Κάποια προβλήµατα ολοκλήρωσης είναι σύνθετα: µία αλλαγή µεταβλητής ανάγει 
το δοσµένο ολοκλήρωµα σε µορφή ολοκληρώσιµη κατά παράγοντες.  
 
    Παραδείγµατα:   
 

1.  
35 xI x e dx= ∫  .    

Γράφουµε:  
3 33 2 3 3 31 1

( ) (θετουµε  )
3 3

x x uI x e x dx x e d x u x u e du= = = =∫ ∫ ∫ ,   

που είναι ολοκληρώσιµο κατά παράγοντες (Παράδ.1). Βρίσκουµε:  
331

( 1)
3

xI x e C= − +  .     

 

2.  xI e dx= ∫  .   

Γράφουµε:  
1

2 ( ) (θετουµε  ) 2x x uI x e dx x e d x u x u e du
x

= = = =∫ ∫ ∫ ,   

που είναι ολοκληρώσιµο κατά παράγοντες (Παράδ.1). Βρίσκουµε:  

2( 1) xI x e C= − +  .    
 
    Άσκηση 4.6  Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:  
 

(1)  
cosxe x

dx
x∫      

 

(2)  sin 2 ln(sin ) (0 / 2)x x dx x π< <∫      
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4.6  Ολοκλήρωση Ρητών Συναρτήσεων  
 
Μία (γνήσια) ρητή συνάρτηση είναι συνάρτηση της µορφής R(x)=P(x)/Q(x), όπου τα 
P(x) και Q(x) είναι πολυώνυµα και ο βαθµός τού P(x) είναι µικρότερος από τον βαθµό 
τού Q(x). (Στην αντίθετη περίπτωση γράφουµε: P(x)/Q(x)=S(x)+P1(x)/Q(x), όπου τα 
S(x) και P1(x) είναι πολυώνυµα και ο βαθµός τού P1(x) είναι µικρότερος από αυτόν 
του Q(x). Αυτή την περίπτωση δεν θα τη θεωρήσουµε εδώ.)  
 
    Ας υποθέσουµε ότι deg[Q(x)]=n (όπου “deg” σηµαίνει «βαθµός»). Υποθέτουµε, 
χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου xn στο 

Q(x) είναι 1. ∆ηλαδή, 1 2
1 2 1 0( ) n n n

n nQ x x b x b x b x b− −
− −≡ + + + + +⋯ . Αν 1 2, , , nρ ρ ρ⋯  

είναι οι ρίζες τού Q(x) (όχι κατ’ ανάγκη όλες διάφορες µεταξύ τους), τότε: 

1 2( ) ( )( ) ( )nQ x x x xρ ρ ρ≡ − − −⋯ .  Αν µία ρίζα, ας πούµε η 1ρ , είναι µιγαδική, τότε 

και η µιγαδική συζυγής της επίσης θα είναι ρίζα (ας πούµε, η 2 1ρ ρ= ). Έτσι, δοθέ-

ντος ότι το x∈R, 2
1 2 1 1( )( ) ( )( )x x x x x px qρ ρ ρ ρ− − = − − ≡ + + , όπου 2 4 0p q− < . 

Αν η 1ρ  έχει πολλαπλότητα l, τότε στο Q(x) θα εµφανίζεται η έκφραση: 
2

1 2( ) ( ) ( )l l lx x x px qρ ρ− − = + + . Έτσι, τελικά, το Q(x) θα έχει τη µορφή:  

 

                  2 2( ) ( ) ( ) ( , 4 0)k lQ x x a x px q a R p q≡ − + + ∈ − <⋯ ⋯      
 

όπου  a  πραγµατική ρίζα πολλαπλότητας k, και όπου η εξίσωση 2 0x px q+ + =  έχει 
µιγαδικές συζυγείς ρίζες.  
 
    Θεώρηµα:  Η ρητή συνάρτηση R(x)=P(x)/Q(x), όπου deg[P(x)]< deg[Q(x)], µπορεί 
να αναλυθεί σε άθροισµα µερικών κλασµάτων, ως εξής:  
 

                 

1 2 1 1
2 2

2 2
2 2 2

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

k

k

l l

l

A A A B x CP x

Q x x a x a x a x px q

B x C B x C

x px q x px q

+
≡ + + + + + +

− − − + +

+ +
+ + + +

+ + + +

⋯ ⋯

⋯ ⋯

      

 
όπου Ai , Bi , Ci  σταθερές που θα πρέπει να προσδιορίσουµε.  
 

    Παράδειγµα:  Έστω ότι 2 2 2 2( ) ( 4)( 1) ( 1)Q x x x x≡ − + + .  Γράφουµε:  
 

                                  2 2 2( ) ( 2)( 2)( 1) ( 1)Q x x x x x≡ − + + +  .    
 
Έστω ότι  deg[P(x)]  < 8 .  Τότε,  
 

              
2 2 2 2

( )

( ) 2 2 1 ( 1) 1 ( 1)

P x A B C D Ex F Gx H

Q x x x x x x x

+ +
≡ + + + + +

− + + + + +
 .      
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    Μέθοδος:  Έστω ότι µας δίνεται ένα ολοκλήρωµα της µορφής I= ∫R(x)dx, όπου 
R(x)=P(x)/Q(x) µία (γνήσια) ρητή συνάρτηση. Η R(x) µπορεί να αναπτυχθεί σε ά-
θροισµα µερικών κλασµάτων της µορφής A/(x−a)k και (Bx+C)/(x2+px+q)l. Έτσι, το 
ολοκλήρωµα Ι ανάγεται σε άθροισµα ολοκληρωµάτων µερικών κλασµάτων, της µορ-
φής  ∫ dx/(x−a)k,  ∫ dx/(x2+px+q)l  και  ∫ xdx/(x2+px+q)l .   
 
    Παραδείγµατα:   
 

1.  
3 2

5
( 2)

3 4

x
I dx x

x x

−
= >

− +∫ .     [Υπόδειξη:  x3 −3x2 +4 = (x+1)(x−2)2 ]   

 

Γράφουµε:   
3 2 2 2

5 5

1 23 4 ( 1)( 2) ( 2)

x x A B C

x xx x x x x

− −
= ≡ + +

+ −− + + − −
 .    

 
Οι σταθεροί συντελεστές ικανοποιούν τις εξισώσεις:  
 
A+B = 0 ,   C− 4A− B = 1 ,   4A− 2B+C = − 5   ⇒   A= −2/3 ,  B=2/3 ,  C= −1 .  Έτσι,  
 

2

2 2 2 2 1
ln

3 1 3 2 3 1 2( 2)

dx dx dx x
I C

x x x xx

− = − + − = + + + − + −−  ∫ ∫ ∫  .     

 

2.  
3 2

1
( 1)

1

x
I dx x

x x x

+
= >

− + −∫ .     [Υπόδειξη:  x3 −x2 +x−1 = (x−1)(x2+1)]   

 

Γράφουµε:   
3 2 2 2

1 1

11 ( 1)( 1) 1

x x A Bx C

xx x x x x x

+ + +
= ≡ +

−− + − − + +
 .    

 
Οι σταθεροί συντελεστές ικανοποιούν τις εξισώσεις:  
 
A+B = 0 ,   C− B = 1 ,   A− C = 1   ⇒   A= 1 ,  B= −1 ,  C= 0 .  Έτσι,  
 

2 2

1
ln

1 1 1

dx xdx x
I C

x x x

 −
= − = +  − + + 

∫ ∫  .     

 
 



 50 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 

ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 
 
 

5.1  Ορισµός και Ιδιότητες  
 
Έστω συνάρτηση f (x), και έστω F(x) τυχαία παράγουσά της: F΄(x)=f  (x). Όπως γνω-
ρίζουµε, το άπειρο σύνολο όλων των παραγουσών τής f (x) δίνεται από το αόριστο ο-
λοκλήρωµα  
 
                                          ∫ f (x) dx = F(x) + C    (C∈R) .     
 
Τώρα, έστω πραγµατικές σταθερές a, b. Ορίζουµε το ορισµένο ολοκλήρωµα της f (x) 
από a έως b, ως τον πραγµατικό αριθµό που δίνεται από την έκφραση:  
 

                                ( ) ( ) ( ) [ ( )]
b b

aa
f x dx F b F a F x≡ − ≡∫       

 
Οι σταθερές a και b καλούνται όρια (κάτω και άνω, αντίστοιχα) της ολοκλήρωσης.  
 
    Παραδείγµατα:  
 

1.  
/ 2 / 2

00
cos [sin ] sin( / 2) sin 0 1x dx x

π π π= = − =∫  .    

 
Όµοια,  
 

/ 2 / 2
00

sin [ cos ] cos( / 2) cos0 1x dx x
π π π= − = − + =∫  .     

 
Αλλά,  
 

/ 2 / 2
00

1 1 1
cos 2 [ sin 2 ] sin sin 0 0

2 2 2
x dx x

π π π= = − =∫  .     

 

2.  [ln ] ln ln ln( / ) ( 0, 0)
b b

aa

dx
x b a b a a b

x
= = − = > >∫  .     

 
 
    Άσκηση 5.1  Για  0 <  a < π/2  και  0 < b < π/2 ,  δείξτε ότι:  
 

(1)  
sin

cot ln
sin

b

a

b
x dx

a
 =  
 ∫              (2)  

cos
tan ln

cos

b

a

a
x dx

b
 =  
 ∫       
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    Ιδιότητες ορισµένου ολοκληρώµατος:   
 
1.  Η τιµή του ολοκληρώµατος είναι ανεξάρτητη από την επιλογή της παράγουσας 
F(x) της  f (x). Πράγµατι, αν G(x)=F(x)+C  είναι µια άλλη παράγουσα, τότε  
 

        ( ) ( )[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )]b b
a aG x G b G a F b C F a C F b F a F x= − = + − + = − =  .    

 
2.  Η τιµή του ολοκληρώµατος δεν εξαρτάται από το όνοµα της µεταβλητής της ολο-
κλήρωσης:  
 

                                   ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f t dt f u du= = =∫ ∫ ∫ ⋯       

 

Για παράδειγµα,  2 2 3 3 3
0 00 0

[ / 3] [ / 3] / 3
a a a ax dx u du x u a= = = =∫ ∫  .   

 

3.  [ ( ) ( )] ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx± = ±∫ ∫ ∫     

 

4.  ( ) ( ) ( .)
b b

a a
c f x dx c f x dx c σταθ= =∫ ∫     

 

5.  ( ) ( ) , ( ) 0
b a a

a b a
f x dx f x dx f x dx= − =∫ ∫ ∫      

 

6.  ( ) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx c R= + ∈∫ ∫ ∫    (αποδείξτε το!)    

 

7.  ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
d f x f΄ x dx f b f a= = −∫ ∫       (τύπος των Newton-Leibniz)  

 
 
5.2  Ολοκλήρωση µε Αντικατάσταση  
 

Θεωρούµε ορισµένο ολοκλήρωµα 
2

1

( )
x

x
I f x dx= ∫ . Υποθέτουµε ότι µπορούµε να 

βρούµε έναν µετασχηµατισµό της µορφής: u=φ(x), τέτοιον ώστε η αόριστη ολοκλή-
ρωση ως προς u να είναι απλούστερη αυτής ως προς x. Συγκεκριµένα, υποθέτουµε ότι  
 
                                      ∫  f (x) dx = ∫ g(u) du = G(u) + C       (1) 
 
[όπου G(u) παράγουσα της g(u)]. Μπορούµε να δουλέψουµε µε δύο τρόπους:  
 
1.  Βρίσκουµε πρώτα το αόριστο ολοκλήρωµα ∫ f (x)dx , κάνοντας την αντικατάσταση  
u=φ(x).  Με βάση τη σχέση (1),  
 
                                   ∫  f (x) dx = G [φ(x)] + C ≡ F(x) + C      
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[όπου F(x) παράγουσα της f (x)]. Τότε, το δοσµένο ορισµένο ολοκλήρωµα Ι θα ισού-
ται µε  
 

                            
2

1

2

1 2 1( ) [ ( )] ( ) ( )
x

x

x
xI f x dx F x F x F x= = = −∫  .    

 
2.  Μετασχηµατίζουµε απευθείας το ορισµένο ολοκλήρωµα Ι σε ολοκλήρωµα ως προς 
u, λαµβάνοντας υπόψη ότι µια αλλαγή µεταβλητής u=φ(x) συνοδεύεται από αλλαγή στα 
όρια ολοκλήρωσης:  
 

                     

2 2

1 1

2

1 2 1

1 1 2 2

( ) ( ) [ ( )] ( ) ( )

( ) , ( ) .

x u

x u

u
uf x dx g u du G u G u G u

u x u xοπου ϕ ϕ

= = = −

= =

∫ ∫      

 
    Παραδείγµατα:  
 

1.  
22

0

xI xe dx= ∫  .     

 
Ένας τρόπος επίλυσης είναι να υπολογίσουµε πρώτα το αόριστο ολοκλήρωµα:  
 

2 2 22 21 1 1 1
( ) (θετουµε )

2 2 2 2
x x u u xxe dx e d x u x e du e C e C= = = = + = +∫ ∫ ∫ .   

 

Τότε,  
2 2 4

0
1 1

[ ] ( 1)
2 2

xI e e= = −  .     

 
Εναλλακτικά (και αυτό τον τρόπο θα χρησιµοποιούµε στο εξής), δουλεύουµε απευ-
θείας µε το ορισµένο ολοκλήρωµα:  
 

2 22 2 2

0 0

1
( )

2
x xI xe dx e d x= =∫ ∫  .    

 
Θέτουµε  u=x2  και µετασχηµατίζουµε το ολοκλήρωµα ως προς  x  σε ολοκλήρωµα ως 
προς  u,  µη λησµονώντας να αναπροσαρµόσουµε και τα όρια της ολοκλήρωσης:  
 

2 4

0 0
dx du→∫ ∫  .    Έτσι,  

4 4 4
00

1 1 1
[ ] ( 1)

2 2 2
u uI e du e e= = = −∫  .     

 

2.  
/ 2

20

sin

1 cos

x
I dx

x

π
=

+∫  .     

 

Γράφουµε:  
/ 2

20

(cos )

1 cos

d x
I

x

π
= −

+∫  .    Κάνουµε τον µετασχηµατισµό:   

 
/ 2 0

0 1
cos ,u x dx du

π
= →∫ ∫  .    Τότε,   
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0 1 1
02 21 0

[arctan ] 0
41 1

du du
I u

u u

π
= − = = = − ⇒

+ +∫ ∫     

 

                                              
/ 2

20

sin

41 cos

x
dx

x

π π
=

+∫      

 

3.  
22

20

ln( 1)

1

x x
I dx

x

+
=

+∫  .    

 

Γράφουµε:  
22 2

20

1 ln( 1)
( 1)

2 1

x
I d x

x

+
= +

+∫  .    Κάνουµε τον µετασχηµατισµό:  

 
2 52

0 1
1 ,u x dx du= + →∫ ∫  .   Τότε,  

5 5

1 1

1 ln 1
ln (ln )

2 2

u
I du u d u

u
= =∫ ∫  .   

 

Θέτουµε:  
5 ln5

1 0
ln ,w u du dw= →∫ ∫  .  Τότε,  

ln 5 2

0

1 1
(ln 5)

2 4
I wdw= =∫  .    

 
 
    Άσκηση 5.2  Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα:  

(1)  
2

20 1

x
dx

x+∫         (2)  
/ 6 sin

0
cos xx e dx

π

∫         (3)  
1

sin ln
2e

x
dx

x

π 
 
 ∫      

 
 
5.3  Ολοκληρώµατα Άρτιων, Περιττών και Περιοδικών Συναρτήσεων  
 
Έστω ολοκλήρωµα της µορφής:  
 

                                                      ( )
a

a
I f x dx

−
= ∫      

 
σε κάποιο «συµµετρικό» διάστηµα ολοκλήρωσης [−a , a] (υποθέτουµε ότι a>0). Γρά-
φουµε:  
 

                                   
0

1 20
( ) ( )

a

a
I f x dx f x dx I I

−
= + ≡ +∫ ∫   .    

 

Το ολοκλήρωµα Ι1 γράφεται:  ( )
0 0

1 ( ) ( ) ( )
a a

I f x dx f x d x
− −

= = − − − −∫ ∫  .    

 

Κάνουµε τον µετασχηµατισµό:  
0 0

,
a a

u x dx du
−

= − →∫ ∫  :     

 

                                     
0

1 0
( ) ( )

a

a
I f u du f u du= − − = −∫ ∫  .     
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Όπως έχουµε πει, η τιµή ενός ορισµένου ολοκληρώµατος δεν αλλάζει αν δώσουµε 
διαφορετικό όνοµα στη µεταβλητή ολοκλήρωσης. Έτσι, µπορούµε τώρα να θέσουµε x 
στη θέση τού u :   
 

                                                    1 0
( )

a
I f x dx= −∫  .     

 

Τελικά,  
0 0

( ) ( )
a a

I f x dx f x dx= − + ⇒∫ ∫     

 

                                 
0

( ) [ ( ) ( )]
a a

a
f x dx f x f x dx

−
= − +∫ ∫       

 
Η σχέση αυτή έχει γενική ισχύ, για κάθε συνάρτηση f (x) ορισµένη στο διάστηµα  
[−a , a]. Μία τέτοια συνάρτηση, φυσικά, δεν είναι απαραίτητα άρτια ή περιττή! Αν, 
όµως, ανήκει σε κάποια από αυτές τις κατηγορίες, τότε, όπως γνωρίζουµε (Παρ.1.8),  
 
                            f (−x) + f (x) = 2 f (x)   αν η  f (x) είναι άρτια ,   
 
                                                =    0       αν η  f (x) είναι περιττή .   
 
Έτσι,  
 

                  0
( ) 2 ( ) αν η  ( ) ειναι 

0 αν η  ( ) ειναι 

a a

a
f x dx f x dx f x

f x

αρτια

περιττη
−

=

=

∫ ∫       

 
 
    Άσκηση 5.3  Επαληθεύστε τα παρακάτω:  
 

(1)  sin( ) 0 ( , )
a

a
kx dx a k R

−
= ∈∫     

 

(2)  
0

cos( ) 2 cos( )
a a

a
kx dx kx dx

−
=∫ ∫     

 

(3)  
/ 3 3 5 3

/ 3
tan sin ( 2 6 ) 0x x x x x dx

π

π−
− + =∫     

 

(4)  
21 4 2 1

1

2
ln 0

2
xx

x e dx
x

−

−

−  = + ∫     
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    Έστω τώρα περιοδική συνάρτηση  f (x), µε περίοδο Τ :   
 
                                                      f (x+T) = f (x)         (1) 
 
Ισχύει ότι, για κάθε  A∈R ,   
 

                                        
0

( ) ( )
T A T

A
f x dx f x dx

+
=∫ ∫       (2) 

 
∆ηλαδή, το ολοκλήρωµα µιας περιοδικής συνάρτησης σε διάστηµα µίας περιόδου έχει 
πάντα την ίδια τιµή, ανεξάρτητα από το κάτω όριο του διαστήµατος.  
 

    Πράγµατι:  
0

0
( ) ( ) ( ) ( )

A T T A T

A A T
f x dx f x dx f x dx f x dx

+ +
= + + ⇒∫ ∫ ∫ ∫     

 

                 
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
A T T A T A

A T
f x dx f x dx f x dx f x dx

+ +
= + −∫ ∫ ∫ ∫     (3) 

 

Αλλά, λόγω της (1),  
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
A A A

f x dx f x T dx f x T d x T= + = + +∫ ∫ ∫ .    

 

Κάνουµε τον µετασχηµατισµό:  
0

,
A A T

T
u x T dx du

+
= + →∫ ∫  .   Τότε,  

 

                          
0

( ) ( ) ( )
A A T A T

T T
f x dx f u du f x dx

+ +
= =∫ ∫ ∫       (4) 

 
Από τις (3) και (4) έπεται αµέσως η (2).  
 
 
    Παραδείγµατα:   
 

1.  
2 2

00
cos [sin ] 0 , cos [sin ] 0x dx x x dx x

π ππ π
ππ −−

= = = =∫ ∫ .    

 

2.  
2 2

00
sin [cos ] 0 , sin [cos ] 0x dx x x dx x

π ππ π
ππ −−

=− = =− =∫ ∫ .    

 

3.  
/ 2 / 2

0 / 20 / 2

1 1
cos 2 [sin 2 ] 0 , cos 2 [sin 2 ] 0

2 2
x dx x x dx x

π ππ π
ππ −−

= = = =∫ ∫  .    

 

4.  
/ 2 / 2

0 / 20 / 2

1 1
sin 2 [cos 2 ] 0 , sin 2 [cos 2 ] 0

2 2
x dx x x dx x

π ππ π
ππ −−

= − = =− =∫ ∫  .    
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5.4  Ολοκληρώµατα µε Μεταβλητά Όρια  
 
Όπως γνωρίζουµε, το αόριστο ολοκλήρωµα µίας συνάρτησης παριστά το άπειρο σύ-
νολο των παραγουσών της συνάρτησης, ενώ το ορισµένο ολοκλήρωµα της συνάρτη-
σης, µε σταθερά όρια (άνω και κάτω), δεν είναι παρά ένας πραγµατικός αριθµός. Τι 
γίνεται, όµως, αν επιτρέψουµε σε ένα από τα όρια ενός ορισµένου ολοκληρώµατος 
(π.χ., το άνω όριο) να είναι µεταβλητό; Σε αυτή την περίπτωση το ολοκλήρωµα παύει 
να έχει σταθερή τιµή, αφού η τιµή του γίνεται συνάρτηση της τιµής του µεταβλητού 
του ορίου!  
 
    Αλλάζοντας λίγο τα προηγούµενα σύµβολά µας, θα θέσουµε t στη θέση τού x και 
θα συµβολίσουµε µε x το µεταβλητό άνω όριο του ολοκληρώµατος. Έτσι, για δοσµέ-
νη συνάρτηση  f (t) ορίζουµε την εξής συνάρτηση του x:  
 

                                                    ( ) ( )
x

a
I x f t dt= ∫        (1) 

 
    Θεώρηµα:  Η συνάρτηση I(x) είναι παράγουσα της συνάρτησης  f (x):  
 

                                        ( ) ( ) ( )
x

a

d
I x f t dt f x

dx
′ = =∫       

 
    Απόδειξη:  Έστω F(x) τυχαία παράγουσα της  f (x): F΄(x)= f  (x). Προφανώς, τότε, η 
F(t) θα είναι παράγουσα της  f (t): F΄(t)= f  (t). Έτσι,  
 

   ( ) ( ) [ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( )
x x

aa
I x f t dt F t F x F a I x F x f x′ ′= = = − ⇒ = − =∫  .    

 
Παρατήρηση: Η συνάρτηση I(x) δεν εξαρτάται από την επιλογή της παράγουσας F(x). 
Πράγµατι, αν G(x)=F(x)+C είναι µία άλλη παράγουσα της  f (x), τότε  
 

                  ( ) [ ( )] [ ( ) ] [ ( )] ( ) ( )x x x
a a aI x F t F t C G t G x G a= = + = = −  .     

 
    Παράδειγµα:  Έστω  f (x) = x2  ⇒  f (t) = t 

2 .  Ορίζουµε:  
 

                2 3 3 3( ) ( ) [ / 3] ( / 3) ( / 3)
x x x

aa a
I x f t dt t dt t x a= = = = −∫ ∫  .     

 
Τότε,   I΄ (x) = x2 =  f (x) .   
 
    Τώρα, ας κάνουµε ένα βήµα ακόµα: ας υποθέσουµε ότι και το κάτω όριο a ενός 
ορισµένου ολοκληρώµατος είναι επίσης µεταβλητό. Σε αυτή την περίπτωση το I(x) 
στη σχέση (1) δεν παριστά απλά µία παράγουσα της  f (x) αλλά ένα άπειρο σύνολο πα-
ραγουσών, που κάθε µία αντιστοιχεί σε µία τιµή του κάτω ορίου. Με άλλα λόγια, το 
I(x) στη σχέση (1) είναι ένα αόριστο ολοκλήρωµα! Γράφουµε, συµβολικά (παραλεί-
ποντας το σύµβολο του κάτω ορίου, αφού το όριο αυτό δεν είναι καθορισµένο):  
 

                ( ) ( ) ( ) ( )
x

I x f t dt f x dx F x C= ≡ = +∫ ∫  ,   όπου F΄(x)=  f (x) .    
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5.5  Γενικευµένα Ολοκληρώµατα: Άπειρα Όρια  
 
Ένα ορισµένο ολοκλήρωµα καλείται γνήσιο αν (α) το διάστηµα ολοκλήρωσης [a, b] 
είναι κλειστό και πεπερασµένο (κανένα από τα a και b δεν είναι άπειρο), και (β) η υπό 
ολοκλήρωση συνάρτηση λαµβάνει πεπερασµένες τιµές παντού µέσα στο διάστηµα 
ολοκλήρωσης. Αν έστω και µία από αυτές τις συνθήκες δεν ικανοποιείται, το ολο-
κλήρωµα καλείται γενικευµένο. Ξεκινούµε τη µελέτη γενικευµένων ολοκληρωµάτων 
µε την περίπτωση ενός άπειρου διαστήµατος ολοκλήρωσης. Ορίζουµε:  
 

                                        

( ) lim ( )

( ) lim ( )

( ) lim ( )

b

a ab

b b

aa

b

ab
a

f x dx f x dx

f x dx f x dx

f x dx f x dx

+∞

→+∞

−∞ →−∞

+∞

−∞ →+∞
→−∞

≡

≡

≡

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

         

 
Αν το όριο υπάρχει και είναι πεπερασµένο, λέµε ότι το αντίστοιχο γενικευµένο ολο-
κλήρωµα συγκλίνει (ή, είναι συγκλίνον). Αν το όριο είτε δεν υπάρχει, είτε υπάρχει αλ-
λά είναι άπειρο, το αντίστοιχο ολοκλήρωµα αποκλίνει (είναι αποκλίνον).  
 
    Έστω F(x) παράγουσα της  f (x). Τότε,  
 

                                          ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫  .    

 
Παρατηρούµε τα εξής:  
 

*                             ( ) lim ( ) ( )
a b

I f x dx F b F a
+∞

→+∞
= = −∫  .    

Το Ι συγκλίνει αν υπάρχει και είναι πεπερασµένο το όριο της F(b).  
 

*                             ( ) ( ) lim ( )
b

a
I f x dx F b F a

−∞ →−∞
= = −∫  .    

Το Ι συγκλίνει αν υπάρχει και είναι πεπερασµένο το όριο της F(α).  
 

*                         ( ) lim ( ) lim ( )
ab

I f x dx F b F a
+∞

−∞ →−∞→+∞
= = −∫  .    

Το Ι συγκλίνει αν υπάρχουν και είναι πεπερασµένα τα όρια τόσο της F(a), όσο και 
της F(b). (Αν έστω και ένα από αυτά τα όρια είτε δεν υπάρχει, είτε δεν είναι πεπερα-
σµένο, το Ι αποκλίνει.) Εναλλακτικά, µπορούµε να γράψουµε, π.χ.,  
 

              
0

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )I f x dx f x dx f x dx f x dx

+∞ +∞ +∞

−∞
= + = − +∫ ∫ ∫ ∫  .    

 
(Προσέξτε ότι   
 

      ( )
0 0 0

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x dx f x d x f u du f x dx

+∞

−∞ −∞ +∞
= − − − − = − − = −∫ ∫ ∫ ∫  ,    
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όπου στο τελευταίο βήµα απλώς µετονοµάσαµε τη µεταβλητή ολοκληρώσεως από u 
σε x.) Το Ι συγκλίνει αν συγκλίνουν και τα δύο ολοκληρώµατα των οποίων αποτελεί 
το άθροισµα. (Αν έστω και ένα από αυτά αποκλίνει, τότε το Ι αποκλίνει.)  
 
    Προσοχή!   Είναι λάθος, γενικά, να ορίσουµε:  
 

( ) lim ( ) lim [ ( ) ( )]
l

ll l
I f x dx f x dx F l F l

+∞ +

−∞ −→+∞ →+∞
= = = − −∫ ∫   (λάθος !!!) 

 
Ο λόγος είναι ο εξής: Για να συγκλίνει το Ι θα πρέπει να υπάρχουν, ξεχωριστά, τα ό-
ρια της F(l) τόσο στο +∞, όσο και στο −∞ [ή, αν προτιµάτε, τα όρια της F(l) και της 
F(−l) στο +∞]. Τώρα, φανταστείτε, π.χ., ότι η F(l) είναι άρτια συνάρτηση η οποία α-
πειρίζεται στο ±∞. Προφανώς, το Ι αποκλίνει. Από την άλλη, επειδή η F(l) είναι άρ-
τια, ισχύει ότι F(l) − F(−l)=0. Έτσι, αν υιοθετούσαµε τον παραπάνω λανθασµένο ορι-
σµό, θα συµπεραίναµε λανθασµένα ότι Ι=0, δηλαδή ότι το Ι συγκλίνει!  
 
    Παραδείγµατα:   
 

1.  
21

x dx
I

x

+∞

−∞
=

+∫  .    

 

Έχουµε:  2 2 2
2

1 1
[ln(1 )] {ln(1 ) ln(1 )}

2 21

b b
aa

x dx
x b a

x
= + = + − +

+∫ .  Τότε,  

2 21
{ lim [ln(1 )] lim [ln(1 )]}

2 b a
I b a

→+∞ →−∞
= + − + .  Και τα δύο όρια απειρίζονται, άρα το Ι 

αποκλίνει.   
 

2.  
0

cosI x dx
+∞

= ∫  .    

 

Έχουµε:  
0

lim cos lim (sin )
b

b b
I x dx b

→+∞ →+∞
= =∫ .   

 
Παρατηρούµε ότι, καθώς το b τείνει στο άπειρο, το sin b  «ταλαντώνεται» αδιάκοπα 
ανάµεσα στο −1 και το +1, χωρίς ποτέ να αποκτά µία σταθερή τιµή! Έτσι, το όριο του 
sin b  δεν υφίσταται, και το Ι αποκλίνει.  
 

3.  
21

dx
I

x

+∞

−∞
=

+∫  .    

Έχουµε:   

2
lim lim [arctan ] lim (arctan ) lim (arctan ) ( )

2 21

b b
aab b b a

a a

dx
I x b a

x

π π
→+∞ →+∞ →+∞ →−∞
→−∞ →−∞

= = = − = − − ⇒
+∫   

 

                                                    21

dx

x
π

+∞

−∞
=

+∫      
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    Άσκηση 5.4  Έστω  
0

axI e dx
+∞

= ∫  .  ∆είξτε ότι το Ι αποκλίνει για a ≥ 0 και συγκλίνει 

για a < 0 . Στην περίπτωση που συγκλίνει, δείξτε ότι  
 

                                           
0

1
( 0)k xe dx k

k

+∞ − = >∫      

 

    Άσκηση 5.5  ∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα  axI e dx
+∞

−∞
= ∫   αποκλίνει για όλες τις τιµές 

τού a.  (Υπόδειξη: Γράψτε το Ι σαν άθροισµα δύο ολοκληρωµάτων από 0 έως +∞, και 
παρατηρήστε ότι ένα εξ αυτών οπωσδήποτε αποκλίνει.)  
 

    Άσκηση 5.6  Έστω  
1 k

dx
I

x

+∞
= ∫  .  ∆είξτε ότι το Ι συγκλίνει για k >1 και αποκλίνει 

για  k ≤1.   
 
 
    Θεώρηµα (Κριτήριο Σύγκρισης):  Έστω τα ολοκληρώµατα:  
 

   1 2( ) , ( ) ( ) , οπου  0 ( ) ( ), [ , )
a a

I f x dx I g x dx a R f x g x x a
+∞ +∞

= = ∈ ≤ ≤ ∀ ∈ +∞∫ ∫ .    

 
Τότε:  
 

1. Αν το Ι2 συγκλίνει, τότε και το Ι1 επίσης συγκλίνει.  

2. Αν το Ι1 αποκλίνει, τότε και το Ι2 επίσης αποκλίνει.  
 
 
    Παραδείγµατα:   
 

1.  Έστω  
2xI e dx

+∞ −

−∞
= ∫  .   

Επειδή η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση είναι άρτια, έχουµε:  
2

0
2 xI e dx

+∞ −= ∫ .   

Όµως,  
2 2 21

0 0 1

x x xe dx e dx e dx
+∞ +∞− − −= +∫ ∫ ∫ ,  όπου το πρώτο ολοκλήρωµα προφανώς 

συγκλίνει. Μένει να εξετάσουµε το δεύτερο.  
 

Θεωρούµε τα ολοκληρώµατα  
2

1 21 1
,x xI e dx I e dx

+∞ +∞− −= =∫ ∫ .    

Στο διάστηµα [1, +∞) ισχύει ότι 
2x xe e− −≤  (δείξτε το!). Επιπλέον, το Ι2 συγκλίνει και 

ισούται µε  Ι2=1/e  (δείξτε το!). Άρα, το Ι1 συγκλίνει, και, τελικά, το δοσµένο ολο-
κλήρωµα Ι συγκλίνει. Όπως αποδεικνύεται,  
 

                                                    
2xe dx π

+∞ −

−∞
=∫  .       
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2.  Έστω  
1 1

x
I dx

x

+∞
=

+∫  .    

Στο διάστηµα ολοκλήρωσης (δηλαδή, για x ≥ 1) ισχύει ότι  
1

1 2 2

x x

x x x
> =

+
 .   

Από την άλλη, το ολοκλήρωµα 
1/ 21 1

dx dx

xx

+∞ +∞
=∫ ∫  αποκλίνει (βλ. Άσκ.5.6).  

Συµπέρασµα: το δοσµένο ολοκλήρωµα Ι αποκλίνει.  
 
 
    Θεώρηµα (Απόλυτη Σύγκλιση):  Θεωρούµε τα ολοκληρώµατα:  
 

                           1 2( ) , | ( ) | ( )
a a

I f x dx I f x dx a R
+∞ +∞

= = ∈∫ ∫  .    

 
Αν το Ι2 συγκλίνει, τότε και το Ι1 επίσης συγκλίνει. (Το αντίστροφο δεν ισχύει, γενικά.) 
Λέµε ότι το Ι1 είναι απόλυτα συγκλίνον.  
 

    Παράδειγµα:  Θα δείξουµε ότι το  
20

cos

1

x
I dx

x

+∞
=

+∫   συγκλίνει.   

Αρκεί να δείξουµε ότι είναι απολύτως συγκλίνον, δηλαδή, ότι το 1 20

| cos |

1

x
I dx

x

+∞
=

+∫  

συγκλίνει. Πράγµατι, ισχύει ότι  
2 2

| cos | 1

1 1

x

x x
≤

+ +
 ,  καθώς και ότι  

020
[arctan ] / 2 0 / 2

1

dx
x

x
π π

+∞ +∞= = − =
+∫  (συγκλίνει).   

 
Άρα, το Ι1 συγκλίνει, µε βάση το κριτήριο σύγκρισης.  
 

    Άσκηση 5.7  ∆είξτε, όµοια, ότι το ολοκλήρωµα  
20

sin

1

x
I dx

x

+∞
=

+∫   συγκλίνει.   

 

    Παρατήρηση:  Το ολοκλήρωµα 
0

| cos |x dx
+∞

∫  απειρίζεται, άρα αποκλίνει. Όπως 

είδαµε νωρίτερα, το ολοκλήρωµα 
0

cosx dx
+∞

∫  επίσης αποκλίνει, αλλά µε διαφορετι-

κό τρόπο (εξηγήστε).  
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5.6  Γενικευµένα Ολοκληρώµατα: Απειριζόµενη Συνάρτηση  
 
Μία διαφορετική περίπτωση γενικευµένου ολοκληρώµατος είναι εκείνη όπου η πε-
ριοχή ολοκλήρωσης [a, b] είναι πεπερασµένη, όµως η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση 
απειρίζεται σε ένα από τα όρια a, b (ή και στα δύο).  
 
    Ορισµός:   
 
1.  Έστω ότι η  f (x) είναι συνεχής στο διάστηµα [a, b) και απειρίζεται για  x→b. Τότε,  
 

                                
0

( ) lim ( ) ( 0)
b b

a a
f x dx f x dx

ε

ε
ε

−

→
≡ >∫ ∫     

 
υπό την προϋπόθεση ότι το όριο αυτό υπάρχει.  
 
2.  Έστω ότι η  f (x) είναι συνεχής στο διάστηµα (a, b] και απειρίζεται για  x→a. Τότε,  
 

                                
0

( ) lim ( ) ( 0)
b b

a a
f x dx f x dx

δδ
δ

+→
≡ >∫ ∫     

 
υπό την προϋπόθεση ότι το όριο αυτό υπάρχει.  
 
3.  Έστω ότι η  f (x) είναι συνεχής στο διάστηµα (a, b) και απειρίζεται για  x→a  και 
για  x→b. Τότε,  
 

                         
0
0

( ) lim ( ) ( 0, 0)
b b

a a
f x dx f x dx

ε

δε
δ

ε δ
−

+→
→

≡ > >∫ ∫     

 
υπό την προϋπόθεση ότι τα όρια αυτά υπάρχουν.  
 
4.  Έστω ότι η  f (x) είναι συνεχής στα διαστήµατα [a, c) και (c, b] , και απειρίζεται για  
x→c  (a < c < b).  Γράφουµε:  
 

                     1 2( ) ( ) ( )
b c b

a a c
I f x dx f x dx f x dx I I= = + ≡ +∫ ∫ ∫  .    

 
Το Ι θα συγκλίνει αν συγκλίνουν τα Ι1 και Ι2 .  
 
    Σε κάθε περίπτωση όπου το γενικευµένο ολοκλήρωµα συγκλίνει, γράφουµε:  
 

                                         ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫  ,     

 
όπου F(x) παράγουσα της  f (x) .   
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    Παραδείγµατα:   
 

1.  00
[2 ] 2 ( 0)

a adx
x a a

x
= = >∫ ,   

παρά τον απειρισµό της υπό ολοκλήρωση συνάρτησης στο κάτω όριο.  
 

2.  
1 1

00
[ ln(1 )]

1

dx
x

x
= − − ⇒

−∫  απειρίζεται για  x→1.  Άρα, το ολοκλήρωµα αποκλί-

νει.  
 

3.  
1 1

11 2
[arcsin ] ( )

2 21

dx
x

x

π π
π−−

= = − − =
−

∫  ,    

παρά τον απειρισµό της υπό ολοκλήρωση συνάρτησης και στα δύο όρια.  
 

4.  
2 0 2 0 2 33 3

1 01 1 03 3 32 2 2
[3 ] [3 ] 3 3 2

dx dx dx
x x

x x x
−− −

= + = + = +∫ ∫ ∫  .    

 

5.  
1 0 1

2 2 21 1 0

dx dx dx

x x x− −
= +∫ ∫ ∫     (και τα δύο ολοκληρώµατα αποκλίνουν) .   

 
 
    Άσκηση 5.8  ∆είξτε ότι τα ολοκληρώµατα  
 

                                        και
( ) ( )

b b

k ka a

dx dx

x a b x− −∫ ∫     

 
συγκλίνουν για  k < 1  και  αποκλίνουν για  k ≥ 1 .   
 
 
5.7  Το Ορισµένο Ολοκλήρωµα ως Εµβαδόν στο Επίπεδο  
 
Μία σηµαντική εφαρµογή του ορισµένου ολοκληρώµατος είναι στον υπολογισµό εµ-
βαδών περιοχών του επιπέδου xy, οι οποίες οριοθετούνται από γραφικές παραστάσεις 
συναρτήσεων.  
 
    Θεώρηµα 1:  Έστω  f (x) συνεχής στο διάστηµα [a , b] , µε  f (x) ≥ 0  ∀x∈[a , b]  . 
Τότε, το εµβαδόν της περιοχής R που οριοθετείται από την γραφική παράσταση της  f  
και τον άξονα  x, και βρίσκεται ανάµεσα στις γραµµές  x=a  και  x=b,   
 

                           
a b

R

x

y
( )y f x=
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δίνεται από το ολοκλήρωµα:  
 

                                                      ( )
b

a
A f x dx= ∫      

 
    Θεώρηµα 2:  Έστω  f (x) και g(x) συνεχείς στο διάστηµα [a , b] , µε  f (x) ≥ g(x)  
∀x∈[a , b]  . Τότε, το εµβαδόν της περιοχής R που οριοθετείται από τις γραφικές πα-
ραστάσεις των  f  και  g, και βρίσκεται ανάµεσα στις γραµµές  x=a  και  x=b,   
 

                          

a b

R

x

y
( )y f x=

( )y g x=         
 
δίνεται από το ολοκλήρωµα:  
 

                                            ( )( ) ( )
b

a
A f x g x dx= −∫       

 
(Προσέξτε ότι, για  g(x) ≡ 0 , η γραφική παράσταση της  g(x) είναι τµήµα του άξονα  x, 
και το Θεώρηµα 2 ανάγεται στο Θεώρηµα 1.)  
 
    Πόρισµα:  Το µεταβλητό εµβαδόν  
 

                                                 ( ) ( )
x

a
A x f t dt= ∫       

 
είναι παράγουσα της  f (x):  A΄ (x) = f (x) .  (Εξηγήστε.)  
 
    Παρατήρηση 1:  Αν η  g(x) είναι συνεχής στο διάστηµα [a , b] , µε  g(x) ≤ 0 ∀x∈ 
[a , b]  , τότε, το εµβαδόν της περιοχής R που οριοθετείται από την γραφική παράστα-
ση της  g  και τον άξονα  x, και βρίσκεται ανάµεσα στις γραµµές  x=a  και  x=b, είναι:  
 

                                  ( ) | ( ) |
b b

a a
A g x dx g x dx= − =∫ ∫   .      

 
    Παρατήρηση 2:  Το εµβαδόν της περιοχής που οριοθετείται από τις γραφικές πα-
ραστάσεις των  f (x) και  g(x) για  a ≤ x ≤ b , είναι:  
 

                                       | ( ) ( ) |
b

a
A f x g x dx= −∫   ,      

 
ανεξάρτητα από το πρόσηµο της διαφοράς  f (x) − g(x)  για τις διάφορες τιµές τού x!  
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    Παράδειγµα:  Βρείτε το εµβαδόν της περιοχής που οριοθετείται από την γραφική 
παράσταση της συνάρτησης  f (x) =  x

3  και τον άξονα  x,  για  −1 ≤ x ≤ 1 .   
 
    Λύση:  Παρατηρούµε ότι  f (x) ≤ 0 για  x∈[−1 , 0] , και  f (x) ≥ 0 για  x∈[0 , 1] . Έτσι,  
 

        

1 0 1 0 13 3 3 3 3

1 1 0 1 0
| | | | | |

1 1 1
.

4 4 2

A x dx x dx x dx x dx x dx
− − −

= = + = − +

= + =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
     

 
    Άσκηση 5.9  Φανταστείτε ότι το τµήµα καµπύλης στο σχήµα του Θεωρήµατος 1 
µετατοπίζεται προς τα δεξιά κατά ∆x=c. ∆είξτε ότι το εµβαδόν της νέας περιοχής Ŕ , 
µεταξύ της νέας καµπύλης και του άξονα x, θα παραµείνει αµετάβλητο και ίσο µε το 
εµβαδόν της περιοχής R.  [Υπόδειξη: Παρατηρήστε ότι η νέα καµπύλη εκτείνεται από 
a+c  έως  b+c  και αντιστοιχεί στη συνάρτηση  y=h(x)=  f (x−c).]  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 
 

ΣΕΙΡΕΣ 
 
 
6.1  Σειρά Σταθερών Όρων  
 
Έστω  an =  a1 , a2 , a3 , ... ,  µία άπειρη ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Η έκφραση  
 

                                                1 2 3
1

n
n

a a a a
∞

=

= + + +∑ ⋯     

 
καλείται (αριθµητική) σειρά. Ο αριθµός  an  καλείται γενικός όρος της σειράς. Η σειρά 
προσδιορίζεται πλήρως αν µας δοθεί ένας κανόνας  f σύµφωνα µε τον οποίο  an =  f (n) 
(n=1,2,3,...).  
 
 
    Παραδείγµατα:   
 

1.  Για 
1 1

1 1 1 1 1
( )

2 4 82 2
n nn n

n n

a f n a
∞ ∞

= =

= = ⇒ = = + + +∑ ∑ ⋯  .    

2.  Για 
1 1

1 1 1 1
( ) 1

! ! 2 6n n
n n

a f n a
n n

∞ ∞

= =

= = ⇒ = = + + +∑ ∑ ⋯  .    

 
    Το άθροισµα των πρώτων n όρων:  Sn =  a1 + a2 + … + an , καλείται n-οστό µερικό 
άθροισµα της σειράς. Για n=1,2,3,..., τα µερικά αθροίσµατα σχηµατίζουν κι αυτά µία 
άπειρη ακολουθία:  
 
                    S1 =  a1  ,    S2 =  a1 + a2  ,  …  ,    Sn =  a1 + a2 + … + an  ,  …     
 
Αν η ακολουθία αυτή συγκλίνει σε ένα πεπερασµένο όριο s καθώς n→ ∞ , δηλαδή, αν 
lim n
n

S s R
→∞

= ∈ , τότε λέµε ότι η σειρά συγκλίνει (είναι συγκλίνουσα) και ότι ο αριθµός 

s  αποτελεί το άθροισµα της σειράς. Γράφουµε:  
 

                                                 1 2
1

n
n

s a a a
∞

=

= = + +∑ ⋯      

 
Αν το όριο της ακολουθίας  Sn  είναι άπειρο ή δεν υφίσταται καν, τότε η σειρά απο-
κλίνει (είναι αποκλίνουσα).  
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    Παράδειγµα:  Η γεωµετρική σειρά γράφεται:  
 

                                  1 2

1

( 0)n

n

q q qα α α α α
∞

−

=

= + + + ≠∑ ⋯  .    

 
∆ηλαδή,  a1 =  α ,  a2 =  αq ,  a3 =  αq2 , ... ,  an =  αqn-1 , ...  Το n-οστό µερικό άθροισµα 
είναι:  
 

                   
2 1 1

αν  1
1

αν 1 .

n
n

n
q

S q q q q
q

n q

α α α α α

α

− −
= + + + + = ≠

−

= =

⋯

      

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις:  
 
1.  Αν  |q| >1 , το  qn → ±∞ , το Sn  απειρίζεται, και η σειρά αποκλίνει.  
 
2.  Αν  q=1 , τότε  Sn =  nα → ∞ , και η σειρά αποκλίνει.  
 
3.  Αν  q=−1 , το Sn  παίρνει εναλλάξ τις τιµές  α  και  0  καθώς το n → ∞ , δηλαδή δεν 
τείνει σε κανένα συγκεκριµένο όριο. Έτσι, η σειρά αποκλίνει.  
 
4.  Αν  |q| < 1  (δηλαδή,  −1< q < 1) , το  qn → 0  και το  Sn  → α /(1−q) , που είναι πε-
περασµένο όριο. Έτσι, η σειρά συγκλίνει και το άθροισµά της είναι  
 

                                         ( )1

1

| | 1
1

n

n

q q
q

α
α

∞
−

=

= <
−∑       

 
Ανακεφαλαιώνοντας:   
 

Η γεωµετρική σειρά συγκλίνει για  |q| < 1  και αποκλίνει για  |q| ≥ 1 .   
 
 
    Θεώρηµα (αναγκαία συνθήκη σύγκλισης):   
 

Αν η σειρά 
1

n
n

a
∞

=
∑  συγκλίνει, τότε  lim 0n

n
a

→∞
=   .   

 
    Προσοχή:  Η συνθήκη είναι µόνο αναγκαία, όχι ικανή! ∆ηλαδή, το γεγονός και µό-
νο ότι  an → 0  δεν σηµαίνει απαραίτητα ότι η σειρά συγκλίνει!  
 
    Πόρισµα:  Αν  lim 0n

n
a

→∞
≠  , τότε η σειρά αποκλίνει.  
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    Παραδείγµατα:   
 

1.  
1

1 2 3

100 1 101 201 301n

n

n

∞

=

= + + +
+∑ ⋯  .    

 

Έχουµε:  
1 1

lim lim lim 0
1100 1 100100

n
n n n

n
a

n
n

→∞ →∞ →∞
= = = ≠ ⇒

+ +
 η σειρά αποκλίνει.  

 

2.  Αρµονική Σειρά:  
1

1 1 1
1

2 3n n

∞

=

= + + +∑ ⋯   .    

 
Η σειρά αυτή αποκλίνει (το άθροισµά της απειρίζεται), παρά το γεγονός ότι το  
an =  1/n → 0  (!)  
 
 
     Σηµείωση:  Η σειρά  
 

                                               
1

1 1 1
1

2 3n nα α α

∞

=

= + + +∑ ⋯     

 
συγκλίνει για  α > 1  και  αποκλίνει για  α ≤ 1 .   
 
 
 
6.2  Σειρές µε Θετικούς Όρους  
 

Θα θεωρήσουµε τώρα σειρές 
1

n
n

a
∞

=
∑  όπου  an  > 0 , ∀ n  (σειρές µε θετικούς όρους).  

 
 
    Θεώρηµα (τεστ σύγκρισης):   
 

Έστω σειρές  
1

n
n

A a
∞

=

≡∑  και  
1

n
n

B b
∞

=

≡∑   µε  0 < an  ≤ bn  , ∀ n .  Τότε:  

 
1. Αν η Β συγκλίνει, τότε και η Α συγκλίνει.  

2. Αν η Α αποκλίνει, τότε και η Β αποκλίνει.  
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    Παραδείγµατα:   
 

1.  Έστω  
1

1 1 1
1

2 3n n

∞

=

= + + +∑ ⋯  .   

Παρατηρούµε ότι, για  n > 1 ,  
1 1

n n
nn

< ⇒ >  .   

Επιπλέον, η αρµονική σειρά 
1

1

n n

∞

=
∑   αποκλίνει. Άρα, η δοσµένη σειρά αποκλίνει.  

 

2.  Έστω  
2 3
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1 1 1 1

22 2 2 3 2n
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⋅ ⋅ ⋅
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Παρατηρούµε ότι  
1 1

2 2n nn
<

⋅
 .  Επιπλέον, η γεωµετρική σειρά 

1

1 1

1 1 1

2 22

n

n
n n

−∞ ∞

= =

 =  
 

∑ ∑  

συγκλίνει (γιατί;). Άρα, η δοσµένη σειρά συγκλίνει.  
 
 
 
    Θεώρηµα (κριτήριο D’Alembert):   
 

Έστω σειρά  
1

n
n

a
∞

=
∑  όπου  an  > 0 , ∀ n .  Καλούµε: 1lim n

n
n

a

a
ρ +

→∞
=  .  Τότε:  

 
1. Αν  ρ < 1 ,  η σειρά συγκλίνει.  

2. Αν  ρ > 1 ,  η σειρά αποκλίνει.  

3. Αν  ρ = 1 ,  το κριτήριο δεν οδηγεί σε συµπέρασµα.  
 
 

    Παράδειγµα:  Έστω  
1

1 2 3

2 4 82n
n

n∞

=

= + + +∑ ⋯  .   

 

Έχουµε:  1
1 1

1 1 1 1 1 1
, , 1 1

2 2 22 2
n

n nn n n
n

an n n
a a

a n n
+

+ + →∞

+ +  = = = = + → < 
 

 .   

 
Άρα, η δοσµένη σειρά συγκλίνει.  
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6.3  Απόλυτα Συγκλίνουσες Σειρές  
 

Η σειρά 
1

n
n

A a
∞

=

≡∑  λέγεται απολύτως συγκλίνουσα αν η αντίστοιχη σειρά θετικών ό-

ρων  
1

| |n
n

A a
∞

=

′ ≡∑   είναι συγκλίνουσα.  

 
    Θεώρηµα:  Αν µία σειρά είναι απολύτως συγκλίνουσα, τότε είναι και συγκλίνουσα. 
(∆ηλαδή, αν η σειρά απολύτων όρων Α΄ συγκλίνει, τότε και η σειρά Α συγκλίνει.)  
 
    Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει: µία συγκλίνουσα σειρά δεν είναι απα-
ραίτητα και απολύτως συγκλίνουσα! Για παράδειγµα, η σειρά  
 

                                      1

1

1 1 1 1
1 ( 1)
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n
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συγκλίνει, ενώ η (αρµονική) σειρά  
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αποκλίνει.  
 
 

    Παράδειγµα:  Έστω  1

1

1 1 1 1 1
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2 4 8 162
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A
∞

+

=

≡ − = − + − +∑ ⋯ .   

Η αντίστοιχη σειρά απολύτων όρων:  
1
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1 1 1 1 1 1
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A
−∞ ∞

= =
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∑ ∑⋯   

είναι µία συγκλίνουσα γεωµετρική σειρά (γιατί;). Άρα, η δοσµένη σειρά Α, ως απολύ-
τως συγκλίνουσα, συγκλίνει.  
 
    Άσκηση 6.1  ∆είξτε ότι η σειρά απολύτων όρων Α΄ συγκλίνει, χρησιµοποιώντας το 
κριτήριο του D’Alembert.  
 
    Άσκηση 6.2  Υπολογίστε τα αθροίσµατα των σειρών Α και Α΄ του παραπάνω πα-
ραδείγµατος. (Υπόδειξη: Παρατηρήστε ότι και οι δύο σειρές είναι γεωµετρικές.)  
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6.4  Συναρτησιακές Σειρές  
 
Σειρές των οποίων οι όροι είναι συναρτήσεις και όχι σταθεροί αριθµοί, καλούνται συ-
ναρτησιακές σειρές. Η γενική µορφή µιας συναρτησιακής σειράς είναι:  
 

                                         1 2
1

( ) ( ) ( )n
n

a x a x a x
∞

=

= + +∑ ⋯  .    

 
Η σειρά αυτή είναι δυνατό να συγκλίνει για κάποιες τιµές τού x και να αποκλίνει για 
κάποιες άλλες. Ένα σηµείο  x=x0  στο οποίο η αριθµητική σειρά  a1 (x0) + a2 (x0) +…  
συγκλίνει, καλείται σηµείο σύγκλισης της σειράς. Το σύνολο όλων των σηµείων σύ-
γκλισης καλείται περιοχή σύγκλισης της σειράς. Το άθροισµα µιας συναρτησιακής 
σειράς είναι συνάρτηση του x, η οποία ορίζεται στην περιοχή σύγκλισης της σειράς:  
 

                                   1 2
1

( ) ( ) ( ) ( )n
n

s x a x a x a x
∞
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= = + +∑ ⋯   .     

 
    Παράδειγµα:  Έστω η γεωµετρική σειρά  
 

                                             1 2
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Η σειρά αυτή συγκλίνει στο διάστηµα (−1 , 1) γιατί, για κάθε  x=x0  στο διάστηµα αυ-
τό, η αντίστοιχη αριθµητική σειρά  1+ x0 + x0

2 +…  συγκλίνει. Το άθροισµα της σειράς 
στην περιοχή σύγκλισης είναι:  
 

                     1 2

1

1
1 , ( 1, 1)

1
n
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∞
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Για  x ∉ (−1 , 1) ,  η σειρά αποκλίνει και το άθροισµά της δεν ορίζεται.  
 
    Παράδειγµα:  Θα βρούµε την περιοχή σύγκλισης της σειράς  
 

                           
2 2 2

1

sin sin 2 sin 3
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2 3n

nx x x
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n

∞
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Θεωρούµε την σειρά των απολύτων όρων:  
2

1

| sin |

n

nx
A

n

∞

=

′ ≡ ∑  .    Παρατηρούµε ότι 

2 2

| sin | 1
,

nx
x R

n n
≤ ∀ ∈  .  Λαµβάνοντας υπόψη ότι η σειρά  

2
1

1

n n

∞

=
∑  συγκλίνει, συµπε-

ραίνουµε ότι η σειρά Α΄ συγκλίνει ∀x∈R .  Αυτό σηµαίνει ότι η αρχική σειρά Α είναι 
απολύτως συγκλίνουσα, άρα και συγκλίνουσα, ∀x∈R . Προφανώς, η περιοχή σύγκλι-
σής της είναι ολόκληρο το R .  
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    Παράδειγµα:  ∆είξτε ότι η σειρά  
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x x x
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συγκλίνει για όλα τα x∈R . Με βάση αυτό το αποτέλεσµα, δείξτε ότι  
 

                                              lim 0 ,
!
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x
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n→∞
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    Λύση:  Θεωρούµε την σειρά των απολύτων όρων: 
0

| |
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n

n

x

n
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=
∑  . Θέτοντας  

an =  |x| n / n! ,  παρατηρούµε ότι  an+1 /an =  |x| / (n+1) → 0 < 1 , ∀x∈R .  Έτσι, µε βάση 
το κριτήριο του D’Alembert, η σειρά αυτή συγκλίνει ∀x∈R. Τούτο σηµαίνει ότι η 
δοσµένη σειρά (1) είναι απολύτως συγκλίνουσα, άρα και συγκλίνουσα, ∀x∈R. Η σχέ-
ση (2) εκφράζει την ικανοποιούµενη αναγκαία συνθήκη σύγκλισης για την σειρά (1).  
 
    Άσκηση 6.3  ∆είξτε ότι η σειρά  
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x
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συγκλίνει για  |x| < 1  (−1 < x < 1) .  [Υπόδειξη: Θεωρήστε την σειρά των απολύτων ό-
ρων, και χρησιµοποιήστε το κριτήριο του D’Alembert για να δείξετε ότι συγκλίνει 
στο διάστηµα (−1 , 1) ] .   
 
 
6.5  Ανάπτυξη Συνάρτησης σε ∆υναµοσειρά  
 
Ως δυναµοσειρά ορίζεται µία συναρτησιακή σειρά της µορφής  
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Οι σταθερές  an  καλούνται συντελεστές της δυναµοσειράς. Ειδικά, για  x0 =  0 ,   
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Σηµειώνουµε ότι κάθε δυναµοσειρά µπορεί να γραφεί σ’ αυτή τη µορφή αν κάνουµε 
την αντικατάσταση  x−x0 =  x΄.   
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    Θεωρούµε µία δυναµοσειρά της µορφής (2). Υποθέτουµε ότι υπάρχει αριθµός r, 
τέτοιος ώστε η σειρά να συγκλίνει για  |x| < r  και να αποκλίνει για  |x| > r  (η σειρά 
µπορεί να συγκλίνει ή να αποκλίνει για  x =  ± r  ) . Ο αριθµός r καλείται ακτίνα σύγκλι-
σης της δυναµοσειράς, ενώ το διάστηµα (−r, r) καλείται διάστηµα σύγκλισης της σει-
ράς. Ειδικά, αν  r  =  0 , η σειρά αποκλίνει για κάθε  x ≠ 0, ενώ αν  r  =  ∞ , η σειρά συ-
γκλίνει για κάθε  x∈R . Για σειρά της γενικότερης µορφής (1), το διάστηµα σύγκλισης 
γράφεται  (x0 − r  ,  x0 + r) .  
 
    Παράδειγµα:  Για την γεωµετρική σειρά  
 

                                               2
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1n

n

x x x
∞
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= + + +∑ ⋯        

(προσέξτε ότι 1

0 1

n n

n n

x x
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=∑ ∑ ) το διάστηµα σύγκλισης είναι (− 1 , 1) και η ακτίνα σύ-

γκλισης είναι  r  =1 .  
 
    Πρόβληµα:  ∆οθείσης µίας συνάρτησης f (x), είναι δυνατόν να την εκφράσουµε 
σαν το άθροισµα µίας συγκλίνουσας δυναµοσειράς; Ένα παράδειγµα θα µας βοηθή-
σει να προσεγγίσουµε το θέµα: Ας θυµηθούµε ότι  
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Παρατηρούµε ότι, στο διάστηµα (− 1 , 1)  (δηλαδή, για |x| < 1) και µόνο σ’ αυτό, η συ-
νάρτηση (1−x)−1 ισούται µε το άθροισµα της γεωµετρικής σειράς (µε την έννοια ότι, 
για κάθε x στο διάστηµα αυτό, η συνάρτηση και η σειρά παίρνουν τις ίδιες τιµές). Για  
|x| ≥ 1 , όµως, η γεωµετρική σειρά αποκλίνει, ενώ η συνάρτηση (1−x)−1 εξακολουθεί να 
ορίζεται (εκτός από το µοναδικό σηµείο x =  1)! Σε κάθε περίπτωση, η σειρά και η συ-
νάρτηση δεν αποκτούν κοινές τιµές για  |x| ≥ 1 .  
 
    Γενικά µιλώντας, αν είναι εφικτή η ανάπτυξη µιας συνάρτησης f (x) σε δυναµοσειρά:  
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θα πρέπει να είµαστε ιδιαίτερα προσεκτικοί να προσδιορίσουµε το διάστηµα D όπου 
η ανάπτυξη αυτή έχει νόηµα. Στο διάστηµα αυτό, η συνάρτηση πρέπει να ορίζεται και 
η σειρά πρέπει να συγκλίνει (δηλαδή, το D να είναι υποσύνολο τόσο του πεδίου ορι-
σµού της συνάρτησης, όσο και του διαστήµατος σύγκλισης της σειράς). Η ίδια η συ-
νάρτηση  f (x), όµως, µπορεί να εξακολουθεί να ορίζεται και για x∉D, σε σηµεία όπου 
η σειρά αποκλίνει!  
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    Θεώρηµα (Taylor): Υποθέτουµε ότι η παραγωγίσιµη συνάρτηση f (x) µπορεί να 
αναπτυχθεί σε δυναµοσειρά της µορφής (4), σε µία γειτονιά D=  (x0−l  , x0+l  ) του ση-
µείου x0 . Τότε, οι συντελεστές  an  της σειράς δίνονται από τον τύπο:  
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όπου  f  (n) συµβολίζει την n-οστή παράγωγο της  f . Έτσι, η σειρά (4) γράφεται:  
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και καλείται σειρά Taylor της  f (x) ως προς το σηµείο  x=x0 .  
 
    Στην (συνήθη) περίπτωση που x0 =  0 , έτσι ώστε D=  (−l  , l  ) , η σειρά Taylor ως 
προς  x=0  καλείται σειρά Maclaurin και γράφεται:  
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    Μία χρήσιµη εναλλακτική µορφή της σειράς Taylor βρίσκεται ως εξής: Στην πρω-
ταρχική µορφή της σειράς, το  x0  είναι σταθερό ενώ το  x  είναι µεταβλητό. Η διαφο-
ρά  h =  x− x0  είναι µεταβλητή ποσότητα και µπορεί να θεωρηθεί ως νέα µεταβλητή 
στη θέση τού  x. Θέτοντας  x =  x0 + h , γράφουµε τη σειρά Taylor ως εξής:  
 

        ( ) 2
0 0 0 0 0

0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

! 2!
n n

n

f x h f x h f x f x h f x h
n

∞

=

′ ′′+ = = + + +∑ ⋯     

 
Για  x0 =  0 , η παραπάνω σειρά γράφεται:  
 

                 ( ) 2

0

1 1
( ) (0) (0) (0) (0)

! 2!
n n

n

f h f h f f h f h
n

∞

=

′ ′′= = + + +∑ ⋯       

 
και συµπίπτει µε τη σειρά Maclaurin µε h στη θέση τού x.  
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Σειρές Maclaurin µερικών συναρτήσεων *  
 
 
 
 

 
2 3

0

1 ,
! 2! 3!

n
x

n

x x x
e x D R

n

∞

=

= = + + + + =∑ ⋯     

 
 

 
2 3

0

( 1) 1 ,
! 2! 3!

n
x n

n

x x x
e x D R

n

∞
−

=

= − = − + − + =∑ ⋯      

 
 

 
2 1 3 5

0

sin ( 1) ,
(2 1)! 3! 5!

n
n

n

x x x
x x D R

n

+∞

=

= − = − + − =
+∑ ⋯     

 
 

 
2 2 4

0

cos ( 1) 1 ,
(2 )! 2! 4!

n
n

n

x x x
x D R

n

∞

=

= − = − + − =∑ ⋯     

 
 

 2 3

0

1
1 , ( 1 , 1)

1
n

n

x x x x D
x

∞

=

= = + + + + = −
− ∑ ⋯     

 
 

 2 3

0

1
( 1) 1 , ( 1 , 1)

1
n n

n

x x x x D
x

∞

=

= − = − + − + = −
+ ∑ ⋯     

 
 

 
1 2 3 4

0

ln (1 ) ( 1) , ( 1, 1)
1 2 3 4

n
n

n

x x x x
x x D

n

+∞

=

+ = − = − + − + = −
+∑ ⋯    

 
 
 
 
 
* Συµβολίζουµε µε D το διάστηµα στο οποίο ισχύει η ανάπτυξη.  
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    Άσκηση 6.4  Αποδείξτε τη σχέση:  
 

                                   
0

1 1 1
1 1

! 2! 3!n

e
n

∞

=

= = + + + +∑ ⋯     

 
    Άσκηση 6.5  Αναπτύξτε σε δυναµοσειρά τις συναρτήσεις  sin (−x)  και  cos (−x) . 
∆είξτε ότι τα αποτελέσµατά σας συµφωνούν µε την ιδιότητα του  sin x  να είναι περιτ-
τή και του  cos x  να είναι άρτια συνάρτηση.  
 
    Άσκηση 6.6  Με δεδοµένο τον τύπο ανάπτυξης της συνάρτησης (1+x)−1, αποδείξτε 
τον τύπο ανάπτυξης της συνάρτησης  ln (1+x) .  Υπόδειξη: Παρατηρήστε ότι  
 

                                               
0

ln (1 )
1

x dt
x

t
+ =

+∫   .    

 
    Άσκηση 6.7  Θεωρούµε µία πολυωνυµική συνάρτηση:  
 
                              f (x) = b0 +  b1 x + b2 x

2 + b3 x
3 + … + bn x

n  .       
 
∆είξτε ότι η ανάπτυξη Maclaurin της συνάρτησης συµπίπτει µε την ίδια τη συνάρτη-
ση.  
 
    Άσκηση 6.8  Για  |x| << 1  µπορούµε να κάνουµε την προσέγγιση:  xn ≈ 0  για  n >1. 
(∆ηλαδή, οι δυνάµεις  x2 , x3 , x4 , … , θεωρούνται αµελητέες για πολύ µικρές τιµές 
τού  |x| .) ∆είξτε ότι, για κάθε συνάρτηση  f (x) ορισµένη σε ένα διάστηµα (− a , a) , 
ισχύει η προσεγγιστική σχέση:  
 

f (x) ≈  f (0) +  f ΄ (0) x ,   για  |x| << 1  . 
 
Σαν εφαρµογή, δείξτε ότι, για  |x| << 1 ,  
 

e x  ≈ 1 + x  ,       sin x ≈ x  ,       cos x ≈ 1  . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 
 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΙΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 
 
7.1  ∆ύο Βασικές Προτάσεις  
 
Πριν αναφερθούµε στις διαφορικές εξισώσεις, θα ήταν χρήσιµο να διατυπώσουµε δύο 
βασικές προτάσεις που θα παίξουν σηµαντικό ρόλο στην ανάπτυξη του θέµατος:  
 
    Πρόταση 1:  Έστω ότι ισχύει η διαφορική ισότητα:  
 
                                      f (x) dx = g (y) dy    όπου    y = φ (x)  .    
 
Τότε,  
                                                  ∫  f (x) dx = ∫ g (y) dy  .    
 

(Προσέξτε ότι η σχέση αυτή εκφράζει ισότητα συνόλων µε άπειρα στοιχεία!)  
 
    Απόδειξη:  Έχουµε ότι   dy = dφ (x) = φ΄ (x) dx .  Έτσι,  
 
                    f (x) dx = g (φ (x)) φ΄ (x) dx   ⇒    f (x) = g (φ (x)) φ΄ (x)   ⇒   
 
                                          ∫  f (x) dx = ∫ g (φ (x)) φ΄ (x) dx  .    
 
Όµως, όπως είδαµε στην Παρ.4.2, το σύµβολο “d ” µέσα στο ολοκλήρωµα έχει τις 
ίδιες ιδιότητες µε το διαφορικό µιας συνάρτησης. Έτσι, µπορούµε να γράψουµε:  
φ΄ (x) dx = d φ (x)  και   ∫  f (x) dx = ∫ g (φ (x)) d φ (x) = ∫ g (y) dy .   
 
    Πρόταση 2:  Έστω ότι ισχύει η διαφορική ισότητα:  
 
                                     f (x) dx = g (y) dy    όπου    y = φ (x)  .    
 
 
Υποθέτουµε, επιπλέον, ότι    
 
                               φ (x0) = y0    (δηλαδή,   y = y0   για  x = x0 ) .    
 
Τότε,  

                                             
0 0

( ) ( )
x y

x y
f t dt g u du=∫ ∫   .    

 

    Απόδειξη:  Όπως είδαµε νωρίτερα,   ∫  f (x) dx = ∫ g (φ (x)) φ΄ (x) dx .   
 
Μετονοµάζουµε τη µεταβλητή  x  σε  t , και ολοκληρώνουµε από  x0  έως  x :  
 

                    
0 0 0

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )
x x x

x x x
f t dt g t t dt g t d tϕ ϕ ϕ ϕ′= =∫ ∫ ∫  .    
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Κάνουµε τώρα την αντικατάσταση u =  φ (t) , και µετασχηµατίζουµε το δεξί ολοκλή-
ρωµα (που είναι εκφρασµένο ως προς t )  σε ολοκλήρωµα ως προς u . Για να βρούµε 
τα όρια του νέου ολοκληρώµατος, σκεφτόµαστε ως εξής:  
 
   Για  t = x0   ⇒   u = φ (x0) = y0  .    

Για  t = x    ⇒   u = φ (x) = y  .   
 

Έτσι,  
0 0

x y

x y
dt du→∫ ∫  ,     

0 0

( ( )) ( ) ( )
x y

x y
g t d t g u duϕ ϕ =∫ ∫  ,   

και συνεπώς,  
0 0

( ) ( )
x y

x y
f t dt g u du=∫ ∫  .    

 
    Σηµείωση:  Συχνά, για να απλουστεύσουµε τη γραφή µας, γράφουµε (µε κάποιο 
ρίσκο σύγχυσης των ρόλων των συµβόλων!):  
 

                                              
0 0

( ) ( )
x y

x y
f x dx g y dy=∫ ∫   .   

 
Προσέξτε όµως ότι, αν και τα σύµβολα είναι ίδια, οι ρόλοι τους είναι διαφορετικοί: 
καθένα από τα δύο ολοκληρώµατα είναι συνάρτηση του άνω ορίου του, άσχετα από το 
όνοµα που δίνουµε στη µεταβλητή ολοκλήρωσης!  
 
 
7.2  ∆ιαφορική Εξίσωση Πρώτης Τάξης  
 
Ξεκινάµε µε µία σύντοµη µατιά στους διάφορους τύπους εξισώσεων που συναντούµε 
στα µαθηµατικά:  
 
    1.  Μία αλγεβρική εξίσωση είναι εξίσωση της µορφής  
 
                                                          F (x) = 0  .   
 
Η λύση της είναι το σύνολο των τιµών τού x (ρίζες) που την επαληθεύουν. Οι ρίζες 
µιας αλγεβρικής εξίσωσης µπορεί να είναι πραγµατικές ή/και µιγαδικές. Παράδειγµα: 
F(x) ≡ ax2 +bx +c =0 .  
 
    2.  Μία συνάρτηση ορίζεται µε εξίσωση της µορφής  
 
                                                       F (x , y) = 0  .   
 
Συχνά, η σχέση αυτή µπορεί να λυθεί ως προς µία εκ των µεταβλητών συναρτήσει 
της άλλης:  y = f  (x) .  Σε κάθε τιµή τού  x  αντιστοιχεί µία µοναδική τιµή τού  y .  
 
    3.  Μία διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης είναι εξίσωση της µορφής  
 
                    F (x , y , y΄ ) = 0    όπου    y = y (x)   και   y΄= dy/dx .   
 
Συχνά, η σχέση αυτή µπορεί να λυθεί ως προς την παράγωγο:  y΄= f (x , y) .   
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    Η γενική λύση µίας διαφορικής εξίσωσης πρώτης τάξης είναι ένα άπειρο σύνολο 
συναρτήσεων που την επαληθεύουν. Η γενική λύση εµπεριέχει µία αυθαίρετη σταθερή 
παράµετρο C, έχει δηλαδή τη µορφή  
 
                                                         y = φ (x , C )  .   
 
Για µία συγκεκριµένη τιµή  C=C0  της σταθεράς, έχουµε µία ειδική λύση της διαφορι-
κής εξίσωσης:  
 
                                                        y = φ (x , C0 )  .   
 
Για τον προσδιορισµό µιας ειδικής λύσης, εκτός από την διαφορική εξίσωση καθαυτή 
πρέπει να µας δοθεί και µία αρχική συνθήκη, στη µορφή  
 
                                y = y0    όταν   x = x0     ⇔     y (x0) = y0  .    
 
Τότε, θέτοντας  y0 = φ (x0 , C0 )  στη γενική λύση, µπορούµε να προσδιορίσουµε τη 
σταθερά C0  ως προς τα  x0  και  y0  και να βρούµε τη ζητούµενη ειδική λύση.  
 
    Η διαδικασία εύρεσης της (γενικής ή ειδικής) λύσης µίας διαφορικής εξίσωσης κα-
λείται ολοκλήρωση της διαφορικής εξίσωσης.  
 
 
7.3  Μερικές Ειδικές Περιπτώσεις  
 
Ας δούµε τώρα κάποιες ειδικές περιπτώσεις εφαρµογής της σχέσης  y΄= f (x , y) :   
 
    1.  Η διαφορική εξίσωση  
 
             y΄= f (x)        (1) 
 

  µε αρχική συνθήκη   y = y0  όταν   x = x0  .     (2) 
 
Μπορούµε να εργαστούµε µε δύο τρόπους:  
 
    Α΄ Τρόπος: Βρίσκουµε πρώτα τη γενική λύση τής (1) (η οποία λύση θα εξαρτάται 
από µία αυθαίρετη σταθερά) και στη συνέχεια εφαρµόζουµε την αρχική συνθήκη (2) 
για να προσδιορίσουµε την τιµή της σταθεράς και την αντίστοιχη ειδική λύση:  
 
Γράφουµε, λαµβάνοντας υπόψη και την Πρόταση 1:   
 

                        ( ) ( ) ( )
dy

f x dy f x dx dy f x dx
dx

= ⇒ = ⇒ =∫ ∫  .    

 
Αν  F(x)  είναι τυχαία παράγουσα της  f (x), τότε   y + C1 = F(x) + C2   ⇒    
 
                                       y (x) = F(x) + C     (γενική λύση)      (3) 
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Εφαρµόζουµε τώρα την αρχική συνθήκη (2) στην (3):  
 
                                     y0 = F(x0) + C   ⇒   C = y0 − F(x0)  .   
 
Αντικαθιστώντας την τιµή τής C στην (3), βρίσκουµε:  y = F(x) + y0 − F(x0)   ⇒   
 

                               
0

0( ) ( )
x

x
y x y f t dt= + ∫      (ειδική λύση)    (4) 

 
    Β΄ Τρόπος: Βρίσκουµε απευθείας την ειδική λύση εφαρµόζοντας εξαρχής την αρ-
χική συνθήκη (2) [χωρίς πρώτα να βρούµε τη γενική λύση (3)], λαµβάνοντας υπόψη 
και την Πρόταση 2:  
 

     
0 0

( ) ( ) ( )
y x

y x

dy
f x dy f x dx du f t dt

dx
= ⇒ = ⇒ = ⇒∫ ∫   (4) ,  όπως πριν .   

 
Ο τρόπος αυτός είναι πιο σύντοµος και ίσως πιο κατάλληλος για τις εφαρµογές, έχει 
όµως το µειονέκτηµα ότι δεν µας δίνεται η ευκαιρία να βρούµε και τη γενική λύση 
της διαφορικής εξίσωσης, που σε κάποιες περιπτώσεις είναι χρήσιµη.  
 
    Άσκηση 7.1  ∆είξτε ότι η ειδική λύση (4) επαληθεύει την διαφορική εξίσωση (1) 
και ικανοποιεί την αρχική συνθήκη (2).  (Υπόδειξη: Προσέξτε ότι το y είναι συνάρτη-
ση του άνω ορίου x του ολοκληρώµατος.)   
 
    Σηµείωση:  Συχνά απλοποιούµε τη γραφή της σχέσης (4), καταργώντας το βοηθη-
τικό σύµβολο  t  και γράφοντας  x  στη θέση του:  
 

                                              
0

0( ) ( )
x

x
y x y f x dx= + ∫           (4́) 

 
Αυτή την πρακτική θα ακολουθήσουµε κι εµείς στη συνέχεια. ∆εν θα πρέπει, όµως, 
να ξεχνάµε ότι το y είναι συνάρτηση του άνω ορίου του ολοκληρώµατος, και όχι της 
µεταβλητής ολοκλήρωσης (στην οποία θα µπορούσαµε να δώσουµε οποιοδήποτε ό-
νοµα)!  
 
    2.  Η διαφορική εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών:  
 
                      y΄= f (x) g ( y)       (5) 
 

     µε αρχική συνθήκη   y = y0  όταν   x = x0  .    
 
Θα εργαστούµε µε τον Β΄ τρόπο:  
 

                            ( ) ( ) ( )
( )

dy dy
f x g y f x dx

dx g y
= ⇒ = ⇒     

 

                           
0 0

( )
( )

y x

y x

dy
f x dx

g y
=∫ ∫      (ειδική λύση)      (6) 
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    Άσκηση 7.2  ∆είξτε ότι η έκφραση (6) όντως επαληθεύει την διαφορική εξίσωση 
(5).  (Υπόδειξη: Παραγωγίστε και τα δύο µέλη ως προς x. Προσέξτε ότι στο δεξί ολο-
κλήρωµα το x είναι άνω όριο, ενώ στο αριστερό ολοκλήρωµα το x υπεισέρχεται στο 
άνω όριο µέσω του y. Θεωρήστε, έτσι, το αριστερό ολοκλήρωµα σαν σύνθετη συνάρ-
τηση που πρέπει να παραγωγιστεί πρώτα ως προς  y και µετά ως προς  x.)  
 
    Άσκηση 7.3  Βρείτε την έκφραση που δίνει την ειδική λύση για κάθε µία από τις 
παρακάτω διαφορικές εξισώσεις (µε την ίδια αρχική συνθήκη όπως πριν):  
 
(1)  y΄=  g ( y)     (2)  y΄= f (x) / g ( y)    (3)  y΄= g ( y) / f (x)    
 
 
7.4  Παραδείγµατα  
 
Ας δούµε µερικά παραδείγµατα διαφορικών εξισώσεων µε αρχικές συνθήκες:  
 
1.    y΄ = a y    |    y = y0   όταν   x = x0  .   
 
Βρίσκουµε τη γενική λύση (υποθέτουµε ότι  y > 0 , ∀x):  
 

1 2ln
dy dy dy

a y adx a dx y C ax C
dx y y

= ⇒ = ⇒ = ⇒ + = + ⇒∫ ∫    

 

ln a x C a xy ax C y e y C e+= + ⇒ = ⇒ =   (γενική λύση)    
 
(όπου, στο τελευταίο βήµα, θέσαµε  C  στη θέση τού  eC ).  Για να εφαρµόσουµε την 
αρχική συνθήκη, θέτουµε  x=x0  και  y=y0  στη γενική λύση και λύνουµε ως προς C. 

Το αποτέλεσµα είναι:  0
0

ax
C y e

−
= .  Έτσι, η ζητούµενη ειδική λύση είναι:  

0( )
0

a x x
y y e

−
= .   

 
Την ειδική λύση µπορούµε να τη βρούµε απευθείας (χωρίς, δηλαδή, να µεσολαβήσει 
η εύρεση της γενικής λύσης), ως εξής:  
 

0

0 0

( )
0 0

0

ln ( )
y x a x x

y x

dy dy y
a dx a dx a x x y y e

y y y
− 

= ⇒ = ⇒ = − ⇒ = 
 

∫ ∫ .   

 
2.    y΄ = 3 x

2 y    |    y = 2   όταν   x = 0  .   
 
Βρίσκουµε απευθείας την ειδική λύση:  
 

32 2 2 3

2 0
3 3 3 ln ( / 2) 2

y x xdy dy dy
x y x dx x dx y x y e

dx y y
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =∫ ∫ .   

 
Άσκηση: Βρείτε τη γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης και δείξτε ότι οδηγεί στην 
ίδια ειδική λύση που βρήκαµε παραπάνω.  
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3.    y΄ = x3 e− y    |    y = 0   όταν   x = 0  .   
 

4
3 3 3

0 0

4

1
4

ln 1 .
4

y xy y y ydy x
x e e dy x dx e dy x dx e

dx

x
y

−= ⇒ = ⇒ = ⇒ − = ⇒

 
= + 

 

∫ ∫
     

 
Άσκηση: Επαληθεύστε ότι η λύση αυτή ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση και την 
αρχική συνθήκη.  
 
4.    y΄ = − x3 / y

3    (γενική λύση µόνο) .    
 

3 4 4
3 3 3 3

13

4 4

4 4

0 .

dy x y x
y dy x dx y dy x dx C

dx y

y x C

= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = − + ⇒

+ + =

∫ ∫      

 
Παρατηρούµε ότι η λύση είναι πεπλεγµένη συνάρτηση!  
 
Άσκηση: ∆είξτε ότι η λύση αυτή επαληθεύει την δοσµένη διαφορική εξίσωση. (Υπό-
δειξη: Παραγωγίστε τη λύση ως προς  x.)   
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 
 
 

I.  Τριγωνοµετρικοί Τύποι  
 

2 2

2
2 2

2 2 2

sin cos 1
sin cos 1 , tan , cot

cos sin tan

1 1 tan
cos , sin

1 tan 1 cot 1 tan
________________________________________________

x x
A A x x

x x x

x
x x

x x x

+ = = = =

= = =
+ + +

 

2 2 2

sin ( ) sin cos cos sin

cos( ) cos cos sin sin

tan tan cot cot 1
tan ( ) , cot ( )

1 tan tan cot cot
________________________________________________

sin 2 2sin cos

cos2 cos sin 2cos 1 1

A B A B A B

A B A B A B

A B A B
A B A B

A B B A

A A A

A A A A

± = ±

± =

±
± = ± =

±

=

= − = − =

∓

∓

∓

2

2

2

2sin

2 tan cot 1
tan 2 , cot 2

2cot1 tan
________________________________________________

A

A A
A A

AA

−

−
= =

−

 

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

________________________________________________

A B A B
A B

A B A B
A B

A B A B
A B

A B B A
A B

+ −
+ =

− +
− =

+ −
+ =

+ −
− =

 

1
sin sin [cos( ) cos( )]

2
1

cos cos [cos( ) cos( )]
2
1

sin cos [sin ( ) sin ( )]
2

________________________________________________

A B A B A B

A B A B A B

A B A B A B

= − − +

= + + −

= + + −

 

sin ( ) sin , cos( ) cos

tan ( ) tan , cot ( ) cot

A A A A

A A A A

− = − − =

− = − − = −
 

sin ( ) cos , cos( ) sin
2 2

sin ( ) sin , cos( ) cos

A A A A

A A A A

π π

π π

± = ± =

± = ± = −

∓

∓

 



 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 83  

 
 

      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
II.  Βασικές Τριγωνοµετρικές Εξισώσεις  
 
 

{

{

2
(2 1)

2
2

sin sin ( 0, 1, 2, )

cos cos ( 0, 1, 2, )

tan tan ( 0, 1, 2, )

cot cot ( 0, 1, 2, )

x k
x k

x k
x k

x k

x k

x x k k

x x k k

α π
π α

α π
π α

α

α

α α π

α α π

= +
= + −

= +
= −

= ⇒ = ± ±

= ⇒ = ± ±

= ⇒ = + = ± ±

= ⇒ = + = ± ±

⋯

⋯

⋯

⋯

 

 

{

{

2
(2 1)

(2 1)
(2 1)

sin sin ( 0, 1, 2, )

cos cos ( 0, 1, 2, )

x k
x k

x k
x k

x k

x k

π α
α π

π α
α π

α

α

= −
= + +

= + −
= + +

= − ⇒ = ± ±

= − ⇒ = ± ±

⋯

⋯

          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 sin cos tan cot 
0 0 1 0 ∞ 

π/6 = 30ο 1

2
 3

2
 

3

3
 3  

π/4 = 45ο 2

2
 

2

2
 1 1 

π/3 = 60ο 3

2
 

1

2
 3  

3

3
 

π/2 = 90ο 1 0 ∞ 0 
π = 180ο 0 −1 0 ∞ 
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III.  Ιδιότητες Ανισοτήτων  
 

 

2 3

2 3

1 1
0

0 0

0 1 , 1 , 1

1 , 1 , 1

0 ,

n n

n n

n n n n

a b b c a c

a b b a a b

a b a b

a b
a b

a b c d a c b d

a b c d a c b d

a a a a a a

a a a a a a

a b a b a b

και

και

και

και

< < ⇒ <

≥ ≥ ⇒ =

< ⇒ − > −

< < ⇒ >

< ≤ ⇒ + < +

< < < ≤ ⇒ <

< < ⇒ > > > < <

> ⇒ < < < > >

< < ⇒ < <

⋯

⋯

       

 
 
 
 
 
IV.  Ιδιότητες Αναλογιών 
 
 

Έστω ότι   
α γ

κ
β δ

= = .   Τότε:  

 

,

,

α γ
αδ βγ κ

β δ

α β γ δ α γ
β δ β α δ γ

±
= =

±

± ±
= =

± ±
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V.  Ιδιότητες Απόλυτων Τιµών Πραγµατικών Αριθµών 

 
 

  

2 2

2

| | , 0

, 0

| | 0

| | | |

| |

| |

| | ( 0)

| | 0

| | | | | | | | | |

| | | || |

| | | | ( )

| |
( 0)

| |

k k

a a a

a a

a

a a

a a

a a

x x

x a x a x a

a b a b a b

a b a b

a a k Z

a a
b

b b

αν
αν

ε ε ε ε

η

= ≥

= − <

≥

− =

=

=

≤ ⇔ − ≤ ≤ >

′≥ > ⇔ ≥ ≤ −

− ≤ ± ≤ +

⋅ =

= ∈

= ≠
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VI.  Ιδιότητες ∆υνάµεων και Λογαρίθµων  
 
 

( )

0 1 ( 0)

1

( ) ,

x x

x x x

x
x

x

x
x

x x

x x
x y x y

y y

α β α β

α
α β

β

α
α

βα α β

α α
α α α

α

+

−

−

= ≠

=

=

=

=

 
= = 

 
               

 
 

.............................................................................. 
 
 
 

( )

( )

ln

ln1 0

ln ( ) , ( )

ln ( ) ln ln

ln ln ln ln

1
ln ln

ln ln ( )k

e R e R

k k R

α αα α α α

αβ α β

α β
α β

β α

α
α

α α

+

=

= ∈ = ∈

= +

   = − = −   
  

  = − 
 

= ∈  
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VII.  Μιγαδικοί Αριθµοί  
 
Θεωρούµε την εξίσωση  x2 +1=0.  Αυτή δεν έχει λύση για x R∈ . Για το λόγο αυτό, 
επεκτείνουµε το σύνολο των αριθµών πέρα από τους πραγµατικούς, ορίζοντας την 
φανταστική µονάδα  i  έτσι ώστε  
 

i2 = −1     ή, συµβολικά,     1i = −  
 
Η λύση, λοιπόν, της παραπάνω εξίσωσης είναι  x= ± i .  
 
    ∆οθέντων των πραγµατικών αριθµών x και y, ορίζουµε τον µιγαδικό αριθµό  
 

z = x + i  y 
 
Συχνά τον παριστούµε στη µορφή διατεταγµένου ζεύγους:  
 

z = x + i  y ≡ (x, y) 
 
Το  x= Re z  καλείται πραγµατικό µέρος του µιγαδικού αριθµού z, ενώ το  y= Im z  
αποτελεί το φανταστικό µέρος τού z. Ειδικά, ο µιγαδικός αριθµός  z =  0  αντιστοιχεί 
στις τιµές  x =  0  και  y =  0. Γενικότερα, αν  y =  0, o αριθµός  z  είναι πραγµατικός.  
 
    ∆οθέντος ενός µιγαδικού αριθµού  z = x + i  y,  ο αριθµός  
 

z x i y= −  
  
καλείται µιγαδικός συζυγής τού z.  Επίσης, η πραγµατική ποσότητα  
 

| z | =  (x2 + y2) 1/2 
 
καλείται µέτρο τού z. Παρατηρούµε ότι  
 

| | | |z z=  
 

    Παράδειγµα:  Αν  z = 3+2 i , τότε  3 2z i= −   και  | | | | 13z z= =  .   
 
    Άσκηση:  ∆είξτε ότι, αν z z= ,  ο   z  είναι πραγµατικός, και αντίστροφα.  
 
    Άσκηση:  ∆είξτε ότι, αν  z = x + i  y,  τότε  
 

Re , Im
2 2

z z z z
z x z y

i

+ −
= = = =  
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    Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί  z1 = x1 + i  y1  και  z2 = x2 + i  y2 . Όπως µπορούµε να 
δείξουµε, το άθροισµα και η διαφορά τους δίνονται από τις σχέσεις  
 

z1 + z2 = (x1 + x2) + i (y1 + y2) 
 

z1 − z2 = (x1 − x2) + i (y1 − y2) 
 
    Άσκηση:  ∆είξτε ότι, αν  z1= z2 , τότε  x1= x2  και  y1=  y2 .  
 
    Επίσης, λαµβάνοντας υπόψη ότι  i2 = −1,  βρίσκουµε το γινόµενο  
 

z1 z2 = (x1 x2 – y1 y2) + i (x1 y2 + x2 y1) 
 
Ειδικά, θέτοντας  z1 =   z = x+ i y  και  z2 =  z x i y= − ,  παίρνουµε:  
 

2 2 2| |z z x y z= + =  
 
Για να βρούµε το πηλίκο  z1 / z2  (z2 ≠ 0) εφαρµόζουµε ένα τέχνασµα:  
 

1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( )( )

| |

z z z z z x i y x i y x x y y x y x y
i

z z z z x y x y x y

+ − + −
= = = = +

+ + +
 

 
Ειδικά, για  z = x+ i y,  
                               

2 2 2 2 2 2 2

1

| |

z z x i y x y
i

z z z z x y x y x y

−
= = = = −

+ + +
 

 
 
    Ιδιότητες:    
 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2

2 2

2
1 2 1 2

1 1

2 2

,

,

| | | | , | | , | | | | | |

| |
| | | | ,

| |
n n

z z z z z z z z

z z
z z z z

z z

z z z z z z z z z

z z
z z

z z

+ = + − = −

 
= = 

 

= = =

= =

 

 
 
    Άσκηση:  ∆ίνονται:  z1 = 3 – 2 i  και  z2 =   −2 +  i  . Βρείτε τις ποσότητες  1 2| |z z± ,  

1 2z z   και  1 2/z z  .   
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    Πολική µορφή µιγαδικού αριθµού  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    Ένας µιγαδικός αριθµός  z =  x +  i  y ≡ (x, y) αντιστοιχεί σε ένα σηµείο του µιγαδικού 
επιπέδου x-y. Εναλλακτικά, µπορεί να παρασταθεί σαν διάνυσµα από την αρχή Ο των 
αξόνων ως το σηµείο αυτό. Τα x και y είναι οι Καρτεσιανές συντεταγµένες του 
σηµείου, ή, οι ορθογώνιες συνιστώσες του διανύσµατος. Παρατηρούµε ότι  
 

x = r cos θ  ,     y = r sin θ 
 
όπου    
 

r = | z | =  ( x
2 + y2 ) 1/2      και      tan

y

x
θ =  

 
Έτσι, µπορούµε να γράψουµε:  
 
                                          

 
 
 
Η παραπάνω έκφραση αποτελεί την πολική µορφή του µιγαδικού αριθµού z. Προσέξτε 
ότι  (cos sin )z r iθ θ= − .   
 
    Έστω  z1= r 1 (cos θ1 + i sin θ1)  και  z2= r 2 (cos θ2 + i sin θ2)  δύο µιγαδικοί αριθµοί. 
Όπως αποδεικνύεται,  
 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2

2 2

[cos( ) sin ( )]

[cos( ) sin ( )]

z z r r i

z r
i

z r

θ θ θ θ

θ θ θ θ

= + + +

= − + −
 

 
Ειδικά, ο αντίστροφος ενός µιγαδικού αριθµού  z = r  (cos θ + i sin θ )  γράφεται:  
 

1 1 1 1
(cos sin ) [cos( ) sin( )]z i i

z r r
θ θ θ θ− = = − = − + −  

 
    Άσκηση: Χρησιµοποιώντας τις πολικές µορφές, δείξτε αναλυτικά ότι   z z

 –1 = 1.  
 
 

 z = x + i  y = r (cos θ + i sin θ ) 

•

x
x

y

y

θ

z x i y= +

i
O

r
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    Εκθετική µορφή µιγαδικού αριθµού  
 
    Εισάγουµε τώρα τον συµβολισµό  
 

cos sinie iθ θ θ= +  
 
(ο συµβολισµός αυτός δεν είναι τυχαίος αλλά έχει βαθύτερη σηµασία, η οποία γίνεται 
φανερή στο πλαίσιο της θεωρίας των αναλυτικών συναρτήσεων). Προσέξτε ότι   
 

( ) cos ( ) sin ( ) cos sini ie e i iθ θ θ θ θ θ− −= = − + − = −  
 
Επίσης,  2 2| | | | cos sin 1i ie eθ θ θ θ−= = + = .  
 
    Άσκηση:  ∆είξτε ότι   
 

1/i i ie e eθ θ θ− = =  
 
 
    Ο µιγαδικός αριθµός   z = r  (cos θ + i sin θ ),  όπου  | |r z= ,  µπορεί τώρα να γραφεί 
στην εκθετική µορφή  
 

iz r e θ=  
 
Ισχύουν τα εξής:  
 

1 2 1 2

1 ( )

( ) ( )1 1
1 2 1 2

2 2

1 1 1
,

,

i i i

i i

z e e z r e
z r r

z r
z z r r e e

z r

θ θ θ

θ θ θ θ

− − − −

+ −

= = = =

= =
 

 

όπου  1 2

1 1 2 2,i iz r e z r eθ θ= = .  Προσέξτε, ειδικά, ότι το γινόµενο και το πηλίκο εκθε-
τικών όρων υπακούουν στους συνηθισµένους κανόνες που γνωρίζουµε από την 
άλγεβρα των πραγµατικών αριθµών.  
 

    Παράδειγµα:  Ο µιγαδικός αριθµός  2 2z i= − ,  µε  | z | =  r  =  2,  γράφεται:  
 

( / 4) / 42 2
2 2 cos sin 2 2

2 2 4 4
i iz i i e eπ ππ π − −      = − = − + − = =           
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    ∆υνάµεις και ρίζες µιγαδικών αριθµών  
 
    Έστω   z = r  (cos θ + i sin θ ) =  

ir e θ   ένας µιγαδικός αριθµός, όπου  r  =  | z | .  Ισχύει 
τότε ότι  
 

(cos sin ) ( 0, 1, 2, )n n in nz r e r n i n nθ θ θ= = + = ± ± ⋯  
 
Ειδικά, για   z =  cos θ + i sin θ = e iθ  (r= 1),  βρίσκουµε τον τύπο του de Moivre:  
 

(cos sin ) (cos sin )ni n i nθ θ θ θ+ = +  
 
Προσέξτε επίσης ότι, για  z ≠ 0, έχουµε ότι  z 0 =  1  και  z

 –n = 1/z n
 .  

 
    ∆οθέντος ενός µιγαδικού αριθµού  z = r  (cos θ + i sin θ ), όπου  r  =  | z | , µια  n-οστή 
ρίζα του είναι κάθε µιγαδικός αριθµός  c  που ικανοποιεί την εξίσωση  c

 n =  z . Γρά-

φουµε: nc z= . Μια  n-οστή ρίζα ενός µιγαδικού αριθµού παίρνει  n  διαφορετικές 
τιµές που δίνονται από τον τύπο  
 

2 2
cos sin , 0,1,2, , ( 1)n

k

k k
c r i k n

n n

θ π θ π+ + = + = − 
 

⋯  

 
    Παράδειγµα:  Έστω  z =  1.  Ζητούµε τις 4ες ρίζες της µονάδας, δηλαδή τους µιγαδι-
κούς αριθµούς  c  που ικανοποιούν την εξίσωση  c4=  1 .  Γράφουµε:  
 

z  = 1 (cos 0 + i sin 0)       ( r = 1 ,  θ = 0 ) 
 
Τότε,  

2 2
cos sin cos sin , 0,1,2,3

4 4 2 2k

k k k k
c i i k

π π π π
= + = + =  

 
Βρίσκουµε:  

c0 = 1 ,    c1 = i   ,    c2 =  − 1 ,    c3 =  − i 
 
 
    Παράδειγµα:  Έστω  z =  i  .  Ζητούµε τις τετραγωνικές ρίζες τού i, δηλαδή τους 
µιγαδικούς αριθµούς  c  που ικανοποιούν την εξίσωση  c2=  i  .  Έχουµε:  
 

z  = 1 [cos (π/2) + i sin(π/2)]       ( r = 1 ,  θ = π/2 ) 
 

( / 2) 2 ( / 2) 2
cos sin , 0,1

2 2k

k k
c i k

π π π π+ +
= + =  

0

1

2
cos( / 4) sin ( / 4) (1 )

2

2
cos(5 / 4) sin (5 / 4) (1 )

2

c i i

c i i

π π

π π

= + = +

= + = − +
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΕΠΙΛΕΓΜΕΝΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 
 
 

1.1 (1) D=R  (2) D=  [−1, 1]  (3) D=  (−∞, −1) ∪ (1, +∞)  (4) D=  [−1/3, 1]  

 (5) D=  (−5, 2)  (6) D=  (1, +∞)  (7) D=R−{ kπ/2 + π/4}  (8) D=R−{3kπ +  3π/2}  
1.3 (1) 0    (2) −2    (3) 1  
1.5 (1) άρτια  (2) περιττή  (3) τίποτα από τα δύο  (4) άρτια  (5) περιττή  
 (6) περιττή  (7) άρτια  (8) περιττή  (9) άρτια  (10) περιττή  
1.8   (1) όχι περιοδική    (2) a=12 π    (3) a= π    (4) a= π /λ   

2.1 (1) 31/ 4 1/y x x′ = +       (2) y΄=  (x cos x−sin x)/x2    

(3) 3 2(3 2 ) 3(1 ln ) /xy x x e x x′ = + − −    

2.2 (1) 2 2 /3 22 [sin(3 1)] cos(3 1)y x y x x−′ = + +    

(2) ( )35 6 2 /3 62 ( 1) sin 2 1y x x x−′ = − + +    (3) 2 33sin 2 sin 4 / cos (sin 2 )y x x x′ =   

(4) 3 4 44 / ( 1) ln( 1)y x x x′ = + +     (5) ( )
1/ 2

2 2ln 1 / 2( 1)y x x x
−

′ = + +   

(6)  y΄= y [1+ln(x+1)]     (7)  y΄= xy (1+2ln x)   
(8)  y΄= y [cos x cot x − sin x ln(sin x)]     (9)  y΄= 1/x   

3.2 (1)  3      (2)  0      (3) 1/ e       (4) 1/e   

4.1 (1) 
2

3ln x x C
x

− − + +      (2) 38
3 2ln

3
x x x C− + +    

4.4 (1)  ln (ln x) + C      (2) 
21/1

2
xe C− +       (3) 2 21

[ln( 1)]
4

x C+ +     

 (4)  ln (tan x) + C     (5) 2sin ( )xe C+      (6) 
1

arctan( / 5)
5

x C+     

 (7) 
1

arctan( 1)
3 3

x
C− +     

4.5 (1) 2( 2 2) xx x e C− + +          (2) (sin cos )
2

xe
x x C− +     

 (3) 
1 1 sin 2

( sin cos ) ( )
2 2 2

x
x x x C x C− + = − +     

 (4) 
1 1 sin 2

( sin cos ) ( )
2 2 2

x
x x x C x C+ + = + +     

4.6 (1) (cos sin )xe x x C+ +       (2) 2sin [ln (sin ) 1/ 2]x x C− +     

5.2 (1)  (ln5)/2      (2) 1e −       (3)  2/π     
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