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ΕΙΣΑΓΩΓΗ :  ΒΑΣΙΚΕΣ  ΕΝΝΟΙΕΣ  

ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΩΝ  ΚΥΜΑΤΩΝ  

Η λειτουργία των συστηµάτων ασύρµατων τηλεπικοινωνιών, καθώς και άλλων 

σηµαντικών ηλεκτρονικών συστηµάτων (π.χ. radar, ραδιοναυτιλίας, Η/Ν πολέµου) 

βασίζεται στα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα. Στα κατωτέρω υπενθυµίζονται συνοπτικά οι 

κυριότερες φυσικές έννοιες που αφορούν στα κύµατα αυτά και χρησιµεύουν στη µελέτη 

των συστηµάτων υψηλών συχνοτήτων. 

0.1. ΘΕΜΕΛΙΩ∆Η ΗΛΕΚΤΡΙΚΑ ΚΑΙ ΜΑΓΝΗΤΙΚΑ ΜΕΓΕΘΗ 

Οι πηγές του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου είναι τα φορτία και τα ρεύµατα 

(κινούµενα φορτία). Η κατανοµή των πηγών στο χώρο περιγράφεται από τα φυσικά 

µεγέθη των (χωρικών) πυκνοτήτων φορτίου και ρεύµατος: 

Πυκνότητα φορτίου:   ( )ρ
rr t

Q
VV

, lim=
→∆

∆
∆0

  [σε Cb/m3] 

όπου ∆V τυχών στοιχειώδης όγκος και ∆Q το φορτίο που περιέχει αυτός, στη δεδοµένη 

θέση και χρονική στιγµή. Πρόκειται για βαθµωτό µέγεθος, το οποίο γενικά είναι 

συνάρτηση του χρόνου t, καθώς και της θέσης (που εκφράζεται µε το διάνυσµα θέσης 
rr xx yy zz= + +$ $ $ , όπου $ , $ , $x y z  τα µοναδιαία διανύσµατα των τριών αξόνων του 

καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων). 

Αν είναι γνωστή η πυκνότητα φορτίου σε κάθε σηµείο µιας περιοχής όγκου V, τότε το 

συνολικό φορτίο που περιέχει ο όγκος αυτός είναι 

( ) ( )Q t r t dV
V

= ∫∫∫ ρ r,      (Ε.1) 

όπου dV ο (απειροστός) όγκος ενός στοιχειώδους τµήµατος της περιοχής. 

Πυκνότητα ρεύµατος:  ( ) ( ) ( )
r r r r rJ r t r t r t, , ,= ρ υ   [σε A/m2] 

όπου ( )ρ
rr t,  η πυκνότητα κινούµενου φορτίου και ( )r r

υ r t,  η ταχύτητά του, και προφανώς 

το µέγεθος είναι διανυσµατικό. 

Αν θεωρηθεί επιφάνεια S, και δίνεται η πυκνότητα ρεύµατος σε κάθε σηµείο αυτής, 

τότε η ολική ένταση ρεύµατος διαµέσου της S είναι 

( ) ( )i t J r t dS
S

= ⋅∫∫
r r r

,      (Ε.2) 
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όπου dS
r

 το εµβαδό ενός στοιχειώδους τµήµατος της επιφάνειας S, θεωρούµενο ως 

διάνυσµα µε διεύθυνση κάθετη στην επιφάνεια στο συγκεκριµένο σηµείο. Η ουσία της 

(Ε.2) µπορεί να διατυπωθεί λέγοντας ότι η ένταση του ρεύµατος που διαρρέει κάποια 

επιφάνεια ισούται µε τη ροή του διανύσµατος της πυκνότητας ρεύµατος διαµέσου της 

επιφάνειας αυτής. Πιο γενικά, ένα ολοκλήρωµα της µορφής της (Ε.2) που αφορά σε 

κάποιο διανυσµατικό µέγεθος λέγεται ολοκλήρωµα ροής. Θα δούµε στα αµέσως επόµενα 

το παράδειγµα της ηλεκτρικής και της µαγνητικής ροής. 

Τα ηλεκτροµαγνητικά πεδία περιγράφονται, ως γνωστόν, από τα διανύσµατα της 

έντασης του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου. Για τη διατύπωση των θεµελιωδών 

εξισώσεων είναι σκόπιµη η εισαγωγή δύο ακόµη διανυσµατικών µεγεθών, της 

διηλεκτρικής µετατόπισης και της µαγνητικής επαγωγής. Τα βασικά πεδιακά µεγέθη είναι, 

λοιπόν, τα ακόλουθα 

( )r rE r t,  : ένταση ηλεκτρικού πεδίου [σε V/m] 

( )
r rH r t,  : ένταση µαγνητικού πεδίου [σε A/m] 

( )
r rD r t,  : διηλεκτρική µετατόπιση [σε Cb/m2] 

( )
r rB r t,  : µαγνητική επαγωγή [σε T (Tesla) = V.sec/m2] 

Ο λόγος ύπαρξης των µεγεθών 
r
D  και 

r
B  είναι ότι µέσω αυτών υπολογίζονται η 

ηλεκτρική και η µαγνητική ροή (οι οποίες, όπως θα δούµε, παίζουν βασικό ρόλο στους 

νόµους του Maxwell) ως εξής: 

Ηλεκτρική ροή: ( ) ( )ΨE
S

t D r t dS= ⋅∫∫
r r r

,  

Μαγνητική ροή:  ( ) ( )ΨM
S

t B r t dS= ⋅∫∫
r r r

,  

δηλ. η διηλεκτρική µετατόπιση είναι η πυκνότητα της ηλεκτρικής ροής και η µαγνητική 

επαγωγή είναι η πυκνότητα της µαγνητικής ροής (κατά τον ίδιο τρόπο, η 
r
J  είναι η 

πυκνότητα ροής του ηλεκτρικού ρεύµατος). Τα ανωτέρω µεγέθη συνδέονται µεταξύ τους 

µέσω των λεγόµενων συντακτικών σχέσεων, οι οποίες σε υλικά οµογενή και ισοτροπικά 

παίρνουν την απλή µορφή 
r r
D E= ε      (Ε.3) 
r r
B H= µ      (Ε.4) 

όπου υπεισέρχονται οι παράµετροι 
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  ε: διηλεκτρική επιτρεπτότητα του υλικού [σε F/m] 

   µ: µαγνητική διαπερατότητα του υλικού [σε H/m] 

Οι παράµετροι ε και µ χαρακτηρίζουν τις ιδιότητες του υλικού στο οποίο 

αναπτύσσονται τα πεδία, και είναι βαθµωτές σταθερές για την προαναφερθείσα περίπτωση 

οµογενών και ισοτροπικών υλικών. (Σε αντιδιαστολή, ανοµοιογενή λέγονται τα υλικά των 

οποίων οι ιδιότητες δεν είναι παντού οι ίδιες, δηλ. οι ανωτέρω παράµετροι ε και µ 

µεταβάλλονται στο χώρο, και ανισοτροπικά εκείνα των οποίων οι ιδιότητες εξαρτώνται 

από τη διεύθυνση και φορά των πεδίων, και συνεπώς οι εν λόγω παράµετροι δεν είναι 

βαθµωτά µεγέθη αλλά πρέπει να περιγραφούν ως πίνακες 3×3.) Στην περίπτωση αυτή, η 

οποία και θα µας χρειασθεί στα επόµενα, είναι προφανές ότι και µόνο τα διανύσµατα 
r r
E H,  

επαρκούν για την πλήρη περιγραφή των ηλεκτροµαγνητικών πεδίων. Ειδικά αν το υλικό 

είναι κενό ή αέρας (που ενδιαφέρει για τη µελέτη των κεραιών) οι σταθερές παίρνουν τις 

τιµές κενού : 

ε0 = 8,8542×10−12 F/m,  µ0 = 4π×10−7 H/m 

Όπως έγινε φανερό από τα προηγούµενα, οι συντακτικές σχέσεις (Ε.3) και (Ε.4) 

συνδέουν τις πυκνότητες ηλεκτρικής και µαγνητικής ροής µε τις εντάσεις πεδίων. Μια 

αντίστοιχη σχέση ισχύει για την πυκνότητα ρεύµατος (δηλ. την πυκνότητα ροής του 

ηλεκτρικού ρεύµατος), και δεν είναι άλλη από τον νόµο του Ohm, στη µικροσκοπική 

(σηµειακή) µορφή του 
r r
J E= σ      (Ε.5) 

Η γνωστή µακροσκοπική µορφή του νόµου, i = v/R, αποδεικνύεται εύκολα µε βάση τη 

µικροσκοπική µορφή, που είναι και η θεµελιώδης. Η παράµετρος σ είναι η ειδική 

αγωγιµότητα του υλικού [σε S/m όπου 1 S (Siemens ή mho) = 1 Ω−1]. 

0.2. ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΙΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΣΜΟΥ 

Οι βασικές εξισώσεις που περιγράφουν τα ηλεκτροµαγνητικά φαινόµενα είναι, ως 

γνωστόν, οι 4 νόµοι του Maxwell, οι οποίοι µπορούν να διατυπωθούν είτε στην 

ολοκληρωτική είτε στη διαφορική (σηµειακή) µορφή. Οι δύο µορφές είναι ισοδύναµες, 

αλλά η δεύτερη είναι πολύ χρησιµότερη. Σε αυτές πρέπει να προστεθεί η αρχή διατήρησης 

του φορτίου, η οποία επίσης διατυπώνεται σε δύο εναλλακτικές µορφές. 
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 Ολοκληρωτική µορφή ∆ιαφορική µορφή 

 Εξισώσεις Maxwell 

Νόµος Gauss για το 

ηλεκτρικό πεδίο 

r r
D dS Q⋅ =∫∫  ∇ ⋅ =

r
D ρ  

Νόµος Gauss για το 

µαγνητικό πεδίο 

r r
B dS⋅ =∫∫ 0 ∇⋅ =

r
B 0  

Νόµος της επαγωγής 

(Faraday) 

r r
l

r r
E d

t
B dS⋅ = − ⋅∫ ∫∫∂

∂
 ∇ × = −

r
r

E
B
t

∂
∂

 

Νόµος Ampère-

Maxwell 

r r
l

r r
H d i

t
D dS⋅ = + ⋅∫ ∫∫∂

∂
 ∇× = +

r r
r

H J
D
t

∂
∂

 

 Αρχή διατήρησης φορτίου 

 r r
J dS

Q
t

⋅ = −∫∫ ∂
∂

 ∇⋅ = −
r
J

t
∂ρ
∂

 

 

Στις παραπάνω εξισώσεις υπεισέρχεται ο διανυσµατικός τελεστής ∇ (ανάδελτα), ο οποίος 

µπορεί να γραφεί τυπικά στη µορφή 

∇ = + +$ $ $x
x

y
y

z
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

    (Ε.6) 

Η έννοια της έκφρασης αυτής είναι ότι εκτελείται η πράξη του εσωτερικού ή εξωτερικού 

γινοµένου µε βάση τα µοναδιαία διανύσµατα της (Ε.6), και στη συνέχεια οι τελεστές των 

µερικών παραγωγίσεων επιδρούν στις κατάλληλες συνιστώσες του διανύσµατος επί του 

οποίου ενεργεί ο τελεστής ∇. Εκφράσεις για τον τελεστή αυτόν, αν και λιγότερο απλές, 

υπάρχουν και στα άλλα συστήµατα συντεταγµένων (π.χ. κυλινδρικό, σφαιρικό). 

0.3. ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 

Τα ηλεκτροµαγνητικά προβλήµατα µε πρακτικό ενδιαφέρον συνήθως δεν αναφέρονται 

σε απεριόριστο και οµογενή χώρο αλλά σε διατάξεις πεπερασµένων διαστάσεων, 

αποτελούµενες από διάφορα υλικά σε διάφορες γεωµετρίες. Για την επίλυση τέτοιων 

προβληµάτων είναι απαραίτητη η γνώση της συµπεριφοράς των πεδίων στις διαχωριστικές 

επιφάνειες µεταξύ των διαφόρων υλικών. Η συµπεριφορά αυτή διέπεται από τις λεγόµενες 

οριακές (ή συνοριακές) συνθήκες. 

Για τη διατύπωση των οριακών συνθηκών ας θεωρήσουµε τη διαχωριστική επιφάνεια, 

έστω S, µεταξύ δύο διαφορετικών υλικών (1) και (2) µε ηλεκτρικές και µαγνητικές 
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σταθερές ε1 , µ1 και ε2 , µ2 αντίστοιχα (βλ. το Σχ. Ε.1). Λόγω της ασυνέχειας στις 

ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητες είναι δυνατόν να υπάρχει ασυνέχεια στα πεδία πάνω στη 

διαχωριστική επιφάνεια S (ενώ αλλιώς οι εξισώσεις Maxwell θα επέβαλλαν τα πεδία να 

είναι συνεχή). ∆ηλ. αν θεωρήσουµε ότι η επιφάνεια S έχει δύο “όψεις”, τότε οι τιµές των 

πεδίων θα είναι εν γένει διαφορετικές σε κάθε όψη, και ας συµβολισθούν µε 
r r r r
E H D B1 1 1 1, , ,  και 

r r r r
E H D B2 2 2 2, , ,  αντίστοιχα. 

Ε1n

Ε1t

Ε2t

Ε2n

Ε1

Ε2S 

(1) 

(2)

$n

Σχ. Ε.1: Πεδιακές συνιστώσες σε διαχωριστική επιφάνεια 
 

Ας ονοµάσουµε $n  το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα επί της S, µε φορά από την περιοχή 

(2) προς την (1). Τότε καθένα από τα πεδία στις δύο όψεις της επιφάνειας S, π.χ. 
r
E1 και 

r
E2 , µπορεί να αναλυθεί σε µία συνιστώσα κάθετη στην επιφάνεια (

r
E n1  ή 

r
E n2 ) και µία 

συνιστώσα εφαπτοµενική στην επιφάνεια (
r
E t1  ή 

r
E t2 ), όπως στο Σχ. Ε.1. Μπορούµε να 

ορίσουµε µε Ε1n και Ε2n τις αλγεβρικές τιµές των κάθετων συνιστωσών αναφορικά µε το 

διάνυσµα $n , δηλ. 
r
E E nn n1 1= $   ,   

r
E E nn n2 2= $  

Παρατηρούµε ότι οι συγκεκριµένες φορές του Σχ. Ε.1 σηµαίνουν θετική τιµή της Ε1n 

και αρνητική της Ε2n . Μπορούν επίσης να ορισθούν αλγεβρικές τιµές (π.χ. Ε1t και Ε2t ) και 

για τις εφαπτοµενικές συνιστώσες, αυτές είναι όµως λιγότερο χρήσιµες επειδή οι 

εφαπτοµενικές συνιστώσες δεν είναι αναγκαστικά συγγραµµικές, δηλ. ίδιας διεύθυνσης 

(όπως οι κάθετες): θα έπρεπε λοιπόν να ορισθούν αναφορικά µε κάποια εφαπτόµενα 

διανύσµατα $t1  και $t2 , όχι αναγκαστικά τα ίδια. Ειδικότερα, προκύπτει ότι οι 

εφαπτοµενικές συνιστώσες της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου 
r
E  έχουν την ίδια 

διεύθυνση ενώ του µαγνητικού όχι. 

Έστω επίσης ρs και 
r
J s  η επιφανειακή πυκνότητα φορτίου (σε Cb/m2) και ρεύµατος (σε 

A/m), αντίστοιχα, που τυχόν υπάρχουν πάνω στην επιφάνεια S. Το διάνυσµα 
r
J s  έχει 

διεύθυνση εφαπτοµενική στην S. 

Οι οριακές συνθήκες (Ο.Σ.) διατυπώνονται ως εξής: 
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( )$n D D D D E Es n n s n n s⋅ − = ⇔ − = ⇔ − =
r r

1 2 1 2 1 1 2 2ρ ρ ε ε ρ  

( )$n E E E E E Et t t t× − = ⇔ − = ⇔ =
r r

1 2 1 2 1 20 0  

( )$n B B B B H Hn n n n⋅ − = ⇔ − = ⇔ =
r r

1 2 1 2 1 1 2 20 0 µ µ  

( )$
, , ,

, , ,
n H H J

H H J
H H Js

t x t x s x

t y t y s y
× − = ⇔

− =
− =





r r r
1 2

1 2

1 2
 

όπου, στην τελευταία Ο.Σ., οι (κάθετες µεταξύ τους) διευθύνσεις x και y ορίζονται πάνω 

στο εφαπτόµενο επίπεδο της επιφάνειας S. 

∆ηλαδή οι Ο.Σ. λένε ότι η εφαπτοµενική συνιστώσα του 
r
E  και η κάθετη συνιστώσα 

του 
r
B  είναι πάντοτε συνεχείς καθώς περνάµε από το ένα υλικό στο άλλο, ενώ η 

εφαπτοµενική συνιστώσα του 
r
H  και η κάθετη του 

r
D  µπορούν να είναι ασυνεχείς αν 

υπάρχουν επιφανειακές κατανοµές πηγών στη διαχωριστική επιφάνεια. 

Ειδική περίπτωση: Επιφάνεια τέλειου αγωγού 

Έστω ότι το υλικό (2) είναι τέλειος αγωγός (δηλ. µε άπειρη αγωγιµότητα). Σε έναν 

τέλειο αγωγό δεν είναι δυνατόν να αναπτυχθούν ηλεκτρικά και µαγνητικά πεδία (παρά 

µόνο ρεύµατα στην επιφάνειά του). ∆ηλ. ισχύει: 
r r
E D2 2 0= =    ,   

r r
H B2 2 0= =  

Τότε οι ανωτέρω Ο.Σ. παίρνουν τη µορφή 

E t1 0=    D En n s1 1 1= =ε ρ  

B Hn n1 1 1 0= =µ   H J H Jt x s x t y s y1 1, , , ,,= =  

η οποία δείχνει ότι η εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου και η κάθετη 

συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου οφείλουν να µηδενίζονται στα τοιχώµατα του αγωγού 

(και η απαίτηση αυτή χρησιµεύει στον προσδιορισµό της λύσης του εκάστοτε 

προβλήµατος), ενώ η κάθετη συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου και η εφαπτοµενική του 

µαγνητικού χρησιµοποιούνται αφού λυθεί το πεδιακό πρόβληµα για τον υπολογισµό 

(εφόσον είναι επιθυµητό) των πυκνοτήτων φορτίου και ρεύµατος στην επιφάνεια του 

αγωγού. Η ειδική περίπτωση αυτή είναι σηµαντική διότι στα περισσότερα πρακτικά 

προβλήµατα που εµπλέκουν αγωγούς γίνεται για απλοποίηση η παραδοχή ότι οι αγωγοί 

είναι τέλειοι, χωρίς να βλάπτεται πολύ η ακρίβεια της λύσης. 

Απόδειξη των Οριακών Συνθηκών 

Οι Ο.Σ. ουσιαστικά µπορούν να αποδειχθούν από τις εξισώσεις Maxwell. Π.χ. για την 

πρώτη των Ο.Σ. έστω ο στοιχειώδης όγκος ∆V = h∆S του Σχ. Ε.2.  
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Ξεκινάµε από τον νόµο του Gauss: 

∫∫ ⋅=∆ SdDQ
rr

 

Αν θεωρήσουµε ότι h → 0 και ότι η πλευρά 

∆S είναι εφαπτοµενική, τότε όλη η ροή 

προέρχεται από τις δύο πλευρές ∆S, οπότε  

( )r r
D dS D S D S D D Sn n n n⋅ = − = −∫∫ 1 2 1 2∆ ∆ ∆  

και άρα   ( )D D S Q D D Q Sn n n n s1 2 1 2− = ⇒ − = =∆ ∆ ∆ ∆ ρ  . 

0.4. ΗΜΙΤΟΝΟΕΙ∆ΩΣ ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΑ ΜΕΓΕΘΗ – Ο ΦΑΣΙΘΕΤΗΣ 

(PHASOR) 

Φασιθέτης (phasor) λέγεται ο παραστατικός µιγαδικός αριθµός που χρησιµοποιείται για 

την περιγραφή ηµιτονοειδώς µεταβαλλοµένων µεγεθών της ίδιας συχνότητας. Πιο 

συγκεκριµένα, έστω ηµιτονοειδώς µεταβαλλόµενο µέγεθος που είναι γενικά συνάρτηση 

και του χώρου και του χρόνου, δηλ. εξαρτάται από τη θέση και από τη χρονική στιγµή 

( ) ( ) ( )[ ]ψ ψ ω ϕ
r r rr t r t r, cos= +0  

όπου ( )ψ0
rr  είναι το πλάτος της ταλάντωσης (σε τυχόν σηµείο του χώρου), ενώ η γωνία 

( )ϕ
rr  (στο εξής απλώς φ) είναι, ως γνωστόν, η σταθερά φάσης της ταλάντωσης. 

Παρατηρούµε ότι η ανωτέρω έκφραση µπορεί να γραφεί στη µορφή 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ } ( )ψ ψ ψ ψω ϕ ϕ ω ωr r r ro
r t r e r e e r ej t j j t j t, Re Re Re= = =









+
0 0  (Ε.7) 

όπου ορίσαµε την ποσότητα 

( ) ( ) ( ) [ ]ψ ψ ψ ϕϕ
o r r rr r e r jj= =

∆

0 0 exp          (Ε.8) 

Ο µιγαδικός αριθµός ( )ψ
o rr  είναι ο phasor (φασιθέτης) του µεγέθους ( )ψ

rr t, . Όπως είναι 

γνωστό, η έννοια του φασιθέτη ορίζεται στη θεωρία των εναλλασσοµένων ρευµάτων 

χαµηλής συχνότητας (συχνά και µε άλλες ονοµασίες όπως παραστατικός µιγαδικός ή 

στροφέας) και µε τη µόνη διαφορά ότι εκεί εφαρµόζεται ως επί το πλείστον σε µεγέθη 

( )ψ t  που δεν εξαρτώνται από τη θέση παρά µόνο από τη χρονική στιγµή (π.χ. τάσεις ή 

ρεύµατα σε ορισµένο σηµείο κυκλώµατος). 

Αν όλα τα µεγέθη που µας ενδιαφέρουν είναι ηµιτονοειδώς µεταβαλλόµενα 

(εναλλασσόµενα) µε την ίδια (κυκλική) συχνότητα ω, τότε ο ανωτέρω παράγοντας 

exp[jωt] είναι κοινός σε όλα. Έτσι τον παραλείπουµε και παριστάνουµε τα εναλλασσόµενα 

D1n 
(1)

S 

h 

Σχ. Ε.2: Απόδειξη της πρώτης Ο.Σ. 

∆S 

D2n 
(2)
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µεγέθη µε τους φασιθέτες αυτών. Αυτό σηµαίνει ότι η χρονική εξάρτηση δεν γράφεται 

αλλά εξυπακούεται ότι είναι κοινή για όλα τα εν λόγω µεγέθη. Συνήθως (στη θεωρία των 

Η/Μ κυµάτων) παραλείπουµε και τον µικρό κύκλο και γράφουµε ( )ψ
rr  αντί ( )ψ

o rr . Η 

σύµβαση που θα χρησιµοποιήσουµε για τον συµβολισµό στα επόµενα είναι ότι όπου 

υπάρχει χρονική εξάρτηση (t) υπονοείται πραγµατικό µέγεθος ηµιτονοειδώς 

µεταβαλλόµενο, δηλ. η στιγµιαία τιµή του, ενώ όπου δεν υπάρχει υπονοείται ο αντίστοιχος 

µιγαδικός φασιθέτης αυτού. 

Αν η στιγµιαία τιµή ( )ψ
rr t,  είναι γνωστή, τότε ο φασιθέτης ( )ψ

rr  υπολογίζεται µε βάση 

την (Ε.8), από το πλάτος και τη σταθερά φάσης της ταλάντωσης.  Η µετάβαση από τον 

φασιθέτη στη στιγµιαία τιµή γίνεται µε διαδικασία αντίστροφη της προηγούµενης, δηλ. 

πολλαπλασιάζεται ο φασιθέτης µε τον µιγαδικό παράγοντα της χρονικής µεταβολής 

exp[jωt] και στη συνέχεια λαµβάνεται το πραγµατικό µέρος. Ουσιαστικά πρόκειται για 

εφαρµογή της (Ε.7): 

( ) ( ) [ ]{ }ψ ψ ω
r rr t r j t, Re exp=  

Η βασική ιδιότητα των φασιθετών προκύπτει από την παρατήρηση ότι 

( ) ( ) ( )[ ]{ } ( ) [ ]{ }∂ψ
∂

ωψ ω ϕ ωψ ω
r

r rr t
t

j r j t j r j t
,

Re exp Re exp= + =0   (Ε.9) 

η οποία σηµαίνει ότι αν ( )ψ
rr  είναι ο φασιθέτης του µεγέθους ( )ψ

rr t, , τότε ( )j rωψ
r  είναι 

ο φασιθέτης της χρονικής παραγώγου ( )∂ψ ∂
rr t t, . Με άλλα λόγια: η χρήση φασιθετών 

µετατρέπει τη χρονική παραγώγιση ∂ ∂t  σε πολλαπλασιασµό επί jω. 

Για διανυσµατικά µεγέθη, π.χ. το 
r
E , µπορούν να ορισθούν φασιθέτες µε ανάλογο τρόπο 

( ) ( ) [ ]{ }r r r rE r t E r j t, Re exp= ω     (Ε.10) 

όπου το διάνυσµα ( )
r rE r  είναι ο φασιθέτης του µεγέθους ( )

r rE r t, . Πρόκειται βέβαια για 

διάνυσµα µε µιγαδικές συνιστώσες: 

( ) ( ) ( ) ( )
r r r r rE r E r x E r y E r zx y z= + + =$ $ $  

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]= + +E r j x E r j y E r j zx x y y z z
r r rexp $ exp $ exp $ϕ ϕ ϕ  

∆ηλαδή η ανωτέρω εξίσωση (Ε.10) περιγράφει τρεις ταλαντώσεις, µία για κάθε 

συνιστώσα, και καθεµία ταλάντωση έχει το αντίστοιχο µέτρο και σταθερά φάσης: 

( ) ( ) [ ]{ } ( ) ( )E r t E r j t E r tx x x x
r r r, Re exp cos= = +ω ω ϕ  

( ) ( ) [ ]{ } ( ) ( )E r t E r j t E r ty y y y
r r r, Re exp cos= = +ω ω ϕ  
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( ) ( ) [ ]{ } ( ) ( )E r t E r j t E r tz z z z
r r r, Re exp cos= = +ω ω ϕ  

Οι εξισώσεις Maxwell στην ηµιτονοειδή µόνιµη κατάσταση (ΗΜΚ) 

Αν βρισκόµαστε στην ηµιτονοειδή µόνιµη κατάσταση, δηλ. αν όλα τα πεδία (και φυσικά 

οι πηγές) είναι εναλλασσόµενα µε την ίδια συχνότητα ω, τότε οι εξισώσεις Maxwell 

µπορούν να γραφούν µε χρήση των φασιθετών των πεδίων. Με τη βοήθεια της βασικής 

ιδιότητας (Ε.9), οι εξισώσεις Maxwell λαµβάνουν τη µορφή 

∇⋅ =
r
D ρ  

∇⋅ =
r
B 0  

∇× = − = −
r r r
E j B j Hω ωµ  

∇× = + = + = +






 ⇒ ∇× =

r r r r r r r r
H J j D E j E j

j
E H j Ecω σ ωε ω ε

σ
ω

ωε  

όπου στην τελευταία έχει τεθεί 

ε ε
σ
ωc j

= +  

Η ποσότητα εc λέγεται µιγαδική διηλεκτρική σταθερά και ενσωµατώνει τις διηλεκτρικές 

και τις αγώγιµες ιδιότητες του υλικού. Περιγράφει, λοιπόν, όλα τα γραµµικά και 

ισοτροπικά διηλεκτρικά, είτε χωρίς αγωγιµότητα (ιδανικά διηλεκτρικά), είτε µε 

αγωγιµότητα (διηλεκτρικά µε απώλειες). 

Το µέτρο φασιθέτη - Πλάτος και ενεργός τιµή 

Εδώ θα πρέπει να παρατηρηθεί ότι στα προηγούµενα οι φασιθέτες ορίσθηκαν µε τη 

σύµβαση 

( ) ( ) [ ] ( ) ( )rrjexprr 00
rrrr

ψ=ψ⇒ϕψ=ψ  

δηλαδή ότι το µέτρο του φασιθέτη ισούται µε το πλάτος της ηµιτονοειδούς ταλάντωσης. 

Μπορούν όµως να ορισθούν και µε τη σύµβαση 

( )
( )

ψ
ψr

r

r
r

= 0
2

 

δηλαδή το µέτρο του φασιθέτη να ισούται µε την ενεργό τιµή του ηµιτονοειδούς µεγέθους. 

Οπότε ισχύει 

( )
( ) [ ]ψ

ψ
ϕ

r
r

r
r

j= 0
2

exp  

και 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]{ }ψ ψ ω ϕ ψ ω
r r rr t r t r j t, cos Re exp= + =0 2  
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Η σύµβαση αυτή είναι συνηθισµένη στα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα για τον ίδιο λόγο 

που συνηθίζεται (ως γνωστόν) και στα εναλλασσόµενα ρεύµατα, επειδή απαλλάσσει τις 

εξισώσεις της ισχύος από τον παράγοντα ½. Οι υπόλοιπες ιδιότητες των φασιθετών 

εξακολουθούν να ισχύουν αµετάβλητες, π.χ. οι εξισώσεις Maxwell έχουν την ίδια µορφή 

που αναφέρεται και προηγουµένως. 

0.5. ΙΣΧΥΣ – ΤΟ ∆ΙΑΝΥΣΜΑ POYNTING 

Το διάνυσµα Poynting 
r
P  εκφράζει την πυκνότητα ισχύος που µεταφέρει ένα 

ηλεκτροµαγνητικό κύµα ανά µονάδα κάθετης επιφάνειας (σε W/m2). Πιο συγκεκριµέ-να, 

αν ένα τµήµα επίπεδης επιφάνειας τοποθετηθεί κάθετα στη διεύθυνση του διανύσµατος 

Poynting, θα διέλθει µέσα από αυτό ηλεκτροµαγνητική ισχύς ίση µε το µέτρο του 

διανύσµατος Poynting επί το εµβαδό του τµήµατος. Αν αυτό το τµήµα επιφάνειας δεν 

τοποθετηθεί κάθετα στη διεύθυνση του διανύσµατος Poynting αλλά σε κάποια άλλη 

διεύθυνση, τότε η ηλεκτροµαγνητική ισχύς που διέρχεται διαµέσου του εν λόγω τµήµατος 

επιφάνειας ισούται µε το εµβαδό του τµήµατος αυτού επί την προβολή του διανύσµατος 

Poynting σε διεύθυνση κάθετη στην επιφάνεια (δηλ. επί την κάθετη συνιστώσα του 

διανύσµατος). 

Αν, λοιπόν, θεωρήσουµε στοιχειώδες τµήµα επιφάνειας dS (το οποίο ακριβώς επειδή 

είναι στοιχειώδες µπορεί πάντα να θεωρείται περίπου επίπεδο), µε το αντίστοιχο διάνυσµα 

dS
r

, και αν η τιµή του διανύσµατος Poynting στη θέση αυτή είναι ( )
r rP r , τότε η 

(στοιχειώδης) τιµή της ηλεκτροµαγνητικής ισχύος διαµέσου του στοιχειώδους αυτού 

τµήµατος είναι 

( )dW P r dS= ⋅
r r r

 

Κατά συνέπεια, για µια επιφάνεια S οποιουδήποτε µεγέθους και σχήµατος, η ολική ισχύς 

που µεταφέρει το κύµα διαµέσου της επιφάνειας είναι 

( )W P r dS
S

= ⋅∫∫
r r r

    (Ε.11) 

πράγµα που µπορεί να διατυπωθεί και λέγοντας ότι η ηλεκτροµαγνητική ισχύς διαµέσου 

κάποιας επιφάνειας είναι η ροή του διανύσµατος Poynting επί της επιφάνειας αυτής. 

Ο αναγνώστης θα παρατήρησε ότι στις παραπάνω εκφράσεις δεν έχει γραφεί χρονική 

εξάρτηση. Αυτό επειδή ισχύουν είτε για τη στιγµιαία τιµή του διανύσµατος Poynting, 

οπότε δίνουν τη στιγµιαία ισχύ, είτε για τη µέση χρονική τιµή του διανύσµατος οπότε 

δίνουν τη µέση ισχύ. Εφόσον τα µεγέθη είναι ηµιτονοειδώς µεταβαλλόµενα, αυτή που 

κυρίως ενδιαφέρει είναι η µέση ισχύς. Αποδεικνύεται ότι η µέση χρονική τιµή του 
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διανύσµατος Poynting δίνεται από τους φασιθέτες των πεδιακών εντάσεων 
r
E  και 

r
H  ως 

εξής: 

( ) ( ) ( )[ ]r r r r r rP r E r H r= ×
1
2

Re *     (Ε.12) 

όπου (κατά τα γνωστά) το σύµβολο × δηλώνει εξωτερικό γινόµενο διανυσµάτων, και ο 

αστερίσκος (*) το µιγαδικό συζυγές. Η ανωτέρω σχέση ισχύει εφόσον οι φασιθέτες έχουν 

ορισθεί µε βάση το πλάτος, δηλ. µε τη σύµβαση ότι το µέτρο του φασιθέτη ισούται µε το 

πλάτος της ηµιτονοειδούς ταλάντωσης. Αν όµως χρησιµοποιηθεί η σύµβαση της ενεργού 

τιµής (βλ. τα προηγούµενα), τότε ισχύει 

( ) ( ) ( )[ ]r r r r r rP r E r H r= ×Re *  

Ένα ακόµη αξιοσηµείωτο συµπέρασµα σχετίζεται µε την αντίστοιχη έκφραση της 

παραπάνω (Ε.12) µε το φανταστικό µέρος στη θέση του πραγµατικού, δηλ. την ποσότητα 

( ) ( )[ ]r*HrEIm
2
1 rrrr

×  

Από την ηλεκτροµαγνητική θεωρία αποδεικνύεται ότι, ενώ η (Ε.12) µε τον τελεστή  Re 

εκφράζει την πυκνότητα της ισχύος που µεταφέρεται από το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο, η 

παραπάνω ποσότητα µε τον τελεστή  Im εκφράζει την πυκνότητα ενέργειας που παραµένει 

αποθηκευµένη στο χώρο λόγω της ύπαρξης του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. Με άλλα 

λόγια, εκφράζει την «άεργη» ισχύ του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου της οποίας η στιγµιαία 

τιµή µεταβάλλεται ηµιτονοειδώς στα διάφορα σηµεία του χώρου (πραγµατοποιεί, θα έλεγε 

κανείς, µια στάσιµη ταλάντωση στο χώρο) αλλά κατά µέσον όρο στο χρόνο δεν 

µετακινείται. Το φαινόµενο είναι αντίστοιχο µε την αποθηκευµένη ενέργεια σε ένα άεργο 

στοιχείο κυκλώµατος (πυκνωτή ή πηνίο) που διαρρέεται από εναλλασσόµενο ρεύµα, η 

οποία αυξοµειώνεται ηµιτονοειδώς και η ισχύς άλλοτε εισέρχεται στο άεργο στοιχείο και 

άλλοτε εξέρχεται προς το υπόλοιπο κύκλωµα αλλά κατά µέσον όρο το άεργο στοιχείο δεν 

απορροφά ούτε αποδίδει ισχύ. Όπως η άεργη ισχύς του πυκνωτή ή πηνίου σχετίζεται µε 

την αποθήκευση ενέργειας στο στοιχείο αυτό και όχι µε την µεταφορά της στο κύκλωµα, 

έτσι και η άεργη ισχύς του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου σχετίζεται µε την αποθήκευση 

ενέργειας στο πεδίο και όχι µε την µετάδοσή της διά του κύµατος. 

Τέλος, µε βάση τις προηγούµενες παρατηρήσεις, πρέπει να επισηµανθεί η αναλογία 

ανάµεσα στην έκφραση 

( ) ( )[ ]r*HrE
2
1 rrrr

×  

και στη γνωστή έκφραση (όπου τα V, I είναι phasors) 
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*IV
2
1  

η οποία δίνει την µιγαδική ισχύ εναλλασσόµενου ρεύµατος στη θεωρία των κυκλωµάτων 

(το πραγµατικό µέρος είναι η πραγµατική ισχύς και το φανταστικό η άεργη). Ειδικότερα 

αξίζει να παρατηρήσετε την αντιστοιχία µεταξύ τάσης – ηλεκτρικού πεδίου και ρεύµατος – 

µαγνητικού πεδίου, η οποία έχει γενικότερη εφαρµογή, όπως θα φανεί αρκετές φορές στα 

επόµενα. 

0.6. ΕΠΙΠΕ∆Α ΚΥΜΑΤΑ 

Επίπεδο κύµα, π.χ. κατά τη διεύθυνση z, λέγεται ένα κύµα στο οποίο το κυµαινόµενο 

µέγεθος, π.χ. η x συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου, περιγράφεται από µια έκφραση της 

µορφής 

( ) ( ) ( )E r t E z t E t kzx x x
r, , cos= = − +0 ω ϕ       (Ε.13) 

όπου ω είναι η κυκλική (ή γωνιακή) συχνότητα, και η ποσότητα k λέγεται (γωνιακός) 

κυµατικός αριθµός. Ισχύει η σχέση 

k =
2π
λ

    (Ε.14) 

όπου λ το µήκος κύµατος. 

Η διεύθυνση z λέγεται διεύθυνση διάδοσης του κύµατος. Η ποσότητα (ωt − kz + φ) 

λέγεται φάση και η σταθερά φ λέγεται σταθερά φάσης, ενώ Εx0 είναι το πλάτος του 

κύµατος (θα γίνει εµφανές σε λίγο γιατί γράφεται ως µέτρο). Ο λόγος που το κύµα αυτό 

λέγεται επίπεδο είναι ότι οι επιφάνειες σταθερής φάσης (δηλ. ωt − kz + φ = σταθερό) είναι 

τα επίπεδα z = σταθερό, δηλ. επίπεδα κάθετα στη διεύθυνση διάδοσης. Επίπεδα κύµατα 

ακόµη γενικότερης µορφής µπορούν να προκύψουν συνδυάζοντας περισσότερες πεδιακές 

συνιστώσες (π.χ. Εx και Εy ). 

Θα δείξουµε ότι το κύµα αυτό διαδίδεται προς τη θετική κατεύθυνση (+z) του άξονα 

των z. Ας υποθέσουµε ότι κατά τη χρονική στιγµή t = t1 εµφανίζεται ένα µέγιστο του 

κυµαινόµενου µεγέθους (δηλ. του πεδίου) σε κάποια θέση z = z1 . Η θέση αυτή δίνεται από 

τη συνθήκη 

ω ϕ
ω ϕ

t kz z
t

k1 1 1
10− + = ⇔ =
+

 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι η συνθήκη αυτή θα έδινε µέγιστο µε οποιοδήποτε ακέραιο 

πολλαπλάσιο του 2π στο δεύτερο µέλος, αλλά εδώ επιλέγουµε για να παρακολουθήσουµε 

το συγκεκριµένο µέγιστο που προκύπτει για την τιµή 0. Σε κάποια µεταγενέστερη χρονική 
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στιγµή t = t2 > t1 , το εν λόγω µέγιστο έχει µετατοπισθεί στη θέση z = z2 , για την οποία 

ισχύει 

ω ϕ
ω ϕ

t kz z
t

k2 2 2
20− + = ⇔ =
+

 

και είναι προφανές ότι z2 > z1 . Συµπεραίνουµε ότι καθώς περνάει ο χρόνος η θέση 

µεγίστου µετατοπίζεται προς τα  δεξιά, δηλ. προς τα θετικά z, και άρα αυτή είναι η φορά 

κατά την οποία οδεύει το κύµα. 

Παρατηρούµε τώρα από την (Ε.13) ότι για t = σταθερό η τιµή της φάσης µικραίνει όσο 

µεγαλύτερο είναι το z. Καθώς το t αυξάνει (δηλ. περνάει ο χρόνος), η φάση αυξάνει από 

τα αριστερά προς τα δεξιά (δηλ. προς την κατεύθυνση +z). Μπορούµε λοιπόν να θεωρούµε 

ότι η φάση διαδίδεται προς τη φορά διάδοσης του κύµατος. 

Από την παραπάνω απόδειξη µπορεί να προκύψει η ταχύτητα κίνησης της θέσης 

µεγίστου, η οποία προφανώς είναι 

( ) ( )
( )

( )
( )υ

ω ϕ ω ϕ ω ω
p

z z
t t

t t
k t t

t t
k t t k

=
−
−

=
+ − +

−
=

−

−
=2 1

2 1

2 1

2 1

2 1

2 1
 

Αλλά το µέγιστο αυτό δεν είναι παρά ένα σηµείο µε δεδοµένη (σταθερή) φάση (0, εν 

προκειµένω), και η ίδια διαδικασία θα µπορούσε να επαναληφθεί µε το ίδιο αποτέλεσµα 

για οποιοδήποτε σηµείο σταθερής φάσης καθώς αυτό κινείται προς τη φορά διάδοσης του 

κύµατος. Κατά συνέπεια η ταχύτητα αυτή δεν είναι παρά η ταχύτητα διάδοσης της φάσης, 

και γι' αυτό ονοµάζεται ταχύτητα φάσης του κύµατος (µερικές φορές αποκαλείται απλώς 

ταχύτητα του κύµατος, αν και αυτό µπορεί να δηµιουργήσει συγχύσεις). Από την 

προηγούµενη σχέση, λαµβάνοντας υπόψη και την (Ε.14), προκύπτει 

υ
ω π

π λ
λp k

f
f= = =

2
2 /

           (Ε.15) 

Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο µπορεί να δειχθεί και ότι η έκφραση 

( ) ( ) ( )E r t E z t E t kzx x x
r, , cos= = + +0 ω ϕ  

σηµαίνει κύµα που διαδίδεται προς την αρνητική κατεύθυνση (−z), ενώ η ταχύτητα φάσης 

είναι ακριβώς η ίδια. 

Παριστάνοντας το πεδίο µε φασιθέτες, καταλήγουµε στις εξής εκφράσεις που 

περιγράφουν επίπεδο κύµα (σηµειώνοντας και τη φορά διάδοσης) 

( ) ( ) ( )E r E z E jkzx x x
r
= = −0 exp : Κατεύθυνση + z 

( ) ( ) ( )E r E z E jkzx x x
r
= = 0 exp : Κατεύθυνση − z 

όπου η µιγαδική ποσότητα Εx0 σε πολική µορφή είναι 
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E E ex x
j

0 0= ϕ  

πράγµα που επεξηγεί και τον συµβολισµό Εx0 στην (Ε.13). 

Αποδεικνύεται ότι για το κενό (τον ελεύθερο χώρο) ή για κάποιον χώρο οµογενή και 

ισοτροπικό το επίπεδο κύµα είναι εγκάρσιο, δηλ. το πεδίο είναι κάθετο στη διεύθυνση 

διάδοσης. Στην περίπτωσή µας, µε διεύθυνση διάδοσης z, πρέπει να έχει µόνο x και y 

συνιστώσες, οι οποίες, π.χ. για κατεύθυνση + z, δίνονται από τις 

( ) ( )E E j jkzx x x= −0 exp expϕ  

( ) ( )E E j jkzy y y= −0 exp expϕ  

όπου παρατηρούµε ότι οι σταθερές φάσης φx και φy είναι γενικά διαφορετικές για κάθε 

συνιστώσα. 

Εφαρµογή: Υπολογισµοί πεδίων σε ένα επίπεδο κύµα  

Έστω επίπεδο ηλεκτροµαγνητικό κύµα διαδιδόµενο (οδεύον) κατά τη διεύθυνση z, µέσα 

σε διηλεκτρικό υλικό χωρίς απώλειες (σ = 0), και έστω ότι το ηλεκτρικό πεδίο του έχει 

µόνο x συνιστώσα, δηλαδή 
r
E E xx= $     ,    ( ) ( ) ( ) ( )E E z E jkz E j jkzx x x x x= = − = −0 0exp exp expϕ  

Θα εφαρµόσουµε τις εξισώσεις Maxwell για τον υπολογισµό διαφόρων ποσοτήτων. 

Με εφαρµογή του νόµου Faraday µπορεί να βρεθεί το µαγνητικό πεδίο ως εξής: 

∇× = − ⇒ = ∇×
r r r r
E j H H

j
Eωµ

ωµ
 

Από τον γνωστό τύπο του εξωτερικού γινοµένου προκύπτει 

( )∇ × = = − −
r
E

E
z

y jk E jkz yx
x

∂
∂

$ exp $0  

και άρα το µαγνητικό πεδίο έχει µόνο y συνιστώσα: 

( ) ( )H H z
k

E jkzy y x= = −
ωµ 0 exp  

Μια σχηµατική εικόνα του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου φαίνεται στο Σχ. Ε.3 που 

ακολουθεί. 
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Σχ. Ε.3: Οι στιγµιαίες τιµές των συνιστωσών του ηλεκτρικού και 

µαγνητικού πεδίου για ένα επίπεδο κύµα. 

Αν τώρα εφαρµόσουµε το νόµο Ampère-Maxwell (µε 
r
J = 0  διότι σ = 0) 

∇× = =
r r
H j E j E xxωε ωε $  

και λάβουµε υπόψη το γεγονός ότι 

( )∇ × = − = −
r
H

H
z

x j
k

E jkz xy
x

∂

∂ ωµ
$ exp $

2

0  

προκύπτει 

( ) ( )j
k

E jkz j E jkz
k

kx x

2

0 0

2 1
ωµ

ωε
ωµ

ωε
ω

µε
exp exp− = − ⇔ = ⇔ =  

όπου ε και µ είναι, αντίστοιχα, η διηλεκτρική επιτρεπτότητα και η µαγνητική 

διαπερατότητα του χώρου όπου εµφανίζεται το κύµα. Αλλά, σύµφωνα µε την (Ε.15), η 

ποσότητα ω/k είναι η ταχύτητα φάσης του κύµατος. Το αποτέλεσµα αυτό µπορεί να 

γενικευθεί και να δειχθεί ότι ισχύει για όλα τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα στον 

συγκεκριµένο χώρο, δηλ. ότι όλα έχουν την ίδια ταχύτητα φάσης. Επειδή το φως είναι ένα 

από αυτά, καταλήγουµε στο εξής αξιοσηµείωτο συµπέρασµα: Η ταχύτητα του φωτός σε 

κάποιο οµογενές και ισοτροπικό υλικό, και γενικότερα η ταχύτητα φάσης κάθε 

ηλεκτροµαγνητικού κύµατος στο υλικό αυτό, δίνεται µε βάση τις παραµέτρους του υλικού 

από τη σχέση 

c
k

= =
ω

µε
1

       (Ε.16) 

Επίσης, αν σχηµατίσουµε το λόγο των µέτρων του ηλεκτρικού και του µαγνητικού 

πεδίου, από τις προηγούµενες εκφράσεις παίρνουµε 

r

r
E
H

E

H

E

H k
cx

y

x

y
= = = = = =0

0

ωµ
µ

µ
µε

µ
ε
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∆ηλαδή ο λόγος είναι σταθερός. Αυτό είναι ένα συµπέρασµα που ισχύει γενικά για 

επίπεδα κύµατα (αλλά και για άλλους τύπους κυµάτων, όπως θα δούµε στους 

κυµατοδηγούς). Ο σταθερός αυτός λόγος ονοµάζεται κυµατική αντίσταση του χώρου και 

συµβολίζεται µε ζ (ή επίσης µε Ζ0 ) 

ε
µ

==ζ
H

E
r

r

     (Ε.17) 

Εύκολα επιβεβαιώνουµε ότι η κυµατική αντίσταση εκφράζεται σε µονάδες Ohm (Ω). 

Σηµειώνουµε ειδικότερα ότι για τον ελεύθερο χώρο (κενό ή αέρα όπου ε = ε0 και µ = µ0), 

εκτελώντας τις πράξεις προκύπτει µε καλή προσέγγιση για την κυµατική αντίσταση η τιµή 

Ω≅π==
ε
µ

=ζ 377120...
0

0  

0.7. ΠΟΛΩΣΗ 

Πόλωση επίπεδου ηλεκτροµαγνητικού κύµατος λέγεται η τροχιά που διαγράφει το άκρο 

του διανύσµατος της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου 
r
E  πάνω σε επίπεδο σταθερής φάσης, 

δηλ. κάθετο στον άξονα z (π.χ. πάνω στο επίπεδο x-y). Η τροχιά αυτή µπορεί να είναι 

ευθεία γραµµή, κύκλος ή έλλειψη, οπότε αντίστοιχα η πόλωση ονοµάζεται γραµµική, 

κυκλική ή ελλειπτική. Αυτό εξαρτάται από τη σχέση µεταξύ των σταθερών φάσης φx και 

φy των συνιστωσών του πεδίου. 

Για να εξετάσουµε το είδος της πόλωσης θεωρούµε τις εκφράσεις των στιγµιαίων τιµών 

των συνιστωσών του ηλεκτρικού πεδίου 

( ) ( )E E z t E t kzx x x x= = − +, cos0 ω ϕ  

( ) ( )E E z t E t kzy y y y= = − +, cos0 ω ϕ  

και διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 

 

1. Αν ϕ ϕ πx y− = ±0 , . Τότε ισχύει (για κάθε χρονική στιγµή) 

E
E

x

y
= σταθερό 

που είναι εξίσωση ευθείας ως προς τις µεταβλητές Εx και Εy . Η πόλωση είναι 

γραµµική διότι η συνισταµένη τους έχει σταθερή διεύθυνση και εποµένως κινείται 

πάνω σε ευθεία γραµµή. 

2. Αν ϕ ϕ
π

x y− = ±
2

 και E Ex y0 0= , τότε ισχύει 
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E Ex y
2 2
+ = σταθερό 

που είναι εξίσωση κύκλου ως προς τις µεταβλητές Εx και Εy , οπότε η πόλωση είναι 

κυκλική. Το διάνυσµα του ηλεκτρικού πεδίου (η συνισταµένη των Εx και Εy) 

διαγράφει κυκλική έλικα, κινούµενο προς την κατεύθυνση +z. Ανάλογα µε το αν η 

διαφορά φάσης φx − φy είναι +
π
2

 ή −
π
2

, δηλ. αν προπορεύεται η x ή η y 

συνιστώσα, η πόλωση χαρακτηρίζεται ως δεξιόστροφη ή αριστερόστροφη. 

3. Στις υπόλοιπες περιπτώσεις ισχύει 

( ) ( )E

E

E

E

E E

E E
x

x

y

y

x y

x y
x y x y

2

0
2

2

0
2

0 0

22+ − − = −cos sinϕ ϕ ϕ ϕ  

Πρόκειται για εξίσωση έλλειψης και άρα η πόλωση είναι ελλειπτική. 

 

 
Σχ. Ε.4: α) Οι στιγµιαίες τιµές των συνιστωσών Εx και Εy για ένα κυκλικά πολωµένο 

κύµα. β) Η διεύθυνση και φορά της συνισταµένης σε διάφορα σηµεία του 

κύµατος. 
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ΜΕΡΟΣ  Α :  ΜΙΚΡΟΚΥΜΑΤΑ  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 :  ΓΡΑΜΜΕΣ  ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ  

1.1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

1.1.1. Γενικά 

Γραµµή µεταφοράς γενικά ονοµάζεται διάταξη (συνήθως κατασκευασµένη από αγωγούς 

µαζί µε µονωτικό διηλεκτρικό περίβληµα) στην οποία αναπτύσσονται οδεύοντα κύµατα, 

και εποµένως µεταφέρει ηλεκτροµαγνητική ενέργεια (και πληροφορία) από το ένα άκρο 

της στο άλλο. Στις σχετικά χαµηλότερες συχνότητες (µέχρι την τάξη των εκατοντάδων 

MHz ή κατ’ εξαίρεση λίγων GHz) χρησιµοποιούνται γραµµές δύο αγωγών οι οποίοι είναι 

τοποθετηµένοι είτε ο ένας παράλληλα στον άλλο ή συνεστραµµένος µε αυτόν (δισύρµατη 

γραµµή) είτε ο ένας σε κυλινδρικό σχήµα που περιβάλλει τον άλλο (οµοαξονική γραµµή) 

κτλ. Στις υψηλότερες συχνότητες (µερικών GHz και άνω) χρησιµοποιούνται οι 

κυµατοδηγοί, οι οποίοι είναι αγώγιµοι σωλήνες που µπορούν να µεταφέρουν οδεύοντα 

κύµατα, καθώς και µια παραλλαγή των γραµµών µεταφοράς, οι λεγόµενες µικροταινίες 

(microstrips), που αποτελούνται από µεταλλικές λωρίδες τυπωµένες πάνω σε κατάλληλη 

διηλεκτρική πλάκα και µε βάση τις οποίες κατασκευάζονται σήµερα τα περισσότερα 

µικροκυµατικά κυκλώµατα. Σε ακόµη υψηλότερες συχνότητες, δηλ. στην οπτική περιοχή, 

χρησιµοποιούνται οι οπτικές ίνες, οι οποίες ουσιαστικά είναι κυµατοδηγοί 

κατασκευασµένοι από διηλεκτρικά υλικά. 

Στο κεφάλαιο αυτό θα µας απασχολήσουν οι γραµµές µεταφοράς δύο αγωγών, τονίζοντας 

όµως ότι τα βασικά συµπεράσµατα της θεωρίας σχετικά µε την διάδοση κυµάτων σε αυτές 

ισχύουν επίσης και για κυµατοδηγούς (οι οποίοι θα εξετασθούν στο επόµενο κεφάλαιο) 

αλλά και για οπτικές ίνες. Επισηµαίνουµε ότι οι γραµµές µεταφοράς είναι από τα 

σηµαντικότερα στοιχεία των υψίσυχνων συστηµάτων γενικά (και των µικροκυµατικών 

συστηµάτων ειδικότερα), όχι µόνο διότι χρησιµεύουν για την ενσύρµατη µετάδοση του 

σήµατος αλλά και διότι κατάλληλα τµήµατα αυτών (ή αντίστοιχα των µικροταινιών) 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την κατασκευή διάφορων κυκλωµατικών στοιχείων στις 

υψηλές συχνότητες (π.χ. πυκνωτών και πηνίων, όπως θα δούµε αργότερα). 

Το κύριο χαρακτηριστικό µιας γραµµής µεταφοράς είναι ότι το µήκος της γραµµής είναι 

πολύ µεγαλύτερο από το µήκος κύµατος που αντιστοιχεί στη συχνότητα λειτουργίας της, 

ενώ το πλάτος της (η απόσταση µεταξύ των 2 αγωγών) είναι µικρότερο από το µήκος 

κύµατος. ∆ηλ. οι αγωγοί βρίσκονται κοντά ο ένας στον άλλο και αυτό συνεχίζεται για 

µεγάλο διάστηµα. Για το λόγο αυτό οι αγωγοί, όταν διαρρέονται από εναλλασσόµενο 

ρεύµα, αλληλεπιδρούν µε αποτέλεσµα να εµφανίζονται ηλεκτροµαγνητικά κύµατα που 
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διαδίδονται κατά µήκος της γραµµής, παραπλεύρως των αγωγών. (Αν ο αγωγός ήταν µόνο 

ένας, το ρεύµα θα δηµιουργούσε κύµατα που 

θα εκπέµπονταν προς τα έξω, φεύγοντας από 

τον αγωγό, αλλά η παρουσία δύο αγωγών σε 

κοντινή απόσταση έχει ως αποτέλεσµα τα 

κύµατα αυτά ουσιαστικά να 

αλληλοαναιρούνται). Τα ηλεκτροµαγνητικά 

αυτά κύµατα δηµιουργούν αντίστοιχες 

διακυµάνσεις της τάσης και του ρεύµατος 

κατά µήκος της γραµµής, δηλ. κύµατα τάσης και ρεύµατος πάνω στη γραµµή. Με άλλα 

λόγια, στην περίπτωση γραµµής µεταφοράς δεν µπορεί να γίνει δεκτή η απλή προσέγγιση 

ότι οι αγωγοί της γραµµής αποτελούν βραχυκυκλώµατα και η τάση (και το ρεύµα) σε 

οποιοδήποτε σηµείο αυτών είναι ίδια. Πρέπει να λάβουµε υπόψη ότι η τάση και το ρεύµα 

σε κάθε σηµείο της γραµµής µεταβάλλονται µε την απόσταση. Ορίζοντας έναν άξονα, 

έστω z, κατά µήκος της γραµµής (δηλ. η τετµηµένη z χαρακτηρίζει κάθε σηµείο πάνω στη 

γραµµή), οι τιµές της τάσης και του ρεύµατος γράφονται V(z) και I(z), όπως δείχνει το Σχ. 

1.1 (όπου φαίνεται και το φορτίο, έστω ZL , στο οποίο, όπως λέµε, τερµατίζεται η 

γραµµή). Οι συναρτήσεις V(z) και I(z) είναι µιγαδικές και αντιπροσωπεύουν τους 

φασιθέτες (phasors) τάσης και ρεύµατος. Αυτό σηµαίνει ότι σε όλα όσα ακολουθούν 

αναφερόµαστε στη συµπεριφορά γραµµής που µεταφέρει ηµιτονοειδή σήµατα, από τα 

οποία µπορεί µε υπέρθεση, όπως είναι γνωστό από την ανάλυση Fourier, να συντεθεί και 

κάθε άλλο σήµα. 

1.1.2. Το µοντέλο γραµµής µεταφοράς µε κατανεµηµένες παραµέτρους 

Για να µελετήσουµε τη γραµµή µεταφοράς χρησιµοποιούµε ένα µοντέλο που περιγράφει 

τη συµπεριφορά της τάσης και του ρεύµατος σε αυτή µε τη βοήθεια ισοδύναµων 

κυκλωµάτων, τα οποία όµως αναφέρονται σε «µικροσκοπικό» επίπεδο, δηλ. σε 

οποιοδήποτε στοιχειώδες (απειροστού µήκους) τµήµα της γραµµής. Το µοντέλο αυτό 

βασίζεται στις λεγόµενες κατανεµηµένες παραµέτρους της γραµµής, οι οποίες 

περιγράφουν τη συµπεριφορά οποιουδήποτε στοιχειώδους τµήµατος αυτής. Αυτό διότι τα 

κυµατικά φαινόµενα πάνω στη γραµµή λαµβάνουν χώρα πάνω σε ολόκληρο το µήκος 

αυτής, µε συνεχή µεταβολή, και κατά συνέπεια δεν είναι δυνατόν να περιγραφούν 

επακριβώς από κάποιο απλούστερο µοντέλο το οποίο θα χρησιµοποιούσε συγκεντρωµένα 

στοιχεία σε ορισµένες θέσεις της γραµµής. (Συγκεντρωµένα στοιχεία, σε αντιδιαστολή µε 

τα κατανεµηµένα, λέγονται τα γνωστά ως τώρα στοιχεία κυκλωµάτων τα οποία έχουν 

 

ZL

z 

+

–

V(z) 

I(z) 

– I(z) 

Σχ. 1.1: Τάση και ρεύµα σε γραµµή 
µεταφοράς 
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ακροδέκτες – δύο ή περισσότερους – και συνδέονται σε ένα ορισµένο σηµείο του 

κυκλώµατος.) Με άλλα λόγια, για να µελετήσουµε τα κύµατα στη γραµµή θα µελετήσουµε 

τις µεταβολές που συµβαίνουν πάνω σε κάθε στοιχειώδες τµήµα αυτής*. 

Πιο συγκεκριµένα, οι κατανεµηµένες παράµετροι γραµµής µεταφοράς είναι στην πιο 

γενική περίπτωση οι ακόλουθες 

R: αντίσταση ανά µονάδα µήκους (σε Ω/m) 

G: αγωγιµότητα ανά µονάδα µήκους (σε Ω–1/m) 

L: αυτεπαγωγή ανά µονάδα µήκους (σε H/m) 

C: χωρητικότητα ανά µονάδα µήκους (σε F/m) 

Παρατηρούµε ότι οι τιµές των τεσσάρων αυτών παραµέτρων εκφράζονται ανά µονάδα 

µήκους πράγµα που οφείλεται στον κατανεµηµένο χαρακτήρα τους. Οι παράµετροι αυτές 

είναι συντελεστές που αν πολλαπλασιαστούν επί το µήκος ενός τµήµατος της γραµµής θα 

δώσουν την τιµή αντίστασης, αγωγιµότητας, αυτεπαγωγής και χωρητικότητας που 

αντιστοιχεί στο συγκεκριµένο τµήµα. (Αυτό ισχύει µε ακρίβεια για στοιχειώδη τµήµατα.) 

Αν λοιπόν θεωρήσουµε ένα στοιχειώδες τµήµα της γραµµής µήκους ∆z, αυτό θα 

χαρακτηρίζεται από αντίσταση, αγωγιµότητα, αυτεπαγωγή και χωρητικότητα R∆z, G∆z, 

L∆z και C∆z αντίστοιχα. (Προσοχή χρειάζεται ο συµβολισµός ώστε τα σύµβολα R, G, L 

και C να µην συγχέονται µε τα αντίστοιχα κυκλωµατικά µεγέθη για τα οποία 

χρησιµοποιούµε τα R∆z, G∆z, L∆z και C∆z). Η φυσική ερµηνεία των κατανεµηµένων 

παραµέτρων είναι ότι η R αντιστοιχεί στην ωµική αντίσταση των αγωγών της γραµµής, η 

G αντιστοιχεί στην αγωγιµότητα που µπορεί να έχει το διηλεκτρικό (µονωτικό) υλικό 

µεταξύ των αγωγών, η L στην αυτεπαγωγή ενός τµήµατος της γραµµής λόγω του 

µαγνητικού πεδίου που δηµιουργούν οι δύο αγωγοί στον χώρο µεταξύ τους και η C στην 

χωρητικότητα που εµφανίζουν οι δύο αγωγοί ενός τµήµατος της γραµµής αν θεωρηθούν 

ως οπλισµοί ενός πυκνωτή. 

Με βάση τις εν λόγω παραµέτρους, η συµπεριφορά κάθε στοιχειώδους τµήµατος της 

γραµµής περιγράφεται από το µοντέλο (ισοδύναµο κύκλωµα) που φαίνεται στο ακόλουθο 

σχήµα. 

                                                 
* Αυτή είναι η κυκλωµατική θεωρία των γραµµών µεταφοράς, η οποία είναι µια απλοποιητική 

προσέγγιση που βασίζεται σε παραδοχές (για να διευκολυνθεί η µελέτη). Η αυστηρή θεωρία των γραµµών 

µεταφοράς είναι η ηλεκτροµαγνητική θεωρία, η οποία εξετάζει τα Η/Μ κύµατα που αναπτύσσονται γύρω 

από τους αγωγούς της γραµµής µε βάση τους νόµους του Maxwell και αποδεικνύει όλες τις σχετικές 

ιδιότητες χωρίς την ανάγκη παραδοχών. Η θωρία αυτή ξεφεύγει από τους σκοπούς του παρόντος, 

σηµειώνουµε όµως ότι επιβεβαιώνει τα συµπεράσµατα της κυκλωµατικής θεωρίας. 
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+ 

∆z 
– 

C∆z G∆z 
V(z) 

I(z) L∆zR∆z 

∆V

– +
I(z+∆z)

+

–

V(z+∆z)
C∆zG∆z

L∆z R∆z

. . . . . . 

ΠΗΓΗ ΦΟΡΤΙΟ

∆I

 
Σχ. 1.2: Μοντέλο γραµµής µεταφοράς µε κατανεµηµένες παραµέτρους 

Στο Σχ. 1.2 υπονοείται ότι το µοντέλο του στοιχειώδους τµήµατος ∆z επαναλαµβάνεται 

απεριόριστα τόσο προς την κατεύθυνση της πηγής (κατά σύµβαση προς τα αριστερά) όσο 

και προς την κατεύθυνση του φορτίου (τερµατισµού) της γραµµής (προς τα δεξιά). Αρκεί 

όµως να µελετηθεί ένα στοιχειώδες τµήµα θέτοντας το µήκος του ∆z → 0. 

Από τους νόµους Kirchhoff στο ισοδύναµο κύκλωµα, µε τις πολικότητες και φορές 

αναφοράς που φαίνονται στο Σχ. 1.2, γίνεται προφανές ότι ισχύει 

( ) ( )zVzzVV −∆+=∆   ,  ( ) ( )zIzzII −∆+=∆  

Εφαρµόζοντας τις γνωστές θεµελιώδεις σχέσεις των κυκλωµατικών στοιχείων παίρνουµε 

( ) ( )
( ) ( )




∆+∆ω+∆−=∆
∆ω+∆−=∆

zzVzCjzGI
zIzLjzRV

 

Στο όριο ∆z → 0 προκύπτουν οι 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )









βω+−=

αω+−=

)1.1.1(zVCjG
dz

zdI

)1.1.1(zILjR
dz

zdV

 

οι οποίες είναι οι διαφορικές εξισώσεις (∆.Ε.) της γραµµής. Οι λύσεις αυτών των ∆.Ε. 

παρέχουν την πληροφορία για όλα τα φαινόµενα που θα εξετάσουµε σε σχέση µε τη 

γραµµή µεταφοράς. Οι παραπάνω ∆.Ε. αποτελούν ένα σύστηµα συζευγµένων γραµµικών 

διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης. Συζευγµένες σηµαίνει ότι υπάρχει αλληλεξάρτηση 

µεταξύ των δύο αγνώστων συναρτήσεων V(z) και I(z). Προκειµένου να διευκολυνθεί η 

λύση του συστήµατος παραγωγίζουµε καθεµιά από αυτές µία φορά ακόµα και 

συνδυάζουµε τις παραγώγους, δηλ. στην παράγωγο της (1.1α) αντικαθιστούµε την dI/dz 

από την (1.1β) και αντίστοιχα στην παράγωγο της (1.1β) αντικαθιστούµε την dV/dz από 
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την (1.1α). Με τον τρόπο αυτό προκύπτουν οι ακόλουθες ∆.Ε. δεύτερης τάξης της 

γραµµής: 

( ) ( )

( ) ( )











βγ=

αγ=

)2.1.1(zI
dz

zId

)2.1.1(zV
dz

zVd

2
2

2

2
2

2

 

όπου 

( )( ) β+α=ω+ω+=γ jCjGLjR     (1.1.3) 

Το «τέχνασµα» της δεύτερης παραγώγισης που χρησιµοποιήσαµε οδήγησε στην 

αποσύζευξη των δύο εξισώσεων, δηλ. καθεµία από τις (1.1.2α-β) εξαρτάται από µία µόνο 

άγνωστη συνάρτηση V(z) ή I(z). Η παράµετρος γ (που προέκυψε κατά τη διαδικασία της 

δεύτερης παραγώγισης) λέγεται µιγαδική σταθερά διάδοσης της γραµµής. Στη γενική 

περίπτωση έχει πραγµατικό µέρος α που ονοµάζεται συντελεστής απόσβεσης πλάτους* 

(και είναι µη αρνητικό**, α ≥ 0) και φανταστικό µέρος β που ονοµάζεται σταθερά 

διάδοσης της γραµµής. Και τα δύο εξαρτώνται εν γένει από τη συχνότητα ω. Εξετάζοντας 

τις διαστάσεις των φυσικών µεγεθών που υπεισέρχονται στην (1.1.3) προκύπτει σε πρώτη 

προσέγγιση ότι οι παράµετροι α και β έχουν διαστάσεις αντίστροφου µήκους (m–1), ενώ το 

ίδιο προκύπτει και από τις (1.1.2), αργότερα όµως θα δούµε τις συγκεκριµένες µονάδες 

που χρησιµοποιούνται για τις παραµέτρους αυτές. 

1.1.3. Οι θεµελιώδεις εξισώσεις της γραµµής µεταφοράς 

Οι ∆.Ε. (1.2α-β) ανήκουν στην απλούστερη κατηγορία διαφορικών εξισώσεων, που είναι 

οι γραµµικές ∆.Ε. µε σταθερούς συντελεστές. Όπως είναι γνωστό από τα µαθηµατικά, η 

γενική λύση µιας τέτοιας ∆.Ε. δίνεται ως γραµµικός συνδυασµός εκθετικών συναρτήσεων, 

καθεµιά από τις οποίες έχει στον εκθέτη από µία ρίζα του λεγόµενου χαρακτηριστικού 

πολυωνύµου. Στην περίπτωσή µας (όπου το χαρακτηριστικό πολυώνυµο έχει τις δύο ρίζες 

±γ) η γενική λύση των ∆.Ε. (1.1.2α-β) έχει τη µορφή 

                                                 
* Ονοµάζεται έτσι επειδή υπάρχει και ο συντελεστής απόσβεσης ισχύος στον οποίο θα αναφερθούµε 

αργότερα. Λέγεται επίσης συντελεστής απόσβεσης τάσης, για τον ίδιο λόγο. Συχνά όµως χρησιµοποιείται 

απλώς ο όρος «συντελεστής απόσβεσης» διότι, όπως θα δούµε, από τη µονάδα που χρησιµοποιούµε γίνεται 

αµέσως εµφανές για ποιον συντελεστή πρόκειται. 
** Αυτό στην πραγµατικότητα σηµαίνει ότι ορίζουµε την τετραγωνική ρίζα µιγαδικού στην (1.1.3) κατά 

τέτοιο τρόπο ώστε να ισχύει α ≥ 0. 
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( )
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όπου, σύµφωνα µε τη γενική θεωρία των ∆.Ε., οι σταθερές Vπ , Vα  και Iπ , Iα είναι κάποιοι 

συντελεστές που προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Είναι πολύ εύκολο µε 

αντικατάσταση να επιβεβαιωθεί ότι οι παραπάνω σχέσεις ικανοποιούν τις (1.1.2α) και 

(1.1.2β) αντίστοιχα. Όµως στην περίπτωσή µας πρέπει να λάβουµε υπόψη ότι αυτό που 

πραγµατικά ζητούµε είναι η γενική λύση των (1.1.1α-β), διότι οι (1.1.2α-β) είναι απλώς 

µια «βοηθητική µορφή». Με άλλα λόγια: οι λύσεις των (1.1.1α-β) είναι και λύσεις των 

(1.1.2α-β), αλλά όλες οι λύσεις των (1.1.2α-β) δεν είναι αναγκαστικά και λύσεις των 

(1.1.1α-β). Για να βρούµε τη γενική λύση των (1.1.1α-β) παίρνουµε τις (1.1.4α-β), τις 

εισάγουµε στις (1.1.1α-β) και εξετάζουµε αν αυτές ικανοποιούνται. Μετά από πράξεις (οι 

οποίες αφήνονται ως άσκηση στον αναγνώστη) προκύπτει ότι για να ικανοποιούνται οι 

(1.1.1α-β) πρέπει οι Iπ , Iα να µην είναι ανεξάρτητες αλλά να εξαρτώνται από τις Vπ , Vα  

ως εξής 

00 Z
VI,

Z
VI α

α
π

π −==  

Κατά συνέπεια, η ζητούµενη γενική λύση των (1.1α-β) είναι 

( )

( )
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όπου 

CjG
LjRZ0 ω+

ω+
=      (1.1.6) 

Η παράµετρος Ζ0 λέγεται χαρακτηριστική αντίσταση της γραµµής µεταφοράς και 

µετράται σε Ω (δηλ. έχει πραγµατικά διαστάσεις αντίστασης), όπως φαίνεται από την 

(1.1.6). Η φυσική σηµασία της θα γίνει εµφανής στα επόµενα. Σε κάθε περίπτωση πρέπει 

να τονίσουµε ότι αυτή δεν είναι η ωµική αντίσταση των αγωγών της γραµµής. 

Σηµειώνουµε ότι η τιµή της Ζ0 θεωρητικά µπορεί να είναι µιγαδική, στην πράξη όµως, 

όπως θα δούµε αργότερα, είναι πραγµατική σε όλες τις γραµµές που χρησιµοποιούνται.Οι 

(1.1.5α-β) είναι οι θεµελιώδεις εξισώσεις της γραµµής µεταφοράς, υπό την έννοια ότι από 

αυτές προκύπτουν όλες οι ιδιότητες που θα εξετάσουµε στο υπόλοιπο αυτού του 

κεφαλαίου. 
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1.1.4. Η µορφή των κυµάτων στη γραµµή 

Οι εξισώσεις (1.1.5α-β) περιέχουν δύο κύµατα η καθεµία, τα οποία είναι οδεύοντα και 

συγχρόνως εκθετικά φθίνοντα (αποσβεννύµενα). Ο πρώτος όρος e–αz e–jβz εκφράζει κύµα 

το οποίο οδεύει και αποσβένεται προς τα δεξιά, δηλ. προς τα αυξανόµενα z, δηλ. (κατά τη 

σύµβαση του Σχ. 1.2) από την πηγή προς το φορτίο, και για το λόγο αυτό αποκαλείται 

προσπίπτον κύµα. Ειδικότερα ο παράγοντας e–jβz εκφράζει τη διάδοση του κύµατος προς 

τα δεξιά, όπως ακριβώς είδαµε στην παρ. 0.6 της Εισαγωγής για ένα επίπεδο κύµα (η µόνη 

διαφορά είναι ότι η σταθερά διάδοσης β παίζει εδώ τον ρόλο που έπαιζε εκεί ο κυµατικός 

αριθµός k). Ο παράγοντας e–αz εκφράζει την εκθετική απόσβεση καθώς το κύµα οδεύει 

προς τα δεξιά. Αντίστοιχα ο δεύτερος όρος eαz ejβz εκφράζει κύµα το οποίο οδεύει και 

αποσβένεται προς τα αριστερά, δηλ. προς την πηγή, και άρα είναι το ανακλώµενο κύµα. Οι 

συντελεστές Vπ και Vα  είναι τα µιγαδικά πλάτη των κυµάτων αυτών. 

Η σταθερά διάδοσης β, όπως ακριβώς και ο κυµατικός αριθµός k στην παρ. 0.6 της 

Εισαγωγής, συνδέεται µε το µήκος κυµατος λ των κυµάτων στη γραµµή µε τη σχέση 

λ
π

=β
2      (1.1.7) 

Από αυτή φαίνεται η φυσική σηµασία της σταθεράς διάδοσης, που είναι ο ρυθµός 

µεταβολής της φάσης ανά µονάδα µήκους, διότι όταν το κύµα προχωρεί κατά µήκος λ η 

φάση µεταβάλλεται κατά 2π rad (µεταβολή φάσης κατά 2π rad αντιστοιχεί σε µήκος λ). Η 

(1.1.7) δείχνει επίσης ότι η µονάδα µέτρησης της σταθεράς διάδοσης β είναι το rad/m. 

Από την σταθερά διάδοσης προκύπτει η ταχύτητα φάσης του κύµατος στη γραµµή, όπως 

ακριβώς και στην παρ. 0.6 της Εισαγωγής (το k  αντιστοιχεί µε την σταθερά διάδοσης β) 

β
ω

=υp      (1.1.8) 

Σηµειώνουµε ότι η ηλεκτροµαγνητική θεωρία των γραµµών µεταφοράς αποδεικνύει τον 

ακόλουθο γενικό κανόνα: Η ταχύτητα φάσης σε µια γραµµή µεταφοράς δύο αγωγών είναι 

η ίδια µε την ταχύτητα φάσης των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στο υλικό που περιβάλλει 

τη γραµµή. ∆ηλ. αν το διηλεκτρικό (µονωτικό) περίβληµα της γραµµής αποτελείται από 

υλικό µε διηλεκτρική επιτρεπτότητα ε και µαγνητική διαπερατότητα µ, τότε η ταχύτητα 

φάσης των κυµάτων στη γραµµή δίνεται από τη γενική σχέση της παρ. 0.6 για 

ηλεκτροµαγνητικά κύµατα στο υλικό αυτό 

µε
=υ

1
p      (1.1.9) 

Η σταθερά α λέγεται (όπως προαναφέρθηκε) συντελεστής απόσβεσης πλάτους και 

εκφράζει τον ρυθµό απόσβεσης (δηλ. τον ρυθµό µείωσης) του πλάτους του κύµατος ανά 
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µονάδα µήκους. Παρατηρούµε ότι αυτή είναι µια λογαριθµική σταθερά, διότι όπως 

φαίνεται από τις (1.1.5α-β) η απόσβεση του κύµατος ακολουθεί εκθετικό νόµο (όπως και 

πολλά άλλα µεγέθη στη φύση) σε σχέση µε την απόσταση. Με άλλα λόγια, αν σε µια 

ορισµένη απόσταση που διανύει το κύµα το πλάτος του µειώνεται κατά Χ, τότε αν η 

απόσταση διπλασιασθεί το πλάτος του κύµατος θα µειωθεί κατά Χ2 , αν τριπλασιασθεί θα 

µειωθεί κατά Χ3 , κ.οκ. Αυτό σηµαίνει ότι ο συντελεστής απόσβεσης σχετίζεται µε τον 

λογάριθµο του πλάτους του κύµατος. Για να γίνει κατανοητό αυτό, ας συγκεντρώσουµε 

την προσοχή µας µόνο στο προσπίπτον κύµα που οδεύει προς τα δεξιά, θεωρώντας προς 

στιγµήν ότι δεν υπάρχει ανακλώµενο κύµα. Στην περίπτωση αυτή θα είναι 

( ) zjzeeVzV β−α−
π= , οπότε το «τοπικό πλάτος» του κύµατος σε µια τυχούσα θέση z θα 

είναι ( ) zeVzV α−
π= . Έστω λοιπόν δύο διαφορετικές θέσεις z1 και z2 πάνω στη γραµµή, 

µε z1 < z2 (δηλ. η z2 είναι µετά την z1). Τότε το κύµα καθώς προχωρεί από την z1 προς την 

z2 θα υποστεί µείωση του πλάτους του ως εξής: 

( ) 1z
1 eVzV α−

π=  

( ) 2z
2 eVzV α−

π=  

όπου είναι εµφανές ότι ( ) ( )12 zVzV <  (πράγµα αναµενόµενο αφού η θέση z2 είναι µετά 

την z1). ∆ιαιρώντας κατά µέλη και λογαριθµίζοντας παίρνουµε 

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
12

12

12

12zz

1

2

zz
zVlnzVln

zz
zVzVln

e
zV
zV

12

−
−

−=α⇔
−

−=α⇔= −α−      (1.1.10) 

Με άλλα λόγια, ο συντελεστής απόσβεσης πλάτους α εκφράζει τον ρυθµό µεταβολής του 

λογαρίθµου του πλάτους του κύµατος ανά µονάδα µήκους. Επειδή έχουµε λάβει τον 

φυσικό (ή νεπέρειο) λογάριθµο, η µεταβολή του λογαρίθµου αυτού µετράται µε τη 

«µονάδα» Νέπερ (συµβολίζεται Np). Χρησιµοποιούµε εισαγωγικά διότι ο λογάριθµος 

είναι αδιάστατο µέγεθος (καθαρός αριθµός: είναι κάτι αντίστοιχο µε τη µονάδα rad που 

χρησιµοποιούµε για τη γωνία, η οποία είναι επίσης καθαρός αριθµός). Η φυσική σηµασία 

του Np µπορεί να διατυπωθεί ως εξής: Λέµε ότι µια ποσότητα (π.χ. το πλάτος του 

κύµατος) µειώνεται (ή αυξάνεται) κατά 1 Np όταν ο νεπέρειος λογάριθµος* αυτής 

                                                 
* Κατά αντίστοιχο τρόπο, αν χρησιµοποιήσουµε δεκαδικούς λογαρίθµους, η µονάδα µεταβολής του 

δεκαδικού λογαρίθµου είναι το Bel (Β) και εκφράζει µείωση ή αύξηση της ποσότητας κατά τον συντελεστή 

10. ∆ηλ. µείωση κατά 1 B σηµαίνει ότι η ποσότητα που µας ενδιαφέρει έχει διαιρεθεί µε 10. Υποδιαίρεση 

του Bel είναι το decibel (dB) το οποίο (σύµφωνα µε τη γνωστή έννοια του προθέµατος deci-) ισούται µε 1/10 

του Bel. Άρα µείωση κατά 1 dB σηµαίνει ότι η ποσότητα έχει διαιρεθεί µε 101/10 . Η χρησιµότητα του dB για 

πάρα πολλές ηλεκτρονικές µετρήσεις είναι γνωστή. 



Σηµειώσεις Μικροκυµάτων – Κεραιών – Ραδιοζεύξεων Χρ. Βαζούρας 

 33

µειώνεται (ή αυξάνεται) κατά 1, δηλ. όταν η ποσότητα αυτή µειώνεται (ή αυξάνεται) κατά 

τον παράγοντα e = 2,718… Εποµένως, αν η ποσότητα αυτή έχει µειωθεί κατά 1 Np αυτό 

σηµαίνει ότι έχει διαιρεθεί µε e, αν έχει µειωθεί κατά 2 Np αυτό σηµαίνει ότι έχει διαιρεθεί 

µε e2 κ.ο.κ. Αντίστοιχα αν έχει αυξηθεί κατά 1 Np σηµαίνει ότι έχει πολλαπλασιασθεί µε e, 

αν έχει αυξηθεί κατά 2 Np έχει πολλαπλασιασθεί µε e2 κ.ο.κ. Κατά συνέπεια, ο αριθµητής 

της (1.1.10) εκφράζεται σε Np και ο παρονοµαστής προφανώς σε m. Αυτό σηµαίνει ότι η 

µονάδα  του συντελεστή απόσβεσης πλάτους είναι το Np/m. Με άλλα λόγια: σε µια 

γραµµή µεταφοράς µε συντελεστή απόσβεσης πλάτους 1 Np/m το πλάτος του κύµατος 

διαιρείται µε 2,718… κάθε φορά που το κύµα διανύει 1 m. 

Ο αναγνώστης καλείται να απαντήσει στο ακόλουθο ερώτηµα: πως εφαρµόζονται οι 

παραπάνω επεξηγήσεις ως προς τον δεύτερο όρο eαz ejβz των (1.1.5α-β); Ειδικότερα, γιατί 

λέµε ότι ο όρος αυτός εκφράζει κύµα το οποίο οδεύει και αποσβένεται προς τα αριστερά 

ενώ ο παράγοντας eαz εκ πρώτης όψεως φαίνεται να σηµαίνει εκθετική αύξηση; Εξηγήστε! 

Η απάντηση στο ερώτηµα θα διευκολυνθεί αν παρατηρήσουµε ένα στιγµιότυπο των 

κυµάτων στη γραµµή, δηλ. την εικόνα του προσπίπτοντος και του ανακλώµενου κύµατος 

σε κάποια τυχούσα χρονική στιγµή, έστω t0. Για το σκοπό αυτό, υπολογίζουµε τη 

στιγµιαία τιµή της τάσης V στη γραµµή µε βάση την (1.1.5α). Σύµφωνα µε τον 

συµβολισµό που έχει υιοθετηθεί ήδη στην Εισαγωγή (βλ. την παρ. 0.4 σχετικά µε τους 

phasors), ο phasor της τάσης σε κάθε θέση z της γραµµής συµβολίζεται µε V(z), ενώ η 

στιγµιαία τιµή αυτής σε κάθε θέση z και για κάθε χρονική στιγµή t συµβολίζεται µε V(z,t). 

Από τον ορισµό του phasor (βλ. την Εισαγωγή), η στιγµιαία τιµή τάσης που αντιστοιχεί 

στην V(z) της (1.1.5α) δίνεται από 

( ) ( )[ ] ( ) ( )




 +==

β+ωα
α

β−ωα−
π

ω ztjzztjztj eeVeeVReezVRet,zV  

Η σταθερά Vπ του προσπίπτοντος κύµατος µπορεί να γραφεί στην πολική µορφή 

( )πππ ϕ= jexpVV . Η σταθερά Vα του ανακλώµενου κύµατος συνδέεται µε την Vπ , όπως 

θα δούµε σε λίγο, µέσω του συντελεστή ανάκλασης ρL , ο οποίος µπορεί επίσης να γραφεί 

σε πολική µορφή. ∆ηλ. ισχύει  πα ρ= VV L  και  ( )LLL jexp ϕρ=ρ . Χρησιµοποιώντας 

αυτά, η έκφραση για την στιγµιαία τιµή της τάσης γράφεται 

( ) ( ) ( )



 ϕ+ϕ+β+ωρ+ϕ+β−ω= π

α
π

α−
π L

z
L

z ztcoseztcoseVt,zV     (1.1.11) 

Η στιγµιαία τιµή του ρεύµατος υπολογίζεται µε εντελώς αντίστοιχη διαδικασία. 

Θέτοντας στην (1.1.11) οποιαδήποτε χρονική στιγµή t = t0 προκύπτει το αντίστοιχο 

στιγµιότυπο του κύµατος τάσης, το οποίο απεικονίζεται στο σχήµα που ακολουθεί. 
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προσπίπτον ανακλώµενο λz = – L 

z = 0

zeV α−
π

z
L eV α

πρ

z 

( )πα
π ϕ+β+ω LtcoseV 0

L  
( )L0L tcosV ϕ+ϕ+ωρ ππ

 
Σχ. 1.3: Μορφή του κύµατος τάσης σε κάποια τυχούσα χρονική στιγµή 

Στο Σχ. 1.3 φαίνονται το προσπίπτον και το ανακλώµενο κύµα, καθώς και η εκθετική 

καµπύλη που «περιβάλλει»* καθένα από αυτά και δείχνει τον ρυθµό απόσβεσης αυτών. 

Είναι εµφανές ότι το προσπίπτον κύµα οδεύει (διαδίδεται) από την πηγή προς το φορτίο 

(τον τερµατισµό), δηλ. τόσο η φάση όσο και το πλάτος του µειώνεται καθώς αυξάνει το z 

(µε άλλα λόγια καθώς αυξάνει η απόσταση από την πηγή). Το ανακλώµενο κύµα 

διαδίδεται αντίστροφα, από τον τερµατισµό προς την πηγή, και η φάση και το πλάτος του 

µειώνονται καθώς αυξάνει η απόσταση από τον τερµατισµό (δηλ. καθώς µικραίνει το z). 

Σηµειώνουµε ότι το Σχ. 1.3 έχει σχεδιασθεί µε την 

σύµβαση ότι ο τερµατισµός της γραµµής βρίσκεται 

στη θέση z = 0, οπότε οποιοδήποτε άλλο σηµείο 

της γραµµής προσδιορίζεται από την απόστασή 

του από τον τερµατισµό, έστω l , και για την 

συντεταγµένη z αυτού ισχύει l−=z . Η σύµβαση 

αυτή απλοποιεί κάπως τους τύπους και θα 

υιοθετηθεί στο υπόλοιπο του παρόντος κεφαλαίου. 

 

1.2. ΤΑ ΚΥΡΙΟΤΕΡΑ ΜΕΓΕΘΗ ΓΡΑΜΜΗΣ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ 

1.2.1. Συντελεστής ανάκλασης – Προσαρµογή 

Ο συντελεστής ανάκλασης ρL σε γραµµή µεταφοράς ορίζεται ως ο λόγος των phasors 

ανακλώµενου και προσπίπτοντος κύµατος σε κάποιο σηµείο της γραµµής. Προφανώς στη 
                                                 

* Στη θεωρία διαµόρφωσης η καµπύλη αυτή λέγεται περιβάλλουσα του κύµατος. 

 

ZL

z 

z = – l  

Σχ. 1.4: Η σύµβαση για τη θέση 
τερµατισµού

z = 0

l
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γενική περίπτωση είναι µιγαδικός αριθµός. Όπως προαναφέρθηκε, υιοθετούµε τη σύµβαση 

ότι η θέση z = 0 είναι η θέση του τερµατισµού της γραµµής, οπότε σε απόσταση l  από 

αυτόν ο συντελεστής ανάκλασης είναι 

( ) ( )
( ) ( )ll

l

γ−=
γ−
γ

=ρ
π

α

−=π

α 2exp
V
V

zexpV
zexpV

z
   (1.2.1) 

 Ειδικότερα ο συντελεστής ανάκλασης στον τερµατισµό συµβολίζεται µε ρL και ορίζεται 

από την 

( )
π

α=ρ=ρ
V
V0L      (1.2.2) 

οπότε η (1.2.1) γράφεται 

( ) ( ) ( ) ( )llll β−α−ρ=γ−ρ=ρ 2jexp2exp2exp LL    (1.2.3) 

Έτσι ο (γενικότερος) συντελεστής ανάκλασης σε οποιοδήποτε σηµείο της γραµµής 

προκύπτει εύκολα από τον συντελεστή ανάκλασης στον τερµατισµό, ο οποίος κατά 

συνέπεια είναι αυτός που κυρίως ενδιαφέρει. Για τον υπολογισµό του εφαρµόζουµε τον 

γενικευµένο νόµο του Ohm στη θέση τερµατισµού (z = 0) και έχουµε 

( )
( )

( )
( ) L

L
000

00
0z

L 1
1Z

V
V1

V
V1

Z
VV
VVZ

Z
V

Z
V

VV
0I
0V

zI
zVZ

ρ−
ρ+

=
−

+
=

−
+

=
−

+
===

π

α

π

α

απ

απ

απ

απ

=

 

όπου για το τελευταίο βήµα χρησιµοποιήθηκε ο ορισµός (1.2.2). Επιλύοντας ως προς ρL 

παίρνουµε: 

0L

0L
L ZZ

ZZ
+
−

=ρ      (1.2.4) 

Η (1.2.4) είναι µια βασική σχέση που δίνει τον συντελεστή ανάκλασης στον τερµατισµό 

από την χαρακτηριστική αντίσταση της γραµµής και την αντίσταση τερµατισµού. Από 

αυτή παρατηρούµε ότι ο συντελεστής ανάκλασης, και άρα το ανακλώµενο κύµα στη 

γραµµή, µηδενίζεται όταν 

0L ZZ =      (1.2.5) 

Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι έχουµε προσαρµογή του φορτίου στη γραµµή (οπότε το 

φορτίο αυτό ονοµάζεται προσαρµοσµένο), πράγµα ιδιαίτερα επιθυµητό διότι µεγιστοποιεί 

την ισχύ που µεταφέρεται από την πηγή προς το φορτίο. Στην αντίθετη περίπτωση µη 

ύπαρξης προσαρµογής (ή, όπως λέγεται συχνά, κακής προσαρµογής), υπάρχει 

ανακλώµενο κύµα το οποίο µεταφέρει µέρος της ισχύος προς τα πίσω µε αποτέλεσµα 

µείωση της ωφέλιµης ισχύος στο φορτίο και ενδεχοµένως και άλλες παρενέργειες (όπως 

βλάβη της πηγής). Η (1.2.5) είναι η συνθήκη προσαρµογής και µε βάση αυτή µπορεί να 
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διατυπωθεί µια φυσική έννοια του µεγέθους της χαρακτηριστικής αντίστασης γραµµής 

µεταφοράς ως εξής: Η χαρακτηριστική αντίσταση εκφράζει την αντίσταση στην οποία 

πρέπει να τερµατισθεί η γραµµή ώστε να µην υπάρχουν ανακλάσεις. 

Σηµειώνουµε ότι µε τη βοήθεια του συντελεστή ανάκλασης οι θεµελιώδεις εξισώσεις της 

γραµµής µπορούν να ξαναγραφούν στη µορφή 

( ) [ ] [ ]

( ) [ ] [ ]











βρ−=ρ−=

αρ+=ρ+=

βαβ−α−πγ+γ−π

βαβ−α−
π

γ+γ−
π

)6.2.1(eeee
Z
Vee

Z
VzI

)6.2.1(eeeeVeeVzV

zjz
L

zjz

0

z
L

z

0

zjz
L

zjzz
L

z

 

1.2.2. Αντίσταση εισόδου 

Η αντίσταση εισόδου της γραµµής ( )linZ  σε κάποια απόσταση l  από τον τερµατισµό 

(δηλ. στη θέση l−=z , σύµφωνα µε τη σύµβαση που προαναφέρθηκε) ορίζεται ως η 

ισοδύναµη σύνθετη αντίσταση που «βλέπει» κανείς στο σηµείο αυτό παρατηρώντας προς 

την κατεύθυνση του τερµατισµού. Με άλλα λόγια είναι η αντίσταση εισόδου του τµήµατος 

της γραµµής από τη θέση αυτή µέχρι τον τερµατισµό. 

Από τον ορισµό της σύνθετης αντίστασης και χρησιµοποιώντας τις (1.2.6α-β) παίρνουµε 

( ) ( )
( ) ll

ll

l

l γ−γ

γ−γ

−= ρ−
ρ+

==
ee
eeZ

zI
zVZ

L

L
0

z
in    (1.2.7) 

Αντικαθιστώντας την (1.2.2) και εκτελώντας πράξεις στην (1.2.7) προκύπτει τελικά 

( ) ( )
( )l
l

l
γ+
γ+

=
tanhZZ
tanhZZZZ

L0

0L
0in     (1.2.8) 

όπου µε tanh() συµβολίζεται η συνάρτηση της υπερβολικής εφαπτοµένης. Υπενθυµίζουµε 

εδώ τις σχέσεις ορισµού των τριών συναρτήσεων της ίδιας «οικογένειας» (υπερβολικού 

ηµιτόνου, συνηµιτόνου και εφαπτοµένης) 

( )
2
eexsinh

xx −−
=    ,   ( )

2
eexcosh

xx −+
=    ,   ( ) ( )

( ) xx

xx

ee
ee

xcosh
xsinhxtanh −

−

+
−

==  

οι οποίες αντιστοιχούν µε αυτές που συνδέουν τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις µε 

εκθετικές. 

Στην (πολύ χρήσιµη) ειδική περίπτωση γραµµής µεταφοράς χωρίς απώλειες, ο 

συντελεστής απόσβεσης α είναι µηδέν, και εποµένως γ = jβ. Εύκολα παρατηρούµε τότε ότι 

( ) ( )ll β=β tanjjtanh , και κατά συνέπεια η (1.2.8) ανάγεται στην απλούστερη µορφή 

( ) ( )
( )l
l

l
β+
β+

=
tanjZZ
tanjZZZZ

L0

0L
0in     (1.2.9) 

η οποία θα φανεί πολύ χρήσιµη στα επόµενα. 
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1.2.3. Απόσβεση ισχύος 

Η (πραγµατική) ισχύς W που µεταφέρει η γραµµή σε κάποιο σηµείο αυτής σε απόσταση l  

από τον τερµατισµό ( l−=z , όπως στα προηγούµενα) δίνεται γενικά από τη γνωστή σχέση 

της θεωρίας κυκλωµάτων 

[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
l

l
−=

∗∗∗ =⇒=⇒=
z

zIzVRe
2
1WzIzVRe

2
1zWVIRe

2
1W     (1.2.10) 

Υπενθυµίζουµε ότι (κατά τα γνωστά) στην παραπάνω έχει προϋποτεθεί ότι οι phasors 

τάσης και ρεύµατος ορίζονται µε βάση τα πλάτη αυτών. Αν ορίζονται µε βάση τις ενεργές 

τιµές, τότε πρέπει να παραλειφθεί ο παράγοντας ½. 

Σε γενικές γραµµές, η ισχύς που εισέρχεται στη γραµµή µεταφοράς είναι η ισχύς που 

προσφέρει η πηγή (στην αρχή της γραµµής). Η ισχύς αυτή µπορεί να µειωθεί (προφανώς 

στη γραµµή δεν δηµιουργείται νέα ισχύς) είτε λόγω απόσβεσης, οπότε µέρος της 

καταναλώνεται πάνω στη γραµµή ως θερµότητα, είτε λόγω ανακλάσεων, οπότε µέρος της 

επιστρέφει πίσω προς την πηγή. Εδώ θα εξετάσουµε χωριστά την επίδραση της απόσβεσης 

και για το σκοπό αυτό θεωρούµε προς το παρόν ότι δεν υπάρχουν ανακλάσεις (ρL = 0). 

Αντικαθιστώντας τις V(z) και I(z) στην (1.2.10) από τις (1.1.5α-β) παίρνουµε 

( ) ( ) ( )[ ] z2

0

2
zjz

0

zjz e
Z2

V
ee

Z
VeeVRe

2
1zIzVRe

2
1zW α−πβα−

∗
πβ−α−

π
∗ =












==    (1.2.11) 

όπου παραλείφθηκε το συζυγές (*) για την χαρακτηριστική αντίσταση Z0 επειδή, όπως θα 

δούµε, η Z0 στην πράξη είναι πάντοτε πραγµατική. Μπορούµε µε τον ίδιο τρόπο να 

εκφράσουµε την ισχύ και σε συνάρτηση της απόστασης l  από τον τερµατισµό: 

( ) ( ) ( )[ ] llll απ∗ =−−= 2

0

2

e
Z2

V
IVRe

2
1W  

Οι σχέσεις αυτές δείχνουν ότι η ισχύς στη γραµµή είναι ανάλογη του τετραγώνου της 

τάσης και µειώνεται εκθετικά καθώς προχωρούµε προς το φορτίο (ή αυξάνεται εκθετικά 

καθώς προχωρούµε προς την πηγή, που είναι ακριβώς το ίδιο!). Ο συντελεστής που 

εκφράζει την εκθετική αυτή µείωση είναι ο συντελεστής απόσβεσης ισχύος αp ο οποίος, 

σύµφωνα µε την (1.2.11), είναι διπλάσιος από τον συντελεστή απόσβεσης πλάτους α 

( ) ( )zexp
Z2

V
zW p

0

2

α−= π  ,      όπου α=α 2p   (1.2.12) 

Εφόσον η παραπάνω σχέση εκφράζει την εκθετική απόσβεση χρησιµοποιώντας ως βάση 

το e, η µονάδα του συντελεστή αp θα είναι, όπως και του α, το Np/m. 

Σε κάποιες περιπτώσεις µπορεί να είναι προτιµότερο να γραφεί η (1.2.12) σε «σχετική» 

µορφή. Π.χ. µπορεί να µη γνωρίζουµε την σταθερά Vπ αλλά να γνωρίζουµε την ισχύ 
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εισόδου στη γραµµή σε κάποιο σηµείο, έστω z0 (θα µπορούσε να είναι η έξοδος της 

πηγής). Εφαρµόζοντας δύο φορές την (1.2.12) για z = z0 και z = z0 + ∆z, παίρνουµε 

( ) ( ) ( )zexpzWzzW p00 ∆α−=∆+    (1.2.13) 

Η (1.2.13) εκφράζει το ίδιο πράγµα µε την (1.2.11) και την (1.2.12), δηλ. ότι η ισχύς 

µειώνεται εκθετικά µε ρυθµό διπλάσιο από αυτόν της τάσης στη γραµµή. Ας εκτελέσουµε 

αλλαγή βάσης από e σε 10, χρησιµοποιώντας την προφανή σχέση: 
elog10e =  

Τότε η (1.2.13) οδηγεί στην 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) zelog
0

zelog
0

z
00

ppp 10zW10zWezWzzW ∆α−∆α−∆α− ===∆+      (1.2.14) 

Η έκφραση αυτή δηλώνει εκθετική µεταβολή µε βάση το 10, οπότε η λογαριθµική µονάδα 

που αντιστοιχεί σε αυτή τη µεταβολή (βλ. την υποσηµείωση της παρ. 1.1.4) είναι το 

λεγόµενο Bel (B). Στην πράξη χρησιµοποιείται το 1/10 του B που αποκαλείται decibel 

(dB) και προφανώς ισχύει 1 B = 10 dB, δηλ. αν µια ποσότητα σε B πολλαπλασιασθεί επί 

10, µετατρέπεται σε dB. Πολλαπλασιάζοντας και διαιρώντας τον εκθέτη της (1.2.14) µε 10 

παίρνουµε την τελική µορφή 

( ) ( ) 10zA
00

p10zWzzW ∆−=∆+     (1.2.15) 

όπου 

( ) ( ) α≅α≅α=α= 686,8343,4elog20elog10A ppp   (1.2.16) 

Ο συντελεστής Αp είναι ο συντελεστής απόσβεσης ισχύος της γραµµής σε µονάδες dB/m. 

Η σχέση (1.2.16) δίνει τους συντελεστές µετατροπής* που τον συνδέουν µε τον 

συντελεστή απόσβεσης ισχύος και τον συντελεστή απόσβεσης τάσης σε Np/m. 

1.2.4. Ανάκλαση ισχύος 

Εξετάζουµε τώρα τη µείωση της ισχύος αποκλειστικά λόγω ανακλάσεων (χωρίς να ληφθεί 

υπόψη η απόσβεση). Για το σκοπό αυτό θεωρούµε γραµµή µεταφοράς χωρίς απώλειες, 

δηλ. α = 0. Τότε γ = jβ και εφαρµόζοντας την (1.2.10) προκύπτει 

                                                 
* Μερικές φορές δηµιουργείται σύγχυση σχετικά µε το ποιος είναι ο σωστός συντελεστής µετατροπής 

από Np σε dB. Όπως δείχνει η (1.2.16), ο συντελεστής αυτός µε την αυστηρή έννοια είναι ο 4,343 διότι ένα 

µέγεθος (συντελεστή απόσβεσης τάσης) µετρηµένο σε Np/m το µετατρέπει στο ίδιο µέγεθος (συντελεστή 

απόσβεσης τάσης) µετρηµένο σε dB/m. Ο συντελεστής 8,686 µετατρέπει συντελεστή απόσβεσης τάσης 

µετρηµένο σε Np/m σε συντελεστή απόσβεσης ισχύος µετρηµένο σε dB/m. Ωστόσο ο συντελεστής 8,686 

είναι χρήσιµος διότι συνηθίζεται η απόσβεση τάσης να µετράται σε Np και η απόσβεση ισχύος να µετράται 

σε dB. Συµπέρασµα: για να πάρουµε τον σωστό συντελεστή πρέπει να προσέξουµε τι µετατρέπουµε σε τι. 
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όπου η Z0 θεωρείται πραγµατική όπως είναι πάντοτε στην πράξη (βλ. κατωτέρω.) Επειδή 

οι αριθµοί lβ−ρ 2j
Le  και lβρ 2j*

Le  είναι συζυγείς, η διαφορά τους είναι αριθµός καθαρά 

φανταστικός και άρα δεν επηρεάζει καθόλου το πραγµατικό µέρος. Εποµένως η παραπάνω 

σχέση γράφεται 

( ) ( )2
L

0

2

1
Z

V
2
1WW ρ−== πl     (1.2.17) 

Η (1.2.17) δίνει την ισχύ W που µεταφέρεται από τη γραµµή. Παρατηρούµε ότι η ισχύς σε 

γραµµή µεταφοράς χωρίς απώλειες παραµένει σταθερή σε όλο το µήκος της γραµµής 

(πράγµα αναµενόµενο αφού δεν υπάρχουν αποσβέσεις). Είναι προφανές ότι η ύπαρξη 

ανακλώµενου κύµατος µειώνει την ισχύ, και µάλιστα όσο µεγαλύτερο είναι αυτό (δηλ. όσο 

µεγαλύτερος ο συντελεστής ανάκλασης 2
Lρ ) τόσο µικρότερη είναι η ισχύς W που 

µεταδίδεται προς το φορτίο. Το ίδιο φυσικά ισχύει για τις ανακλάσεις και σε γραµµές 

µεταφοράς µε απώλειες, και µάλιστα η µείωση ισχύος λόγω ανακλάσεων µπορεί να είναι 

µεγαλύτερη από τη µείωση λόγω απωλειών (είναι όµως δυνατόν να αντιµετωπισθεί µε 

καλύτερη προσαρµογή του φορτίου, ενώ η απόσβεση όχι). 

Η φυσική ερµηνεία των δύο όρων της (1.2.17) είναι ότι ο πρώτος αντιπροσωπεύει την 

συνολική ισχύ που είναι «διαθέσιµη» από την πηγή (δηλ. την ισχύ που θα έδινε η πηγή σε 

ένα προσαρµοσµένο φορτίο χωρίς ανακλάσεις) και ο δεύτερος την ισχύ που «επιστρέφει» 

λόγω του ανακλώµενου κύµατος. Αν ονοµάσουµε την πρώτη «προσπίπτουσα» ισχύ Wπ 

και τη δεύτερη «ανακλώµενη»* ισχύ Wα  

0

2

Z2
V

W π
π =       ,      π

π
α ρ=ρ= W

Z2
V

W 2
L

0

2
2

L   (1.2.18) 

παρατηρούµε ότι ο λόγος της ανακλώµενης προς την προσπίπτουσα ισχύ ισούται µε 2
Lρ . 

                                                 
* Στην πράξη, µέσα στη γραµµή µεταφοράς δεν µπορεί να διαχωρισθεί η µία ισχύς από την άλλη, και 

αυτό που παρατηρούµε είναι η συνολική ισχύς (η διαφορά τους). Θα δούµε όµως στο εργαστήριο ότι ο 

διαχωρισµός γίνεται εν µέρει εφικτός µε το στοιχείο που ονοµάζεται κατευθυντικός ζεύκτης. 



Σηµειώσεις Μικροκυµάτων – Κεραιών – Ραδιοζεύξεων Χρ. Βαζούρας 

 40 

1.3. ΕΙ∆ΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ ΓΡΑΜΜΩΝ 

1.3.1. Γραµµή µεταφοράς χωρίς απώλειες 

Η περίπτωση γραµµής µεταφοράς χωρίς απώλειες (δηλ. χωρίς απώλειες ισχύος του 

κύµατος πάνω στη γραµµή, άρα και χωρίς απόσβεση) είναι βέβαια ιδανική. Στην πράξη 

όµως, αν και δεν εµφανίζεται ποτέ ακριβώς, µπορεί να εµφανισθεί κατά προσέγγιση. Είναι 

άλλωστε προφανές ότι η ελαχιστοποίηση των απωλειών αποτελεί µια από τις κυριότερες 

κατασκευαστικές επιδιώξεις, και οι περισσότερες γραµµές µεταφοράς εµφανίζουν 

πραγµατικά µικρές απώλειες (τουλάχιστον για λειτουργία σε όχι υπερβολικά υψηλές 

συχνότητες). Από την άλλη πλευρά, η παραδοχή γραµµής χωρίς απώλειες µας δίνει ένα 

µοντέλο που απλοποιεί αρκετά τους υπολογισµούς και διευκολύνει την εξαγωγή χρήσιµων 

συµπερασµάτων τα οποία ισχύουν µε καλή προσέγγιση στην πράξη και για γραµµές µε 

σχετικά µικρές απώλειες (παράδειγµα αποτελεί η µελέτη των στασίµων κυµάτων στα 

επόµενα). 

Για να µελετήσουµε την περίπτωση αυτή µε βάση το µοντέλο µε κατανεµηµένες 

παραµέτρους της παρ. 1.1.2, παρατηρούµε ότι στο µοντέλο αυτό (βλ. το ισοδύναµο 

κύκλωµα του Σχ. 1.2) οι απώλειες δηµιουργούνται από τα ωµικά στοιχεία R∆z και G∆z 

(και προφανώς όχι από τα άεργα L∆z και C∆z). Εποµένως γραµµή µεταφοράς χωρίς 

απώλειες είναι εκείνη στην οποία οι παράµετροι R και G είναι µηδενικές. 

Θέτοντας R = G = 0 στις εξισώσεις της γραµµής, από την (1.1.3) προκύπτει 

( )( ) LC,0LCjCjLj ω=β=α⇔ω=ωω=γ   (1.3.1) 

και από την (1.1.6) 

C
L

Cj
LjZ0 =

ω
ω

=      (1.3.2) 

Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής απόσβεσης τάσης είναι 0 (πράγµα αναµενόµενο, όπως 

ήδη παρατηρήθηκε) και η σταθερά διάδοσης είναι ανάλογη της συχνότητας. Από αυτή 

προκύπτει η ταχύτητα φάσης του κύµατος στη γραµµή σύµφωνα µε την (1.1.8) 

LC
1

p =
β
ω

=υ      (1.3.3) 

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτουν δύο αξιοσηµείωτες ιδιότητες των γραµµών 

µεταφοράς χωρίς απώλειες 

• η χαρακτηριστική αντίσταση είναι ωµική (καθαρά πραγµατική) 

• η ταχύτητα φάσης του κύµατος στη γραµµή είναι ανεξάρτητη από τη συχνότητα 

Από το γεγονός ότι η χαρακτηριστική αντίσταση είναι ωµική µπορούµε, µεταξύ άλλων, να 

συµπεράνουµε ότι τα προσπίπτοντα κύµατα τάσης και ρεύµατος είναι συµφασικά, ενώ τα 
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ανακλώµενα κύµατα τάσης και ρεύµατος έχουν διαφορά φάσης π (180°). Αυτό γίνεται 

εµφανές αν γράψουµε τις εκφράσεις που δίνουν τις στιγµιαίες τιµές τάσης και ρεύµατος 

( ) ( ) ( )[ ]LL ztcosztcosVt,zV ϕ+ϕ+β+ωρ+ϕ+β−ω= πππ  

( ) ( ) ( )[ ]LL
0

ztcosztcos
Z
V

t,zI ϕ+ϕ+β+ωρ−ϕ+β−ω= ππ
π  

όπου χρησιµοποιήσαµε (όπως και στα προηγούµενα) τις εκφράσεις σε πολική µορφή 

( )πππ ϕ= jexpVV  και ( )LLL jexp ϕρ=ρ . 

Τέλος, στην περίπτωση γραµµής µεταφοράς χωρίς απώλειες, η σχέση που δίνει την 

αντίσταση εισόδου απλοποιείται στην (1.2.9), όπως έχει ήδη αναφερθεί. 

1.3.2. Γραµµή µεταφοράς χωρίς παραµόρφωση 

Στα προηγούµενα υιοθετήθηκε η παραδοχή ότι η γραµµή µεταφοράς λειτουργεί σε µία και 

µοναδική συχνότητα (µονοχρωµατικά, όπως λέµε κατ’ αναλογία προς τον όρο της 

οπτικής). Στην πραγµατικότητα, όµως, το υψίσυχνο σήµα που διέρχεται από µια γραµµή 

µεταφοράς είναι σχεδόν πάντοτε διαµορφωµένο ώστε να µεταφέρει πληροφορία 

(αναλογική ή ψηφιακή). ∆ιαµόρφωση είναι η «ανάµιξη» του σήµατος πληροφορίας* (που 

λέγεται και σήµα βασικής ζώνης) µε ένα υψίσυχνο ηµιτονοειδές σήµα που λέγεται φέρον 

διότι ο ρόλος του είναι να µεταφέρει το σήµα πληροφορίας από τον ποµπό στον δέκτη. 

Από την «ανάµιξη» αυτή προκύπτει το διαµορφωµένο σήµα το οποίο τελικά µεταδίδεται 

(π.χ. διαµέσου της γραµµής). Στον δέκτη, µε την αντίστροφη διαδικασία (αποδιαµόρφωση) 

διαχωρίζεται το σήµα πληροφορίας από το φέρον (το οποίο απορρίπτεται, αφού 

εκπλήρωσε τον προορισµό του). Όπως αποδεικνύει η θεωρία διαµόρφωσης, το 

διαµορφωµένο σήµα είναι «µίγµα» πολλών συχνοτήτων, δηλ. περιέχει µια ολόκληρη 

περιοχή συχνοτήτων (το λεγόµενο φάσµα του). 

Ένα πολύ σηµαντικό ερώτηµα είναι: Πως επηρεάζεται το σήµα όταν διέλθει από κάποιο 

µέσο µετάδοσης, όπως είναι µια γραµµή µεταφοράς; ∆ηλ. αν το σήµα που εισέρχεται στη 

γραµµή είναι γνωστό, πως θα είναι το σήµα που εξέρχεται από το άλλο άκρο της γραµµής; 

Είναι βέβαια αναµενόµενο να παρουσιάζει εξασθένηση και χρονική καθυστέρηση ως προς 

το σήµα που εισήλθε (η πρώτη οφείλεται στην απόσβεση της γραµµής και η δεύτερη στον 

χρόνο που χρειάζεται το σήµα για να διανύσει το µήκος της γραµµής). Αν όµως έχει 

µεταβληθεί και η µορφή του σήµατος τότε λέµε ότι το σήµα παρουσιάζει παραµόρφωση, 

πράγµα που αποτελεί το κυριότερο πρόβληµα για τα τηλεπικοινωνιακά συστήµατα. Η 

                                                 
* Το σήµα πληροφορίας µπορεί να είναι αναλογικό (π.χ. σήµα φωνής ή µουσικής) ή ψηφιακό (σειρά 

παλµών που αντιστοιχούν σε bits) και ανά περίπτωση διαφέρει και η µέθοδος διαµόρφωσης. 
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ιδεώδης περίπτωση προφανώς είναι να µην υπάρχει παραµόρφωση, δηλ. να µεταδίδεται 

σήµα όµοιο µε αυτό που ξεκίνησε από τον ποµπό. 

Για να εξετάσουµε την επίδραση µιας γραµµής µεταφοράς (ή οποιουδήποτε άλλου µέσου 

µετάδοσης) από την οποία διέρχεται το σήµα, χρησιµοποιούµε την ανάλυση Fourier. Αυτό 

ουσιαστικά σηµαίνει ότι αναλύουµε το σήµα στις επιµέρους συχνότητες από τις οποίες 

αποτελείται (δηλ. το αναλύουµε σε στοιχειώδη ηµιτονοειδή σήµατα, επονοµαζόµενα και 

φασµατικές συνιστώσες), εξετάζουµε την επίπτωση της γραµµής σε καθεµιά από αυτές, 

και στη συνέχεια τις επανασυνθέτουµε. Με τη µεθοδολογία αυτή, η θεωρία σηµάτων 

αποδεικνύει ότι η αναγκαία και ικανή συνθήκη για να µην προκαλείται παραµόρφωση στο 

σήµα είναι να ισχύουν τα εξής: 

α) η εξασθένηση να είναι η ίδια για όλες τις συχνότητες (δηλ. στο τέλος της γραµµής να 

µην αλλάζει η «αναλογία» των συχνοτήτων στο «µίγµα») 

β) η ταχύτητα φάσης να είναι η ίδια για όλες τις συχνότητες (δηλ. να µην 

καταστρέφεται ο «συγχρονισµός» των συχνοτήτων στο «µίγµα») 

Οι δύο αυτές επιµέρους συνθήκες* διατυπώνονται µε αυστηρό τρόπο ως ακολούθως: 

α) ( ) ω∀=ωα 1k  , δηλ. ο συντελεστής απόσβεσης να είναι ανεξάρτητος από τη 

συχνότητα 

β) ( ) ω∀=
ωβ
ω

=υ 2p k  , δηλ.  η ταχύτητα φάσης να είναι ανεξάρτητη από τη 

συχνότητα 

Για να εφαρµόσουµε τις συνθήκες αυτές παίρνουµε τη σχέση που δίνει την γ2, δηλ. το 

τετράγωνο της (1.1.3), και εξισώνοντας πραγµατικά και φανταστικά µέρη έχουµε 
222LCRG β−α=ω−     (1.3.4α) 

( ) αβ=+ω 2LGRC      (1.3.4β) 

Η (1.3.4α) πρέπει να ισχύει για κάθε ω. ∆εδοµένου ότι η α οφείλει να είναι σταθερή και 

ανεξάρτητη από ω και η β ανάλογη της ω, συµπεραίνουµε ότι ο πρώτος όρος ισούται µε α2 

και ο δεύτερος µε β2, και άρα 

RG=α  , LCω=β  

Εισάγοντας αυτές στην (1.3.4β) και τετραγωνίζοντας παίρνουµε 

                                                 
* Οι συνθήκες αυτές µπορούν να διατυπωθούν και ως εξής: Αν το µήκος της γραµµής είναι π.χ. L, η 

εξασθένηση µε την οποία φτάνει κάθε συνιστώσα στο τέρµα της γραµµής είναι exp(–αL), ενώ το χρονικό 

διάστηµα που χρειάζεται για να φτάσει είναι υp/L. Όλες οι συνιστώσες πρέπει να φτάσουν στο τέρµα της 

γραµµής µε την ίδια εξασθένηση, άρα πρέπει το α να είναι το ίδιο για όλες τις συχνότητες, και στο ίδιο 

χρονικό διάστηµα, άρα πρέπει η υp να είναι η ίδια για όλες τις συχνότητες. 
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( ) ⇔=−+⇔ω=++ω 0RCLG2GLCRRCLG4RCLG2GLCR 2222222222  

( ) 0LGRC 2 =−⇔  

και από αυτή προκύπτει η λεγόµενη συνθήκη Heaviside 

RCLG =      (1.3.5) 

Η συνθήκη Heaviside είναι η αναγκαία και ικανή συνθήκη για να µην υπάρχει 

παραµόρφωση στη γραµµή. Παρατηρούµε ότι µία ειδική περίπτωση όπου ισχύει αυτή 

είναι όταν R = G = 0, δηλ. οι γραµµές χωρίς απώλειες είναι και γραµµές χωρίς 

παραµόρφωση (δεν είναι όµως οι µόνες). 

Από τη συνθήκη Heaviside αποδεικνύεται* εύκολα ότι η χαρακτηριστική αντίσταση της 

γραµµής δίνεται και πάλι από την 

C
LZ0 =      (1.3.2) 

Εποµένως σε γραµµές χωρίς παραµόρφωση η χαρακτηριστική αντίσταση είναι ωµική. 

Αυτή η παρατήρηση έχει ιδιαίτερη πρακτική σηµασία, διότι σηµαίνει ότι η ωµική 

χαρακτηριστική αντίσταση είναι αναγκαία συνθήκη για να έχουµε γραµµή χωρίς 

παραµόρφωση. (Αν η χαρακτηριστική αντίσταση δεν είναι ωµική, τότε αναγκαστικά θα 

υπάρχει παραµόρφωση). Όλες οι γραµµές µεταφοράς στην πράξη κατασκευάζονται έτσι 

ώστε να ικανοποιούν (µε την καλύτερη δυνατή προσέγγιση) τη συνθήκη Heaviside και 

άρα να έχουν ωµική (ή περίπου ωµική) χαρακτηριστική αντίσταση (τουλάχιστον στην 

προβλεπόµενη περιοχή συχνοτήτων λειτουργίας τους). Κατά συνέπεια, σε πρακτικά 

προβλήµατα συνήθως µπορούµε να υιοθετούµε την παραδοχή ότι η Z0 είναι πραγµατικός 

αριθµός. 

1.4. ΣΤΑΣΙΜΑ ΚΥΜΑΤΑ ΣΕ ΓΡΑΜΜΗ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ 

1.4.1. Προέλευση και µορφή των στασίµων κυµάτων 

Όπως είναι γνωστό από τη φυσική, εκτός από τα οδεύοντα κύµατα τα οποία αποτελούν 

ταλαντώσεις που κινούνται (διαδίδονται) στο χώρο (και µε τα οποία ασχοληθήκαµε ως 

τώρα), υπάρχουν και τα στάσιµα κύµατα, στα οποία οι ταλαντώσεις διατηρούν µορφή 

σταθερή στο χώρο (δεν διαδίδονται). Σε ένα στάσιµο κύµα, τα διάφορα σηµεία που το 

αποτελούν παραµένουν στις ίδιες θέσεις στο χώρο και εκτελούν απλώς χρονική 

ταλάντωση, π.χ. τα σηµεία µηδενισµού του κύµατος και τα σηµεία µεγιστοποίησής του 

βρίσκονται σε σταθερές θέσεις οι οποίες λέγονται δεσµοί ή κόµβοι για τα σηµεία 
                                                 

* Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη. [Υπόδειξη: Ξεκινήστε από την (1.1.6), εξάγετε 

κοινό παράγοντα L/C και χρησιµοποιήστε τη συνθήκη Heaviside στη µορφή R/L = G/C]. 
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µηδενισµού και κοιλίες για τα σηµεία µεγιστοποίησης. Στους δεσµούς το κυµαινόµενο 

µέγεθος είναι πάντοτε µηδενικό, ενώ στις κοιλίες εκτελεί ηµιτονοειδή ταλάντωση, 

παραµένοντας όµως πάντοτε µέγιστο σε σχέση µε τα υπόλοιπα σηµεία. 

Από τη φυσική είναι επίσης γνωστό ότι ένα στάσιµο κύµα µπορεί να θεωρηθεί ως 

υπέρθεση δύο οδευόντων κυµάτων µε την ίδια διεύθυνση αλλά αντίθετη φορά και ίσα 

πλάτη. Χρησιµοποιώντας στιγµιαίες τιµές, αν συµβολίσουµε µε ψ το οποιοδήποτε 

κυµαινόµενο µέγεθος, το γεγονός αυτό γράφεται* ως εξής: 

( ) ( ) ( ) 





 ϕ

+





 ϕ

+ω=ϕ++ω+−ω=ψ
2

kzcos
2

tcosA2kztcosAkztcosAt,z  

όπου φ είναι η οποιαδήποτε διαφορά φάσης ανάµεσα στα δύο κύµατα. Η παραγοντική 

µορφή του δεξιού µέλους χαρακτηρίζει το στάσιµο κύµα. 

Αν χρησιµοποιήσουµε phasors, η παραπάνω σχέση µετατρέπεται στην 

( ) [ ] 





 ϕ

+=+=+=ψ ϕϕ+ϕ−−ϕϕ−

2
kzcoseA2eeeAeeAeAz 2j2jjkz2jjkz2jjkzjjkz  

Εδώ η ηµιτονοειδής (και όχι µιγαδική εκθετική) εξάρτηση από το z χαρακτηρίζει το 

στάσιµο κύµα. 

Σε µια γραµµή µεταφοράς µε ανακλάσεις, η ύπαρξη του προσπίπτοντος και του 

ανακλώµενου κύµατος, δηλ. δύο οδευόντων κυµάτων µε αντίθετη φορά, δηµιουργεί 

(σύµφωνα µε τα προηγούµενα) στάσιµο κύµα στη γραµµή. Για την απλοποίηση της 

µελέτης θεωρούµε γραµµή µεταφοράς χωρίς απώλειες. Αν η ανάκλαση είναι ολική, δηλ. 

το προσπίπτον και το ανακλώµενο κύµα έχουν το ίδιο πλάτος, τότε τα δύο αυτά κύµατα 

συντίθενται και δηµιουργούν ακριβώς ένα στάσιµο κύµα (όπως παραπάνω), οπότε στη 

γραµµή εµφανίζεται µόνο στάσιµο κύµα. Αν η ανάκλαση είναι µερική, δηλ. το 

ανακλώµενο έχει µικρότερο πλάτος από το προσπίπτον, τότε ένα µέρος του προσπίπτοντος 

κύµατος συντίθεται µε το ανακλώµενο και δηµιουργεί στάσιµο κύµα, ενώ το υπόλοιπο του 

προσπίπτοντος παραµένει σε µορφή οδεύοντος κύµατος, και άρα στη γραµµή εµφανίζεται 

και οδεύον και στάσιµο κύµα. Η έκφραση του κύµατος στη γραµµή µπορεί να γραφεί για 

το κύµα τάσης (για το κύµα ρεύµατος τα πράγµατα είναι εντελώς αντίστοιχα) ως εξής: 

        ( ) ( ) ( ) ( )=+ρ+ρ−=ρ+= ββ−
π

β−
π

ββ−
π

zjzj
L

zj
L

zj
L

zj eeVe1VeeVzV  

( ) ( )zcosV2e1V L
zj

L βρ+ρ−= π
β−

π    (1.4.1) 

Ο πρώτος όρος αυτής αντιπροσωπεύει το οδεύον κύµα και ο δεύτερος το στάσιµο. 

                                                 

* Με τη βοήθεια της τριγωνοµετρικής ταυτότητας 





 −







 +

=+
2

yxcos
2

yxcos2ycosxcos  
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Εύκολα παρατηρούµε ότι στο οδεύον κύµα το µέτρο της τάσης* παραµένει σταθερό κατά 

µήκος της γραµµής, π.χ. για καθαρά οδεύον κύµα (αν δεν υπάρχουν ανακλάσεις): 

( ) ( ) ππ =β−= VzjexpVzV  

ενώ στο στάσιµο κύµα το µέτρο της τάσης µεταβάλλεται κατά µήκος της γραµµής: 

( ) ( )zcosV2zcosV2 LL βρ=βρ ππ  

Η µεγαλύτερη µεταβολή εµφανίζεται προφανώς ανάµεσα στους δεσµούς, όπου το µέτρο 

της τάσης είναι µηδενικό, και στις κοιλίες, όπου το µέτρο της τάσης είναι µέγιστο. 

 Όταν στη γραµµή υπάρχει και οδεύον και στάσιµο κύµα, η σύνθεση των δύο αυτών 

κυµάτων οδηγεί σε µια ενδιάµεση µορφή, όπου το µέτρο της τάσης µεταβάλλεται (σε 

αντίθεση µε ό,τι θα συνέβαινε αν υπήρχε µόνο οδεύον κύµα), αλλά όχι σε τόσο µεγάλο 

βαθµό όσο αν υπήρχε µόνο στάσιµο κύµα, διότι δεν εµφανίζονται µηδενισµοί του µέτρου 

της τάσης αλλά απλώς τοπικά ελάχιστα αυτής**. Όσο µεγαλύτερο είναι το στάσιµο κύµα, 

δηλ. όσο µεγαλύτερη η ανάκλαση, τόσο πιο έντονες είναι οι διακυµάνσεις στο µέτρο της 

τάσης κατά µήκος της γραµµής (µεγαλύτερη διαφορά µεγίστων και ελαχίστων). Η 

µέτρηση των διακυµάνσεων αυτών αποτελεί στην πράξη τον πιο καθιερωµένο τρόπο 

µέτρησης των ανακλάσεων σε γραµµή µεταφοράς. 

Για να εξετάσουµε λεπτοµερώς τη µεταβολή αυτού κατά µήκος της γραµµής, 

προσδιορίζουµε τη σχέση που διέπει το µέτρο της τάσης ( )lV  συναρτήσει της απόστασης 

από τον τερµατισµό (µε τη γνωστή συνθήκη l−=z ) 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )=ρ+ρ+== β∗β−∗
π

β−β
π−=

∗ llll

l
l j

L
jj

L
j

z

2 eeVeeVzVzVV  

( )∗β∗β−
π ρρ+ρ+ρ+= LL

2j
L

2j
L

2 ee1V ll    (1.4.2) 

Γράφοντας τον συντελεστή ανάκλασης σε πολική µορφή, ( )LLL jexp ϕρ=ρ , οπότε 

( )LLL jexp ϕ−ρ=ρ∗ , παρατηρούµε ότι οι δύο συζυγείς ποσότητες στην (1.4.2) δίνουν 

( )

( ) ( )LL
2j

L
2j

L2j
L

2j
L

2j
L

2j
L 2cos2ee

ee
ee

L

L
ϕ−βρ=ρ+ρ⇒







ρ=ρ

ρ=ρ β∗β−
ϕ−ββ∗

ϕ−β−β−
lll

ll

ll

 

                                                 
* Επειδή χρησιµοποιούµε phasors, η φυσική σηµασία του µέτρου της τάσης είναι είτε η ενεργός 

(ενδεικνύµενη) τιµή της τάσης είτε το πλάτος της, το οποίο και πάλι ισούται µε την ενεργό τιµή επί 2 . Σε 

κάθε περίπτωση, το µέτρο της τάσης αντιστοιχεί στην ένδειξη που θα έδινε ένα υποθετικό βολτόµετρο AC το 

οποίο θα µπορούσε να κινείται ελεύθερα και να µετράει σε οποιοδήποτε σηµείο κατά µήκος της γραµµής. 
** Στην πρόσθεση του οδεύοντος και του στασίµου κύµατος παίζει ρόλο και η φάση αυτών, µε 

αποτέλεσµα τα ελάχιστα τάσης να µην εµφανίζονται στις θέσεις που θα ήταν οι µηδενισµοί (δεσµοί) αν 

υπήρχε µόνο στάσιµο κύµα, αλλά σε άλλες θέσεις που θα δούµε στη συνέχεια. 
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και µε αντικατάσταση η (1.4.2) δίνει 

( ) ( )[ ] 21
LL

2
L 2cos21VV ϕ−βρ+ρ+= π ll   (1.4.3) 

Από την (1.4.3) παρατηρούµε ότι το µέτρο της τάσης 

• παρουσιάζει περιοδικότητα ως προς l , δηλ. περιοδικότητα στο χώρο, όπου τον 

ρόλο της (χωρικής) γωνιακής συχνότητας παίζει η ποσότητα 2β, και εποµένως η 

χωρική περίοδος είναι 
24

2
2
2 λ

=
λπ
π

=
β
π  (µισό µήκος κύµατος) 

• εµφανίζει µέγιστα και ελάχιστα σε συγκεκριµένες θέσεις που θα συµβολίζουµε µε 

Ml  (µέγιστα) και ml  (ελάχιστα) και οι οποίες προσδιορίζονται από τις ακόλουθες 

συνθήκες: 

Για τα µέγιστα: ( ) π=ϕ−β⇔=ϕ−β n2212cos LMLM ll   (1.4.4) 

Για τα ελάχιστα: ( ) ( )π+=ϕ−β⇔−=ϕ−β 1n2212cos LmLm ll   (1.4.5) 

όπου n  ακέραιος. 

Από τις συνθήκες αυτές, λαµβάνοντας υπόψη ότι β = 2π/λ, µπορούν να βρεθούν οι θέσεις 

µεγίστων και ελαχίστων στη γραµµή 

Μέγιστα:  λ
π

ϕ
+

λ
=

42
n L

Ml     (1.4.6) 

Ελάχιστα:  λ
π

ϕ
+

λ
+

λ
=

442
n L

ml     (1.4.7) 

όπου ο ακέραιος n λαµβάνει άπειρες τιµές αλλά φυσικά πρέπει να είναι τέτοιος ώστε 

0, mM >ll . Από τις σχέσεις αυτές είναι προφανές ότι η απόσταση µεταξύ δύο 

διαδοχικών θέσεων µεγίστων (ή ελαχίστων) είναι λ/2 (πράγµα αναµενόµενο εφόσον 

υπάρχει χωρική περιοδικότητα µε περίοδο λ/2), ενώ η απόσταση µεταξύ ενός µεγίστου και 

ενός γειτονικού ελαχίστου είναι λ/4, δηλ. τα ελάχιστα βρίσκονται στα µεσοδιαστήµατα 

µεταξύ διαδοχικών µεγίστων (και αντίστροφα). Κατά συνέπεια, η µέτρηση της απόστασης 

µεταξύ δύο διαδοχικών ελαχίστων (ή µεγίστων) τάσης παρέχει έναν τρόπο πειραµατικού 

προσδιορισµού του µήκους κύµατος στη γραµµή µεταφοράς. Απεικονίζοντας γραφικά την 

(1.4.3) παίρνουµε µια τυπική εικόνα του µέτρου τάσης στη γραµµή παρουσία στασίµων 

κυµάτων, όπως φαίνεται στο Σχ. 1.5 που ακολουθεί για δύο περιπτώσεις µιγαδικού 

φορτίου. Είναι εµφανές ότι ο µεγαλύτερος κατά µέτρο συντελεστής ανάκλασης αντιστοιχεί 

σε µεγαλύτερες µεταβολές της τάσης. Η τιµή στον τερµατισµό εξαρτάται από τη φάση του 

συντελεστή ανάκλασης (δεν φαίνεται στο σχήµα). 
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00,10,20,30,40,50,60,70,80,9

|ρ|=0,8
|ρ|=0,5

V  

λ
l

λ/2

λ/2

λ/4 
 

Σχ. 1.5: Μέτρο της τάσης σε γραµµή µεταφοράς µε στάσιµα κύµατα 

Από την (1.4.3), αντικαθιστώντας τις (1.4.4-5), παίρνουµε τη µέγιστη και την ελάχιστη 

τιµή του µέτρου τάσης στη γραµµή (µπορεί να προκύψει και απευθείας από την (1.2.6α)): 

[ ] ( )L
21

L
2

Lmax 1V21VV ρ+=ρ+ρ+= ππ   (1.4.8) 

[ ] ( )L
21

L
2

Lmin 1V21VV ρ−=ρ−ρ+= ππ   (1.4.9) 

Με εντελώς ανάλογη διαδικασία µπορούµε να πάρουµε την έκφραση που δίνει το µέτρο 

του ρεύµατος* στη γραµµή, σε µορφή αντίστοιχη της (1.4.3) 

( ) ( )[ ] 21
LL

2
L

0
2cos21

Z
V

I ϕ−βρ−ρ+= π ll    (1.4.10) 

Από αυτή φαίνεται ότι οι θέσεις µεγίστων τάσης είναι θέσεις ελαχίστων ρεύµατος και 

αντιστρόφως. Οι µέγιστες και ελάχιστες τιµές του µέτρου ρεύµατος προκύπτουν µε τον 

ίδιο τρόπο όπως για την τάση 

( )L
0

max 1
Z
V

I ρ+= π      (1.4.11) 

( )L
0

min 1
Z
V

I ρ−= π      (1.4.12) 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει ο υπολογισµός της αντίστασης εισόδου της γραµµής στις θέσεις 

µεγίστων και ελαχίστων τάσης (δηλ. ελαχίστων και µεγίστων ρεύµατος). Με τη βοήθεια 

                                                 
* Το µέτρο του ρεύµατος στη γραµµή είναι λιγότερο χρήσιµη ποσότητα από το µέτρο της τάσης επειδή 

είναι δυσκολότερο να µετρηθεί στην πράξη. Από θεωρητική άποψη τα συµπεράσµατα είναι όµοια. 



Σηµειώσεις Μικροκυµάτων – Κεραιών – Ραδιοζεύξεων Χρ. Βαζούρας 

 48 

των (1.4.4-5) µπορεί να αποδειχθεί (πράγµα που αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη*) 

ότι η αντίσταση εισόδου στα σηµεία αυτά είναι 

Μέγιστα:  ( )
min

max

L

L
0

max
in I

V
1
1

ZZ =
ρ−
ρ+

=     (1.4.13) 

Ελάχιστα:  ( )
max

min

L

L
0

min
in I

V
1
1

ZZ =
ρ+
ρ−

=     (1.4.14) 

Παρατηρούµε ότι οι τιµές αυτές είναι πραγµατικές, και µάλιστα µπορεί να αποδειχθεί ότι 

είναι οι µοναδικές πραγµατικές τιµές που λαµβάνει η αντίσταση εισόδου σε µια γραµµή 

µεταφοράς (οποιοδήποτε και αν είναι το φορτίο). Πραγµατικά, από την (1.2.7) η 

αντίσταση εισόδου γράφεται (βλ. και την αµέσως προηγούµενη υποσηµείωση) 

( )
( )

( )

( )[ ]
2

L

22j
L

02j
L

2j
L

0jj
L

j

jj
L

j

0in
1

e1
Z

e1
e1

Z
eee
eee

ZZ
L

L

L

L

L

ρ−

ρ+
=

ρ−

ρ+
=

ρ−

ρ+
=

β−ϕ

β−ϕ

β−ϕ

β−ϕβ

β−ϕβ l

l

l

ll

ll

l  

όπου στο τελευταίο βήµα πολλαπλασιάσαµε µε τον συζυγή του παρονοµαστή. Για να είναι 

η Zin πραγµατική, πρέπει η ποσότητα στην αγκύλη να είναι πραγµατική, και κατά συνέπεια 

πρέπει ο αριθµός ( )lβ−ϕρ 2j
L

Le  να είναι πραγµατικός. Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει 

π=ϕ−β n2 Ll  

Η συνθήκη αυτή όµως ταυτίζεται µε µία από τις (1.4.4) ή (1.4.5) και κατά συνέπεια για να 

είναι η Zin πραγµατική θα πρέπει η απόσταση l  από τον τερµατισµό να είναι µία από 

αυτές που δίνουν οι (1.4.4) και (1.4.5), δηλ. είτε θέση µεγίστου είτε θέση ελαχίστου. 

1.4.2. Ο λόγος στασίµου κύµατος (SWR) 

Ο λόγος στασίµου κύµατος (SWR – Standing Wave Ratio) ορίζεται ως ο λόγος της 

µέγιστης προς την ελάχιστη τιµή του µέτρου της τάσης στη γραµµή και συµβολίζεται µε S. 

Με τη βοήθεια των (1.4.8-9) προκύπτει η έκφραση που δίνει τον λόγο στασίµου κύµατος 

από το µέτρο του συντελεστή ανάκλασης 

L

L

min

max

1
1

V
V

S
ρ−
ρ+

==      (1.4.15) 

                                                 
* Υπόδειξη: Ξεκινήστε από την (1.2.7) για γραµµή χωρίς απώλειες, γράφοντας τον συντελεστή 

ανάκλασης σε πολική µορφή, δηλ. ( ) ( )
MLM

MLM

jj
L

j

jj
L

j

0Min
max

in eee
eee

ZZZ
ll

ll

l β−ϕβ

β−ϕβ

ρ−

ρ+
== , αντικαταστήστε 

από την (1.4.4) και εκτελέστε τις πράξεις λαµβάνοντας υπόψη ότι ejnπ = e–jnπ . Οµοίως για την ( )min
inZ . 
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ενώ από τις (1.4.11-12) φαίνεται ότι ο S µπορεί εντελώς ισοδύναµα να ορισθεί και βάσει 

της µέγιστης και ελάχιστης τιµής του µέτρου του ρεύµατος. Η αντίστροφη σχέση της 

(1.4.15) είναι 

1S
1S

L +
−

=ρ      (1.4.16) 

Είναι φανερό ότι ο λόγος στασίµου κύµατος αποτελεί µέτρο του µεγέθους των 

διακυµάνσεων της τάσης (ή του ρεύµατος) κατά µήκος της γραµµής, και εποµένως 

(σύµφωνα µε τα όσα προαναφέρθηκαν) δείχνει το µέγεθος των στασίµων κυµάτων, άρα 

και το µέγεθος των ανακλάσεων στη γραµµή. Ο λόγος στασίµου κύµατος είναι το 

κατεξοχήν µέγεθος που χρησιµοποιείται στην πράξη για τη µέτρηση των ανακλάσεων σε 

γραµµή µεταφοράς (πολύ συχνότερα από ό,τι ο συντελεστής ανάκλασης που είναι πιο 

«θεωρητικό» µέγεθος) και υπάρχουν ειδικά όργανα για τη µέτρησή του (ενδείκτης SWR ή 

«γέφυρα στασίµων»). 

Από την (1.4.15) είναι προφανές ότι ο SWR είναι αδιάστατο µέγεθος (καθαρός αριθµός) 

και η τιµή του κυµαίνεται στην περιοχή 1 ≤ S ≤ +∞ (δεδοµένου ότι 10 L ≤ρ≤ ). Η 

ελάχιστη τιµή S = 1 αντιστοιχεί σε 0L =ρ  και άρα σηµαίνει µηδενικές ανακλάσεις 

(καθόλου στάσιµο κύµα), ενώ η µέγιστη τιµή S → +∞ αντιστοιχεί σε 1L =ρ  και σηµαίνει 

ολική ανάκλαση, δηλ. ότι όλο το κύµα στη γραµµή είναι στάσιµο και καθόλου οδεύον. Το 

γεγονός ότι 1L =ρ  σηµαίνει ολική ανάκλαση είναι µια γενικότερη παρατήρηση (εξηγήστε 

την!) 

Συνήθως ο SWR εκφράζεται σε dB, µέσω της σχέσης (ουσιαστικά ορισµού του dB) 

Slog10S 10dB =     (1.4.17) 

όπου S η τιµή που δίνει η (1.4.15). Είναι βέβαια προφανές ότι για την εφαρµογή της 

αντίστροφης σχέσης (1.4.16) δεν είναι κατάλληλη η τιµή σε dB αλλά η τιµή S. 

Παρατηρούµε ότι, µε τη βοήθεια του S, οι (1.4.13-14) που δίνουν την αντίσταση εισόδου 

στις θέσεις µεγίστων και ελαχίστων µπορούν να γραφούν στη µορφή 

( ) ( )
S

ZZ,ZSZ 0min
in0

max
in ==    (1.4.18) 

Μπορούµε επίσης, συνδυάζοντας τις (1.2.17), (1.4.8) και τη σχέση ορισµού του S (1.4.15), 

να πάρουµε µια σχέση για την ισχύ σε γραµµή µεταφοράς χωρίς απώλειες 

0

2
max

ZS
V

2
1W =     (1.4.19) 

Μια αξιοσηµείωτη παρατήρηση που προκύπτει από την (1.4.19) είναι ότι, για δεδοµένη 

ισχύ W που µεταφέρεται στη γραµµή, όσο µεγαλώνει ο SWR τόσο αυξάνει η µέγιστη τάση 
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που θα εµφανισθεί σε κάποιο σηµείο της γραµµής. Για µεγάλη ισχύ και συγχρόνως µεγάλο 

S, αυτό σηµαίνει ότι η ακραία τιµή τάσης σε κάποιο σηµείο της γραµµής µπορεί να γίνει 

πολύ µεγάλη, µε κίνδυνο ακόµη και να συµβεί διάσπαση του προστατευτικού 

διηλεκτρικού περιβλήµατος της γραµµής. 

1.4.3. Η συµπεριφορά των στασίµων κυµάτων ανά περίπτωση φορτίου 

Για να αποσαφηνισθούν πλήρως τα προηγούµενα, θα εξετάσουµε τη συµπεριφορά της 

γραµµής µεταφοράς ως προς τις ανακλάσεις, και κατά συνέπεια ως προς τα στάσιµα 

κύµατα, για διάφορες ενδιαφέρουσες ειδικές περιπτώσεις φορτίων. 

Προσαρµοσµένο φορτίο (ZL = Z0) 

Για προσαρµοσµένο φορτίο η (1.2.4) δείχνει (όπως άλλωστε έχει ήδη επισηµανθεί) ότι ρL 

= 0, άρα S = 1 και το µέτρο της τάσης είναι σταθερό κατά µήκος της γραµµής (Vmax = 

Vmin). Στη γραµµή υπάρχει µόνο προσπίπτον κύµα και όχι ανακλώµενο (ή ισοδύναµα, 

υπάρχει µόνο οδεύον κύµα και καθόλου στάσιµο). Η ισχύς που έρχεται από την πηγή 

απορροφάται εξ ολοκλήρου από το φορτίο. 

Βραχυκυκλωµένη γραµµή (ZL = 0) 

Όταν η γραµµή είναι τερµατισµένη σε βραχυκύκλωµα, η (1.2.4) δίνει ρL = – 1, οπότε 

1L =ρ , φL = π και S → +∞. Κατά συνέπεια έχουµε ολική ανάκλαση και το κύµα στη 

γραµµή είναι εξ ολοκλήρου στάσιµο. Όλη ισχύς που προσπίπτει στο φορτίο ανακλάται 

(πράγµα απόλυτα εύλογο διότι το βραχυκύκλωµα προφανώς δεν απορροφά καθόλου ισχύ). 

Το µέτρο της τάσης κατά µήκος της γραµµής προκύπτει* από την (1.4.3) ότι είναι 

( ) ( )[ ] ( )llll β=













 π

−β=π−β+= πππ sinV2
2

cos4V2cos22VV
21

221        (1.4.20) 

ενώ από την (1.2.9) προκύπτει η αντίσταση εισόδου της γραµµής 

( ) ( )ll β= tanZjZ 0in      (1.4.21) 

Ανοικτοκυκλωµένη γραµµή (ZL = ∞) 

Στην περίπτωση αυτή η (1.2.4) δίνει ρL = 1, οπότε 1L =ρ , φL = 0 και S → +∞. Η 

ανάκλαση είναι και πάλι ολική και η εικόνα στη γραµµή είναι παρόµοια µε την περίπτωση 

βραχυκυκλώµατος. Η µόνη διαφορά είναι ότι στη θέση τερµατισµού της γραµµής 

εµφανίζεται πλέον µέγιστο αντί για ελάχιστο. Αυτό µπορεί να δειχθεί από την (1.4.7) 

θέτοντας φL = 0, αλλά µπορεί και να συναχθεί µε φυσικούς συλλογισµούς (ποιά είναι η 

                                                 

* Με χρήση της τριγωνοµετρικής ταυτότητας ( ) xcos2x2cos1 2=+  
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φυσική έννοια του βραχυκυκλώµατος και ποια του ανοικτοκυκλώµατος; Τι µηδενίζεται 

στο ένα και τι στο άλλο;) Το µέτρο της τάσης κατά µήκος της γραµµής προκύπτει από την 

(1.4.3) µε τον ίδιο τρόπο 

( ) ( )ll β= π cosV2V      (1.4.22) 

και από την (1.2.9) προκύπτει η αντίσταση εισόδου της γραµµής 

( ) ( ) ( )l
l

l β−=
β

= cotZj
tanj

ZZ 0
0

in    (1.4.23) 

Στο Σχ. 1.6 που ακολουθεί παρουσιάζεται η εικόνα των στασίµων κυµάτων σε 

βραχυκυκλωµένη και ανοικτοκυκλωµένη γραµµή µεταφοράς. 
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Σχ. 1.6: Στάσιµα κύµατα σε βραχυκυκλωµένη και ανοικτοκυκλωµένη γραµµή 

Ωµικό φορτίο (ZL πραγµατικό) 

Θεωρούµε δεδοµένο (όπως συζητήθηκε στα προηγούµενα) ότι η χαρακτηριστική 

αντίσταση της γραµµής Z0 είναι επίσης πραγµατική. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις: 

1) ZL > Z0 . Τότε ρL > 0, φL = 0 και το µέτρο του συντελεστή ανάκλασης είναι 

0L

0L
LL ZZ

ZZ
+
−

=ρ=ρ  

οπότε      
0

L

0L

0L

0L

0L

L

L

Z
Z...

ZZ
ZZ1

ZZ
ZZ1

1
1

S ==

+
−

−

+
−

+
=

ρ−
ρ+

=    (1.4.24) 

Λόγω του ότι φL = 0, στη θέση του τερµατισµού εµφανίζεται µέγιστο τάσης (όπως 

συµβαίνει και στο ανοικτοκύκλωµα). 

2) ZL < Z0 . Τότε ρL < 0, φL = π και το µέτρο του συντελεστή ανάκλασης είναι 

0L

L0
LL ZZ

ZZ
+
−

=ρ−=ρ  
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οπότε     
L

0

0L

L0

0L

L0

L

L

Z
Z...

ZZ
ZZ1

ZZ
ZZ1

1
1

S ==

+
−

−

+
−

+
=

ρ−
ρ+

=    (1.4.25) 

Λόγω του ότι φL = π, στη θέση του τερµατισµού εµφανίζεται ελάχιστο τάσης (όπως 

συµβαίνει και στο βραχυκύκλωµα). 

Συνδυάζοντας τις (1.4.24-25) µπορεί να γραφεί µια γενική σχέση για ωµικό φορτίο 









=
L

0

0

L
Z
Z,

Z
ZmaxS      (1.4.26) 

Η εικόνα της τάσης στη γραµµή στις δύο αυτές περιπτώσεις φαίνεται στο Σχ. 1.7 που 

ακολουθεί, όπου παρατηρούµε ότι Vmin ≠ 0 (λόγω του ότι η ανάκλαση δεν είναι ολική). 
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Σχ. 1.7: Στάσιµα κύµατα σε γραµµή τερµατισµένη σε ωµικό φορτίο 

Άεργο φορτίο (ZL = jX, µε X πραγµατικό) 

Στην περίπτωση αυτή έχουµε  1
XZ

XZ
jXZ
jXZ

22
0

22
0

0

0
L =

+

+
=

+
+−

=ρ  

∆ηλ. 1L =ρ , οπότε S → ∞ και η ανάκλαση είναι ολική (πράγµα εύλογο αφού το άεργο 

φορτίο δεν απορροφά ισχύ και άρα όλη η ισχύς επιστρέφει). Το όρισµα φL παίρνει κάποια 

τιµή µεταξύ 0 και π (η οποία εξαρτάται από την τιµή του άεργου φορτίου Χ). Για τον λόγο 

αυτό, η τάση στη θέση τερµατισµού δεν είναι ούτε µέγιστη ούτε ελάχιστη αλλά παίρνει 

κάποια ενδιάµεση τιµή που εξαρτάται από την φL . Η εικόνα της τάσης φαίνεται στο 

ακόλουθο Σχ. 1.8, όπου παρατηρούµε και ότι λόγω ολικής ανάκλασης, οι ελάχιστες τιµές 

τάσης είναι µηδενικές. 
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Σχ. 1.8: Στάσιµα κύµατα σε γραµµή τερµατισµένη σε άεργο φορτίο 

1.5. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΓΡΑΜΜΩΝ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ 

1.5.1. Ο µετασχηµατιστής λ/4 

Με τον όρο αυτό αποκαλούµε τµήµα γραµµής µεταφοράς χωρίς απώλειες µε µήκος λ/4. 

Τότε ισχύει 

24
2

4
π

=
λ

λ
π

=β⇒
λ

= ll  

Εποµένως ( ) ∞→βltan  και από το όριο της (1.2.9) παίρνουµε την αντίσταση εισόδου του 

µετασχηµατιστή λ/4 

L

2
0

in Z
Z

Z =      (1.5.1) 

Από τη σχέση αυτή συνάγονται τα εξής συµπεράσµατα: 

• Αν το φορτίο είναι βραχυκύκλωµα, δηλ. ZL = 0 , τότε Zin = ∞ , δηλ. ο 

µετασχηµατιστής συµπεριφέρεται ως ανοικτοκύκλωµα. 

• Αν το φορτίο είναι ανοικτοκύκλωµα, δηλ. ZL = ∞ , τότε Zin = 0 , δηλ. ο 

µετασχηµατιστής συµπεριφέρεται ως βραχυκύκλωµα. 

• Αν το φορτίο είναι καθαρά επαγωγικό, δηλ. ZL = jX µε X > 0, τότε 

X
Zj

jX
ZZ

2
0

2
0

in −== , δηλ. ο µετασχηµατιστής συµπεριφέρεται ως χωρητικό φορτίο. 

• Αν το φορτίο είναι καθαρά χωρητικό, δηλ. ZL = –jX µε X > 0, τότε 

X
Zj

jX
ZZ

2
0

2
0

in =
−

= , δηλ. ο µετασχηµατιστής συµπεριφέρεται ως επαγωγικό φορτίο. 

Οι παρατηρήσεις αυτές επεξηγούν την ονοµασία «µετασχηµατιστής λ/4»: Αυτό το τµήµα 

γραµµής µεταφοράς έχει την ιδιότητα να «µετασχηµατίζει» ανοικτοκύκλωµα σε 
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βραχυκύκλωµα, καθώς επίσης και επαγωγικό σε χωρητικό φορτίο (πηνίο σε πυκνωτή), και 

αντιστρόφως. Για τον λόγο αυτό βρίσκει διάφορες εφαρµογές σε υψίσυχνα κυκλώµατα. 

Πρέπει να προσέξουµε ότι, για δεδοµένο µήκος γραµµής l , η σχέση 4λ=l  ισχύει 

ακριβώς µόνο για µία συχνότητα (αυτή που αντιστοιχεί στο κατάλληλο λ), και µε καλή 

προσέγγιση για µια µικρή περιοχή συχνοτήτων γύρω από αυτή. Για τον λόγο αυτό, 

συνήθως λέγεται ότι ο µετασχηµατιστής λ/4 είναι διάταξη µικρού εύρους ζώνης ή στενής 

ζώνης (όπου µε τον όρο «εύρος ζώνης» εννοείται η περιοχή συχνοτήτων εντός της οποίας 

µια διάταξη, όπως εδώ ο µετασχηµατιστής λ/4, λειτουργεί σωστά). 

1.5.2. Άεργα στοιχεία 

Στις υψηλές συχνότητες η κατασκευή ακόµη και απλών κυκλωµατικών στοιχείων, όπως 

είναι οι πυκνωτές και τα πηνία, δεν είναι εύκολη και πάντως δεν γίνεται µε τον 

παραδοσιακό τρόπο. Μια εναλλακτική µέθοδος είναι η χρήση κατάλληλων τµηµάτων 

γραµµής µεταφοράς, τα οποία µπορούν να «µιµηθούν» τη συµπεριφορά πυκνωτών και 

πηνίων, µε τον τρόπο που θα δείξουµε τώρα. 

Θεωρούµε τµήµα γραµµής µεταφοράς µήκους l , χωρίς απώλειες (ή έστω µε τις 

µικρότερες δυνατές απώλειες) αφού αναφερόµαστε σε άεργα στοιχεία, τερµατισµένο σε 

βραχυκύκλωµα, δηλ. µε ZL = 0. Ένα τέτοιο τµήµα αποκαλείται συνήθως βραχυκυκλωµένο 

στέλεχος (stub). Αντίστοιχη µελέτη (η οποία αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη) 

µπορεί να γίνει και για ανοικτοκυκλωµένο στέλεχος. Η αντίσταση εισόδου του τµήµατος 

αυτού δίνεται από την (1.2.9), η οποία µε ZL = 0 οδηγεί (όπως είδαµε) στην (1.4.21): 

( ) ( )ll β= tanjZZ 0in  

Από αυτή είναι φανερό ότι Zin = jX, µε X πραγµατικό, δηλ. η σύνθετη αντίσταση εισόδου 

του τµήµατος γραµµής είναι καθαρά φανταστική, και κατά συνέπεια το τµήµα γραµµής 

συµπεριφέρεται ως άεργο φορτίο. Αν X > 0, το φορτίο είναι επαγωγικό, δηλ. το τµήµα 

γραµµής συµπεριφέρεται ως πηνίο, ενώ αν X < 0, το φορτίο είναι χωρητικό και το τµήµα 

γραµµής συµπεριφέρεται ως πυκνωτής. Η τιµή του πηνίου ή του πυκνωτή που αντιστοιχεί 

στο τµήµα της γραµµής προκύπτει επιλέγοντας κατάλληλα το µήκος του τµήµατος. Πιο 

συγκεκριµένα: 

• Αν θέλουµε το τµήµα γραµµής να συµπεριφέρεται ως πηνίο αυτεπαγωγής L, τότε 

πρέπει Zin = jωL, οπότε από την (1.4.21) προκύπτει 

( ) 






 ω
=β⇔ω=β −

0

1
0 Z

LtanLjtanjZ ll    (1.5.2) 

• Αν θέλουµε το τµήµα γραµµής να συµπεριφέρεται ως πυκνωτής χωρητικότητας C, 

τότε πρέπει Zin =  – j/ωC, οπότε από την (1. 4.21) προκύπτει 
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( ) 







ω

−π=β⇔
ω

−=β −

0

1
0 CZ

1tan
C
jtanjZ ll   (1.5.3) 

Είναι προφανές ότι η (1.5.2) και η (1.5.3) µπορούν να δώσουν άπειρες λύσεις για το µήκος 

l  (το οποίο βέβαια πρέπει να είναι θετικό), προσθέτοντας οποιοδήποτε ακέραιο 

πολλαπλάσιο του π (σύµφωνα µε τη γνωστή περιοδικότητα της συνάρτησης tan). Κατά 

κανόνα θα προτιµήσουµε τη µικρότερη λύση (αυξηµένο µήκος δηµιουργεί προβλήµατα 

χώρου, απωλειών κτλ). 

Αντίστοιχη µελέτη είναι δυνατή και για γραµµή µεταφοράς µε απώλειες. Στην περίπτωση 

αυτή, το τµήµα γραµµής προσοµοιάζει όχι σε ιδανικό αλλά σε πραγµατικό πηνίο ή 

πυκνωτή (δηλ. σε ένα που περιέχει και ωµική αντίσταση). 

Από τα παραπάνω παρατηρούµε ότι ένα τµήµα ορισµένου µήκους επιτυγχάνει ακριβώς 

την επιθυµητή τιµή αυτεπαγωγής ή χωρητικότητας µόνο για µία συχνότητα. Γενικότερα, 

το στοιχείο αυτό προσεγίζει την επιθυµητή τιµή για µια µικρή περιοχή συχνοτήτων και για 

το λόγο αυτόν χαρακτηρίζεται ως στοιχείο στενής ζώνης (βλ. και τα προηγούµενα). 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η ειδική περίπτωση µήκους για το οποίο η σύνθετη 

αντίσταση εισόδου του τµήµατος γραµµής είναι µηδενική ή άπειρη (Zin = 0 ή ∞). Τα µήκη 

αυτά (και πάλι υπάρχουν άπειρα αλλά προτιµάµε το µικρότερο) µπορούν εύκολα να 

προσδιοριστούν µε τον ίδιο τρόπο από την (1.4.21). Τµήµα γραµµής µε τέτοιο µήκος δεν 

συµπεριφέρεται ούτε ως πυκνωτής ούτε ως πηνίο αλλά ως βραχυκύκλωµα ή 

ανοικτοκύκλωµα στη δεδοµένη συχνότητα, ενώ σε µια περιοχή συχνοτήτων γύρω από 

αυτή µπορεί να αποδειχθεί ότι προσεγγίζει τη συµπεριφορά ενός συντονισµένου 

κυκλώµατος (LC εφόσον η γραµµή δεν έχει απώλειες και RLC εφόσον έχει απώλειες). 

Τέτοια τµήµατα γραµµών µεταφοράς είναι πολύ χρήσιµα για την σχεδίαση και κατασκευή 

µικροκυµατικών φίλτρων. 

1.5.3. Μέθοδοι προσαρµογής του φορτίου στη γραµµή µεταφοράς 

Όπως έχει γίνει ήδη σαφές, οι ανακλάσεις σε γραµµή µεταφοράς είναι άκρως 

ανεπιθύµητες, και εποµένως η προτιµητέα κατάσταση είναι η προσαρµογή του φορτίου 

στη γραµµή. Στην πράξη δεν έχουµε πάντοτε ελευθερία επιλογής της γραµµής ή / και του 

φορτίου ώστε αυτό να είναι προσαρµοσµένο*. Κατά συνέπεια, πολλές φορές προκύπτει το 

πρακτικό πρόβληµα της προσαρµογής ενός φορτίου σε γραµµή µεταφοράς µε διαφορετική 

χαρακτηριστική αντίσταση. Το πρόβληµα µπορεί να τεθεί και ως εξής: Με ποιο τρόπο 
                                                 

* Η προφανέστερη περίπτωση είναι το να έχουµε δεδοµένη και τη γραµµή και το φορτίο από τις 

προδιαγραφές του συστήµατος. Μπορεί επίσης να έχουµε απόκλιση από την επιθυµητή τιµή αντίστασης 

λόγω κατασκευαστικών ανοχών, µεταβολών της συχνότητας κτλ. 
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είναι δυνατόν η γραµµή µεταφοράς να «βλέπει» µια αντίσταση τερµατισµού ίση µε τη 

χαρακτηριστική της (ή έστω κατά το δυνατόν πλησιέστερη σε αυτή), ενώ η σύνθετη 

αντίσταση του φορτίου διαφέρει; Ή, µε άλλα λόγια, πως είναι δυνατόν να «µετατραπεί» η 

σύνθετη αντίσταση του φορτίου σε κάποια άλλη η οποία να συµπίπτει (ή έστω να 

προσεγγίζει) την χαρακτηριστική αντίσταση της γραµµής; 

Το πρόβληµα µπορεί να αντιµετωπιστεί µε µεθόδους όπως: 

• η παρεµβολή µεταξύ της γραµµής και του φορτίου κάποιου ενδιάµεσου τµήµατος 

άλλης γραµµής µεταφοράς 

• η σύνδεση ενός βοηθητικού φορτίου (ή και περισσότερων) παράλληλα προς το 

φορτίο της γραµµής. 

Στα πλαίσια της πρώτης µεθόδου θα εξετάσουµε την προσαρµογή µε µετασχηµατιστή λ/4, 

ενώ της δεύτερης την προσαρµογή µε ένα ή δύο βραχυκυκλωµένα στελέχη. Σηµειώνουµε 

ότι µια σηµαντική παράµετρος του προβλήµατος είναι και το εύρος ζώνης της 

προσαρµογής. Κάθε µικροκυµατικό σύστηµα λειτουργεί γενικά σε κάποια περιοχή 

συχνοτήτων (το εύρος ζώνης αυτού), και κατά συνέπεια είναι επιθυµητή η επίτευξη 

προσαρµογής σε όλη αυτή την περιοχή. Από την άλλη πλευρά, η συνθήκη προσαρµογής 

ZL = Z0 κατά κανόνα ικανοποιείται ακριβώς µόνο σε µία συχνότητα, είναι όµως δυνατό να 

ικανοποιείται προσεγγιστικά για µια περιοχή συχνοτήτων. Ως εύρος ζώνης της διάταξης 

προσαρµογής εννοούµε την περιοχή συχνοτήτων εντός της οποίας το µέτρο Lρ  του 

συντελεστή ανάκλασης, ή ισοδύναµα ο λόγος στασίµου κύµατος S, παραµένει «αρκετά 

κοντά» στην τιµή προσαρµογής 0L =ρ  ή S = 1, αντίστοιχα. Πρόκειται λοιπόν για την 

περιοχή συχνοτήτων εντός της οποίας ισχύει ε<ρL  ή S < 1+ε , όπου ε κάποια µικρή 

παράµετρος, η ακριβής τιµή της οποίας εξαρτάται από τις προδιαγραφές του συστήµατος 

(δηλ. πόση ανάκλαση µπορεί να «ανεχθεί» το σύστηµα). 

Προσαρµογή µε µετασχηµατιστή λ/4 

Στη µέθοδο αυτή παρεµβάλλεται πριν το φορτίο ένα τµήµα γραµµής µεταφοράς µήκους 

λ/4 (µετασχηµατιστής λ/4), µε χαρακτηριστική αντίσταση, έστω Z02 , διαφορετική από την 

Z0 της υπό προσαρµογή γραµµής. Η συνδεσµολογία φαίνεται στο Σχ. 1.9. 
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ZL

 (α) Πραγµατική αντίσταση φορτίου ZL

λ/4 

Z0 Z02 ZL

 (β) Μιγαδική αντίσταση φορτίου ZL  

λ/4

Z0 Z02 

L 

Z0 Zin(L) Zin

 
Σχ. 1.9: Προσαρµογή φορτίου µε µετασχηµατιστή λ/4 

Με κατάλληλη επιλογή της Z02 µπορεί η αντίσταση εισόδου Zin του τελευταίου τµήµατος 

(φορτίο + µετασχηµατιστής) να προσαρµοσθεί στην Z0 . Υποθέτοντας ότι η γραµµή δεν 

έχει απώλειες και ότι το φορτίο ZL είναι πραγµατικό, η αντίσταση εισόδου Zin στην αρχή 

του µετασχηµατιστή λ/4 δίνεται από την (1.5.1) ως εξής: 

L

2
02

in Z
ZZ =  

Για προσαρµογή πρέπει Zin = Z0 , οπότε για την Z02 πρέπει 

0L02
L

2
02

0 ZZZ
Z

ZZ =⇔=    (1.5.4) 

Η (1.5.4) δίνει λύση στο πρόβληµα εφόσον η ZL είναι πραγµατική, διότι οδηγεί σε 

πραγµατική τιµή της Z02 , και όπως έχει προαναφερθεί οι γραµµές µεταφοράς στην πράξη 

οφείλουν να έχουν πραγµατική σύνθετη αντίσταση. Στην περίπτωση µιγαδικής ZL , η 

(1.5.4) δεν επαρκεί διότι οδηγεί σε µιγαδική τιµή της Z02 , η οποία θα έλυνε το πρόβληµα 

της προσαρµογής αλλά δεν θα ήταν αποδεκτή στην πράξη διότι θα δηµιουργούσε 

παραµόρφωση (όπως εξηγήθηκε στην παρ. 1.3.2). Η λύση είναι να παρεµβάλουµε πριν το 

φορτίο, όπως φαίνεται στο Σχ. 1.9β, ένα ακόµα κοµµάτι γραµµής µεταφοράς (µε 

χαρακτηριστική αντίσταση ίση µε την Z0 της «κύριας» γραµµής) το οποίο µετατρέπει την 

αντίσταση ZL σε πραγµατική, δηλ. εµφανίζει αντίσταση εισόδου Zin(L) πραγµατική, και 

στη συνέχεια να εφαρµόσουµε την (1.5.4). Όπως έχει δειχθεί στα προηγούµενα (βλ. το 

τέλος της παρ. 1.4.1), οι µοναδικές θέσεις στη γραµµή για τις οποίες η αντίσταση εισόδου 

Zin(L) είναι πραγµατική είναι οι θέσεις µεγίστων και ελαχίστων τάσης (και ρεύµατος) οι 

οποίες δίνονται από τις (1.4.6-7). Κατά συνέπεια, το µήκος L του τελευταίου κοµµατιού 

της γραµµής πρέπει να έχει µία από τις τιµές που δίνουν οι (1.4.6-7), κατά κανόνα τη 

µικρότερη. Στη συνέχεια τοποθετείται ο µετασχηµατιστής λ/4, µε τη χαρακτηριστική 

αντίσταση της (1.5.4) η οποία εδώ (επειδή η Zin(L) παίζει τον ρόλο της ZL ) γίνεται 

( ) 0in02 ZLZZ =  

ενώ η Zin(L) δίνεται από τις (1.4.13-14) ή σε ενιαία µορφή την (1.4.18). 
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Σηµειώνουµε ότι η διάταξη προσαρµογής µε µετασχηµατιστή λ/4 είναι διάταξη στενής 

ζώνης, δηλ. επιτυγχάνει προσαρµογή µε καλή προσέγγιση σε µια σχετικά στενή περιοχή 

συχνοτήτων. Το εύρος ζώνης είναι δυνατό να αυξηθεί αν χρησιµοποιήσουµε 

περισσότερους από έναν µετασχηµατιστές λ/4 σε σειρά (µε κατάλληλη επιλογή των 

χαρακτηριστικών αντιστάσεων). Μια άλλη µέθοδος, που επιτυγχάνει ακόµη καλύτερο 

εύρος ζώνης, είναι η προσαρµογή µε ανοµοιόµορφη γραµµή µεταφοράς, δηλ. µε ένα 

τµήµα γραµµής της οποίας η χαρακτηριστική αντίσταση δεν είναι σταθερή αλλά 

µεταβάλλεται βαθµιαία κατά µήκος αυτής σύµφωνα µε κάποια συνάρτηση Z0(z). 

Προσαρµογή µε βραχυκυκλωµένα στελέχη 

Η µέθοδος αυτή παρουσιάζει το πλεονέκτηµα ότι δεν απαιτεί γραµµές µε άλλες σύνθετες 

αντιστάσεις εκτός από την Z0 . Η απλούστερη µορφή της µεθόδου είναι η χρήση ενός 

βραχυκυκλωµένου στελέχους, δηλ. ενός βοηθητικού τµήµατος γραµµής µήκους h, µε την 

ίδια χαρακτηριστική αντίσταση Z0 , το οποίο τερµατίζεται σε βραχυκύκλωµα και 

τοποθετείται παράλληλα µε την κύρια γραµµή σε απόσταση L από τον τερµατισµό, όπως 

φαίνεται στο Σχ. 1.10. Στο ίδιο σχήµα φαίνεται και το ισοδύναµο κύκλωµα, µε την 

αντίσταση εισόδου Zπ του βραχυκυκλωµένου στελέχους. Θεωρούµε και εδώ τις γραµµές 

χωρίς απώλειες. 

 

Α
h ZL

Z0 

L 

Z0 Z0 Zin(L) 

Zπ 

Α

Α΄

ZL 

L 

Zπ

Α΄

 
Σχ. 1.10: Προσαρµογή φορτίου µε ένα βραχυκυκλωµένο στέλεχος 

Όπως δείχνει το ισοδύναµο κύκλωµα του Σχ. 1.10, στη θέση ΑΑ΄ η Zπ συνδέεται εν 

παραλλήλω µε την αντίσταση εισόδου Zin(L) του τελευταίου τµήµατος της γραµµής. Κατά 

συνέπεια, για να έχουµε προσαρµογή θα πρέπει η γραµµή να «βλέπει» στη θέση ΑΑ΄ µια 

συνολική αντίσταση ίση µε Z0 , δηλ. 

( ) ( )
( ) 0

in

in
in Z

ZLZ
ZLZZLZ =
+

=
π

π
π    (1.5.5) 

ή ισοδύναµα µε σύνθετες αγωγιµότητες 
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( ) ( ) ( ) 0in
inin Z

1
Z
1

LZ
1YLYYLY =+=+=

π
ππ    (1.5.6) 

Η Zin(L) δίνεται από την (1.2.9) 

( ) ( )
( )LtanjZZ

LtanjZZZLZ
L0

0L
0in β+

β+
=  

και η Zπ δίνεται από την (1.4.21) 

( ) ( )htanjZhZZ 0in β==π  

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω στην (1.5.6) (η οποία είναι προτιµότερη για τις πράξεις 

από την (1.5.5) διότι έχουµε παράλληλη συνδεσµολογία), προκύπτει µια µιγαδική εξίσωση 

η οποία χωρίζοντας πραγµατικά και φανταστικά µέρη οδηγεί σε ένα σύστηµα δύο 

πραγµατικών εξισώσεων µε αγνώστους τα µήκη L και h. Επιλύοντας το σύστηµα 

προσδιορίζονται οι επιθυµητές τιµές των L και h για προσαρµογή. Είναι επίσης δυνατόν 

να χρησιµοποιηθεί γραφική µέθοδος (ο λεγόµενος χάρτης Smith). Σηµειώνουµε ότι 

αντίστοιχη διαδικασία µπορεί να εφαρµοσθεί και τοποθετώντας το στέλεχος σε σειρά 

(δηλ. διακόπτοντας έναν από τους αγωγούς της γραµµής, οπότε η Zπ θα ήταν σε σειρά στο 

ισοδύναµο κύκλωµα). 

Μια βελτιωµένη παραλλαγή της µεθόδου είναι η χρήση δύο βραχυκυκλωµένων στελεχών 

παράλληλα µε τη γραµµή, όπως φαίνεται στο Σχ. 1.11. Στην περίπτωση αυτή διαθέτουµε 4 

παραµέτρους που µπορούν να µεταβληθούν (τα µήκη L1 , L2 και h1 , h2 ) οπότε διατηρούµε 

σταθερές τις θέσεις των βραχυκυκλωµένων στελεχών L1 , L2 και µεταβάλλουµε τα µήκη 

τους h1 , h2 . 
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h1 ZL 

Z0

L1

Z0
Z0

Zin(L1)

Zπ1

Β΄
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Z0

Zin(L2) 

Zπ2 

Α΄

L2
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Σχ. 1.11: Προσαρµογή φορτίου µε δύο βραχυκυκλωµένα στελέχη 

Εδώ το ισοδύναµο κύκλωµα περιλαµβάνει δύο αντιστάσεις παράλληλα µε τη γραµµή (τις 

αντιστάσεις εισόδου Zπ1 και Zπ2 των βραχυκυκλωµένων στελεχών), καθεµία από τις οποίες 

συντίθεται εν παραλλήλω µε την αντίσταση εισόδου του υπολοίπου της γραµµής στη 
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συγκεκριµένη θέση. Πρέπει να σηµειωθεί ότι η λύση δίνεται «βαθµηδόν», δηλ. πρώτα 

υπολογίζεται η Zin(L1) από την Z0 και την ZL (κατά τα γνωστά) και συντίθεται εν 

παραλλήλω µε την Zπ1 . Έπειτα η παράλληλη σύνθεση αυτών θεωρείται ως αντίσταση 

φορτίου (τερµατισµού) και µε βάση αυτή υπολογίζεται η Zin(L2). Η συνθήκη προσαρµογής 

διατυπώνεται µε βάση την ολική αντίσταση που «βλέπει» η γραµµή στη θέση ΑΑ΄, δηλ. 

την παράλληλη σύνθεση της Zin(L2) και της Zπ2 , η οποία πρέπει να ισούται µε την Z0 . 

Συνοπτικά, η µέθοδος βασίζεται στην κατάλληλη ρύθµιση των τιµών Zπ1 και Zπ2 , 

ρυθµίζοντας τα µήκη των δύο στελεχών. Η επίλυση του προβλήµατος είναι αρκετά 

περίπλοκη αλγεβρικά, µπορεί όµως να επιτευχθεί και µε Η/Υ ή µε γραφική µέθοδο. 

Η µέθοδος προσαρµογής µε δύο βραχυκυκλωµένα στελέχη πλεονεκτεί ως προς την 

προσαρµογή µε ένα στέλεχος διότι επιτυγχάνει µεγαλύτερο εύρος ζώνης, αλλά και 

κατασκευαστικά διότι συνήθως δεν είναι εύκολο να µετακινούµε ένα στέλεχος κατά µήκος 

της γραµµής (κατά κανόνα οι αγωγοί της γραµµής είναι µονωµένοι), ενώ είναι ευκολότερο 

να µεταβάλλουµε το µήκος στελεχών που είναι συνδεδεµένα σε σταθερές θέσεις. 

Σηµειώνουµε ότι η µέθοδος µπορεί να επεκταθεί περαιτέρω, χρησιµοποιώντας τρία ή και 

περισσότερα βραχυκυκλωµένα στελέχη τα οποία τοποθετούνται σε σταθερές θέσεις στη 

γραµµή και µεταβάλλονται τα µήκη τους. Τότε οι άγνωστοι του προβλήµατος (τα µήκη h1 

, h2 , h3 κ.ο.κ.) είναι περισσότεροι από τις εξισώσεις που το διέπουν, µε αποτέλεσµα να 

υπάρχουν πολλές λύσεις (στην πράξη κατά κανόνα επιλέγουµε, για λόγους 

κατασκευαστικούς, σχετικά µικρά µήκη). Η χρήση περισσότερων βραχυκυκλωµένων 

στελεχών γενικά βελτιώνει (αυξάνει) το εύρος ζώνης της διάταξης. 

1.6. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

Παράδειγµα 1.1. Έστω δύο σηµεία z και z΄ πάνω σε γραµµή µεταφοράς, τα οποία 

απέχουν µεταξύ τους απόσταση L κατά µήκος 

της γραµµής (δηλ. z΄ = z + L). Έστω επίσης V1 , 

I1 και V2 , I2 , αντίστοιχα, οι τάσεις και ρεύµατα 

της γραµµής στα σηµεία αυτά. Να βρεθούν οι 

σχέσεις που δίνουν τα V1 , I1 συναρτήσει των 

V2 , I2 (δηλ. την τάση και το ρεύµα στο 

«προηγούµενο» σηµείο συναρτήσει της τάσης και του ρεύµατος στο «επόµενο» σηµείο). 

Απάντηση 

Οι θεµελιώδεις σχέσεις (1.1.5α-β) της γραµµής για τα σηµεία z και z΄ γράφονται: 

 

z z' = z + L 

V1 = V(z ) 

L 

V2 = V(z +L)

I1 = I(z ) I2 = I(z +L) 
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Επιλύοντας το σύστηµα των εξισώσεων (2α-β) ως προς Vπ και Vα προκύπτει 


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και εισάγοντας αυτές στις (1α-β) παίρνουµε 

( ) ( )

( ) ( )











βγ+γ=

αγ+γ=

)3(LcoshILsinh
Z
VI
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2
0

2
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2021

 

όπου sinh και cosh είναι οι γνωστές συναρτήσεις υπερβολικού ηµιτόνου και συνηµιτόνου. 

Παρατήρηση: Αν επιλύσουµε τις (3α-β) ως προς V2 και I2 θα πάρουµε 

( ) ( )

( ) ( )



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


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∆εδοµένου ότι cosh(–x) = cosh(x) και sinh(–x) = – sinh(x), παρατηρούµε ότι πρόκειται για 

τις ίδιες σχέσεις µε αντικατάσταση του L από – L. (Είναι εύλογο αυτό; Εξηγήστε.) 

Ειδική περίπτωση: Για γραµµή χωρίς απώλειες ισχύει γ = jβ, οπότε cosh(jβL) = cos(βL) 

και sinh(jβL) = jsin(βL) και προκύπτουν οι αξιοσηµείωτες σχέσεις 

( ) ( )

( ) ( )





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
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αβ+β=
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Παράδειγµα 1.2. Γραµµή µεταφοράς µε κατανεµηµένες παραµέτρους L = 0,6 µH/m και C 

= 240 pF/m λειτουργεί σε συχνότητα 100 MHz µε σύνθετη αντίσταση τερµατισµού (δηλ. 

φορτίο) ZL = – j100 Ω. Να προσδιορισθεί η σύνθετη αντίσταση εισόδου της γραµµής σε 

απόσταση m5416,3=l  από τον τερµατισµό. 
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Απάντηση 

Οι παράµετροι R, G της γραµµής δεν δίνονται (ούτε ζητούνται) και εποµένως υπονοείται  

ότι R = G = 0, δηλ. η γραµµή είναι χωρίς απώλειες, οπότε α = 0 και γ = jβ. Τότε ισχύει 
21

1266

m
F10240

m
H106,0sec/rad101002LC 






 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅π=ω=β −−  

και µετά τις πράξεις παίρνουµε β = 2,4π rad/m. Άρα το µήκος κύµατος στη γραµµή είναι 

m8333,0
4,2

22
≅

π
π

=
β
π

=λ  

Επίσης η χαρακτηριστική αντίσταση της γραµµής είναι 

Ω==










⋅
⋅
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−
50...

mF10240
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21
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Σε απόσταση l  από τον τερµατισµό, η αντίσταση εισόδου από την (1.2.9) είναι 

( ) ( )
( )l
l

l
β+
β+

=
tanjZZ
tanjZZZZ

L0

0L
0in  

Παρατηρούµε όµως ότι 

4
425,4

8333,0
5416,3 λ

+λ=⇒==
λ

l
l  

Άρα 

2
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+π=




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 λ

+λ
λ
π

=βl  

οπότε ( ) ∞→βltan  και η σχέση για την Zin δίνει 

( ) ( ) Ω=== 25j
Z
Zm5416,3ZZ

L

2
0

inin l  

Παρατηρούµε λοιπόν ότι το ανωτέρω τµήµα γραµµής µήκους 8λ+λ/4 συµπεριφέρεται σαν 

µετασχηµατιστής λ/4. Εδώ συγκεκριµένα µετασχηµατίζει χωρητικό φορτίο σε 

αυτεπαγωγικό. 

 

Παράδειγµα 1.3. Έστω γραµµή µεταφοράς µε απώλειες (α > 0), τερµατισµένη σε κάποια 

σύνθετη αντίσταση ZL . 

α) Αν το φορτίο είναι προσαρµοσµένο (ZL = Z0 ), να αποδειχθεί ότι σε κάθε σηµείο της 

γραµµής η αντίσταση εισόδου είναι επίσης Z0 . 

β) Αν το φορτίο δεν είναι προσαρµοσµένο (ZL ≠ Z0 ), να αποδειχθεί ότι σε µεγάλες 

αποστάσεις από τον τερµατισµό η αντίσταση εισόδου τείνει προς την Z0 . 

Απάντηση 
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α) Στην περίπτωση προσαρµογής (ZL = Z0 ), η αντίσταση εισόδου σε οποιαδήποτε 

απόσταση l  σύµφωνα µε την (1.2.8), είναι 

( ) ( )
( ) 0
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00
0in Z

tanhZZ
tanhZZZZ =

γ+
γ+

=
l

l
l  

β) Όταν δεν υπάρχει προσαρµογή (ZL ≠ Z0 ), χρησιµοποιούµε την (1.2.7) που γράφεται 
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Όταν η απόσταση από τον τερµατισµό γίνεται πολύ µεγάλη, δηλ. +∞→l , τότε για τον 

εκθετικά φθίνοντα παράγοντα ισχύει 0e 2 →α− l . Εποµένως 

( ) 00in Z
01
01ZZ =

−
+

→=
+∞→l

l  

∆ηλαδή όσο αποµακρυνόµαστε από τον τερµατισµό τόσο λιγότερο αντιληπτή γίνεται η 

επίπτωση της κακής προσαρµογής. Η φυσική αιτία της συµπεριφοράς αυτής είναι ότι τα 

ανακλώµενα κύµατα πρέπει να διανύσουν µεγάλη απόσταση, οπότε αποσβένονται και δεν 

είναι πλέον «ορατά» στην είσοδο της γραµµής. 

Παρατήρηση: Το παραπάνω συµπέρασµα (α) ισχύει και για γραµµή µεταφοράς χωρίς 

απώλειες (α = 0 και γ = jβ). Το συµπέρασµα (β) όµως δεν ισχύει, επειδή δεν υπάρχει ο 

εκθετικά φθίνων παράγοντας lα−2e . 

 

Παράδειγµα 1.4. Να προταθεί τρόπος προσδιορισµού της χαρακτηριστικής αντίστασης Z0 

µιας γραµµής µεταφοράς χωρίς απώλειες µε µετρήσεις στην είσοδο της γραµµής. 

Απάντηση 

Ένας τρόπος µέτρησης θα µπορούσε να βασισθεί σε µετρήσεις της αντίστασης εισόδου. 

Πιο συγκεκριµένα, λαµβάνεται τµήµα γνωστού µήκους l  και εκτελούνται οι ακόλουθες 

µετρήσεις: 

1) Η γραµµή τερµατίζεται σε βραχυκύκλωµα και µετράται η σύνθετη αντίσταση εισόδου 

στο άλλο άκρο της, έστω ZΒ . Επειδή ZL = 0, η (1.2.9) δίνει 

( ) ( ) ( )ll
l β=

+
β+

== tanjZ
0jZ

tanjZ0ZZZ 0
0

0
0inB  

2) Η γραµµή τερµατίζεται σε ανοικτοκύκλωµα και µετράται πάλι η σύνθετη αντίσταση 

εισόδου στο άλλο άκρο της, έστω ZΑ . Τότε ZL → ∞ και από την (1.2.9) παίρνουµε 

( ) ( ) ( )l
l

l β−=
β

== cotZj
tanj

1ZZZ 00inA  

Συνδυάζοντας τις παραπάνω εξισώσεις παίρνουµε: 
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( ) 21
AB0

2
0AB ZZZZZZ =⇒=  

Πρέπει να επισηµανθεί ότι οι τιµές ZΒ και ZΑ που θα µετρηθούν εξαρτώνται από τη 

συχνότητα που θα γίνει η µέτρηση, πράγµα αναµενόµενο αφού και η Z0 γενικά είναι 

συνάρτηση της συχνότητας. 

[Ερώτηση για τον αναγνώστη: Θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος αυτή και για 

γραµµή µε απώλειες; Αν ναι πως, αν όχι γιατί;]. 

 

Παράδειγµα 1.5. Έστω µια γραµµή µεταφοράς, χωρίς απώλειες και µε χαρακτηριστική 

αντίσταση Z0 , σε ορισµένα σηµεία της 

οποίας συνδέονται παράλληλα κάποιες 

σύνθετες αντιστάσεις, έστω Z1 , Z2 , 

όπως φαίνεται στο σχήµα. Οι σύνθετες 

αυτές αντιστάσεις µπορεί να 

αντιπροσωπεύουν π.χ. τµήµατα 

γραµµών µεταφοράς ή οποιαδήποτε 

άλλα φορτία. Η γραµµή τερµατίζεται σε προσαρµοσµένο φορτίο. Να προσδιορισθεί η 

σύνθετη αντίσταση εισόδου Zin στο αριστερό άκρο της γραµµής. 

Απάντηση 

Το πρόβληµα δίνεται χωρίς αριθµητικά στοιχεία, και κατά συνέπεια εδώ θα υποδειχθεί η 

γενική µεθοδολογία επίλυσης, ανεξάρτητα από αριθµητικές τιµές. Παρατηρούµε ότι η 

γραµµή έχει δύο «ασυνέχειες» στις θέσεις ΑΒ και Γ∆. Με τον όρο «ασυνέχειες» εννοούµε 

σηµεία στα οποία η γραµµή «βλέπει» αντίσταση διαφορετική από τη χαρακτηριστική της. 

Για τη λύση του προβλήµατος θα υπολογίσουµε µε διαδοχικά βήµατα τις αντιστάσεις 

εισόδου στα σηµεία ασυνέχειας ξεκινώντας από τον τερµατισµό της γραµµής. 

α) Το τµήµα αµέσως δεξιά της θέσης ΑΒ (δηλ. χωρίς να ληφθεί υπόψη η Z1 ) λόγω της 

προσαρµογής έχει αντίσταση εισόδου 

01in ZZ =  

β) Αµέσως αριστερά της θέσης ΑΒ η αντίσταση εισόδου είναι 

10

10
1011inAB ZZ

ZZZZZZZ
+

===  

γ) Για το τµήµα µεταξύ των θέσεων ΑΒ και Γ∆ η παραπάνω σύνθετη αντίσταση ZΑΒ 

αποτελεί την αντίσταση τερµατισµού (φορτίο). Κατά συνέπεια, η αντίσταση εισόδου 

αµέσως δεξιά της θέσης Γ∆ (δηλ. χωρίς να ληφθεί υπόψη η Z2 ) είναι η αντίσταση 

εισόδου σε απόσταση 1l  από το φορτίο ZΑΒ , για την οποία βάσει της (1.2.7) έχουµε 

 

∆ Β

ΑΓ

Z0

1l  

Z2 

Zin2 

Z1 
Z0 

Zin1 
Zin 

0l  2l
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( )
1

1

2
AB

2
AB

01in2in
e1
e1ZZZ

l

l

l γ−

γ−

ρ−

ρ+
==   όπου  

0AB

0AB
AB ZZ

ZZ
+
−

=ρ  

Προφανώς µπορεί (ισοδύναµα) να χρησιµοποιηθεί και η σχέση 

( ) ( )
( )1AB0

10AB
01in2in tanhZZ

tanhZZZZZ
l

l
l

γ+
γ+

==  

δ) Αµέσως αριστερά της θέσης Γ∆ η αντίσταση εισόδου είναι 

22in

22in
22in ZZ

ZZZZZ
+

==Γ∆  

ε) Τελικά για τη ζητούµενη σύνθετη αντίσταση εισόδου Zin στο αριστερό άκρο της 

γραµµής θεωρούµε ως φορτίο την ZΓ∆ που βρέθηκε παραπάνω και εφαρµόζουµε τη 

σχέση για την αντίσταση εισόδου σε απόσταση 2l  από το φορτίο: 

( )
2

2

2

2

02inin
e1
e1ZZZ

l

l

l γ−
Γ∆

γ−
Γ∆

ρ−

ρ+
==   όπου  

0

0
ZZ
ZZ

+
−

=ρ
Γ∆

Γ∆
Γ∆  

Και πάλι µπορεί (ισοδύναµα) να χρησιµοποιηθεί η σχέση 

( )
( )20

20
0in tanhZZ

tanhZZZZ
l

l

γ+
γ+

=
Γ∆

Γ∆  

Αν είχαν δοθεί αριθµητικές τιµές, θα εκτελούσαµε τις αντικαταστάσεις σε καθένα από τα 

παραπάνω βήµατα (α) – (ε) και θα υπολογίζαµε βαθµηδόν την Zin . 

 

Παράδειγµα 1.6. Φορτίο ΖL = 25 − j75 Ω τροφοδοτείται από γραµµή µεταφοράς µε 

χαρακτηριστική αντίσταση Ζ0 = 75 Ω και µήκος  (µέχρι 

τη θέση ΑΒ) m25,2=l . Στην είσοδο της γραµµής 

αυτής συνδέεται παράλληλα (όπως στο σχήµα) µια άλλη 

γραµµή της ίδιας χαρακτηριστικής αντίστασης και 

µήκους l′ , η οποία τερµατίζεται σε βραχυκύκλωµα. Να βρεθεί το µήκος l′  της δεύτερης 

γραµµής ώστε η ολική σύνθετη αντίσταση εισόδου (στη θέση ΑΒ) να είναι πραγµατική. Οι 

γραµµές είναι χωρίς απώλειες και η συχνότητα λειτουργίας είναι 150 MHz. [Σηµείωση: Το 

µήκος κύµατος στη γραµµή να θεωρηθεί όσο και στον ελεύθερο χώρο.] 

Απάντηση 

Το µήκος κύµατος στη γραµµή είναι λ = c/f = 2 m, άρα 
8

m25,2 λ
+λ==l . 

Ως προς τη θέση ΑΒ τα δύο τµήµατα γραµµής ισοδυναµούν µε τις σύνθετες αντιστάσεις 

εισόδου αυτών, έστω ( )linZ  και ( )l′inZ , οι οποίες συνδέονται παράλληλα και δίνουν την 

ολική σύνθετη αντίσταση εισόδου Zin στη θέση ΑΒ ως εξής: 

ZL Zin 
Z0 

Β 

Α 
l  

l΄
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( ) ( )ll ′
+=

ininin Z
1

Z
1

Z
1  

Οι ( )linZ  και ( )l′inZ  δίνονται από την (1.2.9). Ειδικότερα για την ( )linZ  έχουµε 

( ) 1
4

tan
4

2tan
8

2tantan =
π

=





 π

+π=













 λ

+λ
λ
π

=βl  

οπότε η (1.2.9) δίνει 

( ) ( )
( ) j6

75
25j150

2575
75j25j75

75j75j2575
jZZ
jZZZ

tanjZZ
tanjZZZZ 2

L0

0L
0

L0

0L
0in +

=
+
⋅

=
−+
+−

⋅=
+
+

=
β+
β+

=
l

l
l  

και εποµένως 

( ) 75
1j

75
6

Z
1

in
+=

l
 

Η δεύτερη γραµµή (µήκους l′ ) είναι βραχυκυκλωµένη και από την (1.4.21) έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )ll
ll

′β
−=

′
⇒′β=′

tan75
1j

Z
1tanjZZ

in
0in  

Πρέπει το φανταστικό µέρος της 1/Zin να µηδενίζεται, δηλ. πρέπει 

( ) ( ) ( ) ( ) π+
π

=′β⇔=′β⇔=
′β

−⇔=







′

+ n
4

1tan0
tan75

1
75
10

Z
1

Z
1Im

inin
ll

lll
 

Από τις ανωτέρω άπειρες λύσεις επιλέγουµε τη µικρότερη (θετική προφανώς), οπότε 

m25,0
84

2
4

=
λ

=′⇔
π

=′
λ
π

⇔
π

=′β lll  

 

Παράδειγµα 1.7. Έστω η συνδεσµολογία δύο γραµµών µεταφοράς που φαίνεται στο 

σχήµα. Η κύρια γραµµή έχει 

χαρακτηριστική αντίσταση Z01 και 

τερµατίζεται σε προσαρµοσµένο 

φορτίο. Σε απόσταση 7λ/4 από τον 

τερµατισµό της (στα σηµεία ΑΒ του 

σχήµατος) συνδέεται παράλληλα η 

δευτερεύουσα γραµµή, η οποία έχει 

µήκος λ/4, χαρακτηριστική 

αντίσταση Z02 και τερµατίζεται σε 

ωµική αντίσταση φορτίου ZL που είναι τέτοια ώστε να δηµιουργείται στη δευτερεύουσα 

γραµµή στάσιµο κύµα µε SWR (λόγο στασίµου κύµατος) S = 4. Να προσδιορισθεί σε dB ο 

λόγος της ανακλώµενης προς την προσπίπτουσα ισχύ αµέσως πριν τα σηµεία ΑΒ του 

σχήµατος. ∆ίνεται ότι οι γραµµές δεν έχουν απώλειες και ισχύει ZL < Z02 = 2Z01 . 

Α

λ/4 Z01

Z02 

7λ/4 

Z01 Z01 Zin1 

Zin2

Β

ZL 
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Απάντηση 

Η σύνθετη αντίσταση, έστω Zin , που «βλέπει» η γραµµή στη θέση ΑΒ είναι ο παράλληλος 

συνδυασµός των αντιστάσεων εισόδου των δύο τµηµάτων γραµµών που ξεκινούν από τα 

σηµεία Α και Β: 

2in1in

2in1in
2in1inin ZZ

ZZZZZ
+

==  

Για το τµήµα της κύριας γραµµής δεξιά των Α, Β, λόγω της προσαρµογής η αντίσταση 

εισόδου είναι ίση µε τη χαρακτηριστική της αντίσταση (και µάλιστα ανεξαρτήτως µήκους) 

011in ZZ =  

Στη δευτερεύουσα γραµµή, αφού η ZL είναι ωµική και ZL < Z02 , η θέση τερµατισµού είναι 

θέση ελαχίστου τάσης και, σύµφωνα µε την (1.4.26), για τον SWR έχουµε 

L

02
Z
ZS =  

Αλλά αφού το µήκος της είναι λ/4, βάσει της (1.5.1) ισχύει επίσης 

L

02
02

L

2
02

2in Z
ZZ

Z
ZZ ==  

και συνδυάζοντας τις δύο σχέσεις παίρνουµε 

02022in Z4ZSZ ==  

Εποµένως, λαµβάνοντας υπόψη και ότι Z02 = 2Z01 , προκύπτει 

( ) 01
0101

0101

0201

0201
0201in Z

9
8

Z8Z
Z8Z

Z4Z
Z4ZZ4ZZ =

+
⋅

=
+
⋅

==  

και άρα ο συντελεστής ανάκλασης στη θέση ΑΒ είναι 

17
1

Z1
9
8

Z1
9
8

ZZ
ZZ

01

01

01in

01in
AB −=







 +







 −

=
+
−

=ρ  

Ο λόγος των ισχύων του ανακλώµενου και του προσπίπτοντος κύµατος στη γραµµή είναι, 

ως γνωστόν, ίσος µε  2
Lρ . Εποµένως σην περιοχή αριστερά από τη θέση ΑΒ ο λόγος 

αυτός (αν συµβολισθεί µε Λ), εκφραζόµενος σε dB, είναι 

( ) dB61,24...log10
W
Wlog10 2

AB1010 −≅=ρ=







π
=Λ α  
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Παράδειγµα 1.8. Γραµµή µεταφοράς χωρίς απώλειες µε χαρακτηριστική αντίσταση 50 Ω 

τερµατίζεται σε φορτίο που αποτελείται από µια ωµική 

αντίσταση 50 Ω σε σειρά µε πυκνωτή άγνωστης 

χωρητικότητας C. Η εικόνα του στασίµου κύµατος 

(δηλ. η µεταβολή του µέτρου της τάσης) κατά µήκος 

της γραµµής έχει τη µορφή που φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί. Να προσδιορισθεί η 

τιµή της χωρητικότητας C. (∆ίνεται ότι οι αγωγοί της γραµµής δεν είναι µονωµένοι, δηλ. 

το υλικό που περιβάλλει τη γραµµή είναι ο αέρας). 

 V

0

1

2

3

4

5

0

0,
6

1,
2

1,
8

2,
43

3,
6

4,
2

4,
8

5,
4)m(l  

 

Απάντηση 

Η τιµή της χωρητικότητας θα προκύψει από τη σύνθετη αντίσταση τερµατισµού 

jXR
C

1jR
Cj

1RZL −=
ω

−=
ω

+=    (1) 

η οποία, επειδή R = Z0 , συνδέεται µε το µέτρο του συντελεστή ανάκλασης ως εξής: 

22
0000

00

0L

0L
L

XZ4

X
jXZ2

jX
ZjXZ
ZjXZ

ZZ
ZZ

+
=

−

−
=

+−

−−
=

+

−
=ρ  

Επιλύοντας ως προς X βρίσκουµε το φανταστικό µέρος της ZL συναρτήσει του µέτρου του 

συντελεστή ανάκλασης 

( )
2

L

L02
L

2
0

2
L

22
L22

0

2

1

Z2
XZ41X

XZ4
X

ρ−

ρ
=⇔ρ=ρ−⇔ρ=

+
 (2) 

Από το σχήµα προκύπτει ο λόγος στασίµου κύµατος (SWR), διαιρώντας τις τιµές µεγίστου 

και ελαχίστου τάσης στη γραµµή, δηλ. 

5
V1
V5

V
V

S
min

max ===  

και από αυτόν υπολογίζεται το µέτρο του συντελεστή ανάκλασης: 

 

Z0 = 50 Ω 
R = 50 Ω

C = ; 
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3
2

15
15

1S
1S

1
1

S L
L

L =
+
−

=
+
−

=ρ⇒
ρ−
ρ+

=  

Με αντικατάσταση στην (2) παίρνουµε 

Ω==
−
⋅⋅

=
5

200
35
3200

941
32502X    (3) 

Για την εύρεση της χωρητικότητας C από την X χρειάζεται η συχνότητα λειτουργίας, η 

οποία προκύπτει από το µήκος κύµατος και την ταχύτητα φάσης στη γραµµή. Το µήκος 

κύµατος λ στη γραµµή προσδιορίζεται από τη µορφή του στασίµου κύµατος διότι, ως 

γνωστόν, η απόσταση δύο διαδοχικών ελαχίστων ισούται µε λ/2. Από το σχήµα, τα δύο 

πρώτα ελάχιστα εµφανίζονται στις θέσεις m4,2=l  και m4,5=l  και παίρνουµε 

m6m3m4,2m4,5
2

=λ⇒=−=
λ  

Όπως έχει σηµειωθεί στην παρ. 1.1.4, η ταχύτητα φάσης στη γραµµή είναι ίση µε την 

ταχύτητα φάσης των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στο υλικό που περιβάλλει τη γραµµή, 

το οποίο στην περίπτωσή µας είναι ο αέρας, και εποµένως η ταχύτητα φάσης στη γραµµή 

είναι όση η ταχύτητα του φωτός στο κενό ή στον αέρα: c0 = 3.108 m/sec*. Εποµένως η 

συχνότητα λειτουργίας είναι 

MHz50
m6

sec/m103c
ffc

8
0

0 =
⋅

=
λ

=⇒λ=  

και από την τιµή της X που βρέθηκε στην (3) προκύπτει 

pF59,35pF550F10
20

5

5
20010502

1
Xf2

1C
Cf2

1X 9

6
≅

π
=⋅

π
=

⋅⋅⋅π
=

π
=⇒

π
= −  

 

                                                 
* Ο συνηθέστερος τρόπος να χαρακτηρίζεται ένα διηλεκτρικό υλικό είναι µε την σχετική διηλεκτρική 

επιτρεπτότητα εr αυτού, πράγµα που σηµαίνει ότι η διηλεκτρική επιτρεπτότητα του υλικού είναι ε = εr ε0 . Αν 

λοιπόν η γραµµή είχε κάποιο άλλο υλικό, η ταχύτητα φάσης θα ήταν κατά τα γνωστά: 

r

8

r

0

0r0

sec/m103c11c
ε

⋅
=

ε
=

εεµ
=

µε
=  

διότι κατά κανόνα τα υλικά αυτά είναι µαγνητικώς αδρανή, δηλ. µ = µ0 . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 :  ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΟΙ  ΚΥΜΑΤΟ∆ΗΓΟΙ  

2.1. ΒΑΣΙΚΑ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΤΩΝ ΚΥΜΑΤΟ∆ΗΓΩΝ 

2.1.1. Γενικά 

Οι κυµατοδηγοί είναι µεταλλικοί σωλήνες που χρησιµοποιούνται για τη µεταφορά 

µικροκυµατικής ισχύος. Κατασκευάζονται από µέταλλο υψηλής αγωγιµότητας (ώστε να 

ελαχιστοποιούνται οι απώλειες ισχύος στα τοιχώµατα) και στο εσωτερικό τους συχνά είναι 

κενοί (δηλ. περιέχουν αέρα), ενώ σε ορισµένες εφαρµογές περιέχουν διηλεκτρικό υλικό 

πολύ χαµηλής αγωγιµότητας (µονωτικό) για την επίτευξη των επιθυµητών ιδιοτήτων 

διάδοσης. Οι περισσότεροι κυµατοδηγοί στην πράξη είναι ορθογωνικής διατοµής, 

υπάρχουν όµως και κυκλικοί ή ελλειπτικοί. Εδώ θα περιορισθούµε στη µελέτη των 

ορθογωνικών κυµατοδηγών, αλλά η µεθοδολογία και τα συµπεράσµατα είναι παρόµοια 

και για άλλους τύπους διατοµής. Σηµειώνουµε επίσης ότι και οι οπτικές ίνες (οι οποίες 

βέβαια χρησιµοποιούνται σε εντελώς διαφορετική περιοχή συχνοτήτων) είναι κυµατοδηγοί 

από διηλεκτρικά υλικά, και η µελέτη τους βασίζεται σε αντίστοιχες µεθόδους. 

Ο ρόλος των κυµατοδηγών είναι, όπως προαναφέρθηκε, η µεταφορά υψίσυχνης ισχύος 

από τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα που αναπτύσσονται στο εσωτερικό τους. Η λειτουργία 

τους, λοιπόν, παρουσιάζει σαφή αναλογία µε τις γνωστές γραµµές µεταφοράς δύο αγωγών, 

µε τη διαφορά ότι σε αυτούς αντί για τα µεγέθη τάσης και έντασης ρεύµατος πρέπει να 

χρησιµοποιηθούν πεδιακά µεγέθη (ένταση ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου). Τα κύρια 

πλεονεκτήµατα των κυµατοδηγών είναι 

α) οι πολύ µικρές απώλειες που παρουσιάζουν, δηλ. η πολύ µικρή απόσβεση ισχύος που 

προκαλούν 

β) η δυνατότητα να µεταφέρουν πολύ µεγάλη ισχύ 

γ) η αποφυγή παρεµβολών από άλλες πηγές στο σήµα που µεταφέρουν, η οποία οφείλεται 

στο γεγονός ότι τα κλειστά µεταλλικά τοιχώµατα θωρακίζουν (αποµονώνουν πλήρως) 

το εσωτερικό του κυµατοδηγού από τυχόν κύµατα που υπάρχουν στο εξωτερικό του. 

Μειονέκτηµα αποτελεί το αυξηµένο κόστος των κυµατοδηγών, το οποίο απαγορεύει τη 

χρήση τους για µεγάλες αποστάσεις. Πρέπει επίσης να σηµειωθεί ότι, όπως θα δούµε και 

στα επόµενα, η περιοχή λειτουργίας κάθε κυµατοδηγού περιορίζεται από µια ορισµένη 

συχνότητα και πάνω, δηλ. δεν είναι δυνατή η χρήση του στη χαµηλή περιοχή συχνοτήτων 

(όπου όµως δεν θα ήταν και αναγκαία διότι οι δισύρµατες ή οµοαξονικές γραµµές έχουν 

ικανοποιητική απόδοση). 
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Με βάση τα παραπάνω, κυµατοδηγοί χρησιµοποιούνται σε εφαρµογές µικροκυµατικών 

συχνοτήτων υψηλής ισχύος, αλλά και χαµηλής εφόσον υπάρχουν ιδιαίτερες απαιτήσεις για 

πολύ µικρή απόσβεση και ελαχιστοποίηση θορύβου. Τέτοιες είναι π.χ. οι εφαρµογές 

συστηµάτων ραδιοεντοπισµού (ραντάρ) και δορυφορικών επικοινωνιών, στα οποία 

χρησιµοποιούνται κυµατοδηγοί για τη µεταφορά του σήµατος από τη βαθµίδα εξόδου του 

ποµπού στην κεραία και από την κεραία στη βαθµίδα εισόδου του δέκτη. Στις 

χαµηλότερες συχνότητες για ενσύρµατη µετάδοση χρησιµοποιούνται γραµµές µεταφοράς 

δύο αγωγών, ενώ στις ακόµη υψηλότερες (π.χ. υπέρυθρες, οπτικές, υπεριώδεις) 

χρησιµοποιούνται οι οπτικές ίνες, οι οποίες ουσιαστικά αποτελούν επίσης διηλεκτρικούς 

κυµατοδηγούς. 

2.1.2. Κυµατοδήγηση – Ρυθµοί 

Η γεωµετρία ενός ορθογωνικού κυµατοδηγού φαίνεται στο Σχ. 2.1. Όπως και στις γραµµές 

µεταφοράς, συνηθίζεται ο άξονας z να ταυτίζεται µε τον άξονα του κυµατοδηγού (και 

εποµένως µε τη διεύθυνση διάδοσης του κύµατος). Θα υιοθετήσουµε επίσης τη σύµβαση 

να συµβολίζεται µε a η µεγάλη εγκάρσια διάσταση του κυµατοδηγού  και µε b η µικρή, 

και να λαµβάνεται ο άξονας x κατά µήκος της µεγάλης διάστασης. Παρατηρήστε στο Σχ. 

2.1 ότι το καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων είναι (ως συνήθως) δεξιόστροφο. 

 

x

y

z 
a 

b ε , µ

a > b

Κύµατα 

 

Σχ. 2.1: Γεωµετρία ορθογωνικού κυµατοδηγού 

Όπως έχει προαναφερθεί, η µελέτη των κυµατοδηγών πρέπει να βασισθεί στο ηλεκτρικό 

και µαγνητικό πεδίο που αναπτύσσεται µέσα σε αυτούς, δηλ. τα διανύσµατα ( )r
E x y z, ,  και 

( )r
H x y z, ,  τα οποία γενικά, ως γνωστόν, είναι συναρτήσεις και των τριών συντεταγµένων. 

Έχει υποτεθεί (ως συνήθως) ότι τα πεδία µεταβάλλονται ηµιτονοειδώς στο χρόνο µε 

κάποια κυκλική συχνότητα ω, και εποµένως χρησιµοποιούµε τους µιγαδικούς φασιθέτες 

(phasors) για να εκφράσουµε κάθε συνιστώσα των διανυσµάτων αυτών. Η λειτουργία του 
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κυµατοδηγού βασίζεται στο γεγονός ότι µπορούν να υπάρξουν κύµατα οδεύοντα κατά τον 

άξονά του, δηλ. κατά τη διεύθυνση z. Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι συµβαίνει 

κυµατοδήγηση. Τα κύµατα που εµφανίζονται (και συνήθως αποκαλούνται 

κυµατοδηγούµενα) περιγράφονται, στην πιο γενική µορφή τους, από τις σχέσεις 

( ) ( ) ( )r r
E x y z E x y z, , , exp= ′ ± γ     (2.1.1α) 

( ) ( ) ( )r r
H x y z H x y z, , , exp= ′ ± γ    (2.1.1β) 

όπου 

γ α β= + j       (2.1.2) 

είναι η µιγαδική σταθερά διάδοσης στον κυµατοδηγό, όπως ακριβώς και στην περίπτωση 

γραµµής µεταφοράς. Το πραγµατικό µέρος της α είναι ο συντελεστής απόσβεσης 

(λεγόµενο και ειδική απόσβεση) του κυµατοδηγού σε Np/m, και το φανταστικό β είναι η 

σταθερά διάδοσης του κύµατος στον κυµατοδηγό, σε rad/m, και συνδέεται µε το µήκος 

κύµατος µέσα στον κυµατοδηγό λg µε τη γνωστή σχέση 

β
π

λ
=

2

g
     (2.1.3) 

Τονίζεται ότι το µήκος κύµατος µέσα στον κυµατοδηγό είναι γενικά διαφορετικό από ό,τι 

έξω στον ελεύθερο χώρο, όπως άλλωστε συµβαίνει και στις γραµµές µεταφοράς. 

Οι εξ. (2.1.1α-β) σηµαίνουν ότι η εξάρτηση των πεδιακών µεγεθών από τη συντεταγµένη z 

είναι της µορφής 

( ) ( ) ( )exp exp exp± = ± ±γ α βz z j z  

Εύκολα διαπιστώνεται ότι εξάρτηση του τύπου exp(–γz) σηµαίνει διάδοση του κύµατος 

προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα z, ενώ του τύπου exp(γz) κατά την αρνητική. 

Ειδικότερα ο δεύτερος παράγοντας, π.χ. exp(–jβz), εκφράζει αυτή καθεαυτή την όδευση 

του κύµατος προς τα δεξιά, ενώ ο πρώτος exp(–αz) δηλώνει τυχόν εκθετική απόσβεσή του 

προς αυτή την κατεύθυνση. Αντίστοιχα ισχύουν και στην αντίθετη περίπτωση του exp(γz). 

Προφανώς για α = 0 το κύµα οδεύει µε σταθερό (αµείωτο) πλάτος. 

Στη θεωρία των κυµατοδηγών, η απόδειξη ότι µπορεί να υπάρξουν κύµατα της µορφής 

(2.1.1α-β) ακολουθεί την εξής συλλογιστική: Υποθέτουµε ότι τα πεδία ακολουθούν τις εξ. 

(2.1.1α-β), εισάγουµε αυτές στις εξισώσεις Maxwell και αναζητούµε λύση των εν λόγω 

εξισώσεων στη µορφή αυτή. Επειδή από την ανάλυση καθίσταται δυνατή η εύρεση λύσης, 

και αφού η λύση των εξισώσεων Maxwell είναι µοναδική, συµπεραίνουµε ότι η αρχική 

µας υπόθεση είναι αληθινή, δηλ. ότι όντως τα πεδία που αναπτύσσονται στον κυµατοδηγό 
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(και φυσικά πρέπει να είναι λύσεις των εξισώσεων Maxwell) ικανοποιούν τις σχέσεις 

(2.1.1α-β). 

Επιπλέον, η θεωρία αποδεικνύει ότι οι λύσεις αυτές των εξισώσεων Maxwell χωρίζονται 

σε δύο οικογένειες, η πρώτη από τις οποίες έχει µηδενική διαµήκη συνιστώσα του 

ηλεκτρικού πεδίου, δηλ. Ez = 0, και η δεύτερη έχει Hz = 0. Με άλλα λόγια, η πρώτη 

οικογένεια λύσεων έχει εγκάρσιο (transverse) το ηλεκτρικό πεδίο και η δεύτερη το 

µαγνητικό. Για το λόγο αυτό, τα κύµατα της πρώτης κατηγορίας ονοµάζονται κύµατα ΤΕ 

(Transverse Electric) και της δεύτερης κύµατα ΤΜ (Transverse Magnetic). Όλα τα 

κύµατα και των δύο κατηγοριών χαρακτηρίζονται (για λόγους που θα φανούν στη 

συνέχεια) µε τον γενικό όρο ρυθµοί κυµατοδήγησης, και συνεπώς οι ρυθµοί της πρώτης 

οικογένειας αποκαλούνται ρυθµοί ΤΕ, και της δεύτερης ρυθµοί ΤΜ.  

Για λόγους πληρότητας, αναφέρουµε ότι είναι δυνατό να υπάρξουν κύµατα που έχουν 

εγκάρσιο και το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο συγχρόνως, δηλ. Ez = Hz = 0, και 

λέγονται κύµατα (ρυθµοί) ΤΕΜ, αλλά σε άλλες διατάξεις (όπως οι γραµµές µεταφοράς 

δύο αγωγών) και όχι στους κυµατοδηγούς. Αποδεικνύεται, µάλιστα, ότι η αναγκαία 

προϋπόθεση για να µπορούν να εµφανισθούν κύµατα ΤΕΜ είναι η γραµµή να περιέχει δύο 

αποµονωµένους µεταξύ τους αγωγούς. Αποδεικνύεται επίσης ότι, εφόσον κυµατοδηγείται 

ρυθµός ΤΕΜ, τα µεγέθη τάσης και έντασης ρεύµατος V(z) και I(z) κατά µήκος της 

γραµµής έχουν σαφή έννοια και µπορούν να χρησιµοποιηθούν. Συνεπώς, όλη η θεωρία 

των γραµµών µεταφοράς δύο αγωγών που αναπτύχθηκε στα προηγούµενα αποτελεί 

ουσιαστικά µελέτη των ιδιοτήτων των ρυθµών ΤΕΜ σε αυτές, δεδοµένου ότι αυτή είναι η 

κατεξοχήν (αν όχι η αποκλειστική) κατάσταση λειτουργίας τους που χρησιµοποιείται στην 

πράξη. Τέλος, υπάρχουν διατάξεις δύο αγωγών, όπως οι λεγόµενες µικροταινίες 

(microstrips), στις οποίες εµφανίζεται ρυθµός που δεν είναι ακριβώς ΤΕΜ, µπορεί όµως 

να αντιµετωπισθεί προσεγγιστικά ως τέτοιος. 

Στη συνέχεια θα εξετασθούν χωριστά οι ρυθµοί των δύο ανωτέρω κατηγοριών. 

2.2. ΡΥΘΜΟΙ ΤΕ 

2.2.1. Ηλεκτροµαγνητικά πεδία στον κυµατοδηγό 

Εισάγουµε τις σχέσεις (2.1.1α-β) στις εξισώσεις Maxwell και λαµβάνουµε υπόψη το 

γεγονός ότι Ez = 0. Θα ασχοληθούµε µε κύµατα που οδεύουν προς τη θετική κατεύθυνση 

του άξονα z, δηλ. µε εξάρτηση από z της µορφής exp(–γz), αφού η µελέτη των κυµάτων 

της αντίθετης κατεύθυνσης είναι εντελώς αντίστοιχη (αλλάζουν µόνο ορισµένα πρόσηµα 

και ουσιαστικά περιττεύει). Από την ανωτέρω εξάρτηση από z προκύπτει ότι η µερική 

παραγώγιση ως προς z ανάγεται σε πολλαπλασιασµό µε (–γ), όπως για παράδειγµα 
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∂
∂

γ
E
z

Ex
x= −  

και οµοίως για όλες τις άλλες συνιστώσες. Με χρήση αυτού, από τις εξισώσεις Maxwell 

προκύπτουν οι σχέσεις 

E
j H

yx
z=

−

+

ωµ

γ ω µε

∂
∂2 2     (2.2.1α) 

E
j H

xy
z=

+
ωµ

γ ω µε
∂
∂2 2      (2.2.1β) 

H
H
xx

z=
−
+
γ

γ ω µε
∂
∂2 2     (2.2.1γ) 

H
H
yy

z=
−
+
γ

γ ω µε
∂
∂2 2     (2.2.1δ) 

όπου ε και µ είναι αντίστοιχα η διηλεκτρική επιτρεπτότητα και η µαγνητική 

διαπερατότητα του διηλεκτρικού υλικού που περιέχει ο κυµατοδηγός (αν λοιπόν περιέχει 

κενό ή αέρα, παίρνουν τις τιµές κενού ε0 και µ0 ). Θα υποθέσουµε ότι οι αριθµοί ε και µ 

είναι πραγµατικοί, πράγµα που (συγκεκριµένα για το ε) σηµαίνει ότι το υλικό έχει 

µηδενική αγωγιµότητα, δηλ. δεν έχει απώλειες (είναι τέλειος µονωτής). 

Οι σχέσεις (2.2.1α-β) δείχνουν ότι όλες οι άλλες συνιστώσες των πεδίων µπορούν να 

υπολογισθούν από τη µοναδική διαµήκη συνιστώσα Hz , και συνεπώς αρκεί να 

συγκεντρώσουµε την προσοχή µας σε αυτή. Από τις εξισώσεις Maxwell προκύπτει επίσης 

η ακόλουθη διαφορική εξίσωση για την Hz  

( )∂

∂

∂

∂
γ ω µε

2

2

2

2
2 2 0

x y
H Hz z+









 + + =    (2.2.2) 

της οποίας η γενική λύση (λαµβάνοντας υπόψη την εξάρτηση της µορφής exp(–γz) από το 

z) είναι 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )H A k x A k x B k y B k y zz x x y y= + + −1 2 1 2cos sin cos sin exp γ  (2.2.3) 

όπου A1 , A2 , B1 , B2 , kx , ky κάποιες σταθερές για τις οποίες ισχύει 

k kx y
2 2 2 2+ = +γ ω µε     (2.2.4) 

Πρέπει όµως η λύση να ικανοποιεί και τις οριακές συνθήκες στα τοιχώµατα του 

κυµατοδηγού. Εφόσον τα τοιχώµατα θεωρηθούν απείρως αγώγιµα, τότε οι οριακές 
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συνθήκες απαιτούν να µηδενίζονται οι εφαπτοµενικές συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου 

πάνω στην επιφάνεια των τοιχωµάτων, δηλαδή να ισχύει 

Ey = 0  για  x = 0, a και ∀y  και  Ex = 0  για  y = 0, b και ∀x 

Υπολογίζοντας τις συνιστώσες Ex και Ey από τις (2.2.1α-β) σε συνδυασµό µε την (2.2.3) 

και επιβάλλοντας τις ανωτέρω οριακές συνθήκες προκύπτει ότι οι σταθερές A2 , B2 , kx , 

ky πρέπει να παίρνουν τις τιµές 

A B2 2 0= =       (2.2.5α) 

k
m
a

mx = =
π

, , , ,...0 1 2     (2.2.5β) 

k
n
b

ny = =
π

, , , ,...0 1 2     (2.2.5γ) 

Στις (2.2.5β-γ) πρέπει όµως να προσεχθεί ότι οι ακέραιοι m και n δεν µπορούν  να 

µηδενίζονται συγχρόνως. Αυτό διότι αν τεθεί m = n = 0 τότε από την (2.2.4) προκύπτει ότι 

γ ω µε2 2 0+ = , και κατά συνέπεια οι (2.2.1α-δ) δεν ισχύουν πλέον, οπότε καταλήγουµε σε 

αντίφαση (άτοπο) διότι για την εύρεση των (2.2.5β-γ) χρησιµοποιήθηκαν κάποιες από τις 

(2.2.1α-δ). Εποµένως πρέπει m + n > 0, δηλ. πρέπει τουλάχιστον ο ένας από τους m, n να 

υπερβαίνει το 0. 

Με βάση τα παραπάνω, η τελική έκφραση για τη συνιστώσα Hz γράφεται 

( )H H
m
a

x
n
b

y zz mn=










 −0 cos cos exp

π π
γ     (2.2.6) 

όπου η σταθερά H0 = A1B1 καθορίζει το πλάτος του κύµατος, και άρα εξαρτάται από τη 

διέγερση, δηλ. από την πηγή που δηµιούργησε το κύµα στον κυµατοδηγό. Η σταθερά γ 

έχει γραφεί γmn γιατί εξαρτάται από τις τιµές m και n, όπως δείχνει η (2.2.4) αν σε αυτή 

εισάγουµε τις (2.2.5β-γ). Από τις (2.2.1α-δ), εισάγοντας την (2.2.6), µπορούν να 

υπολογισθούν όλες οι άλλες πεδιακές συνιστώσες, ως εξής: 

( )E
j n

b
H

m
a

x
n
b

y zx
mn

mn=
+











 −

ωµ
γ ω µε

π π π
γ2 2 0 cos sin exp   (2.2.7) 

( )E
j m

a
H

m
a

x
n
b

y zy
mn

mn= −
+











 −

ωµ
γ ω µε

π π π
γ2 2 0 sin cos exp   (2.2.8) 

( )H
m
a

H
m
a

x
n
b

y zx
mn

mn
mn=

+










 −

γ
γ ω µε

π π π
γ2 2 0 sin cos exp   (2.2.9) 
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( )H
n
b

H
m
a

x
n
b

y zy
mn

mn
mn=

+




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



 −

γ
γ ω µε

π π π
γ2 2 0 cos sin exp   (2.2.10) 

Από τις (2.2.5β-γ) παρατηρούµε ότι οι kx , ky πρέπει να είναι ακέραια πολλαπλάσια 

κάποιων συγκεκριµένων ποσοτήτων (µε συντελεστές m , n). Κάθε ζεύγος τιµών των 

ακεραίων συντελεστών m και n αντιστοιχεί σε µία διαφορετική λύση, την οποία 

προσδιορίζει η µορφή των πεδίων που δίνεται από τις (2.2.6-10). Κάθε τέτοια λύση 

ονοµάζεται ρυθµός κυµατοδήγησης και αποτελεί έναν συγκεκριµένο “τρόπο” να διαδοθεί 

κύµα µέσα στον κυµατοδηγό. Οι εξ. (2.2.6-10) περιγράφουν τους ρυθµούς ΤΕ, ενώ 

ανάλογες σχέσεις προκύπτουν (όπως θα δούµε σε λίγο) και για τους ρυθµούς ΤΜ. Επειδή 

κάθε ρυθµός χαρακτηρίζεται πλήρως από το ζεύγος των ακεραίων (m,n) που του 

αντιστοιχεί (το οποίο λέγεται τάξη του ρυθµού), συνήθως ο συγκεκριµένος ρυθµός 

συµβολίζεται µε τον δείκτη mn. Για παράδειγµα, ο ρυθµός ΤΕ01 είναι ο ρυθµός τύπου ΤΕ 

τάξης (0,1), δηλ. µε m = 0 και n = 1, ο ΤΜ12 είναι ο ΤΜ ρυθµός µε m = 1 και n = 2, κ.ο.κ. 

Με βάση την προηγούµενη παρατήρηση (ότι πρέπει m + n > 0) που έγινε σε σχέση µε τις 

(2.2.5β-γ) συµπεραίνουµε ότι ρυθµός ΤΕ00 δεν υπάρχει.  

Στο Σχ. 2.2 που ακολουθεί παρουσιάζεται η µορφή του ηλεκτρικού πεδίου σε µια 

εγκάρσια τοµή του κυµατοδηγού για τους ρυθµούς ΤΕ των πρώτων τάξεων. 

 

ΤΕ10 ΤΕ20 ΤΕ01  

Σχ. 2.2: Μορφή ρυθµών ΤΕ των χαµηλότερων τάξεων 

Πρέπει εδώ να τονισθεί ότι το σύνολο των ρυθµών ΤΕ και ΤΜ, για όλα τα ζεύγη τιµών 

των m, n, αποτελεί ένα πλήρες σύστηµα µε βάση το οποίο µπορούν να εκφρασθούν όλα τα 

πεδία που είναι δυνατόν να αναπτυχθούν στον κυµατοδηγό. ∆ηλαδή ένα οποιοδήποτε 

κύµα µέσα στον κυµατοδηγό δεν συµπίπτει κατανάγκην µε κάποιον από τους ρυθµούς, 

µπορεί όµως πάντοτε να αναλυθεί σε άθροισµα (υπέρθεση) πεπερασµένων ή άπειρων το 

πλήθος ρυθµών ΤΕ ή ΤΜ ή και των δύο ειδών. Το ποιοί ρυθµοί θα περιέχονται στο εν 

λόγω άθροισµα εξαρτάται από τη συχνότητα του κύµατος και από τον τρόπο διέγερσης, 

δηλ. το είδος και τη µορφή της πηγής που το παράγει. Όπως θα δούµε όµως κατωτέρω, 

στην πράξη προτιµάται να διαδίδεται ένας και µόνο ρυθµός στον κυµατοδηγό 

(µονορρυθµική λειτουργία). 
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2.2.2. Συχνότητες αποκοπής 

Συγκεντρώνουµε τώρα την προσοχή µας στην εξ. (2.2.4), η οποία σε συνδυασµό µε τις 

(2.2.5β-γ) δείχνει ότι για κάθε ζεύγος τιµών των m, n, δηλ. για κάθε ρυθµό, η µιγαδική 

σταθερά διάδοσης γ παίρνει διαφορετική τιµή, έστω γmn . Από τις εν λόγω εξισώσεις 

προκύπτει 

γ
π π

ω µεmn
m
a

n
b

2
2 2

2=




 +





 −    (2.2.11) 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι το τετράγωνο της σταθεράς γmn είναι αριθµός πραγµατικός, 

θετικός ή αρνητικός, και άρα η γmn είναι είτε καθαρά πραγµατική είτε καθαρά φανταστική. 

Στην πρώτη περίπτωση ( γmn
2 0> ) η εξάρτηση exp(–γz) λαµβάνει τη µορφή ενός 

παράγοντα exp(–αmnz), ο οποίος αντιστοιχεί σε µια εκθετικά φθίνουσα συνάρτηση που 

αποσβένεται χωρίς να ταλαντώνει και άρα στην ουσία δεν αποτελεί κύµα. Στην άλλη 

περίπτωση ( γ mn
2 0< ) έχουµε 

γmn = jβmn      (2.2.12) 

δηλ. η γmn είναι καθαρά φανταστική, οπότε η εξάρτηση exp(–γz) γίνεται exp(–jβmnz) και 

εκφράζει ένα οδεύον κύµα, και µάλιστα χωρίς καθόλου απόσβεση. Συµπεραίνουµε ότι 

κυµατοδήγηση συµβαίνει µόνο εφόσον γ mn
2 0< . Με αυτή την απαίτηση, η (2.2.11) οδηγεί 

στην ακόλουθη συνθήκη κυµατοδήγησης 

ω
µε

π π
>





 +



















1 2 2 1 2
m
a

n
b

   (2.2.13) 

Λαµβάνοντας υπόψη ότι ω = 2πf  και ότι η ταχύτητα του φωτός (και γενικότερα των 

ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων) στο υλικό που περιέχει ο κυµατοδηγός είναι 

c =
1
µε

     (2.2.14) 

η συνθήκη κυµατοδήγησης παίρνει τη µορφή 

f fCmn>     (2.2.15) 

όπου 

f
c m

a
n
bCmn =





 +





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









2

2 2 1 2

    (2.2.16) 

Οι συχνότητες fCmn λέγονται συχνότητες αποκοπής (cutoff frequencies) των αντίστοιχων 

ρυθµών. Σύµφωνα µε τις προηγούµενες παρατηρήσεις, η συνθήκη κυµατοδήγησης (2.2.15) 
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σηµαίνει ότι, εφόσον η πηγή που τροφοδοτεί τον κυµατοδηγό έχει συχνότητα µεγαλύτερη 

από τη συχνότητα αποκοπής fCmn , θα εµφανισθεί στον κυµατοδηγό ένα κύµα που θα 

αντιστοιχεί στον ρυθµό τάξης (m,n). Αντίθετα, αν η συχνότητα λειτουργίας είναι 

µικρότερη από τη συχνότητα αποκοπής fCmn , τότε ο ρυθµός τάξης (m,n) πρακτικά δεν 

µπορεί να υπάρξει, διότι ακόµη και αν αυτός διεγερθεί θα εµφανίσει κάποιο πεδίο που θα 

φθίνει ταχύτατα εκθετικά και σε ελάχιστη απόσταση θα γίνεται αµελητέο. Με άλλα λόγια, 

η συχνότητα αποκοπής fCmn είναι η συχνότητα από την οποία και κάτω δεν εµφανίζεται 

(αποκόπτεται) ο ρυθµός ΤΕmn στον κυµατοδηγό (εξ ου και η ονοµασία της), ενώ φυσικά 

την ίδια ακριβώς έννοια έχει και για τους ρυθµούς ΤΜmn . Είναι προφανές ότι η 

χαµηλότερη από όλες τις συχνότητες αποκοπής θέτει το κατώτατο όριο της περιοχής 

συχνοτήτων λειτουργίας του κυµατοδηγού, επειδή για συχνότητες µικρότερες από αυτή 

δεν κυµατοδηγείται κανένας ρυθµός και κατά συνέπεια ο κυµατοδηγός δεν µπορεί να 

µεταφέρει σήµα. Πιο συγκεκριµένα παρατηρούµε ότι οι πρώτες συχνότητες αποκοπής 

είναι οι 

f
c
aC10 2

=   f
c
bC01 2

=   f
c
aC20 =  κ.ο.κ. 

και από αυτές η µικρότερη είναι η fC10 , επειδή εξ υποθέσεως έχουµε ότι a > b. Η αµέσως 

επόµενη είναι είτε η fC01 είτε η fC20 , ανάλογα µε το αν ισχύει a < 2b ή a > 2b. Συνεπώς ο 

ρυθµός ΤΕ10 είναι εκείνος που εµφανίζεται πρώτος, δηλ. στη µικρότερη συχνότητα, και 

λέγεται κύριος ή επικρατέστερος ρυθµός για λόγους που θα δούµε στα επόµενα. Η 

εµφάνιση των ρυθµών ΤΕ καθώς αυξάνει η συχνότητα λειτουργίας παρουσιάζεται 

σχηµατικά στο επόµενο Σχ. 2.3 (για την περίπτωση fC10 < fC01 < fC20 ). Όπως θα δούµε 

στα επόµενα, αντίστοιχη είναι και η συµπεριφορά των ρυθµών ΤΜ µε τη διαφορά ότι 

ορισµένες τάξεις δεν εµφανίζονται καθόλου. 

 

TE10 

TE01 

TE20 

fC10 fC01 fC20 
f 0 

 

Σχ. 2.3: Εµφάνιση ρυθµών ΤΕ στον κυµατοδηγό 

2.2.3. Σταθερά διάδοσης - Μήκος κύµατος στον κυµατοδηγό 

Εισάγοντας τις (2.2.14) και (2.2.16) στην (2.2.11), και λαµβάνοντας υπόψη την (2.2.12), 

παίρνουµε για τη σταθερά διάδοσης του ρυθµού ΤΕmn 
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1   (2.2.17) 

όπου ωCmn = 2 π fCmn είναι η κυκλική συχνότητα αποκοπής του ρυθµού. Όπως έχει ήδη 

παρατηρηθεί, εφόσον ικανοποιείται η συνθήκη κυµατοδήγησης (δηλ. για συχνότητες που 

υπερβαίνουν τη συχνότητα  αποκοπής) ισχύει γmn = jβmn , δηλ. η σταθερά απόσβεσης αmn 

= 0 και το κύµα στον κυµατοδηγό διαδίδεται χωρίς απόσβεση (µε αµείωτο πλάτος), ενώ 

αλλιώς δεν κυµατοδηγείται καθόλου. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα τοιχώµατα του 

κυµατοδηγού έχουν θεωρηθεί απείρως αγώγιµα, δηλ. χωρίς απώλειες. Το µοντέλο αυτό 

είναι προφανώς εξιδανικευµένο, αλλά διευκολύνει τη µελέτη. Οι κυµατοδηγοί που 

χρησιµοποιούνται στην πράξη έχουν τοιχώµατα µε αγωγιµότητα πεπερασµένη και όχι 

άπειρη, και ως εκ τούτου παρουσιάζουν κάποια απόσβεση. Επειδή όµως η αγωγιµότητα 

είναι µεγάλη, τα ανωτέρω αποτελέσµατα ισχύουν και στην πράξη µε µεγάλη ακρίβεια σε 

ό,τι αφορά τις συχνότητες αποκοπής. 

Λαµβάνοντας υπόψη τη γνωστή σχέση που συνδέει το µήκος κύµατος µε τη συχνότητα και 

την ταχύτητα των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων σε ελεύθερο χώρο 

c f= =λ
λ
π
ω

2
    (2.2.18) 

η (2.2.17) µπορεί να γραφεί και στη µορφή 

β
π
λmn

Cmnf
f

= −




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




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   (2.2.19) 

Τονίζεται και πάλι ότι το µήκος κύµατος λ ανωτέρω αναφέρεται σε ελεύθερο χώρο που 

περιέχει το υλικό µε το οποίο είναι γεµάτος ο κυµατοδηγός. Πρόκειται λοιπόν για το 

µήκος κύµατος έξω από τον κυµατοδηγό, ενώ το µήκος κύµατος µέσα σε αυτόν δίνεται 

από την (2.1.3) εισάγοντας την (2.2.19), οπότε προκύπτει 

λ
λ

g
Cmnf
f

=

−




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
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1
2 1 2     (2.2.20) 

Παρατηρούµε ότι το µήκος κύµατος µέσα στον κυµατοδηγό είναι µεγαλύτερο απ' ό,τι έξω 

από αυτόν (στον ελεύθερο χώρο) για την ίδια συχνότητα. Είναι επίσης προφανές ότι σε 

κάθε ρυθµό ΤΕmn αντιστοιχεί διαφορετικό µήκος κύµατος (στο σύµβολο λg θα µπορούσε 

να τεθεί δείκτης mn, πράγµα που δεν έγινε για να αποφευχθεί επιβάρυνση του 

συµβολισµού). 
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2.2.4. Ταχύτητα φάσης και ταχύτητα οµάδας 

Η ταχύτητα υp των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων µέσα στον κυµατοδηγό δίνεται από µια 

σχέση εντελώς ανάλογη της (2.2.18) ως εξής 

υ λ
λ

π
ω

ω
βp g

g

mn
f= = =

2
    (2.2.21) 

όπου η εξάρτηση από m, n οφείλεται προφανώς στην εξάρτηση του λg από m, n, και 

δείχνει ότι σε κάθε ρυθµό αντιστοιχεί διαφορετική ταχύτητα. Εισάγοντας στην (2.2.21) την 

(2.2.20) και λαµβάνοντας υπόψη την (2.2.18) παίρνουµε 

υp
Cmn

c

f
f
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1
2 1 2     (2.2.22) 

Πρέπει να τονισθεί ότι η ανωτέρω είναι η ταχύτητα φάσης του κύµατος ρυθµού ΤΕmn 

µέσα στον κυµατοδηγό, δηλ. η ταχύτητα µε την οποία διαδίδεται η φάση κατά τη 

διεύθυνση z. (Ισοδύναµα µπορεί να ορισθεί ως η ταχύτητα που πρέπει να έχει ένας 

κινούµενος παρατηρητής για να βλέπει το πεδίο σαν να ήταν σταθερό στο χρόνο). Ένα 

συνεχές κύµα καθαρά ηµιτονοειδούς µορφής περιέχει µία µόνο συχνότητα και 

χαρακτηρίζεται από την ταχύτητα φάσης και µόνο. Όµως ένα τέτοιο κύµα, αν και 

µεταφέρει ενέργεια, δεν µεταφέρει πληροφορία, διότι η µορφή του παραµένει 

απαράλλακτη επ' άπειρον. Η πληροφορία µεταφέρεται από κύµα παλµικής µορφής ή 

γενικότερα διαµορφωµένο κύµα, το οποίο, σύµφωνα µε την ανάλυση Fourier, αποτελείται 

από υπέρθεση πολλών συχνοτήτων. ∆ιαµορφωµένο κύµα είναι κύµα του οποίου είτε το 

πλάτος είτε η συχνότητα είτε η φάση µεταβάλλεται στο χρόνο, και ακριβώς αυτή η 

µεταβολή περιέχει τη µεταδιδόµενη πληροφορία. Αποδεικνύεται ότι η ταχύτητα διάδοσης 

µιας τέτοιας µεταβολής, και κατά συνέπεια η ταχύτητα µετάδοσης της πληροφορίας (αλλά 

και της ισχύος), δίνεται από τη λεγόµενη ταχύτητα οµάδας του κύµατος 

υ
∂ω
∂βg =      (2.2.23) 

Με εφαρµογή της ανωτέρω σχέσης προκύπτει από την (2.2.17) η ταχύτητα οµάδας για τον 

ρυθµό ΤΕmn στον κυµατοδηγό 
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   (2.2.24) 

Η έννοια της ταχύτητας οµάδας επιλύει το φαινοµενικό παράδοξο της εξ. (2.2.22) η οποία 

δίνει τιµή της υp µεγαλύτερη από την ταχύτητα του φωτός, ώστε θα νόµιζε κανείς ότι 
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παραβιάζεται η θεωρία της σχετικότητας. Στην πραγµατικότητα όµως η θεωρία της 

σχετικότητας απαγορεύει τη διάδοση πληροφορίας µε ταχύτητα µεγαλύτερη από την 

ταχύτητα του φωτός, πράγµα που βρίσκεται σε συµφωνία µε την (2.2.24). 

2.2.5. Χαρακτηριστική αντίσταση κυµατοδηγού 

Όπως έχει ήδη τονισθεί, ένας κυµατοδηγός παρουσιάζει µεγάλη αναλογία µε γραµµή 

µεταφοράς, µε τη διαφορά ότι η περιοχή συχνοτήτων λειτουργίας του παρουσιάζει ένα 

κάτω όριο, και ότι αντί για την τάση και την ένταση ρεύµατος πρέπει να µελετηθούν οι 

εντάσεις του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου. Μεταξύ των µεγεθών αυτών µπορεί 

να θεωρηθεί ότι υπάρχει µια περαιτέρω αναλογία, και συγκεκριµένα από πολλές απόψεις 

µπορεί να παραλληλισθεί η τάση µε την εγκάρσια συνιστώσα της έντασης του ηλεκτρικού 

πεδίου (Ex ή Ey) και η ένταση ρεύµατος µε την εγκάρσια συνιστώσα της έντασης του 

µαγνητικού πεδίου (Hx ή Hy). Η αναλογία αυτή στο βάθος υποκρύπτει το γεγονός ότι η 

τάση (ή αλλιώς ΗΕ∆) δίνεται από το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της έντασης ηλεκτρικού 

πεδίου, και η ένταση ρεύµατος δίνεται (σύµφωνα µε το νόµο του Ampère) από το 

επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της έντασης µαγνητικού πεδίου. Ένα παράδειγµα εφαρµογής 

αυτής της αναλογίας αποτελεί η περίπτωση τερµατισµού του κυµατοδηγού σε αγώγιµη 

πλάκα, η οποία προφανώς λειτουργεί ως βραχυκύκλωµα. Πάνω σε µια τέτοια πλάκα, 

σύµφωνα µε τις οριακές συνθήκες, οι εγκάρσιες συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου 

οφείλουν να µηδενίζονται (όπως και η τάση πάνω σε βραχυκύκλωµα), ενώ οι εγκάρσιες 

συνιστώσες του µαγνητικού πεδίου συνδέονται ευθέως µε τα επιφανειακά ρεύµατα στην 

πλάκα και οι τιµές τους µεταβάλλονται χωρίς περιορισµούς (όπως και η ένταση ρεύµατος 

πάνω σε βραχυκύκλωµα). 

Με βάση το ανωτέρω σκεπτικό, η χαρακτηριστική αντίσταση ενός κυµατοδηγού 

(θεωρούµενου ως γραµµής µεταφοράς) που λειτουργεί στον ρυθµό ΤΕmn είναι 

( )
Z
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E
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µ ε
1 2

2 1 2

1

   (2.2.25) 

όπως προκύπτει από τις εξ. (2.2.1α-δ) εισάγοντας τις (2.2.12), (2.2.14) και (2.2.17). Αξίζει 

να σηµειωθεί ότι ( )Z0
1 2

= µ ε  (συµβολίζεται επίσης µε ζ) είναι η κυµατική αντίσταση 

ενός άπειρου χώρου µε το υλικό που περιέχει ο κυµατοδηγός (βλ. την Εισαγωγή). 

Η έννοια της χαρακτηριστικής αντίστασης  σε κυµατοδηγό παίζει τον ίδιο ρόλο όπως και 

για γραµµή µεταφοράς. Με βάση αυτή µπορεί π.χ. να προκύψει ο συντελεστής ανάκλασης 
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(και κατά συνέπεια το αν υπάρχει ή όχι προσαρµογή κτλ.), εφόσον είναι γνωστή η 

ισοδύναµη σύνθετη αντίσταση του φορτίου στον τερµατισµό. 

2.3. ΡΥΘΜΟΙ ΤΜ 

Η µελέτη των ρυθµών ΤΜ ακολουθεί τα ίδια βήµατα και γενικά παρουσιάζει πλήρη 

αντιστοιχία µε αυτή των ρυθµών ΤΕ. Οι ρυθµοί αυτοί χαρακτηρίζονται από το γεγονός ότι 

Hz = 0, δηλ. το µαγνητικό πεδίο είναι εγκάρσιο. ∆εχόµενοι και πάλι τις (2.1.1α-β) οι 

οποίες δηλώνουν κυµατοδήγηση, µπορούµε να αντικαταστήσουµε τη µερική παραγώγιση 

ως προς z µε πολλαπλασιασµό µε (–γ), και βάσει αυτού από τις εξισώσεις Maxwell 

προκύπτουν οι αντίστοιχες των (2.2.1α-δ) σχέσεις 

E
E
xx

z=
−
+
γ

γ ω µε
∂
∂2 2      (2.3.1α) 

E
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οι οποίες δείχνουν ότι οι άλλες πεδιακές συνιστώσες µπορούν να υπολογισθούν από τη 

διαµήκη συνιστώσα Ez . Προκύπτει ότι η Ez διέπεται από την ίδια διαφορική εξίσωση 

( )∂
∂

∂
∂

γ ω µε
2

2

2

2
2 2 0

x y
E Ez z+









 + + =    (2.3.2) 

και κατά συνέπεια η γενική λύση είναι της ίδιας ακριβώς µορφής µε την (2.2.3), ενώ η 

(2.2.4) ισχύει και στην περίπτωση αυτή. Οι οριακές συνθήκες επιβάλλουν και πάλι τον 

µηδενισµό των εφαπτοµενικών συνιστωσών του ηλεκτρικού πεδίου στα απείρως αγώγιµα 

τοιχώµατα, αλλά τώρα εφαπτοµενική συνιστώσα είναι και η Ez , και εποµένως πρέπει 

Ez = 0  για  x = 0, a και ∀y  και  Ez = 0  για  y = 0, b και ∀x 

Επιβάλλοντας τις ανωτέρω συνθήκες προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις για τις σταθερές 

που υπεισέρχονται στη γενική λύση 

A B1 1 0= =       (2.3.3α) 

k
m
a

mx = =
π

, , , ,...0 1 2     (2.3.3β) 
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k
n
b

ny = =
π

, , , ,...0 1 2     (2.3.3γ) 

όπου παρατηρούµε ότι οι 2 τελευταίες είναι ταυτόσηµες µε τις (2.2.5β-γ), ενώ η πρώτη 

διαφέρει από την (2.2.5α). Με βάση αυτές προκύπτει η έκφραση για τη συνιστώσα Ez και 

στη συνέχεια, µε τη βοήθεια των (2.3.1α-δ), και για τις άλλες συνιστώσες ως εξής: 
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Επειδή η (2.2.4) και οι (2.2.5β-γ) ισχύουν αυτούσιες, προκύπτει µε την ίδια διαδικασία η 

ίδια συνθήκη κυµατοδήγησης (2.2.13) και για ρυθµούς ΤΜ. Ισχύει επίσης η (2.2.12) για τη 

µιγαδική σταθερά διάδοσης. Οι συχνότητες αποκοπής των ρυθµών ΤΜ είναι οι ίδιες όπως 

για ρυθµούς ΤΕ και δίνονται από την (2.2.16), ενώ οι ίδιες σχέσεις ισχύουν και για τη 

σταθερά διάδοσης βmn , το µήκος κύµατος λg µέσα στον κυµατοδηγό, την ταχύτητα φάσης 

και την ταχύτητα οµάδας. Μια διαφορά µεταξύ των ρυθµών ΤΕ και ΤΜ, µε σηµαντική 

επίπτωση στην πράξη, προκύπτει από την παρατήρηση ότι, εκτός από τον ρυθµό ΤΜ00  (ο 

οποίος είναι ανύπαρκτος για τον ίδιο λόγο µε τον ΤΕ00), δεν είναι δυνατόν να υπάρξει ούτε 

ο ΤΜ01 ούτε ο ΤΜ10 . Αυτό διότι, όπως παρατηρούµε από τις (2.3.4-2.3.8), αν µηδενισθεί 

ο ένας µόνο από τους ακεραίους m και n, τότε όλα τα πεδία µηδενίζονται ταυτοτικά και 

εποµένως δεν υπάρχει ο αντίστοιχος ρυθµός. ∆ηλ. πρέπει mn ≠ 0, και κατά συνέπεια ο 

πρώτος (χαµηλότερος) ρυθµός ΤΜ είναι ο ΤΜ11 , µε συχνότητα αποκοπής 
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Τέλος, η χαρακτηριστική αντίσταση του κυµατοδηγού στον ρυθµό ΤΜmn είναι 
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2.4. ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΥΜΑΤΟ∆ΗΓΩΝ ΣΤΗΝ ΠΡΑΞΗ 

2.4.1. ∆ιέγερση κυµατοδηγών 

Όπως έγινε φανερό από τις προηγούµενες παραγράφους, η διοχέτευση µικροκυµατικής 

ισχύος σε κυµατοδηγό από µια πηγή (γεννήτρια) µικροκυµάτων θα προκαλέσει την 

εµφάνιση οδευόντων κυµάτων σε αυτόν µε τη συχνότητα της πηγής, που είναι και η 

συχνότητα λειτουργίας, εφόσον βέβαια αυτή υπερβαίνει τη χαµηλότερη συχνότητα 

αποκοπής του κυµατοδηγού, δηλ. ικανοποιεί τη συνθήκη κυµατοδήγησης. Στην αντίθετη 

περίπτωση εµφανίζεται εκθετικά φθίνον πεδίο που δεν αποτελεί καν κύµα και το οποίο 

µειώνεται ραγδαία, σε τρόπο ώστε η επίδρασή του να είναι πρακτικά αµελητέα για 

οποιαδήποτε υπολογίσιµη απόσταση. Τα εν λόγω κύµατα ως προς τη µορφή υπάγονται σε 

κάποιον ή κάποιους από τους ρυθµούς κυµατοδήγησης. (Ο αναγνώστης ας θυµηθεί εδώ 

την προηγούµενη παρατήρηση ότι η γενική µορφή των πεδίων στον κυµατοδηγό δίνεται 

από υπέρθεση των ρυθµών ΤΕ και ΤΜ.) 

 Το φαινόµενο αυτό αποκαλείται διέγερση του κυµατοδηγού (από την πηγή). Με τον όρο 

διέγερση χαρακτηρίζεται επίσης συχνά και ο ιδιαίτερος τρόπος µε τον οποίο η πηγή 

συζεύγνυται µε τον κυµατοδηγό για να δηµιουργηθούν κύµατα σε αυτόν (π.χ. µε σύνδεση 

µε οµοαξονική γραµµή και κατάλληλο βύσµα, µε µικρό δίπολο ή µικρό βρόχο ρεύµατος 

που ξεκινά από την πηγή και καταλήγει µέσα στον κυµατοδηγό κτλ.) Γίνεται επίσης λόγος 

για διέγερση ρυθµού εννοώντας την εµφάνιση πεδίων που περιέχουν τον ρυθµό. Η γενική 

κατάσταση µπορεί να περιγραφεί ως εξής: Όταν µια πηγή συνδεθεί µε τον κυµατοδηγό, 

τότε οι ρυθµοί µε συχνότητα αποκοπής µικρότερη από αυτή της πηγής (δηλ. όσοι 

ικανοποιούν τη συνθήκη κυµατοδήγησης) διεγείρονται και εµφανίζεται οδεύον κύµα που 

αποτελεί "µίγµα" (υπέρθεση) των ρυθµών αυτών και το οποίο µεταφέρει ενέργεια κατά 

µήκος του κυµατοδηγού. Οι ανώτεροι ρυθµοί (που δεν ικανοποιούν τη συνθήκη 

κυµατοδήγησης), ακόµη και αν διεγερθούν, ενδέχεται το πολύ να δηµιουργήσουν εκθετικά 

φθίνοντα πεδία που αποθηκεύουν κάποια ενέργεια σε περιοχές κοντά στην πηγή αλλά δεν 

µπορούν να τη µεταφέρουν. Σηµασία, λοιπόν, έχουν ως επί το πλείστον οι ρυθµοί µε 

συχνότητα αποκοπής µικρότερη από τη συχνότητα λειτουργίας. Αν αυτοί είναι 

περισσότεροι από ένας, το ποιοι ακριβώς θα διεγερθούν και µε ποια ισχύ καθορίζεται από 

τον τρόπο διέγερσης. Για παράδειγµα, αν η µέθοδος διέγερσης δηµιουργεί διάµηκες 

µαγνητικό πεδίο (συνιστώσα Ηz), τότε θα διεγερθούν κυρίως ρυθµοί ΤΕ, ενώ αν 
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δηµιουργεί διάµηκες ηλεκτρικό πεδίο (συνιστώσα Ez) θα διεγερθούν κυρίως ρυθµοί ΤΜ, 

πάντα εφόσον αυτό επιτρέπεται από τη συχνότητα λειτουργίας. 

2.4.2. Μονορρυθµική λειτουργία 

Στις πρακτικές εφαρµογές το υψίσυχνο κύµα που µεταφέρει ένας κυµατοδηγός σχεδόν 

ποτέ δεν έχει την απλή µορφή ηµιτονοειδούς συνάρτησης (επειδή, όπως προαναφέρθηκε, 

τέτοιο σήµα δεν µεταφέρει πληροφορία), αλλά είναι διαµορφωµένο µε κάποιο τρόπο. Η 

ανάλυση Fourier αποδεικνύει ότι ένα διαµορφωµένο κύµα αποτελείται από υπέρθεση (είτε 

µε άθροιση είτε µε ολοκλήρωση) πολλών απλών ηµιτονοειδών κυµάτων διαφόρων 

συχνοτήτων (τα οποία λέγονται και φασµατικές συνιστώσες του κύµατος). Με άλλα λόγια, 

ένα διαµορφωµένο κύµα περιέχει όχι µία και µοναδική συχνότητα (όπως ένα απλό 

ηµιτονοειδές κύµα) αλλά µια ολόκληρη περιοχή συχνοτήτων (το λεγόµενο φάσµα του). Η 

συγκεκριµένη µορφή του κύµατος προσδιορίζεται από την αναλογία των πλατών των 

επιµέρους φασµατικών συνιστωσών και από το συγχρονισµό τους (δηλ. την αναλογία των 

φάσεών τους). Κατά τη διάδοση του κύµατος σε κάποιο µέσο (όπως είναι ο κυµατοδηγός), 

οι εν λόγω φασµατικές συνιστώσες υφίστανται τόσο εξασθένηση όσο και καθυστέρηση. 

Εφόσον όµως η εξασθένηση και η καθυστέρηση αυτή είναι η ίδια για όλες (δηλ. 

ανεξάρτητη της συχνότητας), τότε η προαναφερθείσα αναλογία πλατών και φάσεων 

παραµένει η ίδια και µετά τη διέλευση του κύµατος από το µέσο διάδοσης. Συνεπώς το 

κύµα διαδίδεται χωρίς παραµόρφωση, πράγµα που προφανώς αποτελεί θεµελιώδη 

επιδίωξη για οποιοδήποτε σύστηµα τηλεπικοινωνίας. Ο αναγνώστης παραπέµπεται 

σχετικά και στις παρατηρήσεις του προηγούµενου κεφαλαίου περί γραµµών µεταφοράς 

χωρίς παραµόρφωση. 

Από την ανωτέρω ανάλυση προκύπτει ότι, αν σε κυµατοδηγό διαδίδονται περισσότεροι 

από ένας ρυθµοί ταυτόχρονα (πολυρρυθµική λειτουργία), τότε η παραµόρφωση του 

συνολικού κύµατος είναι µεγάλη, διότι σύµφωνα µε τα πορίσµατα των προηγούµενων 

παραγράφων η ταχύτητα φάσης διαφέρει αισθητά από ρυθµό σε ρυθµό, εποµένως 

αντίστοιχα διαφέρει και η καθυστέρηση των φασµατικών συνιστωσών ανάλογα µε τον 

ρυθµό µε τον οποίο διαδόθηκαν (καταστρέφεται λοιπόν ο συγχρονισµός τους). Πρόσθετος 

λόγος παραµόρφωσης είναι το γεγονός ότι και η εξασθένηση διαφέρει αρκετά µεταξύ 

διαφορετικών ρυθµών. 

Για τους λόγους αυτούς, στην πράξη επιδιώκεται πάντοτε η µονορρυθµική λειτουργία ενός 

κυµατοδηγού, δηλ. η διάδοση ενός και µοναδικού ρυθµού. Από τις σχέσεις που δίνουν την 

ταχύτητα φάσης και οµάδας φαίνεται ότι και τότε θα υπάρχει κάποια παραµόρφωση (διότι 

η ταχύτητα είναι συνάρτηση της συχνότητας ακόµη και εντός του ίδιου ρυθµού), η οποία 
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όµως είναι σαφώς µικρότερη από ό,τι για πολυρρυθµική λειτουργία. Στην πράξη 

µονορρυθµική λειτουργία µπορεί να συµβεί µόνο στο ρυθµό που εµφανίζεται πρώτος, δηλ. 

αυτόν µε τη χαµηλότερη συχνότητα αποκοπής, και υπό την προϋπόθεση ότι το φάσµα του 

µεταδιδόµενου σήµατος περιέχεται εξολοκλήρου µεταξύ της πρώτης (χαµηλότερης) και 

της δεύτερης (αµέσως επόµενης) συχνότητας αποκοπής. Αν η συχνότητα του σήµατος 

υπερβεί τη δεύτερη συχνότητα αποκοπής, θα διεγερθεί και ο δεύτερος ρυθµός µαζί µε τον 

πρώτο, κατά κανόνα όµως όχι ο δεύτερος µόνος του, και οµοίως για τους ακόµη 

ανώτερους ρυθµούς. Πρέπει βέβαια να σηµειωθεί ότι θεωρητικά δεν είναι αδύνατο να 

επιτευχθεί διέγερση του ανώτερου µόνο ρυθµού χωρίς να συνοδεύεται από τον κατώτερο, 

στην πράξη όµως είναι πολύ δύσκολη και δεν προσφέρει ιδιαίτερα οφέλη. Κατά συνέπεια, 

ο κυµατοδηγός πρέπει να λειτουργεί στον πρώτο (χαµηλότερο) ρυθµό, που για τον λόγο 

αυτό ονοµάζεται κύριος ή επικρατέστερος, ενώ οι ρυθµοί από τον δεύτερο και άνω έχουν 

ελάχιστη πρακτική χρησιµότητα. 

Όπως έχει ήδη παρατηρηθεί στα προηγούµενα, ο κύριος ρυθµός ΤΕ είναι ο ΤΕ10 , µε 

συχνότητα αποκοπής 

f f
c
aC1 10 2

= =      (2.4.1) 

ενώ η αµέσως επόµενη συχνότητα αποκοπής είναι  

{ }f f fC C2 01 20= min ,     όπου f
c
bC01 2

=  , f
c
aC20 =   (2.4.2) 

και πιο συγκεκριµένα, αν ισχύει a < 2b τότε f2 = fC01 , ενώ αν a > 2b τότε f2 = fC20 . Κατά 

συνέπεια, η περιοχή µονορρυθµικής λειτουργίας του κυµατοδηγού είναι η 

f f f1 2< <  

Από τους ρυθµούς ΤΜ, ο κύριος ρυθµός είναι ο ΤΜ11 , µε συχνότητα αποκοπής που 

δίνεται από την (2.3.9). Σύγκριση της (2.3.9) µε την (2.4.2), λαµβάνοντας υπόψη το 

γεγονός ότι a > b, δείχνει αµέσως ότι η fC11 είναι µεγαλύτερη και από την fC01 και από την 

fC20 , και άρα ισχύει πάντοτε fC11 > f2 , πράγµα που επιβεβαιώνει ότι η ανωτέρω περιοχή 

δεν είναι περιοχή µονορρυθµικής λειτουργίας µόνο σε ό,τι αφορά τους ΤΕ ρυθµούς αλλά 

γενικά ως προς όλους τους ρυθµούς. 

Στο γεγονός αυτό οφείλεται η αυξηµένη σηµασία στην πράξη των ΤΕ ρυθµών έναντι των 

ΤΜ, και πιο συγκεκριµένα στο ότι είναι πολύ πιο εύκολο και αξιόπιστο να επιτευχθεί 

µονορρυθµική λειτουργία µε τον ρυθµό ΤΕ10 . Αντίθετα, η επίτευξη µονορρυθµικής 

λειτουργίας µε τον ρυθµό ΤΜ11 απαιτεί ειδικής µορφής διέγερση ώστε να µη διεγείρονται 
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ρυθµοί ΤΕ, και έτσι ο ρυθµός αυτός σπάνια χρησιµοποιείται, δεδοµένου και ότι οι 

απώλειες που εµφανίζει είναι µεγαλύτερες. 

2.4.3. Ο κύριος ρυθµός ΤΕ10 

Οι εξισώσεις που διέπουν τον ρυθµό ΤΕ10 µπορούν φυσικά να προκύψουν από τις γενικές 

σχέσεις των ρυθµών ΤΕ της παραγράφου 2.2 θέτοντας m = 1 και n = 0, λόγω όµως της 

ιδιαίτερης σηµασίας του παρατίθενται εδώ ξεχωριστά. Με την αντικατάσταση m = 1 και n 

= 0 προκύπτει καταρχήν από τις (2.2.7) και (2.2.10) ότι οι συνιστώσες Ex και Hy 

µηδενίζονται. Συνεπώς ο ρυθµός ΤΕ10 έχει µόνο τις πεδιακές συνιστώσες Ey , Hx και Hz , 

για τις οποίες προκύπτουν οι σχέσεις 

( )H H
a

x j zz =




 −0 10cos exp

π
β     (2.4.3) 

( )E
j a

H
a

x j zy = −




 −

ωµ
π

π
β0 10sin exp    (2.4.4) 

( )H
j a

H
a

x j zx =




 −

β
π

π
β10

0 10sin exp    (2.4.5) 

όπου η σταθερά διάδοσης, από την (2.2.17) βάσει της (2.4.1), είναι 

β
ω ω

10
10

2 1 2 2 1 2

1 1
2

= −


















= −
















c

f
f c

c
af

C   (2.4.6) 

Το µήκος κύµατος στον κυµατοδηγό, από τις (2.2.20) και (2.4.1), δίνεται από 

λ
λ

λ
g

a

=

−


















1
2

2 1 2      (2.4.7) 

ενώ ανάλογες σχέσεις προκύπτουν εύκολα και για τις ταχύτητες φάσης και οµάδας. 

Από τις ανωτέρω εξ. (2.4.3-5) παρατηρείται ότι το ηλεκτρικό πεδίο είναι γραµµικά 

πολωµένο παράλληλα µε τη µικρή πλευρά του κυµατοδηγού, αφού έχει µόνο την Ey  

συνιστώσα. Πιο συγκεκριµένα, η µορφή του ηλεκτρικού πεδίου µέσα στον κυµατοδηγό 

φαίνεται στο Σχ. 2.4 που ακολουθεί, στο οποίο η δισδιάστατη επιφάνεια δείχνει το άκρο 

του διανύσµατος E  σε κάθε θέση πάνω στο οριζόντιο επίπεδο xz. Πρόκειται βέβαια για 

ένα στιγµιότυπο του οδεύοντος κύµατος στον κυµατοδηγό σε κάποια ορισµένη χρονική 

στιγµή, δηλ. καθώς περνάει ο χρόνος η εικόνα αυτή κινείται προς τα δεξιά (ή προς τα 

αριστερά) µε την ταχύτητα φάσης του κύµατος. 
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λg 

 

Σχ. 2.4: Ηλεκτρικό πεδίο για τον ρυθµό ΤΕ10  

Η συγκεκριµένη εικόνα του Σχ. 2.4 αναφέρεται σε ένα οριζόντιο επίπεδο στο µέσο του 

κυµατοδηγού (δηλ. στη θέση y = b/2) αλλά είναι ακριβώς η ίδια και σε οποιοδήποτε άλλο 

οριζόντιο επίπεδο προς τα πάνω ή προς τα κάτω (δηλ. για άλλη τιµή του y) διότι στον 

συγκεκριµένο ρυθµό το πεδίο δεν µεταβάλλεται µε το y. Ενδεικτικά παρουσιάζεται η 

εγκάρσια (κατά τη διεύθυνση x) µεταβολή του διανύσµατος E  στη θέση z = 0, καθώς και 

η διαµήκης µεταβολή του κατά τη διεύθυνση z στο µέσο του κυµατοδηγού (δηλ. στη θέση 

x = a/2). Παρατηρούµε ότι σε κάποια άλλη γραµµή παράλληλη µε τον άξονα z (δηλ. για 

άλλη τιµή του x) το διάνυσµα E  παρουσιάζει την ίδια ηµιτονοειδή µεταβολή αλλά 

µικρότερο µέγεθος (όπως άλλωστε φαίνεται από την δισδιάστατη επιφάνεια). 

Ως εφαρµογή των εν λόγω εξισώσεων δίνουµε τον υπολογισµό των στιγµιαίων τιµών των 

συνιστωσών του πεδίου στον κυµατοδηγό από τους φασιθέτες αυτών, µε τη γνωστή 

µέθοδο πολλαπλασιασµού µε τον παράγοντα ηµιτονοειδούς χρονικής µεταβολής exp(jωt) 

και εν συνεχεία λήψης του πραγµατικού µέρους. Τα αποτελέσµατα, όπου έχει 

χρησιµοποιηθεί η πολική µορφή ( )H H j0 0 0= exp ϕ , είναι 

( ) ( )[ ] ( )H x y z t H j t H
a

x t zz z, , , Re exp cos cos= =




 − +ω

π
ω β ϕ0 10 0  (2.4.8) 

( ) ( )E x y z t
a

H
a

x t zy , , , sin sin=




 − +

ωµ
π

π
ω β ϕ0 10 0   (2.4.9) 
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( ) ( )H x y z t
a

H
a

x t zx , , , sin sin= −




 − +

β
π

π
ω β ϕ10

0 10 0   (2.4.10) 

Ας προσεχθεί ότι τα ανωτέρω προέκυψαν µε την προϋπόθεση ότι το µέτρο των φασιθετών 

είναι το πλάτος ταλάντωσης. Αν όµως οι φασιθέτες ορισθούν βάσει της ενεργού τιµής 

(δηλ. το µέτρο των φασιθετών ίσο µε την ενεργό τιµή του ταλαντούµενου µεγέθους), τότε 

τα αποτελέσµατα θα πρέπει να πολλαπλασιασθούν µε 2 . 

Στα τοιχώµατα του κυµατοδηγού (για την ακρίβεια, στην εσωτερική επιφάνεια των 

τοιχωµάτων), που έχουν θεωρηθεί απείρως αγώγιµα, αναπτύσσονται επιφανειακά 

ρεύµατα. Η τιµή της επιφανειακής πυκνότητας ρεύµατος σε οποιοδήποτε σηµείο των 

τοιχωµάτων µπορεί να υπολογισθεί από την οριακή συνθήκη 
r r
J n Hs = ×$     ή ισοδύναµα      Js = Ht     (2.4.11) 

όπου Js είναι η τιµή της επιφανειακής πυκνότητας ρεύµατος, $n  µοναδιαίο διάνυσµα 

κάθετο στην επιφάνεια του τοιχώµατος και Ht η εφαπτοµενική στο τοίχωµα συνιστώσα 

του µαγνητικού πεδίου. Για το τοίχωµα της µικρής πλευράς (που προσδιορίζεται από τις x 

= 0 και x = a) είναι $ $n x=  και Ht = Hz . Για το τοίχωµα της µεγάλης πλευράς, που 

προσδιορίζεται από τις y = 0 και y = b, είναι $ $n y=  ή $ $n y= −  αντίστοιχα, και η Ht 

προκύπτει µε σύνθεση των Hz και Hx , δηλ. 
r
H H x H zt x z= +$ $  . Το τελικό αποτέλεσµα είναι 

για τη µεγάλη πλευρά 

( )r
J H j z

a
x x

j a
a

x zs = ± −




 −















0 10

10exp cos $ sin $β
π β

π
π

  (2.4.12) 

και για τη µικρή πλευρά 

( )r
J H j z ys = −0 10exp $β     (2.4.13) 

ενώ σηµειώνεται ότι στην (2.4.12) το πρόσηµο ± αντιστοιχεί στο κάτω (y = 0) ή το πάνω 

(y = b) τοίχωµα. Μια ενδεικτική εικόνα της ρευµατικής αυτής κατανοµής σε κάποια 

χρονική στιγµή φαίνεται στο Σχ. 2.5. Είναι βέβαια προφανές ότι και η κατανοµή αυτή 

αποτελεί κύµα οδεύον στη διεύθυνση z. 
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x

y

z
a

b

∆ιεύθυνση διάδοσης

 

Σχ. 2.5: Επιφανειακά ρεύµατα για τον ρυθµό ΤΕ10  

2.4.4. Ισχύς σε κυµατοδηγό – Εξασθένηση 

Τα οδεύοντα κύµατα που αναπτύσσονται στο εσωτερικό ενός κυµατοδηγού µεταφέρουν 

ισχύ κατά τη διεύθυνση z. Η πυκνότητα ισχύος που µεταφέρεται σε κάθε σηµείο δίνεται 

από τη z συνιστώσα του διανύσµατος Poynting (αφού αυτή είναι η διεύθυνση διάδοσης). 

Το διάνυσµα Poynting δίνεται, ως γνωστόν, από τη γενική σχέση 

( ) ( ) ( )[ ]r r r r r rP r E r H r= ×Re *    (2.4.14) 

όπου έχει γίνει η παραδοχή ότι οι φασιθέτες ορίζονται βάσει της ενεργού τιµής (και όχι του 

πλάτους ταλάντωσης) των πεδίων, και για το λόγο αυτό ο παράγοντας 2 έχει παραλειφθεί 

από τον παρονοµαστή. 

Ειδκότερα για τον ρυθµό ΤΕ10 , το διάνυσµα Poynting έχει µόνο z συνιστώσα και 

προκύπτει µε βάση τις (2.4.4-5) ως εξής 

( ) ( )
r r rP r P r z E H z

a
H

x
a

zz y x= = − =






$ $ sin $* ωµβ
π

π10
2

2 0
2 2   (2.4.15) 

Η συνολική ισχύς W που µεταφέρεται µε τον συγκεκριµένο ρυθµό υπολογίζεται, κατά τα 

γνωστά, από το επιφανειακό ολοκλήρωµα του διανύσµατος Poynting πάνω σε κάποια 

διατοµή του κυµατοδηγού 

( )
2
abHarPdydxW 2

02

2
10

z

b

0

a

0
π
βωµ

== ∫∫
r    (2.4.16) 

Προφανώς η ισχύς αυτή είναι ανεξάρτητη του z, δηλ. παραµένει σταθερή κατά µήκος του 

κυµατοδηγού. Αυτό βέβαια είναι συνέπεια του γεγονότος ότι, όπως έχει ήδη παρατηρηθεί, 

όλες οι προηγούµενες εξισώσεις για τους ρυθµούς ΤΕ και ΤΜ δεν προβλέπουν απόσβεση 
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των πεδίων στον κυµατοδηγό, πράγµα που οφείλεται στο ότι δεν έχουν ληφθεί υπόψη οι 

απώλειες στα τοιχώµατα και ενδεχοµένως στο διηλεκτρικό που περιέχει ο κυµατοδηγός. 

Για να ληφθούν υπόψη µε απόλυτη ακρίβεια οι απώλειες αυτές θα έπρεπε να λυθεί εκ νέου 

από την αρχή το ηλεκτροµαγνητικό πρόβληµα µε την παραδοχή τοιχωµάτων 

πεπερασµένης (και όχι άπειρης) αγωγιµότητας και διηλεκτρικού υλικού µε µιγαδική 

διηλεκτρική σταθερά (δηλ. πεπερασµένη και όχι µηδενική αγωγιµότητα). Όπως έχει 

αναφερθεί, όµως, επειδή στην πράξη οι απώλειες δεν είναι µεγάλες, ισχύει για τα πεδία µε 

πολύ καλή προσέγγιση η λύση που έχει βρεθεί υποθέτοντας µηδενικές απώλειες. 

Πρακτικά, λοιπόν, ο υπολογισµός των απωλειών ισχύος γίνεται ως εξής: ∆εχόµαστε τις 

τιµές πεδίων που έχουν βρεθεί στα προηγούµενα και από αυτές υπολογίζουµε τα 

επιφανειακά ρεύµατα στα τοιχώµατα. Στη συνέχεια εισάγεται η πεπερασµένη αγωγιµότητα 

των τοιχωµάτων και µε βάση αυτή υπολογίζεται η θερµική ισχύς σε αυτά ανά µονάδα 

µήκους, η οποία αφαιρείται από την κυµατική ισχύ που µεταφέρει ο κυµατοδηγός, και 

προκύπτει ο ρυθµός µείωσης (εξασθένησης) της εν λόγω ισχύος κατά µήκος του 

κυµατοδηγού. Η εξασθένηση λόγω απωλειών του διηλεκτρικού υλικού µπορεί να 

υπολογισθεί µε ανάλογο σκεπτικό, αλλά ο τρόπος υπολογισµού είναι απλούστερος διότι 

αρκεί να αντικατασταθεί η σταθερά ε στην (2.2.11) από την αντίστοιχη µιγαδική σταθερά 

υλικού µε αγωγιµότητα. Με βάση τα παραπάνω, προκύπτουν οι ακόλουθες προσεγγιστικές 

εκφράσεις για τους συντελεστές απόσβεσης. 

α) Συντελεστής απόσβεσης λόγω απωλειών στα τοιχώµατα: 

′ =
′
′


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


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1 2
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2

b

b
a a

a

    m = 1 , n = 0  (2.4.17) 

όπου µ′ και σ′ η µαγνητική διαπερατότητα και η ειδική αγωγιµότητα του µετάλλου των 

τοιχωµάτων, ενώ ε και µ, όπως και στα προηγούµενα, οι σταθερές του διηλεκτρικού 

υλικού που περιέχει ο κυµατοδηγός. Τονίζεται όµως ότι η (2.4.17) ισχύει για τον κύριο 

ρυθµό ΤΕ10 , ο οποίος εµφανίζει και τις µικρότερες απώλειες. 

β) Συντελεστής απόσβεσης λόγω απωλειών του διηλεκτρικού: 

212
Cmn

21

mn

f
f1


















−








ε
µ

σ
=α ′′     (2.4.18) 
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όπου σ είναι η ειδική αγωγιµότητα του διηλεκτρικού. Η (2.4.18) ισχύει για οποιοδήποτε 

ρυθµό, ο οποίος υπεισέρχεται στον τύπο διαµέσου της συχνότητας αποκοπής fCmn . 

Εφόσον συνυπάρχουν και οι δύο παραπάνω παράγοντες εξασθένησης σε κυµατοδηγό, ο 

ολικός συντελεστής απόσβεσης προκύπτει µε συνδυασµό των επιµέρους 

α α αmn mn mn= ′ + ′′     (2.4.19) 

Τονίζεται ότι ο ανωτέρω είναι ο συντελεστής απόσβεσης πεδίου ή πλάτους. Όπως και 

στις γραµµές µεταφοράς, εκφράζει το ρυθµό µείωσης του πλάτους των ταλαντώσεων των 

ηλεκτρικών πεδίων κατά µήκος του κυµατοδηγού, σε µονάδες Np/m. Συνδυάζοντας, 

σύµφωνα µε την (2.1.2), τον συντελεστή απόσβεσης πεδίου αmn µε τη σταθερά διάδοσης 

βmn (που έχει υπολογισθεί στα προηγούµενα), προκύπτει η µιγαδική σταθερά διάδοσης για 

τον συγκεκριµένο ρυθµό. Εισάγοντας αυτή στις εξισώσεις που δίνουν τα πεδία και 

λαµβάνοντας µέτρο των µιγαδικών αριθµών προκύπτει π.χ. από την (2.2.6) 

( ) ( )H H x y zz z mn= −, , exp0 α     (2.4.20) 

όπου για συντοµία έχει συµβολισθεί µε ( )H x yz , ,0  η έκφραση που δίνει η (2.2.6) για το 

µέτρο του πεδίου θέτοντας z = 0 (δηλ. σε µια διατοµή αναφοράς του κυµατοδηγού). 

Ανάλογες σχέσεις προκύπτουν εύκολα για όλες τις συνιστώσες των πεδίων και δείχνουν 

ότι τα πλάτη των πεδίων µειώνονται εκθετικά µε το z, δικαιολογώντας τον όρο 

“συντελεστής απόσβεσης πεδίου”. Σε αντιδιαστολή ορίζεται ο συντελεστής απόσβεσης 

ισχύος αp (ο δείκτης mn έχει παραλειφθεί για απλότητα) , ο οποίος εκφράζει το ρυθµό 

εξασθένησης της ισχύος κατά µήκος του κυµατοδηγού, δηλ. 

( ) ( ) ( )zexpzWzzW p00 ∆α−=∆+    (2.4.21) 

Επειδή η διαδιδόµενη ισχύς είναι ανάλογη του τετραγώνου του πεδίου (βλ. και την (2.4.16) 

ανωτέρω), προκύπτει αµέσως ότι ο συντελεστής απόσβεσης ισχύος είναι διπλάσιος από τον 

συντελεστή απόσβεσης πεδίου, όπως και στην (1.2.12) για τους συντελεστές απόσβεσης 

ισχύος και τάσης στις γραµµές µεταφοράς 

α αp = 2      (2.4.22) 

Η ανωτέρω σχέση ισχύει προφανώς εφόσον ο συντελεστής απόσβεσης ισχύος έχει 

εκφρασθεί σε Np/m, συνήθως όµως στην πράξη αυτός εκφράζεται σε dB/m (οπότε 

συµβολίζεται µε Αp). Στην περίπτωση αυτή ισχύει 

( )
( ) 







 ∆+
∆

−=Α
0

0
p zW

zzWlog10
z

1    (2.4.23) 

ή ισοδύναµα 
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( ) ( ) 10zA
00

p10zWzzW ∆−=∆+     (2.4.24) 

Στην πράξη συνήθως ενδιαφέρει ο συντελεστής απόσβεσης ισχύος Αp , ο οποίος 

προσδιορίζεται πειραµατικά. Από αυτόν µπορεί να βρεθεί στη συνέχεια, εφόσον 

απαιτείται, και ο συντελεστής απόσβεσης πεδίου α. Όπως µπορεί εύκολα να επαληθεύσει ο 

αναγνώστης, η σχέση µετατροπής από τον ένα στον άλλο είναι και εδώ η (1.2.16). 

2.4.5. Τυποποίηση ορθογωνικών κυµατοδηγών 

Οι ορθογωνικοί κυµατοδηγοί που κατασκευάζονται και χρησιµοποιούνται στην πράξη 

είναι τυποποιηµένοι σύµφωνα µε τις διαστάσεις τους. Η τυποποίηση που θα αναφέρουµε 

ισχύει για κυµατοδηγούς µε αέρα, οι οποίοι είναι το συνηθέστερο είδος (εκτός 

περιπτώσεων ειδικών εφαρµογών), και κατά συνέπεια οι διαστάσεις του κυµατοδηγού 

προσδιορίζουν πλήρως την ωφέλιµη περιοχή συχνοτήτων λειτουργίας του (η οποία, όπως 

έχει εξηγηθεί, είναι η περιοχή µονορρυθµικής λειτουργίας). Από τους κατασκευαστές 

διατίθενται κυµατοδηγοί σε συγκεκριµένες διαστάσεις, οι οποίες έχουν γίνει κοινά 

αποδεκτές µε βάση την εµπειρία και έχουν επιλεγεί έτσι ώστε να καλύπτονται όλες οι 

περιοχές συχνοτήτων που χρησιµοποιούνται (και συνήθως υπάρχει αλληλοεπικάλυψη, 

ώστε µπορούν να βρεθούν παραπάνω από ένας τύποι κυµατοδηγών για µια ορισµένη 

συχνότητα λειτουργίας). Η πιο διαδεδοµένη τυποποίηση προέρχεται από τα αµερικανικά 

στρατιωτικά πρότυπα και χαρακτηρίζει τους κυµατοδηγούς µε κωδικούς της µορφής WR-x 

όπου x ένας ακέραιος αριθµός. Ο κωδικός WR αντιστοιχεί στα αρχικά των λέξεων 

Waveguide και Rectangular, ενώ ο αριθµός x δίνει τη µεγάλη διάσταση a του 

κυµατοδηγού µετρηµένη σε εκατοστά της ίντσας. Μπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί η 

αγγλοσαξωνική µονάδα mil (ή thou) η οποία ισούται µε το 1/1000 της ίντσας, δηλ.  

1 mil = 0,001 in = 10–3 . 2,54 cm = 2,54 . 10–5 m = 0,0254 mm 

Για παράδειγµα, ο κυµατοδηγός τύπου WR-1150 έχει µεγάλη διάσταση a = 1150 . 0,01 in 

= 1150 . 10 mil, δηλ. a = 1150 . 10 . 0,0254 mm = 292,1 mm. Η µικρή διάσταση b 

κατασκευάζεται κοντά στο ½ της µεγάλης. Ο πίνακας που ακολουθεί δείχνει τις 

τυποποιηµένες κατηγορίες* κυµατοδηγών, µε τις εσωτερικές διαστάσεις αυτών, και την 

τυπική** περιοχή συχνοτήτων λειτουργίας τους. 

                                                 
* ∆εν είναι αυτονόητο ότι όλες αυτές οι κατηγορίες είναι και εµπορικά διαθέσιµες, ενώ στην πράξη 

κάποιες είναι πιο συνηθισµένες (επειδή συνεργάζονται µε τις υπάρχουσες συσκευές). Όπως θα δείτε και στο 

εργαστήριο, ο τύπος WR-90 είναι από τους πλέον διαδεδοµένους. 
** Πρόκειται για την περιοχή συχνοτήτων όπου κατά κανόνα χρησιµοποιείται ο κυµατοδηγός στην πράξη. 

Αυτή (όπως εύκολα επαληθεύεται) είναι µέρος της θεωρητικής περιοχής µονορρυθµικής λειτουργίας, 

αφήνοντας και µια αχρησιµοποίητη περιοχή συχνοτήτων για να διασφαλίζεται η απρόσκοπτη λειτουργία. 
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Ονοµασία ∆ιαστάσεις a × b 
(mm × mm) 

Περιοχή συχνοτήτων 
(GHz) 

WR-2300 584 × 292 0,32 – 0,49 
WR-2100 533 × 267 0,35 – 0,53 
WR-1800 457 × 229 0,41 – 0,625 
WR-1500 381 × 191 0,49 – 0,75 
WR-1150 292 × 146 0,64 – 0,96 
WR-975 248 × 124 0,75 – 1,12 
WR-770 196 × 98 0,96 – 1,45 
WR-650 165 × 83 1,12 – 1,7 
WR-510 131 × 65 1,45 – 2,2 
WR-430 109 × 55 1,7 – 2,6 
WR-340 86 × 43 2,2 – 3,3 
WR-284 72 × 34 2,6 – 3,95 
WR-229 59 × 29 3,3 – 4,9 
WR-187 48 × 22 3,95 – 5,85 
WR-159 40 × 20 4,9 – 7,05 
WR-137 35 × 16 5,85 – 8,2 
WR-112 29 × 13 7,05 – 10 
WR-90 23 × 10 8,2 – 12,4 
WR-75 19 × 9,5 10 – 15 
WR-62 16 × 7,9 12,4 – 18 
WR-51 13 × 5,8 15 – 22 
WR-42 11 × 4,3 18 – 26,5 
WR-34 8,6 × 4,3 22 – 33 
WR-28 7,1 × 3,6 26,5 – 40 
WR-22 5,7 × 2,9 33 – 50 
WR-19 4,8 × 2,4 40 – 60 
WR-15 3,8 × 1,9 50 – 75 
WR-12 3,1 × 1,6 60 – 90 
WR-10 2,4 × 1,3 75 – 110 
WR-8 2 × 1 90 – 140 
WR-7 1,7 × 0,82 110 – 170 
WR-5 1,3 × 0,65 140 – 220 
WR-4 1,1 × 0,55 170 – 260 
WR-3 0,87 × 0,44 220 – 325 
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2.5. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

Παράδειγµα 2.1. Ορθογωνικός κυµατοδηγός κενός (ή µε αέρα, πράγµα ισοδύναµο) έχει 

διαστάσεις 6 × 10 cm. Να βρεθούν: α) Οι συχνότητες αποκοπής των ρυθµών ΤΕ10 , ΤΕ20 , 

ΤΜ01 και ΤΕ01 . β) Η ταχύτητα διάδοσης της φάσης για τους ρυθµούς ΤΕ10 και ΤΕ20 στη 

συχνότητα f = 1,5 fC10 . 

Απάντηση 

α) Σύµφωνα µε τον συµβολισµό που ακολουθήθηκε σε όλα τα προηγούµενα, ονοµάζουµε 

a = 10 cm = 0,1 m και b = 6 cm = 0,06 m. Παρατηρούµε κατ' αρχήν ότι, βάσει της 

θεωρίας, σε ορθογωνικούς κυµατοδηγούς δεν υπάρχουν γενικά ρυθµοί ΤΜ0n (ή ΤΜm0), 

άρα δεν υπάρχει ο ΤΜ01 . Για τους υπόλοιπους χρησιµοποιούµε την (2.2.16), η οποία λόγω 

µηδενισµού ενός των m,n παίρνει απλούστερη µορφή και µε αριθµητικές αντικαταστάσεις 

προκύπτουν 

f
c
a

GHzC10 2
15= = ,   f

c
b

GHzC01 2
2 5= = ,   f

c
a

f GHzC C20 102 3= = =  

όπου η ταχύτητα του φωτός c = 3.108 m επειδή ο κυµατοδηγός είναι κενός ή µε αέρα. 

β) Προφανώς ισχύει πάντοτε fC20 = 2 fC10 , και άρα για τη συχνότητα f = 1,5 fC10 ισχύει f 

< fC20 και ο ρυθµός ΤΕ20 δεν διαδίδεται. Για τον ρυθµό ΤΕ10 χρησιµοποιούµε την (2.2.22) 

και µε αριθµητική αντικατάσταση παίρνουµε 

( ) ( )
υp

C

c

f f

m
m=

−
=

⋅

−
= ⋅

1

3 10

1 1 15
4 025 10

10
2

8

2
8/ sec

,
, / sec  

 

Παράδειγµα 2.2. Έστω κυµατοδηγός (κενός ή µε αέρα) διαστάσεων 2×1 cm. α) Να 

προσδιορισθεί η περιοχή συχνοτήτων για τις οποίες µπορεί να µεταδοθεί µόνο ο ρυθµός 

ΤΕ10 . β) Αν η συχνότητα λειτουργίας του κυµατοδηγού είναι 10 GHz και η ισχύς που 

µεταφέρεται από αυτόν 1 nW, να βρεθεί η ταχύτητα διάδοσης της φάσης, η µέγιστη 

ένταση ηλεκτρικού πεδίου µέσα στον κυµατοδηγό και σε ποια σηµεία εµφανίζεται. 

Απάντηση 

α) Είναι a = 0,02 m και b = 0,01 m. Με αντικατάσταση προκύπτει αµέσως η µικρότερη 

συχνότητα αποκοπής fC10 = c/2a = 7,5 GHz. Η αµέσως επόµενη συχνότητα αποκοπής είναι 

είτε η fC01 είτε η fC20 , εδώ όµως συµβαίνει να είναι ίσες διότι a = 2b, και έχουν την τιµή 
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fC01 = fC20 = 2 fC10 = 15 GHz. Εποµένως η περιοχή συχνοτήτων µονορρυθµικής 

λειτουργίας είναι 7,5 GHz < f < 15 GHz. 

β) Η συχνότητα f = 10 GHz βρίσκεται στην ανωτέρω περιοχή µονορρυθµικής λειτουργίας, 

συνεπώς κυµατοδηγείται µόνο ο ρυθµός ΤΕ10 . Κατά συνέπεια, το ηλεκτρικό πεδίο στον 

κυµατοδηγό έχει µόνο y συνιστώσα που δίνεται από την (2.4.4), η οποία µπορεί να γραφεί 

και στη µορφή 

( )E E
a

x j zy =




 −0 10sin exp

π
β    (1) 

όπου 

E
j a

H0 0= −
ωµ
π

 

Εισάγοντας αυτή, η εξ. (2.4.16) για την ισχύ παίρνει τη µορφή 

P E
ab E

Z
ab

= =
β
ωµ

10
0

2 0
2

102 2
    (2) 

όπου Z10
10

=
ωµ
β

 είναι η χαρακτηριστική αντίσταση του κυµατοδηγού στον ρυθµό ΤΕ10 . 

Η σταθερά διάδοσης β10 µπορεί να υπολογισθεί από την (2.2.11) χρησιµοποιώντας τις 

(2.2.12) και (2.2.14) και θέτοντας m = 1 και n = 0, οπότε προκύπτει 

β
ω π

10
2

2 2
=




 −





c a

 

και µε αντικατάσταση ω = 2π .10 .109 rad/sec, c = 3.108 m/sec, a = 0,02 m παίρνουµε 

β10 ≅ 138,53 rad/m 

Προφανώς βέβαια το ίδιο αποτέλεσµα θα µπορούσε να προκύψει και από την (2.2.17). 

Στη συνέχεια επιλύοντας την (2) ως προς Ε0, αντικαθιστώντας τις αριθµητικές τιµές και 

εκτελώντας τις πράξεις παίρνουµε 

E P
ab

V m mV m0
10

2
0 0755 75 5= ≅ =

ωµ
β

, / , /  

(όπου έχει χρησιµοποιηθεί η τιµή µ = µ0 = 4π .10−7 H/m). 

Όπως έχει σηµειωθεί, η εξ. (2.4.16), και κατά συνέπεια η (2) ανωτέρω, προϋποθέτει 

ορισµό των φασιθετών µε βάση την ενεργό τιµή. Εποµένως, για να βρεθεί η στιγµιαία τιµή 

του ηλεκτρικού πεδίου πρέπει ο φασιθέτης που δίνεται από την (2) να πολλαπλασιασθεί µε 

2  (για να βρεθεί το πλάτος ταλάντωσης), και στη συνέχεια να πολλαπλασιασθεί µε 
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exp(jωt) και να ληφθεί το πραγµατικό µέρος. Με τον τρόπο αυτό προκύπτει η στιγµιαία 

τιµή του πεδίου Εy  

( ) [ ] ( )E x y z t E e E
a

x t zy y
j t, , , Re sin cos= =





 − +2 2 0 10 0

ω π
ω β θ  (3) 

όπου ( )E E j0 0 0= exp θ  είναι η σταθερά Ε0 σε πολική µορφή. (Σηµείωση: Εξηγήστε πως 

συµβιβάζεται η σχέση αυτή µε την (2.4.9) που έχει προηγηθεί). 

Από την παραπάνω σχέση (3) φαίνεται αµέσως ότι η συνιστώσα Εy , και άρα η συνολική 

ένταση ηλεκτρικού πεδίου, µεγιστοποιείται για x = a/2 και για εκείνους τους συνδυασµούς 

χρονικής στιγµής t και θέσης z για τους οποίους το συνηµίτονο της (3) είναι ίσο µε 1. ∆ηλ. 

η θέση µεγίστου µεταβάλλεται µε το χρόνο, αλλά κινείται πάντοτε στο µέσο της µεγάλης 

πλευράς του κυµατοδηγού. Η µέγιστη τιµή του πεδίου είναι 

2 0 1068 106 80E V m mV m≅ =, / , / . 

 

Παράδειγµα 2.3. α) Να προσδιορισθούν οι διαστάσεις κενού ορθογωνικού κυµατοδηγού 

ώστε η περιοχή µονορρυθµικής λειτουργίας του να είναι 5 − 7,5 GHz. β) Αν στον 

κυµατοδηγό αυτό επιβληθεί συχνότητα 12 GHz, ποιοί ρυθµοί διαδίδονται; γ) Θα 

µπορούσε ο ίδιος κυµατοδηγός (δηλ. µε τις διαστάσεις που βρέθηκαν προηγουµένως) να 

λειτουργεί µονορρυθµικά στην περιοχή 2 − 3 GHz, και αν ναι πως; 

Απάντηση 

α) Προφανώς πρέπει οι δύο χαµηλότερες συχνότητες αποκοπής να είναι 5 και 7,5 GHz. Η 

µικρότερη συχνότητα αποκοπής είναι πάντοτε η fC10 , οπότε θέτοντας fC10 = c0/2a = 5 

GHz, όπου c0 = 3.108 m/sec η γνωστή ταχύτητα του φωτός στο κενό, προκύπτει a = 0,03 

m = 3 cm.  

Η αµέσως επόµενη συχνότητα αποκοπής είναι µία από τις 

f
c
bC01
0

2
=  , f

c
aC20
0=  

Παρατηρούµε όµως ότι fC20 = 10 GHz, επειδή fC20 = 2fC10 , και εποµένως θα πρέπει να 

τεθεί fC01 = c0/2b = 7,5 GHz , απ' όπου προκύπτει b = 2 cm. 

β) Αν στον κυµατοδηγό επιβληθεί συχνότητα 12 GHz (δηλ. αν η πηγή τροφοδοσίας έχει 

αυτή τη συχνότητα), τότε θα διαδοθούν οι ρυθµοί που έχουν συχνότητα αποκοπής 

µικρότερη από 12 GHz, δηλ. εκείνοι για τους οποίους ισχύει 
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απ' όπου µε αριθµητικές αντικαταστάσεις c0 = 3.108 m/sec, a = 3.10−2 m, b = 2.10−2 m 

προκύπτει ισοδύναµα 

m n m n
m n

2 2 2 2
2 2

9 4
4
5 9 4

0 64 4 9 23 04+ < ⇔ + < ⇔ + <, ,  

Με διαδοχικές δοκιµές βρίσκουµε ότι η συνθήκη αυτή ικανοποιείται από τις συχνότητες 

αποκοπής fC10 , fC01 , fC20 , fC11 (πράγµα, άλλωστε, που για τις τρεις πρώτες ήταν ήδη 

προφανές από το σκέλος (α)). Εποµένως οι ρυθµοί που θα διαδοθούν στον κυµατοδηγό 

είναι οι ΤΕ10 , ΤΕ01 , ΤΕ20 , ΤΕ11 , ΤΜ11 (αφού για τους ρυθµούς  ΤΜmn πρέπει και οι δύο 

δείκτες m και n να µην είναι 0). 

γ) Για να λειτουργεί ο κυµατοδηγός µονορρυθµικά στην περιοχή 2 − 3 GHz µε τις ίδιες 

διαστάσεις, το µόνο που µπορεί να γίνει, όπως δείχνει η (2.2.16), είναι να αλλάξει η τιµή 

της ταχύτητας του φωτός c. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί αλλάζοντας το υλικό που περιέχει ο 

κυµατοδηγός, δηλ. γεµίζοντας το εσωτερικό του µε ένα διηλεκτρικό (µονωτικό) υλικό µε 

κάποια σχετική διηλεκτρική σταθερά εr , δηλ. µε διηλεκτρική επιτρεπτότητα ε = εr ε0 . Τα 

µονωτικά υλικά που διατίθενται στην πράξη έχουν µαγνητική διαπερατότητα µ0 (ίδια µε 

αυτή του κενού), και εποµένως η ταχύτητα του φωτός σε ένα τέτοιο υλικό είναι 

c
c

r r
= = =

1 1

0 0

0
µε µ ε ε ε

 

Άρα για τη χαµηλότερη συχνότητα αποκοπής έχουµε τη νέα τιµή 

f
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a
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f
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και δεδοµένου ότι a = 3 cm και fC10 = c0/2a = 5 GHz, παίρνουµε εr = 6,25. 

Με το υλικό αυτό, η αµέσως επόµενη συχνότητα αποκοπής είναι ακριβώς η επιθυµητή 

fC01′ = 3 GHz , πράγµα άλλωστε που προκύπτει και από την 

f
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10
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01
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Παρατηρούµε ότι αν µε τα ίδια δεδοµένα είχε ζητηθεί η µονορρυθµική λειτουργία του 

κυµατοδηγού σε κάποια υποπεριοχή της 2 − 3 GHz, π.χ. στην περιοχή 2 − 2,9 GHz, τότε 

το πρόβληµα θα είχε λύση, και µάλιστα την ίδια (εr = 6,25). (Ερώτηση: Θα υπήρχε µήπως 

και άλλη λύση, και αν ναι ποια;) Αν όµως η επιθυµητή περιοχή εκτεινόταν πέραν των 3 

GHz, π.χ. 2 − 3,1 GHz, τότε δεν θα υπήρχε λύση. 
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Παράδειγµα 2.4. Για έναν ορθογωνικό κυµατοδηγό (κενό ή µε αέρα) διαστάσεων a × b µε 

a > b δίνεται ότι το µήκος κύµατος µέσα στον κυµατοδηγό για συχνότητα λειτουργίας 9 

GHz είναι λg = 6,03 cm, καθώς και ότι η συχνότητα αποκοπής του δεύτερου ρυθµού ΤΕ 

είναι 12,5 GHz. Να βρεθούν α) η ταχύτητα φάσης, η ταχύτητα οµάδας και η 

χαρακτηριστική αντίσταση του κυµατοδηγού στη συγκεκριµένη συχνότητα λειτουργίας, β) 

οι διαστάσεις του εν λόγω κυµατοδηγού, γ) η συχνότητα αποκοπής του τρίτου ρυθµού ΤΕ. 

Απάντηση 

α) Το µήκος κύµατος εκτός του κυµατοδηγού είναι 

cm33,3m
30
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Είναι προφανές ότι στη συχνότητα λειτουργίας 9 GHz κυµατοδηγείται ο κύριος ρυθµός 

ΤΕ10 διότι f = 9 GHz < 12,5 GHz, δηλ. στη συχνότητα αυτή δεν διεγείρεται ο δεύτερος 

ρυθµός (ούτε φυσικά κανένας ανώτερος). Το µήκος κύµατος εντός του κυµατοδηγού 

δίνεται από την (2.2.20), από την οποία προκύπτει 
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Χρησιµοποιώντας την αριθµητική τιµή που βρέθηκε παραπάνω παίρνουµε: 

• Για την ταχύτητα φάσης από την (2.2.22) 
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f
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c
⋅≅

⋅
≅


















−

=υ  

• Για την ταχύτητα οµάδας από την (2.2.24) 

sec/m10658,15528,0103
f

f1c 88
212

10C
g ⋅≅⋅⋅≅


















−=υ  

• Για την χαρακτηριστική αντίσταση του κυµατοδηγού από την (2.2.25) 

(αντικαθιστώντας την αριθµητική τιµή της κυµατικής αντίστασης ελεύθερου 

χώρου ζ ≅ 120 π) 
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β) Επιλύοντας τη σχέση που δίνει το µήκος κύµατος εντός του κυµατοδηγού παίρνουµε 

2
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2
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2
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2
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f
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απ' όπου µε αριθµητικές αντικαταστάσεις παίρνουµε fC10 ≅ 7,5 GHz. Εποµένως 

cm2m02,0
105,72

103
f2
ca

a2
cf 9

8

10C
10C ==

⋅⋅

⋅
≅=⇒=  

Για τη διάσταση b παρατηρούµε ότι ο δεύτερος ρυθµός είναι είτε ο ΤΕ20 είτε ο ΤΕ01 . Αν 

όµως ήταν ο ΤΕ20 θα ήταν 

GHz5,12GHz15f2
a
cf 10C20C ≠≅==  

πράγµα άτοπο µε βάση τα δεδοµένα. Άρα πρόκειται για τον ΤΕ01 , οπότε: 

cm2,1...
105,122

103
f2
cbGHz5,12

b2
cf 9

8

01C
01C ==

⋅⋅
⋅

==⇒==  

γ) Ο τρίτος ρυθµός είναι είτε ο ΤΕ20 είτε ο ΤΕ11 . (Ερώτηση: γιατί είναι βέβαιο ότι δεν 

είναι ο ΤΕ02 ;) Έχουµε βρει ήδη ότι  

GHz15f2
a
cf 10C20C ≅==  

και µε µία ακόµη δοκιµή βρίσκουµε 

≅
⋅

+
⋅

⋅⋅=+= −− 44
8

2211C 1044,1
1

104
1105,1

b
1

a
1

2
cf    

GHz58,1410458,19444,0105,1 1010 =⋅≅⋅⋅≅  

Από τη σύγκριση των δύο παραπάνω τιµών γίνεται προφανές ότι ο τρίτος ρυθµός είναι ο 

ΤΕ11 µε συχνότητα αποκοπής 14,58 GHz. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3 :  ΜΙΚΡΟΚΥΜΑΤΙΚΑ  ΣΤΟΙΧΕΙΑ  

3.1. ΓΕΝΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΜΙΚΡΟΚΥΜΑΤΙΚΩΝ ΠΟΛΥΘΥΡΩΝ 

3.1.1. Εισαγωγικά 

Μικροκυµατικά πολύθυρα ονοµάζονται τα κυκλωµατικά στοιχεία τα οποία λειτουργούν 

σε µικροκυµατικές συχνότητες και συνδεσµολογούµενα κατάλληλα σχηµατίζουν 

µικροκυµατικά κυκλώµατα. Ο όρος «πολύθυρα» οφείλεται στο ότι τα εν λόγω στοιχεία 

επικοινωνούν (δηλ. ανταλλάσσουν µικροκυµατική ισχύ) µε τον «έξω κόσµο» δια µέσου 

συγκεκριµένων σηµείων που ονοµάζονται θύρες και µπορεί να είναι είτε άκρα γραµµής 

µεταφοράς ή µικροταινίας (πιθανώς µε διάφορα είδη συνδετήρων) είτε ανοίγµατα 

κυµατοδηγού κατάλληλων διαστάσεων. Όπως είναι γνωστό από τη θεωρία κυκλωµάτων 

χαµηλής συχνότητας, τα πολύθυρα έχουν και εκεί αντίστοιχη έννοια, µε τη µόνη διαφορά 

ότι συνήθως δεν είναι απλά κυκλωµατικά στοιχεία αλλά ολόκληρα κυκλώµατα, ενώ οι 

θύρες (δηλ. τα σηµεία εισόδου ή εξόδου των σηµάτων) είναι ζεύγη αγωγών στα οποία 

εµφανίζονται οι τάσεις και τα ρεύµατα εισόδου και εξόδου του κυκλώµατος. Στα 

µικροκυµατικά στοιχεία δεν µπορούν (κατά κανόνα) να χρησιµοποιηθούν απλά ζεύγη 

αγωγών (και τα ίδια τα φυσικά µεγέθη τάσης και έντασης ρεύµατος δεν προσφέρονται για 

τη µελέτη, και συνήθως ούτε καν έχουν σαφή έννοια). Όµως ο φυσικός ρόλος των 

πολυθύρων είναι αντίστοιχος µε την περίπτωση κυκλωµάτων χαµηλής συχνότητας και η 

µελέτη τους βασίζεται (και πάλι) στη σχέση µεταξύ των σηµάτων εισόδου και των 

σηµάτων εξόδου (διέγερσης και απόκρισης όπως είναι γνωστά στη θεωρία συστηµάτων). 

Στο Σχ. 3.1 που ακολουθεί παρουσιάζεται ένα µικροκυµατικό πολύθυρο στην πιο γενική 

µορφή του, µε κάποιον (οποιονδήποτε) αριθµό θυρών (έστω Ν). Στη γενική περίπτωση 

από κάθε θύρα είναι δυνατό να εισέρχεται κάποιο κύµα (σήµα εισόδου, ή µε ορολογία 

συστηµάτων διέγερση) και να εξέρχεται κάποιο άλλο (σήµα εξόδου ή απόκριση). Στην 

πράξη είναι αναµενόµενο κάποιες θύρες να λειτουργούν ως είσοδοι και κάποιες άλλες ως 

έξοδοι (όχι κατανάγκην πάντοτε οι ίδιες, ανάλογα µε τη συνδεσµολογία του πολυθύρου), 

αλλά αυτό καλύπτεται θέτοντας τα κατάλληλα κύµατα ίσα µε 0. Κάθε θύρα αριθµείται, 

όπως φαίνεται στο σχήµα, για να ταυτοποιηθεί (ο τρόπος µπορεί να είναι αυθαίρετος). 
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Σχ. 3.1: Γενική µορφή µικροκυµατικού Ν-θύρου 

Σηµειώνουµε επίσης ότι στην παρούσα ενότητα ασχολούµαστε κυρίως µε παθητικά 

µικροκυµατικά πολύθυρα, δηλ. µε πολύθυρα που δεν παράγουν ισχύ, τα οποία µελετώνται 

µε βάση τη θεωρία του πίνακα σκέδασης που ακολουθεί. Τα πολύθυρα που παράγουν ισχύ 

είναι είτε πηγές είτε ενισχυτές, για τα οποία η θεωρία του πίνακα σκέδασης δεν 

παρουσιάζει ιδιαίτερη χρησιµότητα (π.χ. οι µικροκυµατικοί ενισχυτές µπορούν να 

µελετηθούν όπως όλοι οι ενισχυτές µε βάση την γνωστή έννοια της απόκρισης 

συχνότητας). Ορισµένα παραδείγµατα µικροκυµατικών πηγών παρουσιάζονται σε χωριστή 

υποενότητα του παρόντος κεφαλαίου. 

3.1.2. Κανονικοποιηµένες κυµατικές τάσεις 

Όπως είναι γνωστό, στην περιοχή των µικροκυµατικών συχνοτήτων η τάση (διαφορά 

δυναµικού ή ΗΕ∆) και η ένταση ρεύµατος κατά κανόνα δεν είναι χρήσιµα µεγέθη για τη 

µελέτη. Π.χ. σε ένα άνοιγµα κυµατοδηγού δεν είναι σαφές µεταξύ ποιων σηµείων θα 

οριζόταν η τάση, αλλά και αν ληφθούν δύο σηµεία αυθαίρετα δεν ισχύει µεταξύ αυτών η 

διατηρητικότητα του πεδίου που είναι προϋπόθεση για τον µονοσήµαντο ορισµό της 

τάσης, ενώ επίσης το συνολικό ρεύµα στα τοιχώµατα του κυµατοδηγού είναι µηδενικό. 

Για το λόγο αυτό ορίζεται το φυσικό µέγεθος που ονοµάζεται κανονικοποιηµένη 

κυµατική τάση για να περιγραφούν τα κύµατα εισόδου και εξόδου στο πολύθυρο. 

Χρησιµοποιείται εδώ ο συµβολισµός ai για την κανονικοποιηµένη κυµατική τάση του 

κύµατος εισόδου και bi του κύµατος εξόδου της τυχούσας θύρας #i, τονίζοντας ότι και τα 

δύο σύµβολα αναφέρονται στο ίδιο φυσικό µέγεθος. 

Στη θεωρία των µικροκυµατικών κυκλωµάτων, η κανονικοποιηµένη κυµατική τάση στη 

θύρα #i (ενδεικτικά για το εισερχόµενο κύµα) ορίζεται από τη σχέση 
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Η σχέση αυτή ισχύει για κυµατοδηγούµενα κύµατα σε γραµµή µεταφοράς ή µικροταινία ή 

κυµατοδηγό (ό,τι από αυτά αποτελεί τη συγκεκριµένη θύρα), δηλ. κύµατα τα οποία 

ακολουθούν τις εξ. (2.1.1α – β), και πάνω σε ένα επίπεδο αναφοράς z = 0 που ορίζεται 

αυθαίρετα (θα µπορούσε να είναι το φυσικό επίπεδο όπου βρίσκεται η συγκεκριµένη θύρα, 

π.χ. άκρο γραµµής ή άνοιγµα κυµατοδηγού, ή το επίπεδο στο οποίο η γραµµή ή ο 

κυµατοδηγός ενώνεται µε το πολύθυρο κτλ.). Για να ορίσουµε το επίπεδο αναφοράς 

έχουµε θεωρήσει έναν «τοπικό» άξονα z για τη συγκεκριµένη θύρα, πάνω στον οποίο 

γίνεται η κυµατοδήγηση και ο οποίος δεν είναι άλλος από τον φυσικό άξονα της γραµµής 

µεταφοράς ή µικροταινίας ή κυµατοδηγού που αποτελεί τη θύρα αυτή. Το διπλό 

ολοκλήρωµα λαµβάνεται πάνω στο επίπεδο αναφοράς, τα πεδία E και H αντιστοιχούν στο 

κύµα που εισέρχεται στο πολύθυρο  και S είναι το εµβαδόν της θύρας πάνω στο επίπεδο 

αναφοράς. Κατά συνέπεια το στοιχειώδες εµβαδό dS (ως διάνυσµα) έχει, κατά τα γνωστά, 

διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο αναφοράς, η οποία είναι και η διεύθυνση διάδοσης του 

κύµατος στη θύρα, ενώ η φορά του λαµβάνεται από έξω προς τα µέσα (προς το εσωτερικό 

του πολυθύρου). Τα διανύσµατα E και H του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου 

παριστάνονται, ως συνήθως, µε µιγαδικούς αριθµούς (phasors) διότι προϋποτίθεται ότι τα 

πεδία µεταβάλλονται ηµιτονοειδώς, και ο αστερίσκος (*) δηλώνει το µιγαδικό συζυγές. 

Είναι φανερό ότι ο παραπάνω ορισµός έχει στενή συνάφεια µε το διάνυσµα Poynting που 

εκφράζει την πυκνότητα ισχύος που µεταφέρει το κύµα. Πιο συγκεκριµένα, ο ορισµός 

(3.1.1) υποδηλώνει ένα πραγµατικό µέγεθος (προσέξτε τον τελεστή Re) το οποίο ισούται 

µε την τετραγωνική ρίζα της ισχύος* που διέρχεται από τη γραµµή µεταφοράς ή τον 

κυµατοδηγό σε ένα ορισµένο επίπεδο το οποίο (αυθαίρετα, δηλ. κατά σύµβαση) έχουµε 

επιλέξει ως επίπεδο αναφοράς z = 0. 

Λαµβάνοντας υπόψη τις σχέσεις της κυµατοδήγησης (2.1.1α – β) οι οποίες, όπως είπαµε, 

αποτελούν προϋπόθεση του ορισµού της κανονικοποιηµένης κυµατικής τάσης, ο ορισµός 

(3.1.1) γενικεύεται ώστε να ισχύει όχι µόνο πάνω στο επίπεδο αναφοράς αλλά σε 

οποιοδήποτε σηµείο του άξονα z (κατά µήκος της γραµµής µεταφοράς ή του κυµατοδηγού 

της συγκεκριµένης θύρας). Η ιδέα είναι ότι η τιµή της κανονικοποιηµένης κυµατικής 

τάσης σε οποιοδήποτε άλλο σηµείο z προκύπτει µε «κυµατοδήγηση» της τιµής της στη 

θέση αναφοράς z = 0, ως εξής: 

                                                 
* Υπενθυµίζουµε ότι η ισχύς αυτή δίνεται µε τη βοήθεια του διανύσµατος Poynting. 
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όπου τα (βοηθητικά) τονούµενα µεγέθη E΄ και H΄ είναι οι εκφράσεις που δίνουν τα 

εξάρτηση των ηλεκτρικά και µαγνητικά πεδία πάνω στο επίπεδο z = 0, και προφανώς 

εξαρτώνται µόνο από τις εγκάρσιες συνιστώσες (x,y). Με τον συµβολισµό αυτό, εύκολα 

διαπιστώνουµε ότι θέτοντας z = 0 η (3.1.2) ανάγεται στην (3.1.1), και άρα για άλλο z 

αποτελεί γενίκευση αυτής. Η γενίκευση αυτή καθίσταται δυνατή επειδή η εξάρτηση από z 

θεωρείται δεδοµένη στη µορφή που δίνεται από τις εξισώσεις κυµατοδήγησης. Πρέπει να 

παρατηρήσουµε ότι, εφόσον η θύρα #i αποτελείται από κυµατοδηγό, η (3.1.2) ισχύει για 

κύµα ενός συγκεκριµένου ρυθµού (αλλιώς δεν θα υπήρχε µονοσήµαντη τιµή της µιγαδικής 

σταθεράς διάδοσης γ), δηλ. προϋποθέτει µονορρυθµική διάδοση στον κυµατοδηγό, 

πράγµα που µπορεί να θεωρηθεί δεδοµένο διότι όπως γνωρίζουµε αυτή είναι η κατάσταση 

λειτουργίας που χρησιµοποιείται πάντοτε στην πράξη. Σηµειώνουµε ότι η (3.1.2) µπορεί 

να γραφεί και στη µορφή 

( ) ( ) ( ) zjz
i

z
ii e0ae0aza β−α−γ− ==        (3.1.3) 

όπου η τιµή ai(0) είναι αυτή που δίνεται από την (3.1.1) 

Για το εξερχόµενο κύµα ισχύει ακριβώς ο ίδιος ορισµός (3.1.1) και γενικότερα (3.1.2), µε 

τη διαφορά ότι τα πεδία E και H (όπως και τα E΄ και H΄) αντιστοιχούν στο εξερχόµενο 

κύµα και η φορά του στοιχειώδους εµβαδού dS λαµβάνεται προς τα έξω, ενώ στην (3.1.2) 

θα πρέπει να γραφεί e+γz αντί e–γz . 

Η (3.1.2), ή ισοδύναµα η (3.1.3), ορίζει την κανονικοποιηµένη κυµατική τάση ως µία 

µιγαδική ποσότητα (phasor) η οποία αντιστοιχεί σε ένα κυµαινόµενο µέγεθος που 

διαδίδεται κατά τον άξονα z µε τον γνωστό τρόπο της διάδοσης κυµάτων σε γραµµές 

µεταφοράς ή κυµατοδηγούς. Για τη µελέτη του πολυθύρου µπορούµε να λάβουµε την τιµή 

της σε οποιοδήποτε επίπεδο θέλουµε (όχι µόνο στο επίπεδο z = 0), το οποίο µπορούµε να 

ορίσουµε ως νέο επίπεδο αναφοράς. Στα επόµενα θα γράφουµε απλώς ai ή bi και θα 

εννοούµε την τιµή της κανονικοποιηµένης κυµατικής τάσης του εισερχόµενου ή του 

εξερχόµενου κύµατος στο επίπεδο αναφοράς της αρεσκείας µας. Από την (3.1.2) ή (3.1.3) 

παρατηρούµε ότι η αλλαγή του επιπέδου αναφοράς, π.χ. από z = 0 σε z = z1 , ουσιαστικά 

εκφράζει µια στροφή φάσης της κανονικοποιηµένης κυµατικής τάσης κατά exp(–jβz1) για 

εισερχόµενο κύµα ή κατά exp(+jβz1) για εξερχόµενο κύµα. Αυτό ισχύει στην (πολύ 

συνηθισµένη) περίπτωση όπου οι απώλειες στη γραµµή µπορούν να θεωρηθούν 

αµαελητέες, ενώ αν υπάρχουν και απώλειες εµφανίζεται εκτός από τη στροφή φάσης και 

αλλαγή του µέτρου. 
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Από τα προηγούµενα απορρέει η φυσική ερµηνεία της κανονικοποιηµένης κυµατικής 

τάσης, η οποία προσφέρεται καλύτερα για την πρακτική χρήση της. Γράφοντας την 

κανονικοποιηµένη κυµατική τάση στην πολική µορφή µιγαδικού 

( )iii jexpaa ϕ=    ,   ( )iii jexpbb θ=    (3.1.4) 

παρατηρούµε ότι το όρισµα (φi ή θi) είναι η σταθερά φάσης του κύµατος πάνω στο επίπεδο 

αναφοράς, ενώ το µέτρο συνδέεται στενά µε την ισχύ που µεταφέρει το κύµα ως εξής 

in,ii Wa =    ,   out,ii Wb =    (3.1.5) 

όπου Wi, in και Wi, out είναι αντίστοιχα η εισερχόµενη και η εξερχόµενη ισχύς διαµέσου της 

θύρας #i. 

Σηµειώνουµε ότι για την περιγραφή των εισερχόµενων και εξερχόµενων κυµάτων 

µπορούν να ορισθούν και άλλα παραπλήσια µεγέθη (τα οποία προσοµοιάζουν στην τάση 

και στην ένταση), όµως η κανονικοποιηµένη κυµατική τάση είναι ίσως το επικρατέστερο 

και το πιο εύχρηστο για τους σκοπούς της παρούσας προσέγγισης. 

3.1.3. Οι παράµετροι σκέδασης 

Όπως τονίσθηκε παραπάνω, αυτό που πραγµατικά χρειάζεται να ξέρουµε για ένα 

µικροκυµατικό πολύθυρο είναι η σχέση ανάµεσα στα κύµατα εισόδου και εξόδου, δηλαδή 

η σχέση που συνδέει τα ai µε τα bi . Πρέπει να επισηµανθεί εδώ ότι τα ai (όλα µαζί) είναι 

το αίτιο και τα bi (όλα µαζί) το αποτέλεσµα (υπό την προϋπόθεση βέβαια ότι το πολύθυρο 

δεν περιέχει πηγή κυµάτων). Θα πρέπει να τονισθεί ότι κατά κανόνα όλα µαζί τα ai (ή 

έστω πολλά από αυτά και όχι ένα µόνο) δηµιουργούν καθένα από τα bi (κάθε bi είναι 

αποτέλεσµα πολλών συνυπαρχόντων αιτίων και όχι µόνο ενός). Ανάλογα µε την 

κατασκευή του πολυθύρου κάθε εισερχόµενο κύµα ak από κάποια θύρα #k µπορεί να 

συνεισφέρει σε περισσότερα εξερχόµενα κύµατα bi διάφορων θυρών #i, µη εξαιρουµένης 

και της ίδιας της θύρας #k διότι ένα τµήµα του κύµατος µπορεί να ανακλασθεί προς τα 

πίσω και να ξαναβγεί από την ίδια θύρα (µπορούµε να σκεπτόµαστε ότι το εισερχόµενο 

κύµα ak στο πολύθυρο «υποδιαιρείται» σε περισσότερα «τµήµατα» από τα οποία καθένα 

εξέρχεται από άλλη θύρα #i). 

Για να προσδιορισθεί η εν λόγω σχέση εισόδου – εξόδου, ορίζονται οι λεγόµενες 

παράµετροι σκέδασης (ή συντελεστές σκέδασης) του πολυθύρου Sik ως εξής 

kn0ak

i
ik

n
a
b

S
≠∀=

=     (3.1.6) 

Όπως φαίνεται από τον ορισµό, ο κάθε συντελεστής Sik εκφράζει το κύµα bi που 

εµφανίζεται στη θύρα #i ως αποτέλεσµα του κύµατος ak που εισήλθε από τη θύρα #k και 
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µόνο αυτού διότι τα άλλα πιθανά αίτια (εισερχόµενα κύµατα) έχουν εξαναγκασθεί να είναι 

0. Ορίζεται, λοιπόν, ο συντελεστής Sik έτσι ώστε να αποµονώνει την επίδραση µίας θύρας 

σε µία άλλη. Για να το επιτύχουµε αυτό στην πράξη θα έπρεπε όχι απλώς όλες οι άλλες 

θύρες του πολυθύρου πλην της θύρας #k να µην συνδέονται µε πηγές, αλλά και να 

συνδεθούν σε αυτές προσαρµοσµένα φορτία (δηλ. ίσα µε την χαρακτηριστική αντίσταση 

του τµήµατος κυµατοδηγού ή γραµµής µεταφοράς που αποτελεί την κάθε θύρα), ώστε τα 

τυχόν εξερχόµενα κύµατα από αυτές να µην ανακλώνται και επιστρέφουν στο πολύθυρο 

διότι τότε θα έπαιζαν τον ρόλο (δευτερογενών) εισερχόµενων κυµάτων και θα 

παραβιάζονταν οι προϋποθέσεις του ορισµού (3.1.6). Η παρατήρηση αυτή, πάντως, έχει 

κυρίως θεωρητικό ενδιαφέρον, επειδή για την πρακτική µέτρηση του Sik δεν 

χρησιµοποιείται ο ορισµός. Από την (3.1.6) παρατηρούµε επίσης, εφόσον το πολύθυρο 

είναι παθητικό, ότι το µέτρο του συντελεστή σκέδασης δεν µπορεί να υπερβαίνει τη 

µονάδα (δηλ. δεν µπορεί να εξέρχεται περισσότερη ισχύς από όση εισήλθε): 

1S0 ik ≤≤  

Όπως είναι ευνόητο, ορίζεται ένας συντελεστής για κάθε διατεταγµένο ζεύγος θυρών (i,k), 

συµπεριλαµβανοµένων και των ζευγών της µορφής (i,i), και κατά συνέπεια οι συντελεστές 

σκέδασης ενός Ν-θύρου είναι συνολικά Ν2 το πλήθος. Ειδικότερα για i = k ο συντελεστής 

Sii ονοµάζεται συντελεστής ανάκλασης επειδή αντιστοιχεί στο τµήµα του κύµατος 

εισόδου που ανακλάται και επιστρέφει από την ίδια θύρα, ενώ για i ≠ k ο συντελεστής Sik 

ονοµάζεται συντελεστής διέλευσης επειδή αντιστοιχεί στο τµήµα του κύµατος εισόδου 

που από τη θύρα #k περνά στη θύρα #i. Ο συντελεστής διέλευσης (για την ακρίβεια το 

µέτρο Sik) είναι µέτρο της σύζευξης µεταξύ των δύο θυρών, δηλ. εκφράζει το κατά 

πόσον οι θύρες είναι (όπως λέµε) ισχυρά ή ασθενώς συζευγµένες µεταξύ τους. Ισχυρή 

σύζευξη σηµαίνει ότι η µία θύρα έχει µεγάλη επίδραση στην άλλη (µεγάλο τµήµα του 

σήµατος εισόδου της µίας θύρας περνά στην άλλη), ενώ ασθενής σύζευξη το αντίθετο. 

Ειδικότερα αν Sik = 0, τότε λέµε ότι οι δύο θύρες είναι ασύζευκτες, δηλ. δεν υπάρχει 

αλληλεπίδραση µεταξύ τους (ενώ το άλλο άκρο είναι η περίπτωση της µέγιστης τιµής 

Sik = 1, οπότε το σύνολο του σήµατος εισόδου της θύρας #k περνά στη θύρα #i). 

Σηµειώνουµε επίσης ότι όταν ο συντελεστής ανάκλασης µιας θύρας είναι µηδενικός (Sii = 

0), η θύρα αυτή ονοµάζεται προσαρµοσµένη (κατ’ αναλογία προς την προσαρµοσµένη 

γραµµή µεταφοράς η οποία δεν έχει ανακλάσεις). 

Επανερχόµαστε προς στιγµήν στον γενικευµένο ορισµό (3.1.2) ή (3.1.3) των 

κανονικοποιηµένων µικροκυµατικών τάσεων, ο οποίος µας οδήγησε στην παρατήρηση ότι 

η αλλαγή του επιπέδου αναφοράς µεταφράζεται σε µια στροφή φάσης του µιγαδικού 

µεγέθους ai ή bi . Αν θεωρήσουµε ότι τα επίπεδα αναφοράς στις θύρες #i και #k του 
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ορισµού µετατοπίζονται σε νέες θέσεις zi και zk αντίστοιχα, και εφαρµόσουµε την 

παρατήρηση αυτή στον ορισµό (3.1.6) των παραµέτρων σκέδασης, αυτός γράφεται 

( )ki

n
k

i zzj
ik

kn0a
zj

k

zj
i

ik eS
ea
ebS −β

≠∀=
β−

β
==′  

όπου η τονούµενη τιµή είναι η νέα τιµή της παραµέτρου σκέδασης και η άτονη είναι η 

αρχική τιµή της (πριν την αλλαγή των επιπέδων αναφοράς). Στην πράξη αυτό σηµαίνει ότι 

µε αλλαγή των επιπέδων αναφοράς στις θύρες του πολυθύρου µπορεί να προκύψει 

οποιαδήποτε στροφή φάσης στις τιµές των παραµέτρων σκέδασης*. 

Με τη βοήθεια των συντελεστών σκέδασης που εκφράζουν τη σχέση µεταξύ δύο θυρών 

µπορεί να βρεθεί η επιθυµητή γενική σχέση µεταξύ όλων των θυρών µε τη βοήθεια της 

αρχής της επαλληλίας. Ας υποτεθεί προς στιγµήν ότι υπάρχει µόνο ένα εισερχόµενο κύµα, 

π.χ. το a1 (από τη θύρα #1) και όλα τα άλλα ak έχουν µηδενισθεί. Τότε ισχύουν οι 

προϋποθέσεις του ανωτέρω ορισµού και µπορεί αυτός να εφαρµοσθεί για όλες τις θύρες 

δίνοντας 

1111 aSb =  

1212 aSb =  

. . . 

11NN aSb =  

Επαναλαµβάνοντας τον ίδιο συλλογισµό για µοναδικό εισερχόµενο κύµα το a2 , το a3 

κ.ο.κ., παίρνουµε τα ακόλουθα σύνολα εξισώσεων για κάθε µία από αυτές τις περιπτώσεις: 

  (µόνο a1)      (µόνο a2)     (µόνο aN) 

1111 aSb =  ,   2121 aSb =  , … ,  NN11 aSb =  

1212 aSb =  ,   2222 aSb =  , … ,  NN22 aSb =  

    . . . 

11NN aSb =  ,   22NN aSb =  , … ,  NNNN aSb =  

Εφόσον το πολύθυρο έχει κατασκευασθεί αποκλειστικά από γραµµικά στοιχεία (κατά 

κανόνα έχει), τότε είναι γραµµικό σύστηµα και ισχύει η αρχή της επαλληλίας (υπέρθεσης), 

η οποία λέει ότι προστιθεµένων των αιτίων προστίθενται και τα αποτελέσµατα, δηλ. αν 

επενεργήσουν διάφορα αίτια από κοινού τότε το συνολικό αποτέλεσµα θα είναι το 

άθροισµα των επιµέρους αποτελεσµάτων που θα προκαλούνταν αν επενεργούσαν 

                                                 
* ∆εν σηµαίνει βέβαια ότι µπορεί να επιτευχθεί αυθαίρετη στροφή φάσης σε όλες τις παραµέτρους 

σκέδασης συγχρόνως, καθώς η στροφή φάσης ρυθµίζεται από τους Ν συντελεστές z1, z2, ..., zN, ενώ οι 

παράµετροι σκέδασης είναι Ν2 το πλήθος. 
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χωριστά. Κατά συνέπεια, για να υπολογισθούν τα κύµατα εξόδου στη γενικότερη δυνατή 

περίπτωση που συνυπάρχουν όλα τα κύµατα εισόδου αρκεί να προστεθούν όλες οι 

ανωτέρω σχέσεις. Το τελικό αποτέλεσµα είναι το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων 

NNN22N11NN

NN22221212

NN12121111

aS...aSaSb
...

aS...aSaSb
aS...aSaSb

+++=

+++=
+++=

    (3.1.7) 

το οποίο εκφράζει το σύνολο των κυµάτων εξόδου συναρτήσει του συνόλου των κυµάτων 

εισόδου, και προφανώς µπορεί να γραφεί και σε µορφή πινάκων 

[ ] [ ][ ]aSb =       (3.1.8) 

όπου 

[ ]


















=

N
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a
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a
a

a    ,   [ ]


















=

N

2

1

b
...
b
b

b    ,   [ ]















=

NN1N

N111

S...S
......

S...S
S   (3.1.9) 

Ο πίνακας [S] λέγεται πίνακας σκέδασης ή µήτρα σκέδασης (scattering matrix) του 

πολυθύρου και, όπως έχει προαναφερθεί, χρησιµεύει για την τυποποιηµένη περιγραφή της 

συµπεριφοράς και των ιδιοτήτων του πολυθύρου. 

Τέλος, θα πρέπει να τονισθεί ότι η προηγούµενη µελέτη έχει βασισθεί στην παραδοχή ότι 

όλα τα πεδία µεταβάλλονται ηµιτονοειδώς µε µια ορισµένη συχνότητα (δηλ. βρισκόµαστε 

στην ηµιτονοειδή µόνιµη κατάσταση), πράγµα άλλωστε που αποτελεί την προϋπόθεση για 

τη χρήση µιγαδικών αριθµών (phasors). Αν επαναληφθεί η διαδικασία για άλλη 

συχνότητα, θα προκύψουν τα ίδια συµπεράσµατα αλλά µε άλλες αριθµητικές τιµές των 

συντελεστών. ∆ηλ. οι παράµετροι σκέδασης των µικροκυµατικών πολυθύρων είναι 

συναρτήσεις της συχνότητας. Η ιδιότητα αυτή τονίζει την αναλογία (που θα παρατήρησε 

ήδη ο προσεκτικός αναγνώστης) ανάµεσα στη µήτρα σκέδασης πολυθύρου και την 

απόκριση συχνότητας συστήµατος (ή τη συνάρτηση µεταφοράς της θεωρίας συστηµάτων). 

Με ορολογία θεωρίας συστηµάτων θα µπορούσαµε να πούµε ότι ο πίνακας σκέδασης 

αντιστοιχεί στον πίνακα συναρτήσεων µεταφοράς ενός πολυδιάστατου συστήµατος 

(πολλών εισόδων – πολλών εξόδων). 



Σηµειώσεις Μικροκυµάτων – Κεραιών – Ραδιοζεύξεων Χρ. Βαζούρας 

 111

3.1.4. Ο πίνακας σκέδασης σε ειδικές κατηγορίες πολυθύρων 

Αµφίδροµα πολύθυρα 

Όταν το πολύθυρο περιέχει µόνο ισοτροπικά υλικά (πράγµα που συµβαίνει στις 

περισσότερες περιπτώσεις, αν και όχι σε όλες)*, τότε ο πίνακας είναι συµµετρικός, δηλ. 

ισχύει 

k,iSS kiik ∀=     (3.1.10) 

και µε συµβολισµό πινάκων 

SST =       (3.1.11) 

(όπου ο άνω δείκτης Τ δηλώνει, κατά τα γνωστά, τον ανάστροφο πίνακα ο οποίος 

προκύπτει µε µετατροπή των γραµµών σε στήλες). 

Στην περίπτωση αυτή το πολύθυρο λέγεται αµφίδροµο. Η ιδιότητα αυτή είναι χρήσιµη 

στην πράξη και απλοποιεί τη µελέτη του πολυθύρου. Είναι προφανές ότι σε αµφίδροµα 

πολύθυρα απαιτείται η γνώση λιγότερων συντελεστών σκέδασης από ό,τι σε µη 

αµφίδροµα. Πιο συγκεκριµένα, για τον πλήρη προσδιορισµό της µήτρας σκέδασης (και 

άρα την πλήρη γνώση της συµπεριφοράς του πολυθύρου) χρειάζονται τα Ν διαγώνια 

στοιχεία της µήτρας και το ½ των υπόλοιπων (Ν2 – Ν) µη διαγώνιων, ήτοι συνολικά 

( ) ( )
2

1NN
2

1NN
2
N +

=
−

+  στοιχεία. 

Πολύθυρα χωρίς απώλειες 

Πολύθυρα χωρίς απώλειες είναι αυτά στα οποία δεν καταναλώνεται µικροκυµατική ισχύς. 

Στην πράξη, βέβαια, όλα τα πολύθυρα έχουν κάποιες απώλειες, πολύ συχνά όµως αυτές 

είναι τόσο µικρές ώστε µπορούν µε καλή προσέγγιση να αγνοηθούν. Θεωρώντας επίσης 

ότι τα εν λόγω πολύθυρα δεν παράγουν µικροκυµατική ισχύ (είναι παθητικά, όπως 

προαναφέρθηκε), αυτό σηµαίνει ότι η συνολική εισερχόµενη ισχύς είναι ίση µε τη 

συνολική εξερχόµενη ισχύ, ή µε άλλα λόγια σε ένα τέτοιο πολύθυρο ισχύει η διατήρηση 

της µικροκυµατικής ενέργειας. Βάσει της (3.1.4), η οποία απορρέει από τον ορισµό των 

κανονικοποιηµένων κυµατικών τάσεων, η διατήρηση της µικροκυµατικής ενέργειας 

διατυπώνεται ως εξής: 

∑∑
==

=
N

1m

2
m

N

1m

2
m ba     (3.1.12) 

                                                 
* Στην πράξη τα µη αµφίδροµα πολύθυρα περιέχουν κατά κανόνα είτε φερρίτες είτε πλάσµα. 
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Χρησιµοποιώντας συµβολισµό πινάκων, δηλ. εκφράζοντας το σύνολο των 

κανονικοποιηµένων κυµατικών τάσεων σε όλες τις θύρες µε τα διανύσµατα στήλης [a] και 

[b] όπως στην (3.1.9), η συνθήκη (3.1.12) ξαναγράφεται στη µορφή 

[ ] [ ]
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N21
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b
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b...bb
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...
a
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δηλαδή 

[ ] [ ] [ ] [ ]bbaa
TT ∗∗ =     (3.1.13) 

όπου, ως γνωστόν, ο αστερίσκος (*) δηλώνει το µιγαδικό συζυγές και ο άνω δείκτης Τ τον 

ανάστροφο πίνακα. Εισάγοντας την (3.1.8) παίρνουµε 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 0aISSaaSSaaa
TTTTT

=





 −⇔= ∗∗∗∗∗  

όπου [Ι] ο µοναδιαίος πίνακας. 

Για να ισχύει η δεύτερη των ανωτέρω ταυτοτικά, δηλ. για οποιαδήποτε διέγερση [a], 

πρέπει και αρκεί ο πίνακας µέσα στην παρένθεση να είναι µηδενικός, δηλ. 

 [ ] [ ] [ ]ISS
T

=∗      (3.1.14) 

ή ισοδύναµα 

[ ] [ ] 1T
SS −∗ =  

Εκτελώντας τις πράξεις πινάκων ανά γραµµές και στήλες, η (3.1.14) γράφεται επίσης 

mn

N

1i
inimSS δ=∑

=

∗     (3.1.15) 

όπου το σύµβολο δmn (ονοµαζόµενο δέλτα του Kronecker) είναι ίσο µε 1 εφόσον m = n και 

µε 0 εφόσον m ≠ n. 

Αναλυτικά η (3.1.14) δίνει Ν2 συνθήκες για τις παραµέτρους σκέδασης, µία για κάθε 

στοιχείο του πίνακα, ως εξής (η (3.1.15) δεν είναι τίποτε άλλο παρά το σύνολο των 

σχέσεων αυτών σε συνεπτυγµένη µορφή): 

N,...,2,1m,1S...SS 2
Nm

2
m2

2
m1 ==+++    (3.1.16) 

{ }N,...,2,1nm,0SS...SSSS NnNmn2m2n1m1 ∈≠=+++ ∗∗∗  (3.1.17) 

Οι συνθήκες αυτές διευκολύνουν αρκετά τον προσδιορισµό των συντελεστών σκέδασης 

(αφού ουσιαστικά µειώνουν τον αριθµό των στοιχείων που πρέπει να προσδιορισθούν) 

προκειµένου για πολύθυρα χωρίς απώλειες, ενώ στη συνηθισµένη περίπτωση που το 

πολύθυρο είναι συγχρόνως και αµφίδροµο η διευκόλυνση είναι ακόµη µεγαλύτερη. 
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Εφαρµογή: Αµφίδροµο δίθυρο χωρίς απώλειες 

Στην ενδιαφέρουσα περίπτωση ενός διθύρου που είναι αµφίδροµο και χωρίς απώλειες, µε 

βάση την αµφιδροµικότητα η µήτρα σκέδασης γράφεται 
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Στη συνέχεια εφαρµόζουµε τη συνθήκη (3.1.14) 
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η οποία αναλύεται στις ακόλουθες επιµέρους σχέσεις* 

1SS 2
12

2
11 =+      (3.1.18α) 

1SS 2
22

2
12 =+      (3.1.18β) 

0SSSS 22121211 =+ ∗∗      (3.1.18γ) 

Συνδυάζοντας τις (3.1.18α-β) προκύπτει (µε αφαίρεση κατά µέλη) 

2211 SS =      (3.1.19) 

Από τη σχέση αυτή παρατηρούµε ότι σε κάθε τέτοιο δίθυρο (αµφίδροµο και χωρίς 

απώλειες), οι δύο θύρες οφείλουν να έχουν τον ίδιο συντελεστή ανάκλασης κατά µέτρο. 

Ως άσκηση, εξηγήστε την ιδιότητα αυτή από φυσικής απόψεως**. 

Γράφοντας τις παραµέτρους σκέδασης στην πολική µορφή 

( )mnmnmn jexpSS ϕ=  

η (3.1.18γ) δίνει 
( ) ( )[ ] 0eeSS 12221112 jj

2211 =+ ϕ−ϕϕ−ϕ  

Για να ισχύει η τελευταία θα πρέπει 
( ) ( ) π±ϕ−ϕ=ϕ⇔π±ϕ−ϕ=ϕ−ϕ⇔−= ϕ−ϕϕ−ϕ

11122212221112
jj 2ee 12221112  

(προφανώς οι γωνίες φ11 , φ12 και φ22 κυµαίνονται µεταξύ 0 και 2π, άρα δεν χρειάζεται να 

                                                 
* Ουσιαστικά πρόκειται για τις (3.1.15) και (3.1.16) για Ν=2. Λόγω της αµφιδροµικότητας, οι δύο 

σχέσεις που θα έδινε η (3.1.16) είναι ταυτόσηµες µεταξύ τους και ανάγονται σε µία, την (3.1.17γ). 
** Υπόδειξη: Εάν κάποιο κύµα ισχύος W εισέρχεται σε µια θύρα του διθύρου, π.χ. την θύρα #1, τότε στην 

θύρα #2 περνάει κάποιο κλάσµα της ισχύος αυτού, έστω Χ. Τότε (επειδή το δίθυρο είναι χωρίς απώλειες) 

από την ίδια την θύρα #1 ανακλάται το υπόλοιπο της ισχύος, δηλ. (1 – Χ)W, άρα το µέτρο του συντελεστή 

ανάκλασης S11 είναι X1− . Εάν η ίδια ισχύς W εισέλθει από την θύρα #2, τότε το ίδιο κλάσµα Χ της 

ισχύος αυτής θα περάσει στη θύρα #1, λόγω της αµφιδροµικότητας. Εποµένως από τη θύρα #2 ανακλάται η 

ίδια ισχύς (1 – Χ)W όπως για τη θύρα #1. Οι υπόλοιποι συλλογισµοί είναι προφανείς. 
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προσθέσουµε 2nπ). 

Χρησιµοποιώντας και την (3.1.19), ο συντελεστής S22 µπορεί να έλθει στη µορφή 
( ) ( )1112111222 2j

11
2j

11
j

2222 eSeSeSS ϕ−ϕπ±ϕ−ϕϕ −===   (3.1.20) 

Παρατηρώντας προσεκτικά την (3.1.18α), οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι τα µέτρα των 

συντελεστών S11 και S12 µπορούν να γραφούν ως συνηµίτονο και ηµίτονο µιας βοηθητικής 

παραµέτρου ξ (µε 0 ≤ ξ ≤ π/2, αφού πρόκειται για θετικούς αριθµούς) 

ξ== cosSS 2211     (3.1.21α) 

ξ= sinS12      (3.1.21β) 

Συνδυάζοντας όλα τα παραπάνω αποτελέσµατα (3.1.20) και (3.1.21α-β), ο πίνακας 

σκέδασης του διθύρου γράφεται στην (εντυπωσιακά) απλουστευµένη µορφή 

[ ] ( )











ξ−ξ
ξξ= ϕ−ϕϕ

ϕϕ

111212

1211

2jj

jj

ecosesin
esinecosS    (3.1.22) 

η οποία περιέχει µόνο τρεις πραγµατικές παραµέτρους ξ , φ11 και φ12 έναντι οκτώ που θα 

χρειάζονταν στη γενική περίπτωση διθύρου (2 πραγµατικοί αριθµοί για καθέναν από τους 

4 συντελεστές σκέδασης). 

Η µορφή αυτή θα µπορούσε να απλουστευθεί ακόµη περισσότερο µε αλλαγή των 

επιπέδων αναφοράς στις θύρες 1 και 2. Αν λάβουµε νέα επίπεδα αναφοράς σε θέσεις z1 και 

z2 τις οποίες επιλέγουµε ώστε να ικανοποιούν τις 

111z2 ϕ−=β  

11122 2z2 ϕ+ϕ−=β  

τότε οι νέες τιµές των παραµέτρων σκέδασης είναι 

ξ=ξ==′ ϕ−ϕβ coseecoseSS 11111 jjz2j
1111  

( ) ( ) ξ−=ξ−==′ ϕ+ϕ−ϕ−ϕβ coseecoseSS 111211122 2j2jz2j
2222  

′=ξ=ξ==′
ϕ

+ϕ−
ϕ

−ϕβ+β
21

2
jj

2
jjzjzj

1212 SsineesineSS
11

12
11

1221  

και κατά συνέπεια ο πίνακας σκέδασης παίρνει τη µορφή (ο τόνος πλέον παραλείπεται) 

[ ] 







ξ−ξ
ξξ

=
cossin

sincos
S      (3.1.23) 

η οποία περιέχει µία µόνο παράµετρο. Ας σηµειωθεί εδώ ότι η αλλαγή των επιπέδων 

αναφοράς επιτυγχάνει σηµαντικές αλλαγές στη φάση των παραµέτρων σκέδασης, όχι όµως 

και οποιεσδήποτε, π.χ. αν θέλαµε η παράµετρος S22 να πάρει την τιµή cosξ αντί (–cosξ), 

αυτό θα µπορούσε να επιτευχθεί µε άλλες κατάλληλες τιµές των z1 και z2 , τότε όµως θα 

είχαµε άλλες τιµές για τις παραµέτρους S12 και S21 . (Ο αναγνώστης µπορεί ως άσκηση να 
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προσδιορίσει τις απαιτούµενες τιµές των z1 και z2 και τις τιµές των S12 και S21 που θα 

προέκυπταν.) 

3.2. ΠΑΘΗΤΙΚΑ ΜΙΚΡΟΚΥΜΑΤΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ 

3.2.1. Εξασθενητής 

Ο εξασθενητής είναι δίθυρο αµφίδροµο στοιχείο, µε τις θύρες του προσαρµοσµένες, το 

οποίο επιφέρει απόσβεση (σταθερή ή µεταβλητή) στο κύµα που το διαρρέει. Όπως είναι 

προφανές, πρόκειται για δίθυρο µε απώλειες, οι οποίες είναι ωµικού χαρακτήρα (η µείωση 

της ισχύος του κύµατος αντιστοιχεί σε ισχύ που µετατρέπεται σε θερµότητα Joule). 

Ο απλούστερος τρόπος να χαρακτηρισθεί ένας εξασθενητής είναι µε την απόσβεση που 

προκαλεί, εκφραζόµενη σε dB (όπως µετράται πάντα η απόσβεση), η οποία θεωρώντας 

κύµα εισερχόµενο από τη θύρα #1 (και εξερχόµενο από την #2) δίνεται από την 

( )21
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2

in,1

out,2 Slog20
a
blog20

W
W

log10A −=

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
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
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



=   (3.2.1) 

οπότε (λαµβάνοντας υπόψη και την αµφιδροµικότητα) ο συντελεστής διέλευσης, εφόσον 

τον χρειαζόµαστε, προκύπτει: 
20A

2112 10SS −==      (3.2.2) 

Μπορεί να σηµειωθεί εδώ ότι, όπως εξηγήθηκε στα προηγούµενα, µε κατάλληλη 

µετατόπιση των επιπέδων αναφοράς στις θύρες 1 και 2 είναι πάντοτε δυνατόν οι 

συντελεστές S12 και S21 να λάβουν πραγµατική τιµή, και άρα η (3.2.2) προσδιορίζει 

πλήρως τον πίνακα σκέδασης του εξασθενητή ο οποίος µπορεί πάντα να τεθεί στη µορφή* 

[ ] 



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


=

0S
S0

S
12

12      (3.2.3) 

 
Σχ. 3.2: Απλοποιηµένη κατασκευαστική µορφή ενός εξασθενητή 

Ένας εξασθενητής µπορεί να κατασκευασθεί από κυµατοδηγό εντός του οποίου 

τοποθετείται µεταλλικό φύλλο παράλληλα προς τον άξονά του, όπως φαίνεται στο 

                                                 
* Εύκολα παρατηρούµε ότι η µορφή αυτή είναι απόλυτα συµβατή µε την (3.1.22) ή την (3.1.23). 
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παραπάνω σχήµα. Υπό την επίδραση του πεδίου του κυµατοδηγού αναπτύσσονται 

ρεύµατα πάνω στο µεταλλικό φύλλο και καταναλώνουν ισχύ ως θερµότητα, η οποία 

αφαιρείται από την ισχύ που µεταφέρει το κύµα. Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι: 

• η απορροφώµενη ισχύς, και άρα η απόσβεση, αυξάνει µε την επιφάνεια του φύλλου 

µέσα στον κυµατοδηγό επειδή αυτή είναι το «θερµαντικό στοιχείο» 

• επίσης η απορροφώµενη ισχύς και η απόσβεση αυξάνει όσο πλησιέστερα βρίσκεται το 

φύλλο στο µέσον του κυµατοδηγού επειδή εκεί το πεδίο είναι ισχυρότερο (θεωρούµε 

δεδοµένο ότι ο κυµατοδηγός λειτουργεί στον κύριο ρυθµό) και άρα δηµιουργεί 

ισχυρότερα ρεύµατα, ενώ αντίθετα αν το µεταλλικό φύλλο εφάπτεται στο πλάγιο 

τοίχωµα τότε ουσιαστικά δεν επηρεάζει. 

Για τους παραπάνω λόγους, αυτός ο τρόπος κατασκευής προσφέρεται για την κατασκευή 

µεταβλητού εξασθενητή, στον οποίο η απόσβεση µεταβάλλεται είτε µετακινώντας το 

φύλλο οριζόντια µεταξύ του πλευρικού τοιχώµατος και του µέσου του κυµατοδηγού είτε 

κρατώντας σταθερή τη θέση του φύλλου στο µέσον του κυµατοδηγού και µετακινώντας το 

κατακόρυφα µέσα από µια σχισµή* στο άνω τοίχωµα του κυµατοδηγού, δηλ. 

µεταβάλλοντας (µε βύθιση ή ανύψωση) το τµήµα του που είναι µέσα στον κυµατοδηγό. 

3.2.2. Αποµονωτής 

Ο αποµονωτής είναι ένα δίθυρο µη αµφίδροµο στοιχείο το οποίο, όπως δείχνει η ονοµασία 

του, έχει την ιδιότητα (στην ιδανική περίπτωση) να επιτρέπει τη διέλευση του Η/Μ 

κύµατος µόνο προς τη µία κατεύθυνση, π.χ. από τη θύρα #1 προς τη θύρα #2, και να 

απαγορεύει τη διέλευση προς την αντίθετη κατεύθυνση. (Προφανώς οι δύο θύρες θα 

µπορούσαν να αριθµηθούν και αντίστροφα οπότε η επιτρεπτή φορά θα ήταν από την #2 

προς την #1). Στην πράξη ο αποµονωτής εµφανίζει πολύ µικρή απόσβεση (περίπου 

µηδενική) κατά την «ορθή» φορά (από τη θύρα #1 προς τη θύρα #2) και πολύ µεγάλη 

απόσβεση (σχεδόν άπειρη) κατά την «ανάστροφη» φορά (από την #2 προς την #1). Από 

αυτό γίνεται φανερό ότι ο αποµονωτής, εκτός από µη αµφίδροµο στοιχείο, είναι επίσης 

στοιχείο µε απώλειες (δηλ. δεν εφαρµόζονται οι ειδικές περιπτώσεις της παραγρ. 3.1.4). 

                                                 
* Ένας τέτοιος κυµατοδηγός µε σχισµή στο άνω τοίχωµά του λέγεται συχνά σχισµογραµµή (ο όρος δεν 

πρέπει να συγχέεται µε τη σχισµοσειρά που είναι µια σειρά σχισµών στο πλευρικό τοίχωµα κυµατοδηγού οι 

οποίες εκπέµπουν µέρος του κύµατος που µεταφέρει ο κυµατοδηγός, δηλ. είναι κεραία – για την ακρίβεια 

στοιχειοκεραία). Η σχισµή πρέπει να τοποθετείται στο µέσον του άνω τοιχώµατος διότι στη θέση αυτή 

επηρεάζει το λιγότερο δυνατό τα επιφανειακά ρεύµατα στο τοίχωµα, και άρα το κύµα µέσα στον 

κυµατοδηγό. Παρατηρήστε σχετικά το Σχ. 2.5 από το οποίο φαίνεται ότι όταν η σχισµή τοποθετηθεί στο 

µέσον δεν διακόπτει καµµία «ρευµατική γραµµή». 
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Στην πράξη χρησιµοποιείται κυρίως για προστασία κάποιου υποσυστήµατος (π.χ. της 

πηγής) από τα ανακλώµενα κύµατα. 

1 2

(από πηγή) (προς φορτίο)  
Σχ. 3.3: Συµβολική παράσταση αποµονωτή 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, ο πίνακας σκέδασης ενός ιδανικού αποµονωτή έχει τη µορφή 

[ ] 



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
=
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00

S       (3.2.4) 

ενώ για έναν πραγµατικό αποµονωτή έχουµε 

[ ] 
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




σ

τ
=

0
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S       (3.2.5) 

όπου οι παράµετροι σ και τ εκφράζουν τους συντελεστές διέλευσης κατά την ορθή και την 

ανάστροφη φορά, αντίστοιχα, και σύµφωνα µε τα όσα προαναφέρθηκαν ισχύει σ → 1 

και τ → 0. Εδώ οι παράµετροι σ και τ θεωρήθηκαν κατ’ αρχήν µιγαδικές, αλλά 

σύµφωνα µε τα προηγούµενα, µε κατάλληλη µετατόπιση των επιπέδων αναφοράς στις 

θύρες 1 και 2 είναι πάντοτε δυνατόν τουλάχιστον η µία από αυτές, έστω η τ, να µετατραπεί 

σε πραγµατική. Η παράµετρος τ, ανάλογα µε το πόσο προσεγγίζει το 0, δείχνει πόσο καλά 

αποδίδει ο αποµονωτής στο έργο του. Για το σκοπό αυτό στην πράξη χρησιµοποιείται ο 

συντελεστής αποµόνωσης (isolation factor) σε dB, ο οποίος εκφράζει την απόσβεση 

ισχύος που επιτυγχάνει ο αποµονωτής κατά την ανάστροφη φορά: 
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out,1

in,2   (3.2.6) 

Μια τυπική περιοχή τιµών του συντελεστή αποµόνωσης είναι από 13 ως 40 dB περίπου. 

Στην πράξη ο αποµονωτής κατασκευάζεται κατά κανόνα µε χρήση φερρίτη, ο οποίος είναι 

ένα ειδικό σιδηροµαγνητικό υλικό ανισοτροπικού χαρακτήρα. (Ανισοτροπικά 

ονοµάζονται τα υλικά που συµπεριφέρονται διαφορετικά ανάλογα µε τη διεύθυνση, φορά 

και πόλωση του πεδίου που αναπτύσσεται σε αυτά. Στα υλικά αυτά οι ηλεκτρικές και 

µαγνητικές σταθερές, δηλ. η διηλεκτρική επιτρεπτότητα ή / και η µαγνητική 

διαπερατότητα, δεν είναι βαθµωτά µεγέθη αλλά τανυστές.) Η λειτουργία του αποµονωτή 

βασίζεται στο γεγονός ότι ο φερρίτης προκαλεί στροφή του επιπέδου πόλωσης ενός Η/Μ 

κύµατος (λεγόµενη στροφή Faraday), η οποία διαφέρει ανάλογα µε τη φορά του κύµατος. 

Η κατάλληλη στροφή του επιπέδου πόλωσης ώστε να έχουµε αποµόνωση επιτυγχάνεται 

για µια ορισµένη συχνότητα και προσεγγιστικά για µια περιορισµένη περιοχή συχνοτήτων 

γύρω από αυτή, και άρα ο αποµονωτής αυτός είναι διάταξη στενής ζώνης. 
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3.2.3. Κατευθυντικός ζεύκτης 

Ο κατευθυντικός ζεύκτης είναι ένα τετράθυρο αµφίδροµο, χωρίς απώλειες και µε όλες τις 

θύρες του προσαρµοσµένες. Με κατάλληλη αρίθµηση των θυρών του, το τετράθυρο αυτό 

µπορεί πάντοτε να θεωρηθεί ότι αποτελείται από δύο συζευγµένες µεταξύ τους γραµµές 

µεταφοράς (ή κυµατοδηγούς, πράγµα που για τους σκοπούς της µελέτης µας είναι ακριβώς 

το ίδιο). ∆ηλαδή οι 4 θύρες του κατευθυντικού ζεύκτη µπορούν να διαιρεθούν σε δύο 

ζεύγη, εκ των οποίων το ένα, έστω οι θύρες #1 και #2, µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελεί 

την κύρια γραµµή, και το άλλο, έστω οι θύρες #3 και #4, την δευτερεύουσα γραµµή. Αυτό 

απεικονίζεται συµβολικά στο ακόλουθο σχήµα. 

 

 
1 2

κύρια γραµµή 

δευτερεύουσα γραµµή 
4 3

1 2 κύρια γραµµή 

δευτερεύουσα γραµµή 4 3 
 

Σχ. 3.4: Συµβολική παράσταση κατευθυντικού ζεύκτη (δύο εναλλακτικά σύµβολα) 

Το βασικό χαρακτηριστικό του κατευθυντικού ζεύκτη είναι ότι µεταφέρει ένα µέρος του 

προσπίπτοντος και ένα µέρος του ανακλώµενου κύµατος της κύριας γραµµής στην 

δευτερεύουσα γραµµή, διαχωρίζοντας αυτά, δηλαδή οδηγώντας τα σε διαφορετικές θύρες 

της δευτερεύουσας γραµµής. Πιο συγκεκριµένα, έστω ότι το κύµα a1 που εισέρχεται από 

τη θύρα #1 θεωρείται ως προσπίπτον της κύριας γραµµής, οπότε το κύµα a2 που εισέρχεται 

από τη θύρα #2 αντιστοιχεί στο ανακλώµενο. Εάν το ζεύγος των θυρών #1 και #2 

παρεµβληθεί σε µία πραγµατική γραµµή µεταφοράς ή κυµατοδηγό, τότε όντως το κύµα a1 

είναι το προσπίπτον και το κύµα a2 το ανακλώµενο. Αυτός είναι και ο κατεξοχήν τρόπος 

που χρησιµοποιείται ο κατευθυντικός ζεύκτης στην πράξη. Τότε από τη θύρα #3 θα 

εξέλθει κύµα b3 ίσο µε ένα ορισµένο κλάσµα του προσπίπτοντος κύµατος a1 και 

ανεξάρτητο από το ανακλώµενο κύµα a2 , ενώ από τη θύρα #4 θα εξέλθει κύµα b4 ίσο µε 

το ίδιο κλάσµα του ανακλώµενου κύµατος a2 και ανεξάρτητο από το προσπίπτον κύµα a1 

(π.χ. αν από τη θύρα #3 εξέρχεται το 1/10 του κύµατος a1 , τότε από τη θύρα #4 θα 

εξέρχεται το 1/10 του κύµατος a2 ). Ο διαχωρισµός αυτός του προσπίπτοντος από το 

ανακλώµενο κύµα (ενώ στη γραµµή µεταφοράς ή στον κυµατοδηγό συνυπήρχαν 

«ανάµικτα») είναι ιδιαίτερα χρήσιµος στην πράξη διότι επιτρέπει να «παρακολουθούµε» 

χωριστά τα δύο αυτά κύµατα από τις δύο θύρες της δευτερεύουσας γραµµής. Π.χ. για τη 

µέτρηση του συντελεστή ανάκλασης στη γραµµή (κατά µέτρο) αρκεί να µετρηθούν οι 

ισχείς των εξερχόµενων κυµάτων από τις θύρες #3 και #4, οι οποίες είναι ανάλογες προς 

την προσπίπτουσα και την ανακλώµενη ισχύ στην κύρια γραµµή, και να ληφθεί η 
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τετραγωνική ρίζα του λόγου αυτών. Αυτό γίνεται µε µεγάλη ευκολία, ενώ η απευθείας 

µέτρηση του προσπίπτοντος και ανακλώµενου στην ίδια γραµµή δεν είναι ευχερής. 

Υπενθυµίζουµε εδώ ότι ο κατεθυντικός ζεύκτης ορίσθηκε παραπάνω ως «τετράθυρο 

αµφίδροµο, χωρίς απώλειες και µε όλες τις θύρες του προσαρµοσµένες». Αξίζει να 

σηµειωθεί ότι, µε βάση τη θεωρία των µικροκυµατικών πολυθύρων, τα χαρακτηριστικά 

αυτά προσδιορίζουν πλήρως όλες τις υπόλοιπες ιδιότητες αυτού. ∆ηλαδή η θεωρία 

αποδεικνύει ότι οποιοδήποτε τετράθυρο αµφίδροµο, χωρίς απώλειες και µε όλες τις θύρες 

του προσαρµοσµένες είναι ένας κατευθυντικός ζεύκτης*. 

Με την παραπάνω αρίθµηση των θυρών, ο πίνακας σκέδασης του κατευθυντικού ζεύκτη 

µπορεί να έλθει στη µορφή 
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µε κατάλληλη, κατά περίπτωση, µετακίνηση των επιπέδων αναφοράς στις θύρες. 

Μια παράµετρος που χαρακτηρίζει τη συµπεριφορά του κατευθυντικού ζεύκτη είναι ο 

συντελεστής ζεύξης που ορίζεται ως 

( )31
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3
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όπου W1,in και W3,out είναι αντίστοιχα η εισερχόµενη ισχύς από τη θύρα #1 και η 

εξερχόµενη από τη θύρα #3. Από τον ορισµό είναι προφανές ότι ο συντελεστής ζεύξης 

µετράται σε dB και εκφράζει το αντίστροφο κλάσµα της ισχύος που µεταδίδεται από την 

κύρια στη δευτερεύουσα γραµµή. Με διαφορετική αλλά ισοδύναµη διατύπωση, ο 

συντελεστής ζεύξης δείχνει κατά πόσα dB η ισχύς εισόδου στην κύρια γραµµή υπερβαίνει 

την ισχύ που  µεταδίδεται στη δευτερεύουσα γραµµή. Μεγάλη τιµή του συντελεστή ζεύξης 

σηµαίνει ότι ένα µικρό τµήµα της ισχύος της κύριας γραµµής περνά στη δευτερεύουσα, 

δηλ. η κύρια και η δευτερεύουσα γραµµή είναι ασθενώς συζευγµένες, ενώ µικρή τιµή 

δείχνει ισχυρή σύζευξη. Π.χ. ένας κατευθυντικός ζεύκτης 10 dB µεταδίδει το 1/10 της 

                                                 
* Η απόδειξη δεν είναι δύσκολη αλλά ξεφεύγει από τους στόχους του παρόντος. 
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ισχύος στη δευτερεύουσα γραµµή (από τη θύρα #1 στη θύρα #3), ενώ ένας κατευθυντικός 

ζεύκτης 3 dB µεταδίδει τη µισή ισχύ. 

Στην πράξη χρησιµεύει επίσης και ο συντελεστής κατευθυντικότητας ο οποίος ορίζεται 

µέσω του πηλίκου της ισχύος που µεταδίδεται στη θύρα #3 προς την ισχύ που µεταδίδεται 

στη θύρα #4 (από τη θύρα #1) 











=

out,4

out,3

W
W

log10D      (3.2.10) 

Ουσιαστικά ο συντελεστής κατευθυντικότητας µετράει το (πολύ µικρό) κλάσµα της ισχύος 

που (αν και δεν θα έπρεπε) µεταδίδεται στη θύρα #4 αντί για τη θύρα #3. ∆ηλαδή δείχνει 

την απόκλιση του κατευθυντικού ζεύκτη από την ιδανική θεωρητική συµπεριφορά, για την 

οποία (µε τις παραπάνω τιµές των παραµέτρων σκέδασης) η τιµή του θα ήταν D = ∞. Στην 

πράξη οι τιµές που λαµβάνει είναι της τάξης των 30 dB και άνω. 

Ένας απλός τρόπος υλοποίησης του κατευθυντικού ζεύκτη είναι µε δύο τµήµατα 

κυµατοδηγού µε κοινό τοίχωµα τα οποία επικοινωνούν µε δύο ίδιες οπές σε απόσταση 

τετάρτου µήκους κύµατος (λg / 4) µεταξύ τους, όπως φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί. 

 

λg / 4

4 

1 

3 

2 

 
Σχ. 3.5: Κατασκευαστική µορφή ενός απλού κατευθυντικού ζεύκτη 

Η λειτουργία αυτού του κατευθυντικού ζεύκτη βασίζεται στην απόσταση λg / 4 των δύο 

οπών, λόγω της οποίας 

• Τα κύµατα από τη θύρα # 1 που διέρχονται διαµέσου των οπών στον πάνω 

κυµατοδηγό µε φορά προς τα δεξιά έχουν το ίδιο πλάτος (ίδιος «συντελεστής 

διέλευσης» επειδή οι οπές είναι ίδιες) και την ίδια φάση επειδή διήνυσαν την ίδια 

απόσταση (το ένα στον κάτω κυµατοδηγό και το άλλο στον πάνω), και κατά συνέπεια 

συµβάλλουν προσθετικά και εξέρχονται από τη θύρα #3. 

• Τα κύµατα από τη θύρα # 1 που διέρχονται διαµέσου των οπών στον πάνω 

κυµατοδηγό µε φορά προς τα αριστερά έχουν και πάλι το ίδιο πλάτος (για τον ίδιο 

λόγο) αλλά αντίθετη φάση επειδή διήνυσαν απόσταση διαφορετική κατά λg / 2 
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(παρατηρήστε προσεκτικά το σχήµα), και κατά συνέπεια συµβάλλουν αναιρετικά ώστε 

από τη θύρα #4 δεν εξέρχεται κανένα κύµα. 

 Το γεγονός ότι η απαιτούµενη απόσταση των δύο οπών συνδέεται άµεσα µε το µήκος 

κύµατος δείχνει ότι πρόκειται για διάταξη στενής ζώνης, δηλ. η επιθυµητή λειτουργία 

επιτυγχάνεται ακριβώς για µία µόνο συχνότητα (τη συχνότητα για την οποία το µήκος 

κύµατος ισούται µε το τετραπλάσιο της φυσικής απόστασης των δύο οπών) και κατά 

προσέγγιση για µια στενή περιοχή συχνοτήτων γύρω από αυτή. Χρησιµοποιώντας 

περισσότερες οπές µπορεί να αυξηθεί το εύρος ζώνης του κατευθυντικού ζεύκτη. 

3.2.4. Υβριδικό ή µαγικό Τ 

Μια ειδική περίπτωση κατευθυντικού ζεύκτη µε ιδιαίτερη χρησιµότητα είναι το λεγόµενο 

υβριδικό ή µαγικό Τ. Το µαγικό Τ είναι κατ΄ ουσίαν ένας τετράθυρος κατευθυντικός 

ζεύκτης 3 dB (µισής ισχύος) ο οποίος, εάν συνδεσµολογηθεί µε τη θύρα #1 ή την #4 σε 

ρόλο εισόδου, υποδιαιρεί το κύµα εισόδου σε δύο κύµατα ίσης ισχύος και ίδιας φάσης (εάν 

αυτό εισήλθε από τη θύρα #1) είτε σε δύο κύµατα ίσης ισχύος και αντίθετης φάσης (εάν 

εισήλθε από τη θύρα #4). Τα κύµατα αυτά εξέρχονται από τις θύρες #2 και #3. Λόγω 

αµφιδροµικότητας, το µαγικό Τ µπορεί να συνδεσµολογηθεί και αντίστροφα, µε τις θύρες 

#2 και #3 σε ρόλο εισόδων, οπότε από τη θύρα #1 εξέρχεται κύµα ανάλογο προς το 

άθροισµα των εισερχόµενων κυµάτων και από την #4 ανάλογο της διαφοράς τους. 

Το µαγικό Τ µπορεί να κατασκευασθεί µε ένωση τεσσάρων κυµατοδηγών, όπως φαίνεται 

στο σχήµα που ακολουθεί. Στο εσωτερικό της ένωσης κατά περίπτωση µπορεί να 

υπάρχουν στυλίσκοι ή άλλα παρεµφερή στοιχεία για προσαρµογή των θυρών. 

 

1 (Σ) 

4 (∆)

2 3 

 
Σχ. 3.6: Σχηµατική απεικόνιση ενός µαγικού Τ 
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Η θύρα #1 του σχήµατος συχνά αποκαλείται θύρα Σ (αθροίσµατος), ενώ η θύρα #4 

αντίστοιχα θύρα ∆ (διαφοράς). Επίσης η ένωση κυµατοδηγών των θυρών 2 – 4 – 3 λέγεται 

Ε-ένωση (E-junction) διότι είναι στο επίπεδο του ηλεκτρικού πεδίου (Ε) του κύριου 

ρυθµού ΤΕ10 στον οποίο λειτουργούν οι κυµατοδηγοί, ενώ η ένωση των 2 – 1 – 3 λέγεται 

αντίστοιχα Η-ένωση (H-junction) διότι είναι στο επίπεδο του µαγνητικού πεδίου (Η) του 

ρυθµού αυτού. Είναι βέβαια αυτονόητο ότι η αρίθµηση των θυρών µπορεί να γίνει και µε 

οποιοδήποτε άλλο τρόπο, οπότε τα παραπάνω τροποποιούνται ανάλογα. 

Με την παραπάνω αρίθµηση των θυρών, ο πίνακας σκέδασης του µαγικού Τ µπορεί να 

έλθει στη µορφή* 
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όπου η γωνία φ εξαρτάται από τα επίπεδα αναφοράς στις θύρες (προφανώς µπορεί να 

µηδενισθεί µε κατάλληλες µετακινήσεις αυτών). 

 
 (α) Κύµα εισέρχεται από τη θύρα Σ  (β) Κύµα εισέρχεται από τη θύρα ∆ 

Σχ. 3.7: Ενδεικτική εικόνα των ηλεκτρικών πεδίων σε ένα µαγικό Τ 

Το Σχ. 3.7α δείχνει την εικόνα των ηλεκτρικών πεδίων όταν εισέλθει κύµα από την θύρα Σ 

(η οποία είναι κάθετη στο επίπεδο του σχήµατος και δεν δείχνεται σε αυτό). Το πεδίο του 

εισερχόµενου κύµατος της θύρας Σ παρουσιάζει άρτια συµµετρία ως προς το µέσον της 

θύρας ∆, η οποία διατηρείται και κατά την διέλευσή του στις θύρες εξόδου, άρα θα εξέλθει 

µε την ίδια φάση. Λόγω της συµµετρίας αυτής όµως δεν είναι δυνατή η διέλευσή του στην 

θύρα ∆ (ο κύριος ρυθµός απαιτεί σταθερό ηλεκτρικό πεδίο κατά τη µικρή διάσταση του 

κυµατοδηγού), και κατά συνέπεια οι θύρες Σ και ∆ είναι ασύζευκτες. Αντίστοιχα, όταν 

εισέλθει κύµα από την θύρα ∆, θα εξέλθει από τις θύρες εξόδου µε περιττή συµµετρία, άρα 

µε αντίθετη φάση, όπως φαίνεται στο Σχ. 3.7β, ενώ για τον ίδιο λόγο δεν είναι δυνατή η 

                                                 
* Παρατηρούµε ότι η µορφή αυτή προέρχεται από την (3.2.7) θέτοντας ξ = π/4. 
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διέλευσή του στην θύρα Σ, όπου ο κύριος ρυθµός απαιτεί ηλεκτρικό πεδίο µε άρτια 

συµµετρία κατά τη µεγάλη διάσταση του κυµατοδηγού. 

3.2.5. Κυκλοφορητής 

Ο κυκλοφορητής είναι ένα µη αµφίδροµο τρίθυρο χωρίς απώλειες και µε όλες τις θύρες 

του προσαρµοσµένες. Η λειτουργία του συνίσταται στο να µεταφέρει το κύµα «κυκλικά» 

µεταξύ των θυρών, π.χ. µε την αρίθµηση που φαίνεται στο επόµενο σχήµα η ροή της 

ισχύος έχει τη φορά #1 →  #2 →  #3. (Με τη φορά αυτή ο κυκλοφορητής αποκαλείται 

δεξιόστροφος, ενώ µε τη φορά #1 →  #3 →  #2 θα είχαµε έναν αριστερόστροφο 

κυκλοφορητή). 

Με παθητικά στοιχεία η κατασκευή του κυκλοφορητή µπορεί να γίνει µε εκµετάλλευση 

των ανισοτροπικών ιδιοτήτων του φερρίτη, ο οποίος τοποθετείται σε ένωση κυµατοδηγών, 

όπως φαίνεται στο επόµενο σχήµα. 

 
Σχ. 3.8: Κατασκευαστική µορφή ενός τρίθυρου κυκλοφορητή 

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, ο πίνακας σκέδασης του (δεξιόστροφου) κυκλοφορητή έχει 

τη µορφή (ή µπορεί να έλθει σε αυτή) 
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Ιδιαίτερα σηµαντική εφαρµογή ενός κυκλοφορητή είναι η χρήση του ως διπλέκτη 

(duplexer) σε ένα ραντάρ ή γενικότερα σε ένα τηλεπικοινωνιακό σύστηµα που 

χρησιµοποιεί την ίδια κεραία για εκποµπή και για λήψη, όπως φαίνεται στο σχήµα που 
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ακολουθεί. Το σηµαντικό είναι ότι ο κυκλοφορητής µεταφέρει το σήµα από τον ποµπό 

στην κεραία και από την κεραία στον δέκτη χωρίς να επιτρέπει την αντίστροφη διαδροµή 

ούτε βέβαια τη διέλευση σήµατος κατευθείαν από τον ποµπό στον δέκτη. 

1 

2 

3 

1

2

3

κεραία

δέκτης 

ποµπός 
 

   (α)     (β) 
Σχ. 3.9: α) Συµβολική παράσταση τρίθυρου κυκλοφορητή, β) Συνδεσµολογία αυτού ως 

διπλέκτη 

 

3.3. ΜΙΚΡΟΚΥΜΑΤΙΚΕΣ ΠΗΓΕΣ 

3.3.1. Λυχνία Klystron µε ανακλαστήρα 

Η λειτουργία των µικροκυµατικών λυχνιών για την παραγωγή και ενίσχυση 

µικροκυµατικών σηµάτων βασίζεται, σε γενικές γραµµές, στην αλληλεπίδραση µιας 

δέσµης ηλεκτρονίων µε µία κοιλότητα συντονισµένη σε κατάλληλη συχνότητα ή έναν 

κυµατοδηγό κατάλληλου τύπου και διαστάσεων. Σήµερα χρησιµοποιούνται επίσης για τον 

ίδιο σκοπό ηµιαγωγικές διατάξεις που λειτουργούν στις µικροκυµατικές συχνότητες, οι 

λυχνίες όµως παραµένουν σε ευρεία χρήση, ιδίως για εφαρµογές υψηλής ισχύος. 

Οι λυχνίες Klystron ήταν από τις πρώτες που αναπτύχθηκαν (γύρω στο 1940). Άλλοι τύποι 

µικροκυµατικών λυχνιών είναι η Magnetron η οποία είναι ταλαντωτής υψηλής ισχύος 

αλλά µε υψηλή στάθµη θορύβου* και η TWT (Traveling Wave Tube) η οποία 

χρησιµοποιείται ως ενισχυτής. Από τους διάφορους τύπους** λυχνιών Klystron 

παρουσιάζουµε εδώ την αρχή λειτουργίας της λυχνίας Klystron µε ανακλαστήρα η οποία 

χρησιµοποιείται ως µικροκυµατικός ταλαντωτής χαµηλής ισχύος. Η χρήση της τα 

τελευταία χρόνια τείνει να υποκατασταθεί από τους ηµιαγωγικούς ταλαντωτές (όπως η 
                                                 

* Ιστορικά οι λυχνίες Magnetron πρωτοχρησιµοποιήθηκαν στα βρετανικά ραντάρ κατά τον Β΄ παγκόσµιο 

πόλεµο. Παρά τον σχετικά υψηλό θόρυβο, παρουσιάζουν καλή απόδοση ισχύος, κατασκευαστική αντοχή και 

ιδιαίτερα χαµηλό κόστος και χρησιµοποιούνται σήµερα κυρίως σε εφαρµογές όπου ο θόρυβος δεν είναι 

κρίσιµος παράγοντας, όπως ναυτιλιακά ραντάρ, φούρνοι µικροκυµάτων κτλ. 
** Άλλος τύπος είναι η λυχνία Klystron πολλών κοιλοτήτων η οποία χρησιµεύει ως ενισχυτής. 
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δίοδος Gunn που ακολουθεί), η µελέτη της όµως παρέχει ένα απλό παράδειγµα των αρχών 

που διέπουν τη λειτουργία των µικροκυµατικών λυχνιών γενικότερα. 

Η δοµή της λυχνίας αυτής φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί. 

z 

UR

 
Σχ. 3.10: Σχηµατική παράσταση λυχνίας Klystron µε ανακλαστήρα 

Όπως όλες οι ηλεκτρονικές λυχνίες, η λειτουργία της βασίζεται καταρχήν στο φαινόµενο 

της θερµιονικής εκποµπής ηλεκτρονίων, η οποία πραγµατοποιείται από το ηλεκτρόδιο της 

καθόδου µε θέρµανση από νήµατα που τροφοδοτούνται µε ρεύµα και πυρακτώνονται (δεν 

φαίνονται στο σχήµα). Η κάθοδος τίθεται σε αρνητική τάση ώστε τα ηλεκτρόνια που 

απελευθερώνονται από αυτή λόγω θέρµανσης να επιταχυνθούν προς την άνοδο (η οποία 

έχει θετικό δυναµικό σε σχέση µε την κάθοδο). Η άνοδος έχει τη µορφή πλέγµατος, σε 

τρόπο ώστε τα ηλεκτρόνια που εκπέµπει η κάθοδος την διαπερνούν και συνεχίζουν την 

πορεία τους πέραν αυτής. Στον χώρο µετά την κάθοδο υπάρχει µια µεταλλική κοιλότητα 

(cavity), αποκαλούµενη και (µικροκυµατικό) αντηχείο (resonator), της οποίας τα τµήµατα 

των τοιχωµάτων που παρεµβάλλονται στη διαδροµή των ηλεκτρονίων έχουν επίσης µορφή 

πλέγµατος και επιτρέπουν τη διέλευση των ηλεκτρονίων, ταυτόχρονα όµως 

συµπεριφέρονται ως αγώγιµα τοιχώµατα σε ό,τι αφορά τα κύµατα µέσα στην κοιλότητα. 

Λόγω της κλειστής µορφής της κοιλότητας, σε αυτή αναπτύσσονται στάσιµα κύµατα σε 

συχνότητες που καθορίζονται από τη γεωµετρία της. Όπως όλα τα αντίστοιχα κλειστά 

συστήµατα, η κοιλότητα εµφανίζει συµπεριφορά συντονισµού, δηλ. ιδανικά επιτρέπει 

ταλαντώσεις σε µία* συχνότητα (τη συχνότητα συντονισµού) και πρακτικά σε µια 

ολόκληρη ζώνη συχνοτήτων γύρω από αυτή (όπως συµβαίνει σε ένα ιδανικό κύκλωµα LC 

χωρίς απώλειες και ένα πραγµατικό κύκλωµα RLC µε απώλειες). Πέρα από την 

κοιλότητα, υπάρχει ένα ακόµη ηλεκτρόδιο που ονοµάζεται ανακλαστήρας (reflector), το 

                                                 
* Για την ακρίβεια, µια ιδανική κοιλότητα επιτρέπει άπειρες διακριτές τιµές συχνότητας (κάτι σαν 

αρµονικές) αλλά στην πράξη µία µόνο από αυτές θα είναι εντός της περιοχής λειτουργίας της λυχνίας. 
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οποίο τροφοδοτείται µε τάση αρνητική σε σχέση µε την κάθοδο (και άρα ακόµη πιο 

αρνητική σε σχέση µε την άνοδο). Ο χώρος µεταξύ της κοιλότητας και του ανακλαστήρα 

λέγεται χώρος οµαδοποίησης για λόγους που θα φανούν στη συνέχεια. 

Όπως φαίνεται και στο Σχ. 3.10, τα τοιχώµατα της κοιλότητας είναι σε κοινή στάθµη 

τάσης µε την άνοδο και κατά συνέπεια τα ηλεκτρόνια, έχοντας επιταχυνθεί από τη 

διαφορά δυναµικού καθόδου – ανόδου, συνεχίζουν τη διαδροµή τους µέχρι αυτή, 

διαπερνούν το πλέγµα και βγαίνουν στο χώρο οµαδοποίησης. Εκεί υφίστανται την 

επίδραση της διαφοράς δυναµικού ανόδου – ανακλαστήρα η οποία αρχικά τα επιβραδύνει. 

Επειδή η διαφορά αυτή είναι µεγαλύτερη από τη διαφορά δυναµικού καθόδου – ανόδου, 

τα ηλεκτρόνια δεν φτάνουν στον ανακλαστήρα αλλά αναστρέφουν την πορεία τους και 

επιστρέφουν (επιταχυνόµενα πλέον) προς την κοιλότητα. 

Μέσα στην κοιλότητα, όπως προαναφέρθηκε, αναπτύσσονται ταλαντώσεις συγκεκριµένης 

συχνότητας (εντός της ζώνης συχνοτήτων συντονισµού), η έναρξη των οποίων γίνεται 

κατά την έναρξη λειτουργίας της λυχνίας. (Όταν η λυχνία τίθεται υπό τάση, η κοιλότητα 

δέχεται έναν βηµατικό παλµό ο οποίος µε βάση την ανάλυση Fourier περιέχει όλες τις 

συχνότητες. Από αυτές η κοιλότητα επιλέγει όσες είναι εντός της ζώνης συχνοτήτων 

συντονισµού και απορρίπτει τις άλλες). Το σηµαντικό είναι η συντήρηση των 

ταλαντώσεων αυτών διότι, λόγω των απωλειών της κοιλότητας, αν δεν λαµβάνουν 

διαρκώς νέα ισχύ θα αποσβεσθούν πολύ σύντοµα. 

Έστω λοιπόν ότι στην κοιλότητα υπάρχει ένα εσωτερικό ηλεκτρικό πεδίο µε συχνότητα f 

(και περίοδο T = 1/f) το οποίο φροντίζουµε κατασκευαστικά (βλ. τα οριζόντια άνω και 

κάτω τοιχώµατα της κοιλότητας) να είναι κατακόρυφο στον χώρο όπου διέρχονται τα 

ηλεκτρόνια, οπότε εκεί θα δίνεται από µια έκφραση της µορφής 

( ) ( )ft2sinEtE 0z π=      (3.3.1) 

Σηµειώνουµε ότι ο άξονας z, όπως φαίνεται και στο σχήµα, έχει ληφθεί µε φορά προς τα 

κάτω ώστε οι θετικές τιµές του πεδίου Ez να ασκούν δύναµη προς τα πάνω στα ηλεκτρόνια 

(λόγω του αρνητικού φορτίου του ηλεκτρονίου). 

Όπως περιγράψαµε, τα ηλεκτρόνια διέρχονται δύο φορές από τον χώρο της κοιλότητας. 

Την πρώτη φορά εισέρχονται στον χώρο αυτό, σε µια χρονική στιγµή έστω t0 , µε την 

ταχύτητα που έχουν αποκτήσει από τη διαφορά δυναµικού καθόδου – ανόδου 

( )
e

1
0 m

eV2t =υ     (3.3.2) 

όπου e το φορτίο και me η µάζα του ηλεκτρονίου. 

Υπό την επίδραση του εσωτερικού πεδίου της κοιλότητας τα ηλεκτρόνια επιταχύνονται ή 

επιβραδύνονται ανάλογα µε την πολικότητα του πεδίου αυτού, δηλ. ανάλογα µε τον χρόνο 
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εισόδου τους (ο µισός χρόνος αντιστοιχεί σε επιτάχυνση και ο άλλος µισός σε 

επιβράδυνση). Επειδή η επιτάχυνση των ηλεκτρονίων λόγω της δύναµης που ασκεί σε 

αυτά το εσωτερικό ηλεκτρικό πεδίο είναι κατά τα γνωστά (–eEz/me), η ταχύτητα εξόδου 

των ηλεκτρονίων από την κοιλότητα δίνεται από την 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]01
e

0
t

t

0
e

01 tf2costf2cos
m
Eedtft2sinE

m
ett

1

0

π−π=π−=υ−υ ∫  (3.3.3) 

όπου t0 η χρονική στιγµή εισόδου των ηλεκτρονίων στην κοιλότητα, t1 η χρονική στιγµή 

εξόδου των ηλεκτρονίων από την κοιλότητα και υ(t1) η ταχύτητά τους κατά την έξοδό τους 

από αυτή. Εφόσον ο χρόνος παραµονής των ηλεκτρονίων στην κοιλότητα είναι µικρός 

(δηλ. t1 – t0 << Τ), µπορούµε απλώς να θεωρούµε ότι η αύξηση ή µείωση της ταχύτητας 

των ηλεκτρονίων είναι ανάλογη του εσωτερικού ηλεκτρικού πεδίου της κοιλότητας, δηλ. 

ακολουθεί αντίστοιχη ηµιτονοειδή µεταβολή οπότε τα ηλεκτρόνια που βγαίνουν σε 

στιγµές µέγιστου ηλεκτρικού πεδίου (sin2πft = 1) έχουν µέγιστη ταχύτητα, όσα βγαίνουν 

σε στιγµές µηδενικού πεδίου έχουν αµετάβλητη ταχύτητα (δεν αλλάζουν την ταχύτητά 

τους καθώς διέρχονται από την κοιλότητα) κ.ο.κ. 

Στη συνέχεια τα ηλεκτρόνια βγαίνουν στον χώρο οµαδοποίησης µε διαφοροποιηµένες 

ταχύτητες και εκτελούν µια κίνηση κατακόρυφης βολής υπό την επίδραση του πεδίου του 

χώρου αυτού (δηλ. της διαφοράς δυναµικού ανόδου – ανακλαστήρα), µε επιτάχυνση προς 

τα κάτω (δηλ. επιβράδυνση) 

L
VV

m
e R1

e

−
=γ     (3.3.4) 

όπου L η απόσταση από την έξοδο (άνω τοίχωµα) της κοιλότητας ως τον ανακλαστήρα. 

Ο χρόνος αυτής της κίνησης των ηλεκτρονίων µέχρι να επιστρέψουν στο σηµείο από όπου 

ξεκίνησαν, δηλ. στο σηµείο εξόδου τους από την κοιλότητα (άνω τοίχωµα – πλέγµα της 

κοιλότητας), δίνεται από τη γνωστή σχέση της κατακόρυφης βολής 

( )
γ

υ
=− 1

12
t2tt     (3.3.5) 

όπου t2 η χρονική στιγµή επανόδου των ηλεκτρονίων στην κοιλότητα. 

Τα ηλεκτρόνια που επιταχύνθηκαν από το πεδίο της κοιλότητας µένουν µεγαλύτερο χρόνο 

στο χώρο οµαδοποίησης (διότι είχαν µεγαλύτερη αρχική ταχύτητα), ενώ όσα 

επιβραδύνθηκαν µένουν λιγότερο. Αν λοιπόν θεωρήσουµε ένα σύνολο ηλεκτρονίων που 

επιταχύνθηκαν κατά τη διάρκεια µιας ηµιπεριόδου του πεδίου της κοιλότητας, αυτά θα 

τείνουν να καθυστερήσουν να επιστρέψουν (σε σχέση µε την επιστροφή τους αν δεν είχαν 

επιταχυνθεί), ενώ τα αµέσως επόµενα που επιβραδύνθηκαν κατά την επόµενη ηµιπερίοδο 
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θα επιστρέψουν συντοµότερα. Αυτό σηµαίνει ότι τα δεύτερα θα προσεγγίσουν τα πρώτα 

κατά την επάνοδό τους στην κοιλότητα και θα σχηµατίσουν ένα πύκνωµα. Ταυτόχρονα θα 

αποµακρυνθούν από τα επόµενα ηλεκτρόνια που είχαν επιταχυνθεί και καθυστερούν να 

επιστρέψουν, σχηµατίζοντας έτσι ένα αραίωµα µετά το πύκνωµα, κ.ο.κ. Σχηµατικά αυτό 

απεικονίζεται στο επόµενο διάγραµµα. Ας προσεχθεί ότι το πύκνωµα εµφανίζεται µεταξύ 

ηλεκτρονίων που επιταχύνθηκαν και των επόµενων που επιβραδύνθηκαν, και στο µέσον 

αυτού βρίσκονται τα ηλεκτρόνια που δεν άλλαξαν ταχύτητα καθώς διήλθαν από την 

κοιλότητα, δηλ. αυτά που πέρασαν από αυτή σε µια χρονική στιγµή µηδενισµού του 

εσωτερικού πεδίου της µεταξύ θετικής και αρνητικής ηµιπεριόδου (βλ. “Center Electron” 

στο διάγραµµα). Αντίστοιχα το αραίωµα εµφανίζεται µεταξύ ηλεκτρονίων που 

επιβραδύνθηκαν και των επόµενων που επιταχύνθηκαν, γύρω από ένα σηµείο µηδενισµού 

του εσωτερικού πεδίου µεταξύ αρνητικής και θετικής ηµιπεριόδου. Συµπερασµατικά, στο 

χώρο µεταξύ κοιλότητας και ανακλαστήρα συµβαίνει οµαδοποίηση (bunching) των 

ηλεκτρονίων τα οποία επιστρέφουν στην κοιλότητα σε πυκνώµατα και αραιώµατα, και για 

το λόγο αυτό ο χώρος αυτός λέγεται χώρος οµαδοποίησης (όπως προαναφέρθηκε). 

 
Σχ. 3.11: ∆ιάγραµµα ταχυτήτων ηλεκτρονίων και οµαδοποίηση αυτών 

Τα ηλεκτρόνια επιστρέφοντας οµαδοποιηµένα στην κοιλότητα αλληλεπιδρούν µε το 

εσωτερικό ηλεκτρικό πεδίο αυτής. Ρυθµίζοντας κατάλληλα την τάση του ανακλαστήρα 

µπορούµε να επιτύχουµε τα πυκνώµατα να επιστρέφουν στην κοιλότητα σε χρονικές 

στιγµές κατά τις οποίες το εσωτερικό πεδίο της κοιλότητας τα επιβραδύνει, δηλ. στις 
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στιγµές που το ηλεκτρικό πεδίο Ez είναι µέγιστο µε φορά προς τα κάτω, όπως φαίνεται στο 

ακόλουθο σχήµα (θυµίζουµε ότι ο άξονας z έχει ληφθεί µε θετική φορά προς τα κάτω). 

 
Σχ. 3.12: Επιβράδυνση του πυκνώµατος των ηλεκτρονίων που επιστρέφουν 

Όταν συµβαίνει αυτό, τα ηλεκτρόνια χάνουν κινητική ενέργεια, η οποία µεταβιβάζεται 

στην κοιλότητα και ενισχύει τις ταλαντώσεις*. Ως αποτέλεσµα αυτού, το εσωτερικό πεδίο 

της κοιλότητας αυξάνει και επιβραδύνει περισσότερο τα ηλεκτρόνια αφαιρώντας από αυτά 

ακόµη περισσότερη ενέργεια, και η διαδικασία συνεχίζεται µέχρι να αποκατασταθεί 

ισορροπία**, οπότε έχουµε σταθερή λειτουργία της λυχνίας. (Ο χρόνος που απαιτείται για 

να συµβεί αυτό πρακτικά είναι µικρός και συνήθως δεν τον παρατηρούµε.) 

Ποσοτικά η συνθήκη για να συµβαίνουν τα παραπάνω είναι ο χρόνος που παραµένουν τα 

ηλεκτρόνια στον χώρο οµαδοποίησης να είναι τέτοιος ώστε 

f
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4
3NT

4
3Ntt 12 






 +=






 +=−     (3.3.6) 

                                                 
* Στην αντίθετη περίπτωση θα λάµβαναν ενέργεια από την κοιλότητα και θα απόσβεναν τις ταλαντώσεις, 

πράγµα προφανώς ανεπιθύµητο. 
** Στην κατάσταση ισορροπίας (σταθερής λειτουργίας της λυχνίας) τα ηλεκτρόνια αποδίδουν ένα µεγάλο 

µέρος της κινητικής τους ενέργειας στο εσωτερικό πεδίο της κοιλότητας και στη συνέχεια, έχοντας 

επιβραδυνθεί αρκετά, πέφτουν πάνω στα τοιχώµατα της κοιλότητας ή / και στην άνοδο και απορροφώνται. 
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όπου Τ η περίοδος του του εσωτερικού ηλεκτρικού πεδίου της κοιλότητας, δηλ. η περίοδος 

συντονισµού (και αντίστοιχα f η συχνότητα συντονισµού) της κοιλότητας. Αυτό εξηγείται 

από το προηγούµενο σχήµα, στο οποίο παρατηρούµε ότι τα ηλεκτρόνια που βγήκαν από 

την κοιλότητα π.χ. τη στιγµή Β αντιστοιχούν σε ένα πύκνωµα, για την ακρίβεια είναι 

ακριβώς στο «µέσον» του πυκνώµατος διότι βρίσκονται µεταξύ θετικής και αρνητικής 

ηµιπεριόδου. ∆ηλ. το πύκνωµα επιστρέφει όταν επιστρέφουν τα ηλεκτρόνια αυτά. Όπως 

προαναφέρθηκε, το πύκνωµα πρέπει να επιστρέψει σε στιγµή µέγιστου ηλεκτρικού πεδίου, 

δηλ. τα ηλεκτρόνια που έφυγαν τη στιγµή Β πρέπει να επιστρέψουν σε ένα από τα επόµενα 

µέγιστα, τα οποία προφανώς (βλ. το σχήµα) απέχουν από το σηµείο Β χρονική απόσταση 

¾ Τ (το πρώτο), 1 + ¾ Τ (το δεύτερο) κ.ο.κ.* 

Αναφερόµενοι στα ηλεκτρόνια αυτά που δεν άλλαξαν ταχύτητα καθώς διήλθαν από την 

κοιλότητα, δηλ. υ(t1) = υ(t0), και συνδυάζοντας τις (3.3.2), (3.3.4) και (3.3.5) µε την (3.3.6) 

παίρνουµε τη συνθήκη λειτουργίας της λυχνίας 

4
3N

e
m

VV
V2Lf2 e

R1

1 +=
−

    (3.3.7) 

Για δεδοµένη συχνότητα f η συνθήκη αυτή δίνει µια σειρά τιµών για την τάση 

ανακλαστήρα** VR , µία για κάθε τιµή του ακεραίου Ν, οι οποίες είναι κατάλληλες ώστε η 

λυχνία να ταλαντώνεται. ∆ηλαδή για να λειτουργήσει η λυχνία ως ταλαντωτής (σε 

συχνότητα f) πρέπει η τάση VR να ρυθµισθεί στην τιµή που υπαγορεύει η (3.3.7). Όπως 

προαναφέρθηκε, η συχνότητα ταλάντωσης f εξαρτάται από την κοιλότητα και µπορεί να 

λάβει µια περιοχή τιµών γύρω από τη συχνότητα συντονισµού αυτής, η οποία είναι η 

περιοχή συχνοτήτων λειτουργίας της λυχνίας. Μέσω της (3.3.7), η περιοχή αυτή 

προσδιορίζει, για δεδοµένο Ν, µια περιοχή τιµών της VR για τις οποίες η λυχνία παράγει 

ταλαντώσεις (ενώ αν η τάση ανακλαστήρα VR τεθεί σε τιµή εκτός της περιοχής αυτής, η 

λυχνία δεν λειτουργεί). Κάθε τέτοια περιοχή τιµών αντιστοιχεί σε µία τιµή του ακεραίου Ν 

και ορίζει, όπως λέγεται, έναν ρυθµό ταλάντωσης της λυχνίας. Γενικά οι χαµηλότεροι 

ρυθµοί επιτυγχάνουν υψηλότερη ισχύ εξόδου διότι τα ηλεκτρόνια διανύουν µικρότερη 

απόσταση στο χώρο οµαδοποίησης και κατά συνέπεια πυκνώνουν περισσότερο, απαιτούν 

όµως µεγαλύτερη (αρνητική) τάση ανακλαστήρα όπως δείχνει η (3.3.7). Στην πράξη οι 

                                                 
* Παρατηρούµε βέβαια ότι, εφόσον ισχύει αυτό, τα αραιώµατα θα επιστρέψουν σε στιγµές κατά τις 

οποίες επιταχύνονται από το εσωτερικό πεδίο της κοιλότητας και αφαιρούν ενέργεια, προφανώς όµως η 

ενέργεια αυτή είναι µικρότερη από αυτή που προσφέρουν τα πυκνώµατα (επειδή ακριβώς τα πυκνώµατα 

περιέχουν περισσότερα ηλεκτρόνια) και εποµένως αυτή είναι η προτιµητέα κατάσταση. 
** Για την ακρίβεια, η συνθήκη δίνει µια σειρά συνδυασµών τάσης ανόδου V1 και τάσης ανακλαστήρα 

VR , αλλά στην πράξη συνήθως η τάση ανόδου διατηρείται σταθερή και η τάση ανακλαστήρα µεταβάλλεται. 
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τυπικές τιµές των τάσεων ανόδου και ανακλαστήρα είναι αρκετά µεγάλες, της τάξης των 

εκατοντάδων Volts, π.χ. για σχετικά µικρή λυχνία µπορεί να κυµαίνονται στην περιοχή 

των 200 ... 300 V για την τάση ανόδου και (–100) ... (–200) V για την τάση ανακλαστήρα. 

3.3.2. ∆ίοδος Gunn 

Η δίοδος Gunn είναι µια δίοδος που κατασκευάζεται από αρσενικούχο γάλλιο (GaAs) και 

αποτελείται από ένα υπόστρωµα τύπου p+ µε ισχυρή νόθευση (µεγάλη περιεκτικότητα σε 

προσµίξεις τρισθενούς στοιχείου) και άρα µεγάλη αγωγιµότητα, ένα ενδιάµεσο λεπτό 

στρώµα τύπου n (τυπικό πάχος περίπου 3 ως 15 µm) µε µικρή αγωγιµότητα και ένα 

στρώµα τύπου n+ µε ισχυρή νόθευση (µεγάλη περιεκτικότητα σε προσµίξεις πεντασθενούς 

στοιχείου) και επίσης µεγάλη αγωγιµότητα. Προφανώς το στρώµα p+ αποτελεί την άνοδο 

και το στρώµα n+ την κάθοδο της διόδου. Τα φαινόµενα που θα περιγράψουµε λαµβάνουν 

χώρα στο λεπτό ενδιάµεσο στρώµα n το οποίο αποτελεί την «ενεργό περιοχή» της διόδου. 

 
 

n+ 
ΚΑΘΟ-
∆ΟΣ 

 
 

p+ 
ΑΝΟ∆ΟΣ 

 
 
 
 n

 
Σχ. 3.13: ∆οµή διόδου Gunn 

Η λειτουργία της διόδου Gunn βασίζεται στα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του αρσενικούχου 

γαλλίου. Λόγω της κρυσταλλικής δοµής του, το υλικό αυτό παρουσιάζει την ιδιότητα, 

όταν τεθεί σε ηλεκτρικό πεδίο, τα ελεύθερα ηλεκτρόνια στην αρχή να αυξάνουν ταχύτητα 

περίπου γραµµικά δηλ. αναλογικά προς το πεδίο (ουσιαστικά δηµιουργείται ρεύµα ωµικού 

χαρακτήρα το οποίο είναι ανάλογο προς το ηλεκτρικό πεδίο που το δηµιουργεί σύµφωνα 

µε τον µικροσκοπικό νόµο του Ohm EJ
rr

σ= ). Αυξάνοντας περαιτέρω το ηλεκτρικό πεδίο 

παρατηρούµε ότι από µια ορισµένη τιµή κατωφλίου και µετά η ταχύτητα των ηλεκτρονίων 

µειώνεται αντί να αυξάνεται (λέµε ότι τα ηλεκτρόνια εµφανίζουν αρνητική διαφορική 

κινητικότητα). Συνεχίζοντας την αύξηση του ηλεκτρικού πεδίου, από ένα σηµείο και µετά 

η διαφορική κινητικότητα αυτών γίνεται και πάλι θετική, δηλ. η ταχύτητα των 

ηλεκτρονίων αρχίζει να αυξάνεται και πάλι αλλά µε ρυθµό µικρότερο από ό,τι στην αρχή. 

Στο επόµενο διάγραµµα απεικονίζεται η καµπύλη που περιγράφει την συµπεριφορά αυτή 

(ταχύτητα ηλεκτρονίων συναρτήσει του ηλεκτρικού πεδίου που υφίστανται), όπου 

φαίνονται οι τρεις περιοχές θετικής – αρνητικής – θετικής διαφορικής κινητικότητας των 

ηλεκτρονίων. Η ίδια ακριβώς καµπύλη αντιπροσωπεύει (σε µακροσκοπικό επίπεδο) την 

χαρακτηριστική τάσεως – ρεύµατος της διόδου, όπου οι περιοχές θετικής διαφορικής 
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κινητικότητας των ηλεκτρονίων αντιστοιχούν σε θετική διαφορική αγωγιµότητα του 

υλικού, δηλ. αύξηση του ρεύµατος αναλογικά προς την τάση της διόδου, ενώ η περιοχή 

αρνητικής διαφορικής κινητικότητας αντιστοιχεί σε αρνητική διαφορική αγωγιµότητα, 

δηλ. στην περιοχή αυτή το ρεύµα µειώνεται καθώς αυξάνεται η τάση. 

 
Σχ. 3.14: Τυπική χαρακτηριστική διόδου Gunn 

Σηµειώνουµε συνοπτικά ότι η συµπεριφορά αυτή οφείλεται στις κβαντικές ιδιότητες του 

GaAs, το οποίο έχει ζώνες αγωγιµότητας που αλληλοεπικαλύπτονται, ενώ η υψηλότερη 

από αυτές χαρακτηρίζεται από πολύ µικρότερη κινητικότητα των ηλεκτρονίων της σε 

σύγκριση µε αυτά της χαµηλής ζώνης (περίπου 60 φορές µικρότερη). Στην πρώτη περιοχή, 

δηλ. για χαµηλές τιµές του ηλεκτρικού πεδίου, το ρεύµα που δηµιουργείται οφείλεται στα 

ηλεκτρόνια της χαµηλής ζώνης, ενώ καθώς το πεδίο αυξάνει ορισµένα από αυτά τα 

ηλεκτρόνια αποκτούν ενέργεια που τους επιτρέπει να µεταβούν στην υψηλότερη ζώνη. 

Τότε όµως η κινητικότητά τους, και άρα η ταχύτητά τους, µειώνεται αισθητά, µε 

αποτέλεσµα η συνολική µέση ταχύτητα των ηλεκτρονίων να είναι µικρότερη από ό,τι πριν, 

ενώ αυξάνοντας το πεδίο όλο και περισσότερα ηλεκτρόνια µεταβαίνουν στην υψηλότερη 

ζώνη και µειώνεται περαιτέρω η µέση ταχύτητα όλων των ηλεκτρονίων. Αυτό εξηγεί την 

περιοχή αρνητικής διαφορικής κινητικότητας. Από ένα σηµείο και πέρα όλα τα ελεύθερα 

ηλεκτρόνια έχουν µεταφερθεί στην υψηλότερη ζώνη και έτσι το συνολικό ρεύµα οφείλεται 

σε αυτά και είναι πάλι ωµικού τύπου, δηλ. βρισκόµαστε στη δεύτερη περιοχή θετικής 

διαφορικής κινητικότητας, αλλά µε µικρότερη αγωγιµότητα από ό,τι στην πρώτη. 

Όταν η δίοδος Gunn τεθεί υπό τάση, στην αρχή τα ηλεκτρόνια επιταχύνονται από την 

κάθοδο προς την άνοδο. Όταν η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου υπερβεί την τιµή 
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κατωφλίου, ορισµένα ηλεκτρόνια επιβραδύνονται και έτσι σχηµατίζουν ένα πύκνωµα 

(µαζί µε εκείνα που τα ακολουθούν), ενώ µπροστά από το πύκνωµα σχηµατίζεται ένα 

«αραίωµα» ηλεκτρονίων, δηλ. ένα πύκνωµα των οπών που άφησαν πίσω τους τα 

ηλεκτρόνια που είχαν προπορευθεί (και δεν καλύφθηκαν από τα «βραδυπορούντα» 

ηλεκτρόνια του πυκνώµατος). Το πύκνωµα των ηλεκτρονίων και το πύκνωµα των οπών 

αποτελούν ένα διπολικό στρώµα, το οποίο αφενός τείνει να αυξήσει την τιµή του πεδίου 

µέσα σε αυτό (διατηρώντας την καθυστέρηση των ηλεκτρονίων, δηλ. συντηρώντας τον 

εαυτό του) και αφετέρου τείνει να µειώσει την τιµή του πεδίου έξω από αυτό (µη 

επιτρέποντας την εµφάνιση και δεύτερου διπολικού στρώµατος). Το διπολικό αυτό 

στρώµα απεικονίζεται σχηµατικά στο σχήµα που ακολουθεί.  

ΑΝΟ∆ΟΣΚΑΘΟ∆ΟΣ

–
+–

–
–
–
–
–
–
–
–

+

+

+
+

+

+
+

+

– +

πύκνωµα ηλεκτρονίων αραίωµα ηλεκτρονίων = πύκνωµα οπών 

 
Σχ. 3.15: ∆ιπολικό στρώµα ηλεκτρονίων και οπών στη δίοδο Gunn 

Όπως προαναφέρθηκε, για όσο χρόνο το διπολικό στρώµα κινείται στην περιοχή τύπου n 

της διόδου δεν σχηµατίζεται και δεύτερο στρώµα. Όταν αυτό φτάσει στην άνοδο (για την 

ακρίβεια στο υπόστρωµα τύπου p+ ), απορροφάται από αυτή και δηµιουργεί έναν παλµό 

στο κύκλωµα της διόδου, ενώ συγχρόνως δηµιουργείται το επόµενο διπολικό στρώµα και 

αρχίζει τη διαδροµή του µέσα στην περιοχή τύπου n και έτσι το φαινόµενο 

επαναλαµβάνεται, µε αποτέλεσµα να εµφανίζεται µια περιοδική σειρά παλµών στα 

ηλεκτρόδια της διόδου (οι οποίοι οφείλονται στα διαδοχικά διπολικά στρώµατα), δηλ. να 

συµβαίνει ταλάντωση. Όπως είναι εµφανές από την περιγραφή που προηγήθηκε, η 

περίοδος της ταλάντωσης είναι ο χρόνος που χρειάζεται το διπολικό στρώµα για τη 

διαδροµή του µέσα στην περιοχή τύπου n, και κατά συνέπεια κατασκευάζοντας το στρώµα 

τύπου n µε αρκετά µικρό πάχος επιτυγχάνεται ταλάντωση σε µικροκυµατική συχνότητα. 

Οι παλµοί που παράγονται από τα διπολικά στρώµατα περιέχουν (µε βάση την ανάλυση 

Fourier) κάποιο φάσµα συχνοτήτων γύρω από την κεντρική συχνότητα που ορίζει ο εν 

λόγω χρόνος διαδροµής, ενώ τοποθετώντας την δίοδο Gunn σε κάποια διάταξη 

συντονισµού (π.χ. µια µικροκυµατική κοιλότητα) µπορούµε να επιλέξουµε ειδικότερα 

κάποιο µέρος από αυτή την περιοχή συχνοτήτων, δηλ. να ρυθµίσουµε (εντός των ορίων 

που θέτει το φασµατικό περιεχόµενο των παλµών) τη συχνότητα εξόδου του ταλαντωτή. 
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3.4. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

Παράδειγµα 3.1. Να προσδιορισθεί ο πίνακας σκέδασης για το απλούστερο δίθυρο  που 

αποτελείται από ένα τµήµα γραµµής µεταφοράς ή κυµατοδηγού χωρίς απώλειες και να 

δειχθεί ότι το δίθυρο αυτό είναι αµφίδροµο και µε όλες τις θύρες του προσαρµοσµένες. 

Απάντηση 

Έστω ένα τµήµα γραµµής µεταφοράς µε µήκος π.χ. l  (για κυµατοδηγό ισχύει ακριβώς η 

ίδια συλλογιστική). Ας υποθέσουµε ότι λαµβάνουµε το αριστερό άκρο του ως θύρα #1 και 

το δεξί άκρο του ως θύρα #2. Προκειµένου να εφαρµόσουµε τον ορισµό (3.1.6) για k = 1, 

ώστε να προσδιορίσουµε τις παραµέτρους S11 και S21 , σύµφωνα µε τις παρατηρήσεις που 

ακολουθούν τον ορισµό, υποθέτουµε ότι στη θύρα #2 έχει συνδεθεί προσαρµοσµένο 

φορτίο. Τότε το κύµα στη γραµµή είναι µόνο το προσπίπτον από την θύρα #1 προς την #2. 

Από τη θύρα #1 δεν εξέρχεται ανακλώµενο κύµα, άρα b1 = 0 και ο ορισµός δίνει S11 = 0. Η 

ισχύς που εξέρχεται από τη θύρα #2 είναι προφανώς ίση µε αυτή που εισέρχεται από τη 

θύρα #1 (αφού η γραµµή δεν έχει απώλειες), και κατά συνέπεια τα µέτρα των a1 και b2 

είναι ίσα. Η διαφορά φάσης µεταξύ αυτών οφείλεται στην όδευση του κύµατος στη 

γραµµή για µήκος l , δηλ. είναι ίση µε lβ− . Αν λοιπόν ορίσουµε το επίπεδο αναφοράς z = 

0 για τη θύρα #1 ακριβώς στο αριστερό άκρο της γραµµής, θα έχουµε 
lβ−== j

1211 eab,aa  

και κατά συνέπεια 
lβ−= j

21 eS  

Με την ίδια επιχειρηµατολογία, ορίζοντας το επίπεδο αναφοράς z = 0 για τη θύρα #2 

ακριβώς στο δεξί άκρο της γραµµής, συµπεραίνουµε ότι S22 = 0 και ότι 
lβ−= j

12 eS  

Συγκεντρώνοντας τα παραπάνω, έχουµε τον πίνακα σκέδασης του διθύρου 
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από τον οποίο είναι προφανές ότι το εν λόγω δίθυρο είναι αµφίδροµο και µε τις δύο θύρες 

του προσαρµοσµένες (και βέβαια χωρίς απώλειες, όπως ήταν αυτονόητο από την αρχή). 

 

Παράδειγµα 3.2. Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει τρίθυρο αµφίδροµο, χωρίς απώλειες και 

µε όλες τις θύρες του προσαρµοσµένες. 

Απάντηση 

Εάν υπήρχε τέτοιο τρίθυρο, για τις παραµέτρους σκέδασης αυτού θα ίσχυαν οι σχέσεις 
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S11 = S22 = S33 = 0 

S12 = S21  ,  S13 = S31  ,  S23 = S32  

Λαµβάνοντας αυτές υπόψη, η συνθήκη µη ύπαρξης απωλειών (διατήρηση ενέργειας) 

(3.1.14) γράφεται στη µορφή 
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Με εκτέλεση των πράξεων, η συνθήκη αυτή αναλύεται στις ακόλουθες ισότητες 

1SS 2
13

2
12 =+      (1) 

0SS 2313 =∗             (2) 

0SS 2312 =∗             (3) 

0SS 1323 =∗             (4) 

1SS 2
23

2
12 =+      (5) 

0SS 1312 =∗             (6) 

0SS 1223 =∗             (7) 

0SS 1213 =∗             (8) 

1SS 2
23

2
13 =+      (9) 

από τις οποίες (παρεµπιπτόντως) αρκετές είναι µεταξύ τους ισοδύναµες [συγκεκριµένα: η 

(2) µε την (4), η (3) µε την (7) και η (6) µε την (8)]. Αφαιρώντας κατά µέλη την (9) από 

την (5) και την (5) από την (1) συµπεραίνουµε ότι 

2
1SSS 231312 ===  

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει αµέσως από οποιαδήποτε εκ των (1), (5), (9). Αυτό 

όµως έρχεται σε αντίφαση µε όλες τις υπόλοιπες, π.χ. µε την (2) η οποία λέει ότι 

τουλάχιστον ένας από τους S12 και S23 ισούται µε 0. Πράγµα άτοπο. 

 

Παράδειγµα 3.3. Να αποδειχθεί, µε βάση τον ορισµό του κατευθυντικού ζεύκτη [δηλ. 

χωρίς να χρησιµοποιηθεί η (3.2.7) ή η (3.2.8)], ότι σε οποιονδήποτε κατευθυντικό ζεύκτη 

(αριθµώντας τις θύρες όπως στο Σχ. 3.4) ισχύει πάντοτε 2413 SS = . 
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Απάντηση 

Ο ορισµός είναι: «Κατευθυντικός ζεύκτης είναι ένα τετράθυρο αµφίδροµο, χωρίς απώλειες 

και µε όλες τις θύρες του προσαρµοσµένες». Λαµβάνοντας υπόψη την αµφιδροµικότητα 

και το ότι όλες οι θύρες είναι προσαρµοσµένες, η συνθήκη µη ύπαρξης απωλειών (3.1.14) 

γράφεται συνοπτικά στη µορφή 
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και αναλύεται σε 16 συνολικά σχέσεις, καθεµία από τις οποίες προκύπτει από τον 

συνδυασµό µίας γραµµής (m) του πρώτου πίνακα µε µία στήλη (n) του δεύτερου (κατά τον 

γνωστό ορισµό του πολλαπλασιασµού πινάκων), εξισώνοντας µε το στοιχείο (m,n) του 

µοναδιαίου πίνακα του δεύτερου µέλους. Έτσι, από τα στοιχεία (1,1) και (2,2) προκύπτουν 

1SSS 2
14

2
13

2
12 =++      (1) 

1SSS 2
24

2
23

2
12 =++      (2) 

1SSS 2
34

2
23

2
13 =++      (3) 

1SSS 2
34

2
24

2
14 =++      (4) 

Από τις δύο πρώτες µε αφαίρεση κατά µέλη παίρνουµε 
2

24
2

23
2

14
2

13 SSSS +=+      (5) 

Επίσης από τα στοιχεία (1,2), (1,3), (1,4) και (2,3) προκύπτουν 

241423132414231324142313 SSSSSSSS0SSSS =⇒−=⇒=+ ∗∗∗∗  (6) 

341423123414231234142312 SSSSSSSS0SSSS =⇒−=⇒=+ ∗∗∗∗  (7) 

341324123413241234132412 SSSSSSSS0SSSS =⇒−=⇒=+ ∗∗∗∗  (8) 

342413123424131234241312 SSSSSSSS0SSSS =⇒−=⇒=+ ∗∗∗∗  (9) 

Πολλαπλασιάζουµε τα δύο µέλη της (9) µε 14S  και παίρνουµε 

143424141312 SSSSSS =  

και στη συνέχεια αντικαθιστούµε το γινόµενο 1434 SS  του δεξιού µέλους από την (7): 

242312141312 SSSSSS =     (10) 

Εφόσον ισχύει 0S12 ≠ , από την (10) προκύπτει 
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13

2423
1424231413 S

SS
SSSSS =⇒=  

Αντικαθιστώντας το 14S  από την παραπάνω στην (5) έχουµε 

0SSSSSSSSS
S

SS
S 2

13
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24
2
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2
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4
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2

24
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2
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13 =−−+⇒+=+  

η οποία µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως εξής 

( ) ( ) ( )( ) 0SSSS0SSSSSS 2
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2
13

2
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2
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2
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2
13

2
24

2
23

2
13

2
13 =−−⇔=−−−  

Από την παραγοντοποιηµένη αυτή µορφή προκύπτει είτε 2413 SS =  είτε 2313 SS = . Στην 

πρώτη περίπτωση έχουµε την αποδεικτέα. Στην άλλη περίπτωση 2313 SS =  , η (5) δίνει 

ότι 2414 SS = . Αφαιρώντας όµως τις (3) και (4) κατά µέλη παίρνουµε 

2
24

2
14

2
23

2
13 SSSS +=+  

η οποία αντικαθιστώντας τις 2313 SS =  και 2414 SS =  γίνεται 

2413
2

24
2

13 SSS2S2 =⇒=  

δηλ. καταλήγουµε και πάλι στην αποδεικτέα. 

Τέλος στην περίπτωση 0S12 = , παρατηρούµε ότι οι (7) και (8) δίνουν 

0SSSS 34133414 ==  

Επειδή δεν µπορεί να ισχύει συγχρόνως 0S13 =  και 0S14 = , διότι θα παραβιαζόταν η (1), 

συµπεραίνουµε ότι είναι 0S34 = . Τότε η (1) δίνει 

2
14

2
13 S1S −=  

και η (4) δίνει 
2

14
2

24 S1S −=  

από τις οποίες προκύπτει και πάλι η αποδεικτέα σχέση 2413 SS = . 
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ΜΕΡΟΣ  Β :  ΚΕΡΑΙΕΣ  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4 :  ΟΙ  ΚΕΡΑΙΕΣ  ΚΑΤΑ  ΤΗΝ  ΕΚΠΟΜΠΗ  

4.1. ΒΑΣΙΚΑ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑΣ ΚΕΡΑΙΩΝ 

4.1.1. Γενικά 

Κεραία, ως γνωστόν, είναι διάταξη από αγώγιµα ή και διηλεκτρικά υλικά η οποία εκπέµπει 

ή λαµβάνει ηλεκτροµαγνητικά κύµατα. Προφανώς η ίδια κεραία µπορεί είτε να εκπέµπει 

είτε να λαµβάνει (ανάλογα µε το κύκλωµα µε το οποίο συνδέεται): στην πρώτη περίπτωση 

λέµε ότι βρίσκεται σε κατάσταση εκποµπής (transmitting mode) και στην δεύτερη σε 

κατάσταση λήψης (receiving mode). 

Οι τύποι κεραιών που χρησιµοποιούνται είναι πολλοί, µε διαφορετικά κατασκευαστικά 

γνωρίσµατα, και όπως είναι ευνόητο έχουν αναπτυχθεί ανάλογα µε τα χαρακτηριστικά που 

είναι εκάστοτε επιθυµητά για την εφαρµογή για την οποία προορίζονται. Υπάρχουν όµως 

κάποιες βασικές έννοιες και ιδιότητες που είναι κοινές για όλες τις κεραίες. 

 

 
Σχ. 4.1: Γεωµετρία σφαιρικών συντεταγµένων για τη µελέτη κεραίας 

Για τη µελέτη των ιδιοτήτων κεραιών θα χρησιµοποιήσουµε το (γνωστό από τη 

γεωµετρία) σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων (r, θ, φ), όπου r η γνωστή ακτινική 

συντεταγµένη, ενώ οι γωνιακές συντεταγµένες θ και φ αποκαλούνται, αντίστοιχα, γωνία 
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ανύψωσης και αζιµουθιακή γωνία. Στο Σχ. 4.1 απεικονίζεται ένα σφαιρικό σύστηµα 

συντεταγµένων. 

Στο σχήµα παρουσιάζονται οι συντεταγµένες r, θ, φ και τα αντίστοιχα µοναδιαία 

διανύσµατα ϕθ ˆ,ˆ,r̂  τα οποία είναι ανά δύο κάθετα µεταξύ τους (το σύστηµα είναι 

τρισορθογώνιο), καθώς και τα στοιχειώδη µήκη κατά τις διευθύνσεις µεταβολής των τριών 

συντεταγµένων, τα οποία (όπως είναι γνωστό από τη γεωµετρία) είναι: 

dr κατά τη διεύθυνση µεταβολής του r (και σταθερών θ, φ) 

r dθ κατά τη διεύθυνση µεταβολής του θ (και σταθερών r, φ) 

r sinθ dφ κατά τη διεύθυνση µεταβολής του φ (και σταθερών r, θ) 

Είναι εµφανές ότι η διεύθυνση µεταβολής του r είναι ακτινική, ενώ οι διευθύνσεις 

µεταβολής των θ και φ προσοµοιάζουν µε γεωγραφικούς «µεσηµβρινούς» και 

«παραλλήλους πλάτους» πάνω σε µια σφαίρα µε δεδοµένο r. Με βάση τα παραπάνω 

στοιχειώδη µήκη προκύπτει (όπως φαίνεται και στο σχήµα) το στοιχειώδες εµβαδό 

ϕθθ= ddsinrdS 2  πάνω σε επιφάνεια σφαίρας, το οποίο χρησιµεύει στην εκτέλεση 

επιφανειακών ολοκληρώσεων. Είναι επίσης προφανές ότι ο στοιχειώδης όγκος (εφόσον 

χρειασθεί για χωρική ολοκλήρωση) δίνεται από τη σχέση ϕθθ== dddrsinrdSdrdV 2 . 

Στο παραπάνω σχήµα έχει γίνει η συνήθης παραδοχή ότι η υπό εξέταση κεραία βρίσκεται 

στην αρχή των συντεταγµένων. Για την ακρίβεια, συχνά θεωρούµε ότι το γεωµετρικό 

κέντρο συµµετρίας της κεραίας (αν υπάρχει) βρίσκεται στην αρχή των συντεταγµένων. 

Εντούτοις µπορεί εξίσου καλά να ληφθεί στην αρχή των συντεταγµένων οποιοδήποτε 

σηµείο της κεραίας αν αυτό για κάποιο λόγο διευκολύνει τη µελέτη ή αν δεν υπάρχει 

κέντρο συµµετρίας. Ας σηµειωθεί εξάλλου ότι από φυσικής απόψεως, µε δεδοµένο ότι στα 

επόµενα θα ασχοληθούµε µε περιοχές του χώρου αρκετά µακριά από την κεραία, δηλ. σε 

απόσταση πολύ µεγαλύτερη από τη µέγιστη διάσταση της κεραίας (αυτό άλλωστε 

υποδηλώνει ο όρος «ακτινοβολία»!), η µετατόπιση της αρχής των συντεταγµένων πάνω 

στην κεραία είναι µικρή σε σχετικά µεγέθη και δεν µεταβάλλει τη γενική εικόνα του 

προβλήµατος. 

Σηµειώνεται επίσης ότι στο σχήµα φαίνεται (µε κατάλληλη σκίαση) και ένα ενδεικτικό 

διάγραµµα ακτινοβολίας της υποθετικής κεραίας που βρίσκεται στην αρχή των 

συντεταγµένων. Η έννοια του διαγράµµατος ακτινοβολίας θα εξηγηθεί στα επόµενα. 

4.1.2. Περιοχές ακτινοβολίας – Το µακρινό πεδίο 

Το κύµα που δηµιουργεί µια κεραία (για την ακρίβεια οποιαδήποτε κεραία) διαπιστώνεται 

και αποδεικνύεται ότι µεταβάλλεται ποιοτικά, δηλ. παρουσιάζει διαφορετικά γενικά 

χαρακτηριστικά και µορφή, ανάλογα µε την απόσταση από την κεραία εκποµπής. Με 
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βάση τα γενικά αυτά χαρακτηριστικά του κύµατος ο χώρος γύρω από την κεραία µπορεί 

να υποδιαιρεθεί σε δύο περιοχές: 

• την κοντινή περιοχή (ή περιοχή Fresnel), όπου το πεδίο της κεραίας αποκαλείται 

εγγύς πεδίο 

• την µακρινή περιοχή (ή περιοχή Fraunhofer), όπου το πεδίο της κεραίας 

ονοµάζεται πεδίο ακτινοβολίας ή µακράν πεδίο 

Τονίζεται ότι η µετάβαση από τη µία περιοχή στην άλλη γίνεται βαθµιαία και όχι απότοµα, 

επειδή η διαφοροποίηση µεταξύ των δύο αυτών περιοχών είναι µάλλον ποιοτική παρά 

ποσοτική. Ως βασικό κριτήριο διαφοροποίησης µπορεί να θεωρηθεί ότι στην κοντινή 

περιοχή η γωνιακή κατανοµή του κύµατος που εκπέµπει η κεραία εξαρτάται από την 

απόσταση, ενώ στη µακρινή παύει να εξαρτάται από αυτή. ∆εδοµένου ότι το πεδίο της 

κεραίας µεταβάλλεται στο χώρο κατά συνεχή τρόπο, είναι φανερό ότι η εκπλήρωση του 

κριτηρίου αυτού καθώς αποµακρυνόµαστε από την κεραία γίνεται βαθµιαία και κατά 

προσέγγιση (µε «ασυµπτωτικό» τρόπο θα έλεγε κανείς). Κατά συνέπεια δεν µπορεί να 

προσδιορισθεί µονοσήµαντα κάποια «διαχωριστική γραµµή» µεταξύ των δύο περιοχών. 

Ανάλογα µε τον τρόπο που διατυπώνεται αριθµητικά το βασικό κριτήριο και τις τυχόν 

λοιπές παραδοχές που υιοθετούνται, µπορούν να διατυπωθούν διάφορες συνθήκες 

(προσεγγιστικές πάντοτε) για την τυπική θέση του ορίου µεταξύ των δύο περιοχών. Η πιο 

συνηθισµένη είναι η 

λ
=

2

F
D2R  

όπου RF η απόσταση από την οποία και µετά αρχίζει η περιοχή του µακράν πεδίου, λ το 

µήκος κύµατος λειτουργίας της κεραίας (δηλ. το µήκος κύµατος που αντιστοιχεί στη 

συχνότητα λειτουργίας) και D η µέγιστη γεωµετρική διάσταση της κεραίας, η οποία για να 

ισχύει η συνθήκη πρέπει να είναι µεγαλύτερη από το µήκος κύµατος (δηλ. D > λ). 

Τονίζεται και πάλι ότι αυτή είναι µια προσεγγιστική / ενδεικτική τιµή, ενώ στην πράξη 

ανάλογα µε το είδος της κεραίας και τυχόν άλλες κεραίες που βρίσκονται κοντά σε αυτή 

ενδέχεται να απαιτείται µεγαλύτερη απόσταση για να µπορούµε να θεωρήσουµε ότι 

βρισκόµαστε στο µακρινό πεδίο. 

Εδώ θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η συµπεριφορά της κεραίας στο µακρινό πεδίο είναι αυτή 

που κυρίως ενδιαφέρει για τις εφαρµογές ασύρµατης τηλεπικοινωνίας, επειδή ακριβώς το 

αντικείµενο των ασύρµατων επικοινωνιών είναι η µετάδοση σηµάτων µεταξύ κεραιών σε 

µεγάλη απόσταση. Το εγγύς πεδίο είναι σηµαντικό για τη µελέτη των ηλεκτροµαγνητικών 

παρεµβολών (EMI – ElectroMagnetic Interference) και της ηλεκτροµαγνητικής 

συµβατότητας (EMC – ElectroMagnetic Compatibility). Κατά συνέπεια η ακτινοβολία της 
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κεραίας στο µακρινό πεδίο είναι αυτή που κατεξοχήν θα µας απασχολήσει στα επόµενα. 

Το βασικότερο ίσως µέγεθος που την χαρακτηρίζει είναι η εκπεµπόµενη 

(ακτινοβολούµενη) ισχύς. 

Το µακρινό πεδίο (πεδίο ακτινοβολίας) µιας κεραίας χαρακτηρίζεται από ορισµένα βασικά 

γνωρίσµατα, τα οποία είναι κοινά για όλα τα είδη κεραιών. Οι βασικές αυτές ιδιότητες του 

πεδίου ακτινοβολίας είναι οι ακόλουθες: 

1. Το κύµα διαδίδεται ακτινικά µε φορά προς τα έξω (αποµακρυνόµενο από την κεραία), 

δηλ. η διάδοση γίνεται προς την κατεύθυνση r. 

2. Το κύµα είναι εγκάρσιο, δηλ. το πεδίο είναι κάθετο προς την διεύθυνση διάδοσης και 

κατά συνέπεια διαθέτει µόνο τις συνιστώσες ϕθϕθ H,H,E,E . Οι ακτινικές 

συνιστώσες είναι µηδενικές (δηλ. σε µεγάλη απόσταση από την κεραία έχουν πρακτικά 

µηδενισθεί): 

0H,0E rr ≅≅     (4.1.1) 

3. Οι προαναφερόµενες εγκάρσιες συνιστώσες του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου 

συνδέονται µεταξύ τους µε µια απλή σχέση αναλογίας: 

ϕθ ζ≅ HE      (4.1.2α) 

θϕ ζ−≅ HE      (4.1.2β) 

όπου εµ=ζ  η κυµατική αντίσταση του χώρου όπου βρίσκεται η κεραία, όπως 

ορίσθηκε στο εισαγωγικό κεφάλαιο του παρόντος. 

Από τις παραπάνω ιδιότητες µπορούν να προκύψουν ορισµένα βασικά συµπεράσµατα για 

την σχέση που συνδέει την ακτινοβολούµενη (εκπεµπόµενη) ισχύ στο µακρινό πεδίο µε τις 

τιµές των πεδίων και µε την απόσταση από την κεραία. Πιο συγκεκριµένα, η πυκνότητα 

της ακτινοβολούµενης ισχύος ανά µονάδα επιφάνειας δίνεται ως γνωστόν από το διάνυσµα 

Poynting. Εφαρµόζοντας την εξίσωση του διανύσµατος αυτού, όπως έχει δοθεί στην 

Εισαγωγή 

( ) ( ) ( )[ ]r r r r r rP r E r H r= ×
1
2

Re *  

εκτελώντας την πράξη του εξωτερικού γινοµένου και λαµβάνοντας υπόψη την παραπάνω 

(4.1.1) και το γεγονός ότι r̂ˆˆˆˆ =θ×ϕ−=ϕ×θ , προκύπτει 

( ) ( ) ( )[ ] [ ]( ) ( ) r̂,,rPˆˆHEHERe
2
1rHrERe

2
1rP r

*** ϕθ=ϕ×θ−=×= θϕϕθ
rrrrrr  
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από όπου φαίνεται και αλγεβρικά ότι το διάνυσµα Poynting στο µακρινό πεδίο έχει µόνο 

ακτινική συνιστώσα (η οποία φυσικά εξαρτάται από τη θέση r,θ,φ), σε συµφωνία µε την 

παραπάνω ιδιότητα (1). Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας τις (4.1.2α-β) παίρνουµε 

[ ] 




 +ζ=





 +

ζ
≅−= ϕθϕθθϕϕθ

2222**
r HH

2
1EE

2
1HEHERe

2
1P   (4.1.3) 

Η (4.1.3) δείχνει ότι η πυκνότητα της ακτινοβολούµενης ισχύος ανά µονάδα επιφάνειας 

είναι ανάλογη προς το τετράγωνο των τιµών του πεδίου. 

Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία αλλά µε το φανταστικό µέρος αντί για το 

πραγµατικό καταλήγουµε στο ακόλουθο αξιοσηµείωτο συµπέρασµα: 

( ) ( )[ ] [ ] 0EE
2
1ImHEHEIm

2
1rHrEIm

2
1 22*** =













 +

ζ
≅−=× ϕθθϕϕθ

rrrr  

∆ηλαδή η ποσότητα ( ) ( )[ ]rHrEIm
2
1 * rrrr

×  στο µακρινό πεδίο µηδενίζεται (ενώ στο κοντινό 

όχι). Η ποσότητα αυτή εκφράζει την ενέργεια του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου που 

παραµένει αποθηκευµένη στο χώρο όπου υπάρχει το πεδίο και δεν µεταδίδεται προς 

κάποια κατεύθυνση µε το κύµα, δηλ. δεν ακτινοβολείται (απλώς µεταβάλλεται 

ηµιτονοειδώς στο χρόνο). Με άλλα λόγια σχετίζεται µε την «άεργη ισχύ» της κεραίας. 

Κατά συνέπεια, ο µηδενισµός της ποσότητας αυτής σηµαίνει ότι στο µακρινό πεδίο της 

κεραίας έχουµε µόνο µετάδοση ισχύος προς τα έξω, ενώ στο εγγύς πεδίο υπάρχει και 

κάποια άεργη ισχύς, δηλ. κάποια ενέργεια αποθηκευµένη τοπικά στο ηλεκτροµαγνητικό 

πεδίο της κεραίας. 

Όσον αφορά την εξάρτηση της πυκνότητας ισχύος από την απόσταση, αυτή απορρέει από 

την παραπάνω ιδιότητα (1) του πεδίου ακτινοβολίας, δηλ. το γεγονός ότι το κύµα 

διαδίδεται ακτινικά. Ας θεωρήσουµε µια στερεά γωνία µε κορυφή την κεραία, δηλ. µια 

κωνική επιφάνεια µε οποιαδήποτε διατοµή (δεν είναι ανάγκη να είναι κυκλική) στην 

κορυφή της οποίας βρίσκεται η κεραία που εκπέµπει, όπως φαίνεται στο Σχ. 4.2. 

 

r 

r ' 

S 

S' 
Ω

Κεραία

 
Σχ. 4.2: Στερεά γωνία 
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Το γεωµετρικό µέγεθος της στερεάς γωνίας εκφράζει το άνοιγµα του κώνου και ορίζεται 

κατά τρόπο ανάλογο προς το µέγεθος της επίπεδης γωνίας. Πιο συγκεκριµένα, θεωρώντας 

οποιεσδήποτε σφαιρικές επιφάνειες (π.χ. µε ακτίνες r και r΄ όπως στο σχήµα) µε κέντρο 

την κορυφή του κώνου, οι επιφάνειες τοµής των σφαιρών αυτών µε τον κώνο (S και S΄ στο 

σχήµα) θα έχουν, όπως είναι γνωστό από τη γεωµετρία (λόγος οµοιότητας), εµβαδά 

ανάλογα προς το τετράγωνο της εκάστοτε ακτίνας σφαίρας 

...
r
S

r
S

22 =
′
′

=  (για οποιαδήποτε οµόκεντρη σφαίρα) 

Κατά συνέπεια ο λόγος της επιφάνειας του σφαιρικού τµήµατος επί του οποίου βαίνει ο 

κώνος προς το τετράγωνο της ακτίνας της σφαίρας είναι σταθερός (για οποιαδήποτε 

ακτίνα σφαίρας) και ορίζει την στερεά γωνία Ω που αντιστοιχεί στον συγκεκριµένο κώνο: 

2r
S

=Ω      (4.1.4) 

η οποία είναι ανεξάρτητη από την σφαίρα που χρησιµοποιήθηκε για τον ορισµό της. 

Είναι εµφανής η αναλογία προς την επίπεδη γωνία, η οποία ορίζεται ως ο λόγος του 

κυκλικού τµήµατος επί του οποίου βαίνει η (επίκεντρη) γωνία προς την ακτίνα του κύκλου 

( rl=θ ). Ως γνωστόν, µε βάση τον ορισµό αυτό προκύπτει η µονάδα επίπεδης γωνίας 

που ονοµάζεται ακτίνιο (rad). Κατά αντίστοιχο τρόπο η µονάδα της στερεάς γωνίας 

ονοµάζεται στερεακτίνιο (sterad). Σηµειώνουµε ότι κατά αναλογία προς την (επίπεδη) 

πλήρη γωνία, η οποία αντιστοιχεί σε έναν πλήρη κύκλο και έχει τιµή 2π rad, ορίζεται η 

πλήρης στερεά γωνία η οποία αντιστοιχεί σε µια πλήρη σφαίρα, δηλ. καλύπτει όλο τον 

χώρο (το άνοιγµα του «κώνου» είναι όλος ο χώρος) και προφανώς είναι η µέγιστη δυνατή 

τιµή στερεάς γωνίας. ∆εδοµένου ότι το εµβαδό σφαίρας είναι 2r4S π= , η τιµή της 

πλήρους στερεάς γωνίας είναι 4π sterad. Σηµειώνουµε επίσης ότι από το στοιχειώδες 

εµβαδό πάνω στην επιφάνεια σφαίρας ϕθθ= ddsinrdS 2  προκύπτει και η έκφραση για 

την στοιχειώδη στερεά γωνία που είναι 

ϕθθ==Ω ddsin
r
dSd 2     (4.1.5) 

Με βάση το γεγονός ότι η ακτινοβολούµενη ισχύς στο µακρινό πεδίο διαδίδεται ακτινικά 

(βλ. την παραπάνω ιδιότητα 1 του πεδίου ακτινοβολίας), προκύπτει το συµπέρασµα ότι η 

ισχύς που εκπέµπει η κεραία εντός της παραπάνω στερεάς γωνίας παραµένει µέσα σε αυτή 

τη στερεά γωνία χωρίς να διασχίζει τα τοιχώµατα του κώνου. ∆ηλ. η ακτινοβολούµενη 

ισχύς µέσα στη στερεά γωνία παραµένει σταθερή σε οποιαδήποτε απόσταση, υπό την 

προϋπόθεση βέβαια ότι ο χώρος όπου βρίσκεται η κεραία δεν έχει απώλειες ισχύος. Αυτό 
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είναι αληθινό για το κενό καθώς και, κατά προσέγγιση, για τον αέρα (αν αγνοήσουµε την 

επίδραση των καιρικών φαινοµένων) και στο εξής θα υιοθετούµε την παραδοχή αυτή. 

Αν θεωρήσουµε στοιχειώδη (απειροστή) στερεά γωνία (dΩ → 0), δηλ. ότι το άνοιγµα του 

κώνου και η αντίστοιχη σφαιρική επιφάνεια dS = r2 dΩ τείνει να µηδενισθεί, οπότε οι 

µεταβολές της πυκνότητας ισχύος πάνω στην στοιχειώδη σφαιρική επιφάνεια dS είναι 

αµελητέες και η Pr µπορεί να θεωρηθεί σταθερή πάνω σε όλα τα σηµεία της επιφάνειας, 

τότε η αντίστοιχη (στοιχειώδης) ισχύς διαµέσου της στερεάς γωνίας, πάνω σε οποιαδήποτε 

από τις οµόκεντρες σφαίρες, θα είναι σταθερή και ανεξάρτητη της ακτίνας της σφαίρας. 

Έτσι, σε τυχούσα απόσταση r (αρκεί να βρισκόµαστε στο µακρινό πεδίο) η στοιχειώδης 

ισχύς θα είναι 

( ) ( ) Ωϕθ=ϕθ= dr,,rPdS,,rPdW 2
rr  

ενώ σε κάποια άλλη απόσταση r΄ η στοιχειώδης ισχύς παραµένει η ίδια 

( ) ( ) Ω′ϕθ′=′ϕθ′= dr,,rPSd,,rPdW 2
rr  

Εξισώνοντας τα δεύτερα µέλη παίρνουµε 

( ) ( ) ( )
( ) 2

2

r

r
r

2
r

2

r
r

,,rP
,,rP,,rPr,,rPr

′
=

ϕθ′
ϕθ

⇔ϕθ′′=ϕθ  

Αυτό σηµαίνει ότι η ακτινοβολούµενη πυκνότητα ισχύος είναι αντιστρόφως ανάλογη του 

τετραγώνου της απόστασης από την κεραία, ή αλγεβρικά 

( ) 2r r
1~,,rP ϕθ      (4.1.6) 

4.2. ΘΕΜΕΛΙΩ∆Η ΜΕΓΕΘΗ 

4.2.1. Ένταση ακτινοβολίας 

Οι βασικές ιδιότητες του µακρινού πεδίου οποιασδήποτε κεραίας, όπως εκτέθηκαν στα 

προηγούµενα, µας επιτρέπουν να ορίσουµε τα θεµελιώδη µεγέθη και παραµέτρους που 

χαρακτηρίζουν την ακτινοβολία µιας κεραίας, δηλ. την εκποµπή κυµάτων στο µακρινό 

πεδίο. Οι ίδιες παράµετροι, όπως θα δούµε σε επόµενο κεφάλαιο του παρόντος, 

χρησιµεύουν και για να περιγράψουν τις ιδιότητες µιας κεραίας και ως προς την λήψη. 

Όπως είδαµε στην (4.1.6) παραπάνω, η πυκνότητα ισχύος Pr που εκπέµπει η κεραία στο 

µακρινό πεδίο είναι αντιστρόφως ανάλογη προς το τετράγωνο της απόστασης από την 

κεραία, δηλ. της ακτινικής συντεταγµένης r. Βέβαια η Pr παρουσιάζει και γωνιακή 

µεταβολή εκτός από την ακτινική, δηλ. εξαρτάται και από τις άλλες δύο σφαιρικές 

συντεταγµένες θ,φ. Επειδή η εξάρτηση από την ακτινική συντεταγµένη r είναι γνωστή και 

δεδοµένη για όλες τις κεραίες, η (4.1.6) µπορεί να ξαναγραφεί ως εξής 
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( ) ( ) ( ) ( )ϕθ=ϕθ⇔
ϕθ

=ϕθ ,,rPr,U
r

,U,,rP r
2

2r    (4.2.1) 

Με άλλα λόγια, πολλαπλασιάζοντας την Pr µε το τετράγωνο της απόστασης r εξαλείφεται 

η εξάρτηση από το r και αποµένει µια ποσότητα που εξαρτάται µόνο από τις γωνίες θ,φ. Η 

ποσότητα αυτή ονοµάζεται ένταση ακτινοβολίας (radiation intensity) της κεραίας και η 

(4.2.1) είναι η εξίσωση ορισµού της. 

Η συνολική ισχύς Wrad που εκπέµπει η κεραία (συνολική ακτινοβολούµενη ισχύς) µπορεί, 

ως γνωστόν, να υπολογισθεί µε τη βοήθεια του διανύσµατος Poynting ολοκληρώνοντας 

αυτό πάνω σε µια κλειστή επιφάνεια, όπως έχει περιγραφεί στο εισαγωγικό κεφάλαιο του 

παρόντος. Πιο συγκεκριµένα, θα πρέπει να εφαρµοσθεί η (Ε.11) της Εισαγωγής για µια 

κλειστή επιφάνεια που περιβάλλει την κεραία. Θεωρώντας (όπως προαναφέρθηκε) ότι ο 

χώρος δεν έχει απώλειες ισχύος, συµπεραίνουµε ότι η συνολική ακτινοβολούµενη ισχύς 

της κεραίας είναι η ίδια για οποιαδήποτε κλειστή επιφάνεια περιβάλλει την κεραία, και 

κατά συνέπεια είµαστε ελεύθεροι να επιλέξουµε την απλούστερη δυνατή επιφάνεια για την 

διευκόλυνση των υπολογισµών. Είναι προφανές ότι η προτιµότερη επιλογή επιφάνειας 

είναι µια σφαίρα (οποιασδήποτε ακτίνας αρκετά µεγάλης ώστε να βρίσκεται στο µακρινό 

πεδίο) µε κέντρο την κεραία. Για την ολοκλήρωση πάνω στην σφαίρα αυτή απαιτείται η 

ακτινική συνιστώσα Pr του διανύσµατος Poynting (η οποία άλλωστε στο µακρινό πεδίο 

είναι η µοναδική συνιστώσα του). Εφαρµόζοντας την (Ε.11) πάνω στην επιφάνεια της 

σφαίρας παίρνουµε 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫∫∫
π ππ π

ϕθθϕθ=ϕθθϕθ=ϕθ=
2

0 0

2

0 0

2
r

S
rrad ddsin,Uddsinr,,rPdS,,rPW  (4.2.2) 

Λαµβάνοντας υπόψη την (4.1.5) που δίνει την στοιχειώδη στερεά γωνία, η (4.2.2) µπορεί 

να ξαναγραφεί ως εξής 

( )∫∫
Ω

Ωϕθ= d,UWrad      (4.2.3) 

όπου η ολοκλήρωση νοείται πάνω σε µια πλήρη στερεά γωνία (4π sterad). 

Η (4.2.3) δεν είναι στην πράξη τόσο χρήσιµη όσο η (4.2.2), αλλά δείχνει µε σαφή τρόπο 

την φυσική σηµασία της έντασης ακτινοβολίας. Από αυτή φαίνεται ότι η ένταση 

ακτινοβολίας εκφράζει την πυκνότητα ισχύος ανά µονάδα στερεάς γωνίας, η οποία 

(εφόσον ο χώρος δεν έχει απώλειες) παρουσιάζει µόνο γωνιακή εξάρτηση και είναι 

ανεξάρτητη από την απόσταση. Εκ των υστέρων βέβαια παρατηρούµε ότι στο ίδιο 

συµπέρασµα οδηγεί και η προηγούµενη (4.1.6). Κατά συνέπεια, η µονάδα µέτρησης της 

έντασης ακτινοβολίας θα είναι το W/sterad. 
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Ισοτροπική, κατευθυντική και οµοιοκατευθυντική κεραία 

Ισοτροπική κεραία (isotropic antenna) ή ισοτροπικός ακτινοβολητής (isotropic radiator) 

ονοµάζεται µια υποθετική κεραία η οποία ακτινοβολεί µε την ίδια πυκνότητα ισχύος προς 

όλες τις κατευθύνσεις. Η ισοτροπική κεραία δεν είναι δυνατό να κατασκευασθεί ακριβώς 

και στην πράξη δεν χρησιµεύει* διότι στις εφαρµογές επιθυµητή είναι η συγκέντρωση της 

εκπεµπόµενης ισχύος προς κάποια ή κάποιες διευθύνσεις. Όµως η ισοτροπική κεραία είναι 

χρήσιµη στη θεωρία ως κεραία αναφοράς µε την οποία συγκρίνονται οι άλλες κεραίες. 

Όπως προαναφέρθηκε, η ισοτροπική κεραία ισοκατανέµει την ισχύ προς όλες τις 

κατευθύνσεις. Αυτό σηµαίνει ότι η ένταση ακτινοβολίας (δηλ. η πυκνότητα ισχύος ανά 

µονάδα στερεάς γωνίας) είναι σταθερή. Κατά συνέπεια η τιµή της προκύπτει µε απλή 

διαίρεση της συνολικής εκπεµπόµενης ισχύος Wrad προς την πλήρη στερεά γωνία η οποία, 

όπως προαναφέραµε, είναι ίση µε 4π sterad: 

( )
π

==ϕθ
4

W
U,U rad

00     (4.2.4) 

Εποµένως, µε βάση τη σχέση ορισµού της έντασης ακτινοβολίας (4.2.1), προκύπτει 

αµέσως η ακτινική συνιστώσα Pr του διανύσµατος Poynting της ισοτροπικής κεραίας στο 

µακρινό πεδίο 

( ) 2
rad

2
0

0r r4
W

r
UrP

π
==     (4.2.5) 

Η (4.2.5) δείχνει ότι το διάνυσµα Poynting της ισοτροπικής κεραίας είναι ανεξάρτητο από 

την κατεύθυνση (θ,φ) όπως άλλωστε είναι προφανές από τον ορισµό της ισοτροπικής 

κεραίας. 

Από την άλλη πλευρά, κατευθυντική ονοµάζεται µια κεραία η οποία εκπέµπει ή λαµβάνει 

ισχύ (θα δούµε αργότερα ότι γενικά τα χαρακτηριστικά εκποµπής και λήψης ταυτίζονται) 

σε ορισµένες κατευθύνσεις πιο αποδοτικά από ό,τι σε άλλες. Προφανώς αν αυτό 

ερµηνευθεί κατά γράµµα σηµαίνει ότι οποιαδήποτε κεραία πλην της ισοτροπικής (δηλαδή 

ουσιαστικά κάθε κεραία που υπάρχει) είναι κατευθυντική. Στην πράξη όµως κατευθυντική 

ονοµάζεται µια κεραία η οποία παρουσιάζει σηµαντική διαφοροποίηση της 

αποδοτικότητας εκποµπής ή λήψης µεταξύ διαφόρων κατευθύνσεων, δηλ. η οποία 

εκπέµπει ή λαµβάνει σηµαντικά καλύτερα σε κάποιες κατευθύνσεις από ό,τι στις 

υπόλοιπες. Η παράµετρος της κεραίας που δείχνει πόσο κατευθυντική είναι ονοµάζεται 

κατευθυντικότητα και θα ορισθεί αυστηρά σε επόµενη ενότητα. 

                                                 
* Κεραίες µε «ισοτροπική» συµπεριφορά ως προς την πόλωση χρησιµοποιούνται ως αισθητήρες (probes) 

µετρητών Η/Μ πεδίων για να ανιχνεύουν «ισότιµα» το διάνυσµα του πεδίου κάθε διεύθυνσης και φοράς. 
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Ειδική περίπτωση κατευθυντικής κεραίας είναι η οµοιοκατευθυντική (omnidirectional), η 

οποία ορίζεται ως κεραία η οποία εκπέµπει (ή λαµβάνει) µε κυλινδρική συµµετρία ως προς 

κάποιον άξονα (που κατά κανόνα θα είναι και άξονας γεωµετρικής συµµετρίας της 

κεραίας). Ο άξονας αυτός συνήθως λαµβάνεται ως άξονας z στο σφαιρικό σύστηµα 

συντεταγµένων που χρησιµοποιούµε. Με άλλα λόγια, η ακτινοβολία οµοιοκατευθυντικής 

κεραίας είναι οµοιόµορφη (προσοµοιάζει προς την ισοτροπική) ως προς την αζιµουθιακή 

γωνία φ, αλλά κατευθυντική ως προς τη γωνία ανύψωσης θ, και κατά συνέπεια η ένταση 

ακτινοβολίας της θα είναι της µορφής U(θ), δηλ. εξαρτάται µόνο από το θ. 

4.2.2. Το διάγραµµα ακτινοβολίας 

∆ιάγραµµα ακτινοβολίας κεραίας ονοµάζεται η γραφική παράσταση που απεικονίζει την 

ένταση ακτινοβολίας U(θ,φ). Είναι δυνατόν να ορισθεί διάγραµµα ακτινοβολίας και σε 

άλλες παραλλαγές (π.χ. ως προς άλλα µεγέθη όπως η κατευθυντικότητα που θα ορίσουµε 

στην επόµενη ενότητα) αλλά αυτή είναι η βασική του µορφή, από την οποία προκύπτουν 

όλα τα απαραίτητα φυσικά συµπεράσµατα για τα χαρακτηριστικά εκποµπής (αλλά και 

λήψης, όπως θα δούµε) της κεραίας. 

∆εδοµένου ότι οι µεταβλητές θ,φ αναφέρονται στο σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων, 

συνηθίζεται το διάγραµµα ακτινοβολίας να σχεδιάζεται σε πολική µορφή, δηλ. σε 

σφαιρικές συντεταγµένες (σε τρεις διαστάσεις) ή πολικές συντεταγµένες (σε δύο 

διαστάσεις). ∆εν είναι απαγορευµένη και η καρτεσιανή µορφή, αλλά το πολικό διάγραµµα 

είναι πολύ συνηθέστερο στην πράξη. Για τη σχεδίαση του διαγράµµατος σε πολική µορφή 

λαµβάνουµε πάνω σε κάθε ηµιευθεία µε αρχή την αρχή των συντεταγµένων και 

κατεύθυνση (θ,φ) το σηµείο µε ακτινική συντεταγµένη r = U(θ,φ), δηλ. το σηµείο που 

απέχει από την αρχή  απόσταση ίση µε την τιµή της έντασης ακτινοβολίας U(θ,φ). Η 

διαδικασία αυτή σε δύο διαστάσεις (δηλ. µόνο σε σχέση µε τη γωνία θ) φαίνεται στο 

ακόλουθο Σχ. 4.3α σε πολική µορφή. 

Η αντίστοιχη καρτεσιανή µορφή φαίνεται στο Σχ. 4.3β, όπου είναι προφανές ότι θα έπρεπε 

να σχεδιασθεί µόνο η περιοχή 0 ≤ θ ≤ π (η επόµενη «περιοχή» π < θ ≤ 2π δεν ορίζεται καν 

στο σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων και εµφανίζεται εδώ καταχρηστικά και µόνο για 

εποπτικούς λόγους). 
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r = U(θ)

Κύριος λοβός 

∆ευτερεύων (πλευρικός) λοβός 

θ 

∆ιεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας 

∆ιεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας 
πλευρικού λοβού 

∆ιεύθυνση µηδενισµού 

Οπίσθιος λοβός 

Εύρος δέσµης 
µισής ισχύος 

 

Σχ. 4.3α: Βασικά στοιχεία διαγράµµατος ακτινοβολίας (πολική µορφή) 

θ = 2π θ = 0 θ = π

U(θ) 

θ 

 
Σχ. 4.3β: Αντίστοιχο διάγραµµα ακτινοβολίας σε καρτεσιανή µορφή 

Όπως είναι ευνόητο, για πλήρη απεικόνιση της συµπεριφοράς της κεραίας στο χώρο θα 

έπρεπε να σχεδιάζεται διάγραµµα ακτινοβολίας σε τρεις διαστάσεις. Εξαίρεση βέβαια 

αποτελεί η περίπτωση οµοιοκατευθυντικής κεραίας, στην οποία το διάγραµµα 

ακτινοβολίας παρουσιάζει κυλινδρική συµµετρία, δηλ. είναι ένα στερεό εκ περιστροφής, 

και κατά συνέπεια όλη ουσιαστικά η χρήσιµη πληροφορία περιέχεται σε ένα δισδιάστατο 

διάγραµµα (µια κατάλληλη τοµή του τρισδιάστατου). Εντούτοις και στη γενική περίπτωση 

για πρακτικούς λόγους (δυσκολία σχεδίασης και απεικόνισης, πλήθος λεπτοµερειών που 

ίσως συσκοτίζουν τα βασικά χαρακτηριστικά) κατά κανόνα σχεδιάζεται ένα ή 

περισσότερα διαγράµµατα σε δύο διαστάσεις, πάνω σε ένα ή περισσότερα επίπεδα που 

αναδεικνύουν τα κυριότερα χαρακτηριστικά ακτινοβολίας της κεραίας. Συχνά τα 

δισδιάστατα αυτά διαγράµµατα σχεδιάζονται συναρτήσει της γωνίας θ για µια ορισµένη 
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τιµή της φ, ή συναρτήσει της φ για µια ορισµένη τιµή της θ (κατά κανόνα την θ = 0, δηλ. 

στο οριζόντιο επίπεδο). Επίσης µια πολύ συνηθισµένη επιλογή είναι το επίπεδο που 

ορίζεται από τον άξονα συµµετρίας της κεραίας και τη διεύθυνση του διανύσµατος E
r

 του 

ηλεκτρικού πεδίου που εκπέµπει, επονοµαζόµενο Ε-επίπεδο (E-plane), καθώς και, εφόσον 

απαιτείται, το αντίστοιχο επίπεδο που ορίζεται από τον άξονα συµµετρίας της κεραίας και 

τη διεύθυνση του διανύσµατος H
r

 του µαγνητικού πεδίου που εκπέµπει, λεγόµενο H-

επίπεδο (H-plane). Για παράδειγµα, σε ένα δίπολο το ηλεκτρικό πεδίο που εκπέµπει, όπως 

θα δούµε, έχει µόνο θ συνιστώσα (Εθ) και κατά συνέπεια το Ε-επίπεδο ορίζεται από τον 

άξονα z (τον άξονα του διπόλου) και τη διεύθυνση θ̂ , δηλ. είναι ένα (οποιοδήποτε) 

µεσηµβρινό επίπεδο του σφαιρικού συστήµατος συντεταγµένων. Λόγω κυλινδρικής 

συµµετρίας του διαγράµµατος ακτινοβολίας περί τον άξονα z (το δίπολο είναι 

οµοιοκατευθυντική κεραία), δεν χρειάζεται άλλο διάγραµµα ακτινοβολίας εκτός από το 

δισδιάστατο διάγραµµα στο Ε-επίπεδο. Στο Σχ. 4.4 που ακολουθεί παρουσιάζεται ένα 

διάγραµµα ακτινοβολίας κάποιου διπόλου στις δύο και στις τρεις διαστάσεις. Όπως είναι 

προφανές, το τρισδιάστατο διάγραµµα προκύπτει µε περιστροφή του δισδιάστατου περί 

τον άξονα z. 

 
Σχ. 4.4α: Ένα διάγραµµα ακτινοβολίας διπόλου σε δύο διαστάσεις 
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Σχ. 4.4β: Το διάγραµµα ακτινοβολίας του ίδιου διπόλου σε τρεις διαστάσεις 

Όπως παρατηρούµε και από τα προηγούµενα ενδεικτικά διαγράµµατα, στο διάγραµµα 

ακτινοβολίας µιας οποιασδήποτε κεραίας εµφανίζονται κατά κανόνα συγκεκριµένες 

διευθύνσεις (δηλ. συγκεκριµένες γωνίες θ, φ) κατά τις οποίες η ένταση ακτινοβολίας της 

κεραίας µηδενίζεται. Οι διευθύνσεις αυτές ονοµάζονται γωνίες µηδενισµού (ή σηµεία 

µηδενισµού ή απλώς µηδενισµοί) του διαγράµµατος ακτινοβολίας. Το τµήµα του 

διαγράµµατος που βρίσκεται µεταξύ δύο διαδοχικών µηδενισµών ονοµάζεται (λόγω του 

σχήµατός του) λοβός ακτινοβολίας. Ο ίδιος όρος χρησιµοποιείται και όταν οι διευθύνσεις 

που περικλείουν τον λοβό δεν είναι ακριβώς διευθύνσεις µηδενισµού αλλά πολύ µικρής 

έντασης ακτινοβολίας, δηλ. κατάλληλα τοπικά ελάχιστα της συνάρτησης U(θ,φ). Ανάλογα 

µε το είδος της κεραίας, το διάγραµµα ακτινοβολίας της µπορεί να περιέχει έναν ή 

περισσότερους λοβούς. 

Σε κάθε λοβό ακτινοβολίας παρουσιάζεται ένα κατά κανόνα (και µερικές φορές 

περισσότερα) σηµείο µεγίστου, δηλ. σηµείο (ή σηµεία) µεγιστοποίησης της έντασης 

ακτινοβολίας, ή µε άλλα λόγια τοπικό µέγιστο της συνάρτησης U(θ,φ), σε ορισµένη 

διεύθυνση (δηλ. γωνία θ,φ) που είναι η διεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας του 

συγκεκριµένου λοβού. Ο µεγαλύτερος λοβός ακτινοβολίας της κεραίας, δηλ. ο λοβός µε 

την µεγαλύτερη τιµή έντασης ακτινοβολίας στο σηµείο µεγίστου ονοµάζεται κύριος λοβός 

και οι υπόλοιποι λέγονται δευτερεύοντες λοβοί. Όπως είναι προφανές, το σηµείο µεγίστου 

του κύριου λοβού αντιστοιχεί στη διεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας της κεραίας (απόλυτο 

µέγιστο), η οποία είναι και η βέλτιστη (αποδοτικότερη) διεύθυνση για εκποµπή ή λήψη 
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από την κεραία αυτή, δηλ. είναι η προτιµητέα διεύθυνση υπό την οποία θα έπρεπε να 

«βλέπει» την συγκεκριµένη κεραία µια άλλη κεραία δέκτη (κατά την εκποµπή) ή υπό την 

οποία η συγκεκριµένη κεραία θα έπρεπε να βλέπει την κεραία του ποµπού (κατά τη λήψη). 

Ειδικότερα ο δευτερεύων λοβός ακτινοβολίας που βρίσκεται στην αντίθετη κατεύθυνση 

από αυτή (δηλ. που περιέχει την αντίθετη από τη µέγιστη διεύθυνση) λέγεται οπίσθιος 

λοβός, ενώ οι υπόλοιποι δευτερεύοντες λοβοί λέγονται πλευρικοί (συχνά όµως ο όρος 

«πλευρικοί» χρησιµοποιείται για όλους τους δευτερεύοντες λοβούς, περιλαµβάνοντας και 

τον οπίσθιο). Ενδεικτικά παραδείγµατα των εννοιών αυτών φαίνονται στο προηγούµενο 

Σχ. 4.3α (ενώ οι λοβοί ακτινοβολίας δείχνονται και στο Σχ. 4.1). 

Είναι φανερό ότι η µορφή του διαγράµµατος ακτινοβολίας παρέχει µια πολύ σαφή εικόνα 

των ποιοτικών χαρακτηριστικών της κεραίας. Όπως γίνεται εύκολα αντιληπτό (και ήδη 

προαναφέρθηκε), το κυριότερο προτιµητέο γνώρισµα µιας κεραίας είναι το να είναι 

κατευθυντική, δηλ. να συγκεντρώνει την ακτινοβολούµενη ισχύ προς κάποιες διευθύνσεις 

όπου θα είναι χρήσιµη και όχι να την διασπείρει. Ποιοτικά η ιδιότητα αυτή φαίνεται στο 

διάγραµµα ακτινοβολίας από το µέγεθος του κύριου λοβού (όσο µεγαλύτερος ο κύριος 

λοβός τόσο πιο κατευθυντική η κεραία), καθώς επίσης και από το άνοιγµα του κύριου 

λοβού (όσο πιο στενός ο κύριος λοβός τόσο πιο κατευθυντική η κεραία). Συναφής προς 

αυτή είναι και η ιδιότητα της συµπίεσης των πλευρικών λοβών, η οποία αναφέρεται στο 

σχετικό µέγεθος των δευτερευόντων λοβών σε σύγκριση µε τον κύριο λοβό (προτιµητέο 

είναι µικρότερο µέγεθος των δευτερευόντων λοβών). 

Το (απόλυτο) µέγεθος του κύριου λοβού περιγράφεται ποσοτικά από την παράµετρο της 

κατευθυντικότητας της κεραίας η οποία θα ορισθεί αµέσως µετά. Το σχετικό µέγεθος των 

δευτερευόντων (πλευρικών) λοβών δίνεται από τον λόγο της ισχύος ενός δευτερεύοντος 

λοβού προς αυτή του κεντρικού, ο οποίος λέγεται στάθµη του δευτερεύοντος λοβού και 

εκφράζεται κατά κανόνα σε dB (λογαριθµικά). Τυπικά, πλευρικοί λοβοί µε στάθµη 

χαµηλότερη από – 20 dB θεωρούνται ανεκτοί στην πράξη. 

Το άνοιγµα (εύρος) του κύριου λοβού εκφράζεται από το λεγόµενο (γωνιακό) εύρος 

δέσµης (beamwidth) ή άνοιγµα του λοβού, το οποίο µπορεί να ορισθεί µε διάφορους 

τρόπους. Ένας τρόπος είναι να ορισθεί ως η γωνία που σχηµατίζουν οι δύο διευθύνσεις 

µηδενισµών που περικλείουν τον λοβό, οπότε λέγεται εύρος δέσµης πρώτου µηδενισµού 

(first null beamwidth – FNBW). Πολύ συχνά χρησιµοποιείται επίσης το λεγόµενο εύρος 

δέσµης µισής ισχύος (half power beamwidth – HPBW) που είναι η γωνία µεταξύ των 

διευθύνσεων στις οποίες η ένταση ακτινοβολίας είναι η µισή από τη µέγιστη τιµή της. 

Επειδή η µισή τιµή σε λογαριθµική κλίµακα αντιστοιχεί (ως γνωστόν) σε στάθµη – 3 dB, 

το άνοιγµα αυτό λέγεται και εύρος δέσµης – 3 dB (ή άνοιγµα – 3 dB). Μπορεί επίσης να 
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ορισθεί το εύρος δέσµης ως προς µία άλλη δεδοµένη τιµή στάθµης (π.χ. εύρος δέσµης – 10 

dB θα ήταν η γωνία µεταξύ των διευθύνσεων µε ένταση ακτινοβολίας 10 dB µικρότερη 

από τη µέγιστη). Συνήθως χρησιµοποιείται το εύρος δέσµης – 3 dB, και γιαυτό ο όρος 

«εύρος δέσµης» χωρίς άλλο προσδιορισµό σηµαίνει το εύρος δέσµης – 3 dB. 

Πρέπει εδώ να σηµειωθεί ότι στην πράξη, όταν σχεδιάζεται µια κεραία, η επιδίωξη να 

µειωθεί η στάθµη των πλευρικών λοβών και η επιδίωξη να µειωθεί το άνοιγµα του κύριου 

λοβού είναι «ανταγωνιστικές» µεταξύ τους. Κατά κανόνα η µείωση του ανοίγµατος του 

κύριου λοβού µιας κεραίας προκαλεί αύξηση της στάθµης των πλευρικών λοβών και 

αντίστροφα. Αξίζει επίσης να σηµειωθεί ότι η ελαχιστοποίηση των πλευρικών λοβών έχει 

ιδιαίτερη σηµασία σε εφαρµογές ραντάρ, διότι σε αυτές το κύµα «φωτίζει» τον στόχο κατά 

τη διεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας και το σκεδαζόµενο κύµα από τον στόχο επιστρέφει 

από την ίδια διεύθυνση, δηλ. µέσω του κύριου λοβού της κεραίας. Κατά συνέπεια αν 

υπάρξει λήψη από τους πλευρικούς λοβούς της κεραίας θα προέρχεται από άλλα κύµατα 

και όχι από αυτό που ενδιαφέρει, και εποµένως θα δηµιουργεί ψευδείς ενδείξεις οι οποίες 

πρέπει να απορρίπτονται. 

 

4.2.3. Κατευθυντικότητα – Κέρδος 

Κατευθυντικότητα (directivity) D µιας κεραίας σε κάποια διεύθυνση (θ,φ) ονοµάζεται ο 

λόγος της έντασης ακτινοβολίας της κεραίας προς την ένταση ακτινοβολίας µιας 

ισοδύναµης ισοτροπικής κεραίας (δηλ. µιας ισοτροπικής κεραίας µε την ίδια συνολική 

ακτινοβολούµενη ισχύ Wrad ): 

( ) ( ) ( ) ( )
radrad0 W
,U4

4
W

,U
U

,U,D ϕθ
π=

π

ϕθ
=

ϕθ
=ϕθ    (4.2.6) 

Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό, η κατευθυντικότητα είναι συνάρτηση της διεύθυνσης 

(θ,φ). Όταν όµως δεν προσδιορίζεται κάποια διεύθυνση, µε τον όρο απλώς 

«κατευθυντικότητα» εννοείται η µέγιστη τιµή της κατευθυντικότητας Dm , δηλ. η τιµή της 

στη διεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας. Αυτή είναι και η συνηθέστερη χρήση του όρου* 

στην πράξη: 

                                                 
* Παλιότερα ήταν σε χρήση ο όρος «κατευθυντικό κέρδος» (directional gain) για να δηλώσει την τιµή 

D(θ,φ) του µεγέθους σε µια οποιαδήποτε κατεύθυνση, ενώ ο όρος «κατευθυντικότητα» χρησιµοποιούνταν 

ειδικά για τη µέγιστη τιµή Dm . Σήµερα, όπως έχει επικρατήσει στην πράξη και περιλαµβάνεται πλέον στα 

τωρινά διεθνή πρότυπα όπως του IEC (International Electrotechnical Commission) και του IEEE (Institute of 

Electrical & Electronic Engineers), χρησιµοποιείται και στις δύο περιπτώσεις ο όρος «κατευθυντικότητα», µε 

προσοχή στα συµφραζόµενα ώστε να µην υπάρχει περίπτωση σύγχυσης. 
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rad

max

0

max
m W

U4
U

UD π==     (4.2.7) 

όπου Umax είναι η µέγιστη ένταση ακτινοβολίας της κεραίας και Wrad η συνολική 

ακτινοβολούµενη ισχύς αυτής. Για τις υπόλοιπες τιµές κατευθυντικότητας (δηλ. τις τιµές 

κατευθυντικότητας σε διάφορες διευθύνσεις) προφανώς ισχύει 

( ) mD,D0 ≤ϕθ≤  

Από τον παραπάνω ορισµό είναι προφανές ότι η κατευθυντικότητα µιας ισοτροπικής 

κεραίας είναι ίση µε τη µονάδα (και σταθερή προς όλες τις διευθύνσεις). Σε οποιαδήποτε 

άλλη κεραία η (µέγιστη) κατευθυντικότητα είναι µεγαλύτερη από τη µονάδα και η τιµή 

της, όπως προαναφέρθηκε, αποτελεί ένα µέτρο του πόσο κατευθυντική είναι η κεραία. 

Όπως φαίνεται από τις (4.2.6) και (4.2.7), η κατευθυντικότητα είναι αδιάστατο µέγεθος 

(καθαρός αριθµός). Στην πράξη συνηθίζεται περισσότερο να εκφράζεται αυτή σε 

λογαριθµική κλίµακα, σε µονάδες dB, σύµφωνα µε τη γνωστή σχέση µετατροπής 

( ) ( )[ ]ϕθ=ϕθ ,Dlog10,DdB   ή  [ ]mdB,m Dlog10D =  

Εισάγοντας στον ορισµό (4.2.7) την εξ. (4.2.2) που δίνει την ακτινοβολούµενη ισχύ 

κεραίας παίρνουµε: 

( ) A
2

0 0

max
m

4

ddsin,U

U4D
Ω
π

=

ϕθθϕθ

π=

∫ ∫
π π    (4.2.8) 

όπου 

( ) ( )∫ ∫∫ ∫
π ππ π

ϕθθϕθ=ϕθθ
ϕθ

==Ω
2

0 0
n

2

0 0 maxmax

rad
A ddsin,Uddsin

U
,U

U
W   (4.2.9) 

Η ποσότητα ΩA αποκαλείται στερεός λοβός ακτινοβολίας (beam solid angle) και, όπως 

φαίνεται από την (4.2.9), έχει διαστάσεις στερεάς γωνίας (θυµόµαστε ότι η ένταση 

ακτινοβολίας εκφράζεται ως ισχύς ανά µονάδα στερεάς γωνίας, δηλ. σε W/sterad), ενώ η 

συνάρτηση Un(θ,φ) που υπεισέρχεται στον υπολογισµό της είναι η κανονικοποιηµένη 

ένταση ακτινοβολίας της κεραίας (δηλ. ανηγµένη στην µέγιστη τιµή της). Η φυσική έννοια 

του στερεού λοβού ακτινοβολίας είναι η στερεά γωνία που θα χρειαζόταν για να διέλθει 

διαµέσου αυτής όλη η ακτινοβολούµενη ισχύς Wrad , εάν η κεραία εξέπεµπε ένταση 

ακτινοβολίας σταθερή και ίση µε Umax σε όλες τις κατευθύνσεις εντός αυτής της γωνίας. 

∆ηλαδή αν µπορούσαµε να κάνουµε την κεραία να εκπέµπει µε σταθερή ένταση 

ακτινοβολίας Umax , τότε η συνολική ακτινοβολούµενη ισχύς της θα περνούσε µέσα από 

στερεά γωνία ίση µε ΩA . Αυτό γίνεται φανερό αν ξαναγράψουµε την (4.2.9) στη µορφή 

radAmax WU =Ω  
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Η παράµετρος ΩA µπορεί να χρησιµεύσει για να βρεθούν προσεγγιστικοί τύποι για την 

κατευθυντικότητα σε διάφορες περιπτώσεις κεραιών. Έτσι, για κεραίες που το διάγραµµα 

ακτινοβολίας τους έχει µόνο έναν και σχετικά στενό κύριο λοβό και πολύ µικρούς 

(αµελητέους) δευτερεύοντες λοβούς, ισχύει µε καλή προσέγγιση 

r2r1A θθ≅Ω      (4.2.10) 

όπου θ1r και θ2r είναι οι γωνίες ανοίγµατος µισής ισχύος (δηλ. το εύρος δέσµης µισής 

ισχύος που έχει ορισθεί στα προηγούµενα) σε δύο κάθετα µεταξύ τους επίπεδα τα οποία 

περιέχουν τη διεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας, όπως φαίνεται στο Σχ. 4.5 παρακάτω. 

Είναι προφανές ότι αν ο κύριος λοβός παρουσιάζει κυλινδρική συµµετρία περί τη 

διεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας, οι δύο γωνίες ανοίγµατος είναι ίσες. Η (4.2.10) ισχύει 

για τις τιµές των θ1r και θ2r σε rad, ενώ αν αυτές δίνονται σε µοίρες πρέπει πρώτα να γίνει 

η µετατροπή σε rad µε τον γνωστό τρόπο. 

 
Σχ. 4.5: Προσεγγιστικός προσδιορισµός στερεού λοβού ακτινοβολίας 

Από την (4.2.10) προκύπτει ο ακόλουθος προσεγγιστικός τύπος για την κατευθυντικότητα: 

r2r1
m

4D
θθ
π

≅  (σε rad)    ή    
r2r1

m
253.41D
θθ

≅  (σε °)  (4.2.11) 

όπου η πρώτη µορφή εφαρµόζεται µε τιµές σε rad ενώ η δεύτερη σε µοίρες. 
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Η προσέγγιση αυτή ισχύει υπό τις προϋποθέσεις που αναφέρθηκαν παραπάνω (ένας 

στενός κύριος λοβός, αµελητέοι δευτερεύοντες). Για άλλες περιπτώσεις κεραιών έχουν 

βρεθεί διαφορετικές προσεγγίσεις, οι οποίες συχνά έχουν παραπλήσια µορφή. 

Αντίστοιχη µε την κατευθυντικότητα παράµετρος είναι το κέρδος (gain) G της κεραίας, το 

οποίο ορίζεται κατά τον ίδιο ουσιαστικά τρόπο εµπεριέχοντας όµως και τις τυχόν απώλειες 

της κεραίας. Συγκεκριµένα, κέρδος κεραίας λέγεται ο λόγος της έντασης ακτινοβολίας της 

κεραίας προς την ένταση ακτινοβολίας µιας ισοτροπικής κεραίας µε ισχύ ίση µε την ισχύ 

εισόδου (και όχι µε την ακτινοβολούµενη ισχύ) της κεραίας που εξετάζουµε. Συνεπώς, η 

εξίσωση ορισµού του κέρδους είναι εντελώς αντίστοιχη µε την (4.2.6) ως εξής: 

( ) ( ) ( )
inin W
,U4

4
W

,U,G ϕθ
π=

π

ϕθ
=ϕθ     (4.2.12) 

όπου Win είναι η ισχύς που τροφοδοτεί την κεραία στην είσοδό της. Τονίζουµε ότι εδώ 

εννοείται η ισχύς που πραγµατικά παίρνει η κεραία από την γραµµή µεταφοράς (ή 

κυµατοδηγό) που την τροφοδοτεί, δηλαδή είτε υποθέτοντας ότι δεν υπάρχουν ανακλάσεις 

(η κεραία είναι προσαρµοσµένη) είτε, εφόσον υπάρχουν, έχοντας αφαιρέσει το 

ανακλώµενο κύµα που επιστρέφει προς την πηγή. 

Όπως ακριβώς και για την κατευθυντικότητα, το κέρδος γενικά είναι συνάρτηση της 

διεύθυνσης (θ,φ), κατά κανόνα όµως χρησιµοποιείται η µέγιστη τιµή του κέρδους η οποία 

και λέγεται απλώς «κέρδος» χωρίς να προσδιορίζεται κάποια διεύθυνση: 

in

max
m W

U4G π=      (4.2.13) 

Επίσης, όπως και µε την κατευθυντικότητα, προτιµάται συνήθως το κέρδος να εκφράζεται 

σε dB: 

( ) ( )[ ]ϕθ=ϕθ ,Glog10,GdB   ή  [ ]mdB,m Glog10G =  

Τόσο για την κατευθυντικότητα όσο και για το κέρδος, ο δείκτης dB συνήθως 

παραλείπεται διότι από τη µορφή των χρησιµοποιούµενων τύπων είναι (ή πρέπει να είναι) 

απόλυτα προφανές σε ποια µονάδα εκφράζεται η συγκεκριµένη ποσότητα (αδιάστατο 

µέγεθος ή λογαριθµική µορφή σε dB). 

Η σχέση που συνδέει την κατευθυντικότητα µε το κέρδος κεραίας είναι πολύ απλή και 

προκύπτει κατευθείαν από τον ορισµό των δύο µεγεθών. Σηµειώνουµε πρώτα ότι ο 

συντελεστής που συνδέει την ισχύ εισόδου (τροφοδοσίας) της κεραίας µε την 

ακτινοβολούµενη ισχύ της λέγεται συντελεστής απόδοσης ακτινοβολίας (ή απλώς 

συντελεστής απόδοσης) της κεραίας και δίνεται από την 
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inrrad
in

rad
r WnW

W
Wn =⇔=    (4.2.14) 

Ο συντελεστής απόδοσης ακτινοβολίας εκφράζεται είτε ως κλάσµα είτε ως ποσοστό % και 

από την (4.2.10) είναι προφανές ότι η τιµή του κυµαίνεται γενικά µεταξύ 0 και 1 (ή µεταξύ 

0 και 100%). Στην πράξη η τιµή αυτή είναι κατά κανόνα υψηλή, της τάξεως του 95% ή και 

καλύτερη, και ο λόγος είναι ότι οι κεραίες γενικά δεν έχουν πολλές απώλειες (π.χ. δεν 

έχουν κινούµενα µέρη) παρά µόνο τις µικρές θερµικές απώλειες που οφείλονται στα 

ρεύµατα πάνω στην κεραία τα οποία είναι µέτριου µεγέθους ενώ συγχρόνως η 

αγωγιµότητα της κεραίας είναι πολύ µεγάλη (ή ενδεχοµένως και σε ρεύµατα 

αγωγιµότητας, πολύ µικρά όµως, στα διηλεκτρικά υλικά που περιέχουν ορισµένοι τύποι 

κεραιών). 

Εντελώς αντίστοιχα µπορεί να ορισθεί και ο συντελεστής απωλειών της κεραίας 

in

L
L W

Wn =      (4.2.15) 

όπου WL είναι η ισχύς απωλειών της κεραίας (δηλ. η ισχύς που καταναλώνεται σε 

θερµικές απώλειες στην κεραία αντί να εκπεµφθεί). Προφανώς ισχύει 

Win = Wrad + WL     (4.2.16) 

και άρα 

1nn Lr =+   (ή 100%) 

Συνδυάζοντας τους ανωτέρω ορισµούς (4.2.6) και (4.2.12) (ή τους (4.2.7) και (4.2.13) 

αντίστοιχα) και λαµβάνοντας υπόψη την (4.2.14) παίρνουµε 

( ) ( )ϕθ=ϕθ ,Dn,G r   ή  mrm DnG =     (4.2.17) 

η οποία είναι η σχέση µεταξύ κατευθυντικότητας και κέρδους κεραίας. Προφανώς αυτή 

πρέπει να τροποποιηθεί κατάλληλα (µε λογαρίθµιση) στην περίπτωση που η 

κατευθυντικότητα και το κέρδος εκφρασθούν σε dB. 

Επισηµαίνουµε ότι το κέρδος είναι το προτιµητέο µέγεθος για πρακτική χρήση ενώ η 

σηµασία της κατευθυντικότητας είναι µάλλον θεωρητική, επειδή το κέρδος λαµβάνει 

υπόψη και τις απώλειες και αναφέρεται στην ισχύ τροφοδοσίας που είναι (προφανώς) 

πολύ πιο εύκολο να µετρηθεί στην πράξη από ό,τι η ακτινοβολούµενη ισχύς της κεραίας. 

Στην πράξη π.χ. το κέρδος συχνότερα παρά η κατευθυντικότητα δίνεται από τον 

κατασκευαστή κάποιας κεραίας στα φύλλα δεδοµένων που παρέχει, το κέρδος 

χρησιµοποιείται (όπως θα δούµε) σε υπολογισµούς ζεύξεων κτλ. 
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4.3. ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΕΙΣΟ∆ΟΥ ΚΕΡΑΙΑΣ 

4.3.1. Η αντίσταση εισόδου της κεραίας 

Μια κεραία προκειµένου να εκπέµψει τροφοδοτείται (προφανώς) από κάποια πηγή η 

οποία της προσφέρει ισχύ. Αυτό σηµαίνει ότι από την πηγή εφαρµόζεται (εναλλασσόµενη) 

τάση στους ακροδέκτες εισόδου της κεραίας η οποία δηµιουργεί ρεύµα που διαρρέει την 

κεραία. Τα µεγέθη αυτά (τάση εισόδου και ρεύµα της κεραίας) µπορούν να συσχετισθούν 

µέσω µιας ισοδύναµης σύνθετης αντίστασης (impedance) η οποία ονοµάζεται σύνθετη 

αντίσταση εισόδου (ή και απλώς αντίσταση εισόδου) της κεραίας και είναι ο λόγος της 

τάσης προς το ρεύµα στους ακροδέκτες εισόδου της, σύµφωνα και µε τη γενική έννοια της 

ισοδύναµης σύνθετης αντίστασης που γνωρίζουµε από τη θεωρία κυκλωµάτων. Η σύνθετη 

αντίσταση εισόδου χαρακτηρίζει* την κεραία ως κυκλωµατικό στοιχείο (όπως θα 

συνέβαινε και για οποιοδήποτε άλλο στοιχείο κυκλώµατος). Σηµειώνουµε ότι σε 

περιπτώσεις κεραιών που η είσοδός τους δεν είναι ζεύγος ακροδεκτών αλλά π.χ. άνοιγµα 

κυµατοδηγού, πράγµα που συµβαίνει συνήθως σε κεραίες υψηλότερων συχνοτήτων όπως 

χοάνες, κάτοπτρα κτλ., η σύνθετη αντίσταση εισόδου της κεραίας µπορεί να ορισθεί µε τη 

βοήθεια λόγου έντασης ηλεκτρικού πεδίου προς ένταση µαγνητικού πεδίου, κατά τρόπο 

ανάλογο προς την χαρακτηριστική αντίσταση κυµατοδηγού (βλ. το κεφ. 2 του παρόντος). 

Η σύνθετη αντίσταση εισόδου κεραίας είναι στη γενική περίπτωση µιγαδική και 

αποτελείται από πραγµατικό (ωµικό) και φανταστικό (άεργο) µέρος 

AAA jXRZ +=      (4.3.1) 

όπου το ωµικό µέρος µπορεί γενικά να αναλυθεί σε δύο τµήµατα: 

LrA RRR +=      (4.3.2) 

Το πρώτο τµήµα Rr λέγεται αντίσταση ακτινοβολίας της κεραίας και αντιστοιχεί στην 

ισχύ που εκπέµπεται (ακτινοβολείται) από την κεραία προς τον χώρο. Το δεύτερο τµήµα 

RL λέγεται αντίσταση απωλειών της κεραίας και αντιστοιχεί στην ισχύ απωλειών της, 

δηλ. στο µέρος εκείνο της ισχύος εισόδου που (όπως προαναφέρθηκε) χάνεται υπό µορφή 

θερµικών απωλειών πάνω στην κεραία. 

Πιο συγκεκριµένα, αν συµβολίσουµε µε I το ρεύµα που διαρρέει την κεραία (υπό µορφή 

phasor, δηλ. µιγαδικού αριθµού), η αντίσταση ακτινοβολίας ορίζεται ως η ωµική αντίσταση 

η οποία διαρρεόµενη από το ρεύµα I της κεραίας θα απορροφούσε ισχύ ίση µε την ισχύ που 

                                                 
* Ας σηµειωθεί ότι υπάρχουν περιπτώσεις κεραιών για τις οποίες το µοντέλο της σύνθετης αντίστασης 

που περιγράφεται εδώ δεν ισχύει (όπως π.χ. κεραίες που περιέχουν διηλεκτρικά µε απώλειες, ή κεραίες πάνω 

από έδαφος πεπερασµένης αγωγιµότητας). Ισχύει όµως πολύ καλά για τις «συνηθισµένες» σχετικά απλές 

κεραίες. 
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εκπέµπει (ακτινοβολεί) η κεραία, ενώ (κατά ανάλογο τρόπο) η αντίσταση απωλειών 

ορίζεται ως η ωµική αντίσταση η οποία διαρρεόµενη από το ρεύµα I θα απορροφούσε ισχύ 

ίση µε την ισχύ απωλειών της κεραίας. Εποµένως εξ ορισµού για τις Rr και RL ισχύει 

2
rrad IR

2
1W =      (4.3.3) 

2
LL IR

2
1W =      (4.3.4) 

Από τις (4.3.3-4) και την (4.2.16) προκύπτει εύκολα ο συντελεστής απόδοσης 

ακτινοβολίας της κεραίας (βλ. τα προηγούµενα) συναρτήσει των δύο αντιστάσεων: 

Lr

r

Lrad

rad

in

rad
r RR

R
WW

W
W
Wn

+
=

+
==     (4.3.5) 

ενώ εντελώς αντίστοιχα προκύπτει και ο συντελεστής απωλειών της κεραίας: 

Lr

L
L RR

Rn
+

=      (4.3.6) 

Το συνολικό ωµικό µέρος RA της σύνθετης αντίστασης εισόδου της κεραίας αποτελείται 

από τις Rr και RL , διότι δεν υπάρχει άλλη πραγµατική ισχύς στην κεραία εκτός από τις δύο 

που προαναφέρθηκαν (αυτό λέει και η (4.2.16) ανωτέρω). Το φανταστικό µέρος XA 

αντιπροσωπεύει την άεργη ισχύ της κεραίας. Οι τιµές των αντιστάσεων αυτών µπορούν να 

προσδορισθούν πειραµατικά, καθώς και να υπολογισθούν θεωρητικά µε κατάλληλες 

µεθόδους (ανάλογα και µε το είδος της κεραίας). Αξίζει εδώ να παρατηρηθεί ότι για τον 

υπολογισµό της αντίστασης ακτινοβολίας Rr αρκεί το µακρινό πεδίο της κεραίας, όπως 

άλλωστε φαίνεται και από την σχέση ορισµού της (4.3.3), ενώ για τον υπολογισµό της XA 

θα πρέπει να γνωρίζουµε και το εγγύς πεδίο της κεραίας, όπως υποδεικνύει η γενικότερη 

παρατήρηση ότι η άεργη ισχύς µιας κεραίας περιέχεται στο εγγύς πεδίο και όχι στο µακρινό 

πεδίο της. 

RL 

Rr 

C 

L 

RL

Rr

j XA

Αντίσταση απωλειών

Αντίσταση ακτινοβολίας

Φανταστική αντίσταση
(αντίδραση)

 
Σχ. 4.6: Παραλλαγές ισοδύναµης σύνθετης αντίστασης κεραίας 
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Πρέπει εδώ να επισηµανθεί ότι τόσο η τιµή της RA όσο και της XA εξαρτώνται από την 

συχνότητα λειτουργίας, και άρα µια ορισµένη τιµή ισχύει για µια συγκεκριµένη συχνότητα 

ή, κατά προσέγγιση, για µια µικρή περιοχή (στενή ζώνη) συχνοτήτων γύρω από αυτή. 

Στην πράξη κατά κανόνα προτιµάται (στο µέτρο του εφικτού) η συχνότητα λειτουργίας 

της κεραίας να είναι εκείνη στην οποία η σύνθετη αντίσταση εισόδου της γίνεται καθαρά 

πραγµατική, δηλ. το φανταστικό µέρος της XA = 0. Για µια περιοχή γύρω από την 

συγκεκριµένη αυτή συχνότητα, µια κάπως καλύτερη προσέγγιση της συµπεριφοράς της 

κεραίας, όπως φαίνεται στο παραπάνω Σχ. 4.6, προκύπτει από ένα ισοδύναµο κύκλωµα 

RLC, δηλ. αντίστασης σε σειρά µε πηνίο και πυκνωτή, το οποίο δίνει και µια εκτίµηση για 

τη µεταβολή της σύνθετης αντίστασης (δηλ. για την ακρίβεια τη µεταβολή της XA ) µε τη 

συχνότητα. Με αναφορά στο παραπάνω ισοδύναµο κύκλωµα RLC η συχνότητα για την 

οποία XA = 0 θα ήταν η συχνότητα συντονισµού του κυκλώµατος, και για το λόγο αυτό 

ονοµάζεται και συχνότητα συντονισµού (resonant frequency) της κεραίας, ή αντίστοιχα 

µια κεραία µε καθαρά ωµική σύνθετη αντίσταση εισόδου σε ορισµένη συχνότητα 

αποκαλείται συντονισµένη (όπως θα δούµε και παρακάτω ειδικότερα στην περίπτωση 

διπόλου λ/2). Η εν λόγω προσέγγιση ισχύει και πάλι για σχετικά στενή ζώνη συχνοτήτων. 

Πέρα από αυτή το ισοδύναµο κύκλωµα µπορεί να βελτιωθεί κάπως µε την υιοθέτηση 

κάποιου προσεγγιστικού τύπου για τη µεταβολή της αντίστασης µε τη συχνότητα, καθώς 

και µε προσθήκη και άλλων στοιχείων, αλλά από ένα σηµείο και πέρα γίνεται υπερβολικά 

περίπλοκο και χωρίς πρακτική αξία. 

Σηµειώνουµε, τέλος, ότι τα παραπάνω ισχύουν για την περίπτωση µίας µεµονωµένης 

κεραίας η οποία εκπέµπει στο χώρο. Στην περίπτωση συνδυασµού περισσότερων κεραιών 

οι οποίες αλληλεπιδρούν µεταξύ τους (π.χ. στην περίπτωση µιας στοιχειοκεραίας), το 

συνολικό ισοδύναµο κύκλωµα δεν είναι πλέον δυνατόν να αντιπροσωπευθεί από µία µόνο 

σύνθετη αντίσταση αλλά από ένα πολύθυρο (µε θύρες όσες και οι κεραίες που 

αλληλεπιδρούν), και οι εξισώσεις που το διέπουν περιλαµβάνουν όχι µόνο την παραπάνω 

σύνθετη αντίσταση της κάθε κεραίας, η οποία πλέον ονοµάζεται ιδία σύνθετη αντίσταση 

(self-impedance) της κεραίας, αλλά και τις λεγόµενες αµοιβαίες (mutual) σύνθετες 

αντιστάσεις οι οποίες εκφράζουν την αλληλεπίδραση (ανά ζεύγη) των εν λόγω κεραιών. 

4.3.2. Το ισοδύναµο κύκλωµα κεραίας εκποµπής 

Η σύνθετη αντίσταση εισόδου κεραίας που ορίσθηκε προηγουµένως χρησιµεύει για τη 

µελέτη της συµπεριφοράς της κεραίας όταν συνδεθεί σε κάποιο κύκλωµα. Το κύκλωµα 

του ποµπού που τροφοδοτεί την κεραία µπορεί γενικά να αντιπροσωπευθεί, σύµφωνα µε 

το γνωστό θεώρηµα Thevenin, από το ισοδύναµο αυτού που αποτελείται από µια πηγή 
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(εναλλασσόµενης) τάσης και την εσωτερική (µιγαδική) αντίσταση της πηγής, το οποίο 

συνδέεται µε τη σύνθετη αντίσταση εισόδου της κεραίας. Είναι, βέβαια, ευνόητο µε βάση 

τη θεωρία των κυκλωµάτων ότι θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί και αντίστοιχο ισοδύναµο 

κύκλωµα κατά Norton, τόσο για την πηγή όσο και για την κεραία. Επίσης σε περίπτωση 

που η κεραία τροφοδοτείται µέσω γραµµής µεταφοράς (όπως συνήθως συµβαίνει), θα 

πρέπει η σύνθετη αντίσταση εισόδου της κεραίας να θεωρηθεί ως τερµατισµός (φορτίο) 

της γραµµής και η ισοδύναµη πηγή Vg , Zg  να προσδιορισθεί εµπεριέχοντας και τη 

γραµµή. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, το ισοδύναµο κύκλωµα κατά Thevenin µιας κεραίας εκποµπής 

και του ποµπού (πηγής) που την τροφοδοτεί φαίνεται στο Σχ. 4.7. 

Vg

I

Rg j Xg

RL

Rr

j XA

Κεραία 

Πηγή

+ 

– 

Αντίσταση απωλειών 

Αντίσταση ακτινοβολίας 

 
Σχ. 4.7: Ισοδύναµο κύκλωµα κεραίας εκποµπής 

Για να εξετάσουµε τις ισχείς τόσο στην πηγή όσο και στην κεραία παρατηρούµε ότι το 

ρεύµα I στο κύκλωµα (που είναι και το ρεύµα της κεραίας) υπολογίζεται εύκολα από την 

( )gAgLr

g

Ag

g

XXjRRR
V

ZZ
V

I
++++

=
+

=    (4.3.7) 

και το µέτρο του ρεύµατος I είναι 

( ) ( )[ ] 212
gA

2
gLr

g

XXRRR

V
I

++++
=    (4.3.8) 

Κατά συνέπεια η ισχύς που εκπέµπει η κεραία είναι (σύµφωνα µε την (4.3.3) ανωτέρω) 

( ) ( )2gA
2

gLr

r
2

g2
rrad

XXRRR
R

2

V
IR

2
1W

++++
==   (4.3.9) 

και η ισχύς απωλειών στην κεραία 
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( ) ( )2gA
2

gLr

L
2

g2
LL

XXRRR
R

2

V
IR

2
1W

++++
==   (4.3.10) 

ενώ επίσης η ισχύς που καταναλώνεται εσωτερικά στην πηγή (στην εσωτερική αντίσταση 

Rg ) υπό µορφή θερµικών απωλειών είναι 

( ) ( )2gA
2

gLr

g
2

g2
gg

XXRRR

R
2

V
IR

2
1W

++++
==   (4.3.11) 

Είναι φανερό ότι το σύνολο των τριών παραπάνω τµηµάτων αποτελεί την ολική ισχύ Wολ 

που προσφέρει η πηγή στο κύκλωµα. Από αυτή ένα µέρος εκπέµπεται από την κεραία, ένα 

(µικρό) µέρος χάνεται υπό µορφή θερµικών απωλειών πάνω στην κεραία και ένα 

(σηµαντικό) µέρος χάνεται υπό µορφή θερµικών απωλειών στην πηγή, δηλ. στο κύκλωµα 

του ποµπού: 

Lradg WWWW ++=ολ     (4.3.12) 

Σύµφωνα µε το θεώρηµα µέγιστης µεταβίβασης ισχύος (ή θεώρηµα συζυγούς 

προσαρµογής), γνωστό από τη θεωρία κυκλωµάτων, η πηγή παρέχει την µέγιστη δυνατή 

ισχύ στο φορτίο, δηλ. εδώ στην κεραία, όταν η σύνθετη αντίσταση εισόδου της κεραίας 

είναι συζυγής προς την εσωτερική αντίσταση της πηγής (Zg = ZA
* ), δηλ. 

gA

gLr

XX
RRR

−=
=+

     (4.3.13) 

Το θεώρηµα λέει ουσιαστικά ότι αυτή είναι η καλύτερη δυνατή περίπτωση µεταφοράς 

ισχύος προς την κεραία από την πηγή. Στην περίπτωση αυτή οι τύποι για την ισχύ 

απλοποιούνται ως εξής: 

( ) ( )2Lr

r
2

g
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R
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==   (4.3.14) 

και 

( ) g

2
g

2
Lr

g
2

g2
gg R8

V

RR

R
8

V
IR

2
1W =

+
==    (4.3.15) 

Το συµπέρασµα που προκύπτει από τα παραπάνω είναι ότι στην καλύτερη περίπτωση, 

δηλ. όταν η κεραία είναι χωρίς απώλειες και συζυγώς προσαρµοσµένη µε την αντίσταση 

εξόδου του ποµπού, µπορεί να εκπεµφθεί η µισή από την ισχύ που παρέχει ο ποµπός ενώ η 

άλλη µισή χάνεται υπό µορφή θερµικών απωλειών στο κύκλωµα του ποµπού (Wg = Wrad ). 

Στις λοιπές περιπτώσεις το µεγαλύτερο µέρος της ισχύος του ποµπού πηγαίνει σε απώλειες 

(Wg + WL > Wrad ). 
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Σηµειώνεται ότι αντίστοιχο ισοδύναµο κύκλωµα, στο οποίο υπεισέρχεται και πάλι η 

σύνθετη αντίσταση εισόδου της κεραίας αλλά µε κάπως διαφορετικό τρόπο, µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί και για την κεραία σε κατάσταση λήψης (ισοδύναµο κύκλωµα κεραίας 

λήψης). Το κύκλωµα αυτό θα εξετασθεί σε επόµενη ενότητα του παρόντος. 

4.3.3. Το εύρος ζώνης κεραίας 

Ως εύρος ζώνης κεραίας γενικά ορίζεται το εύρος της περιοχής συχνοτήτων εντός της 

οποίας κάποιο χαρακτηριστικό (παράµετρος) της κεραίας (όπως π.χ. η κατευθυντικότητα ή 

το κέρδος, το εύρος δέσµης κύριου λοβού, η σύνθετη αντίσταση εισόδου κ.α.) παραµένει 

µέσα σε κάποια προκαθορισµένα πλαίσια, δηλ. ικανοποιεί κάποια συνθήκη «καλής 

συµπεριφοράς» (π.χ. το κέρδος διαφέρει το πολύ 1 dB από τη µέγιστη τιµή του, η 

φανταστική αντίσταση εισόδου είναι λιγότερο από 10% της πραγµατικής κτλ.). Με την 

έννοια αυτή, είναι φανερό ότι δεν υπάρχει µονοσήµαντος ορισµός του εύρους ζώνης διότι 

αυτό εξαρτάται από το µέγεθος ως προς το οποίο το ορίζουµε και ως προς τη συνθήκη η 

οποία απαιτούµε να ικανοποιείται. Η «ασάφεια» αυτή στον ορισµό οφείλεται σε 

πρακτικούς λόγους, επειδή ανάλογα µε την συγκεκριµένη εφαρµογή της κεραίας διαφέρει 

και η παράµετρος αυτής που έχει τη µεγαλύτερη σηµασία, αλλά και η συνθήκη που πρέπει 

να ικανοποιεί. Συνηθισµένες παράµετροι κεραίας ως προς τις οποίες ορίζεται το εύρος 

ζώνης της είναι µεταξύ άλλων το κέρδος, το εύρος δέσµης και η αντίσταση εισόδου. 

Η περιοχή συχνοτήτων αυτή κατά κανόνα λαµβάνεται γύρω από µία κεντρική συχνότητα 

στην οποία η σχετική παράµετρος λαµβάνει την «άριστη» τιµή της, π.χ. (κατά περίπτωση) 

τη συχνότητα όπου η κεραία παρουσιάζει µέγιστο κέρδος ή εκείνη όπου παρουσιάζει 

καθαρά ωµική αντίσταση εισόδου (η οποία, όπως προαναφέρθηκε, αποκαλείται συχνότητα 

συντονισµού της κεραίας). Στις περιπτώσεις όπου η περιοχής αυτή είναι σχετικά µικρή 

(στενή ζώνη) συνηθίζεται το εύρος ζώνης να εκφράζεται ως ποσοστό % της κεντρικής 

συχνότητας. Για παράδειγµα, εύρος ζώνης 5% σηµαίνει ότι η διαφορά της ανώτερης από 

την κατώτερη συχνότητα της εν λόγω περιοχής είναι ίση µε το 5% της κεντρικής 

συχνότητας. Στις περιπτώσεις µεγάλης περιοχής συχνοτήτων (ευρείας ζώνης) συνήθως το 

εύρος ζώνης εκφράζεται ως λόγος της ανώτερης συχνότητας προς την κατώτερη, π.χ. 

εύρος ζώνης 5 : 1 σηµαίνει ότι η ανώτερη συχνότητα είναι πενταπλάσια από την 

κατώτερη. 
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4.4. ΕΦΑΡΜΟΓΗ: ΤΑ ∆ΙΠΟΛΑ 

4.4.1. Γενικά 

Τα δίπολα αποτελούν την απλούστερη, αρχαιότερη ιστορικά και ίσως την πιο διαδεδοµένη 

µέχρι και σήµερα κατηγορία κεραιών. Αποτελούνται (όπως δείχνει και το όνοµα) από δύο 

µεταλλικά στελέχη τοποθετηµένα στην ίδια ευθεία (τον άξονα του διπόλου), µε ένα µικρό 

διάκενο µεταξύ τους (συνήθως θεωρείται κατά προσέγγιση µηδενικό) και 

τροφοδοτούµενα στα κοντινά άκρα τους (τη βάση του διπόλου) κατευθείαν από την έξοδο 

του ποµπού ή (το συνηθέστερο προκειµένου για εκποµπή) µία γραµµή µεταφοράς (διότι η 

κεραία εκποµπής κατά κανόνα θα είναι τοποθετηµένη σε σχετικά υψηλό σηµείο 

προκειµένου να µειώνεται η επίδραση εµποδίων όπως κοντινά κτίρια κτλ.) Η γεωµετρία 

ενός τυπικού διπόλου µήκους 2h φαίνεται στο Σχ. 4.8α, ενώ στο Σχ. 4.8β παρουσιάζεται 

και µια ενδεικτική κατανοµή του ρεύµατος πάνω στα δύο στελέχη του διπόλου, όπου οι 

φορές των ρευµάτων δείχνουν ότι το ρεύµα εισέρχεται από τη γραµµή στο ένα στέλεχος 

και επιστρέφει από το άλλο, όπως και πραγµατικά συµβαίνει. Το «κύκλωµα» µεταξύ των 

δύο στελεχών κλείνει διαµέσου του περιβάλλοντος χώρου λόγω των εναλλασσόµενων 

ηλεκτροµαγνητικών πεδίων (δηλ. των ρευµάτων µετατόπισης) που αναπτύσσονται στο 

χώρο. Εναλλακτικά (αλλά ισοδύναµα) µπορούµε να θεωρούµε το δίπολο ως µια 

«παραµορφωµένη» παραλλαγή πυκνωτή, όπου τα στελέχη αντιστοιχούν στους δύο 

οπλισµούς. Το εναλλασσόµενο ρεύµα καταφέρνει να περάσει από το δίπολο εξαιτίας των 

διαδοχικών φορτίσεων και εκφορτίσεων των δύο «οπλισµών». 

          

h Im

h

z΄

I(z΄)

I(z)΄

z

θ

Ρ(r,θ,φ)

 

Σχ. 4.8a: Γεωµετρία διπόλου       Σχ. 4.8β: Κατανοµή ρεύµατος στο δίπολο 

Πρέπει επίσης να σηµειωθεί ότι το πάχος των αγωγών που αποτελούν τα µεταλλικά 

στελέχη έχει κάποια επίδραση στα χαρακτηριστικά του διπόλου, σε πρώτη προσέγγιση 

h 

h 
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όµως µπορεί να θεωρηθεί αµελητέο, δηλ. οι αγωγοί θεωρούνται απείρως λεπτοί 

(«νηµατοειδείς»). Η προσέγγιση αυτή επαρκεί για τη µελέτη των χαρακτηριστικών 

ακτινοβολίας του διπόλου, ενώ αργότερα όταν θα αναφερθούµε στην σύνθετη αντίσταση 

εισόδου του θα λάβουµε υπόψη και το πάχος. 

4.4.2. Το ρεύµα στο δίπολο 

Η κατανοµή του ρεύµατος πάνω στο δίπολο εξαρτάται από το µήκος 2h του διπόλου. Πιο 

συγκεκριµένα, για δίπολο πολύ µικρού µήκους (2h << λ), το οποίο ονοµάζεται και δίπολο 

Hertz,  το ρεύµα µπορεί να θεωρηθεί περίπου σταθερό 

I(z΄) ≅ I = σταθ.   ,   − h ≤ z΄ ≤ h 

ενώ σε όλες τις άλλες περιπτώσεις διπόλων δίνεται µε καλή προσέγγιση από την 

( ) ( )[ ] hzh,zhksinIzI m ≤′≤−′−=′    (4.4.1) 

όπου η µεταβλητή z΄ προσδιορίζει τη θέση κάθε σηµείου πάνω στο δίπολο και Im είναι η 

µέγιστη τιµή του ρεύµατος. Παρατηρούµε ότι η ρευµατική αυτή κατανοµή είναι 

ηµιτονοειδούς µορφής και µηδενίζεται πάντοτε στα άκρα του διπόλου (z΄ = ± h), ενώ η 

θέση όπου εµφανίζεται η µέγιστη τιµή ρεύµατος εξαρτάται από το µήκος 2h του διπόλου 

εκφρασµένο σε µήκη κύµατος. Αυτό γίνεται φανερό αν ξαναγραφεί η παραπάνω εξ. (4.4.1) 

λαµβάνοντας υπόψη ότι k = 2π/λ: 

( ) hzh,
zh2sinIzI m ≤′≤−




















λ

′
−

λ
π=′  

όπου λ το µήκος κύµατος που αντιστοιχεί στη συχνότητα λειτουργίας του διπόλου. 

Από τη σχέση αυτή φαίνεται ότι από τον λόγο h/λ εξαρτάται ποιο τµήµα της περιόδου ενός 

ηµιτόνου αντιπροσωπεύει η κατανοµή του ρεύµατος πάνω στο δίπολο. Καθώς το z΄ 

µεταβάλλεται από 0 ως h (ή από 0 ως – h, που είναι το ίδιο), η τιµή του ρεύµατος 

µεταβάλλεται από Im sin(0) = 0 ως Im sin(2πh/λ). Για παράδειγµα, αν 2h = λ/4 δηλ. h = λ/8, 

τότε 2πh/λ = π/4 και το ηµίτονο διατρέχει την περιοχή τιµών sin(0) ως sin(π/4). Κατά 

συνέπεια η ρευµατική κατανοµή στο δίπολο συµπεριφέρεται σαν 1/8 της περιόδου 

ηµιτόνου, ενώ αντίστοιχα για 2h = λ/2 συµπεριφέρεται σαν 1/4 περιόδου, για 2h = λ σαν 

ηµιπερίοδος κ.ο.κ. Ενδεικτικές περιπτώσεις κατανοµών για διάφορα µήκη διπόλου 

παρουσιάζονται στο Σχ. 4.9 που ακολουθεί. Πρέπει να τονισθεί ότι οι εν λόγω κατανοµές 

ρεύµατος αντιστοιχούν είτε σε διαφορετικά δίπολα (µε διαφορετικό µέγεθος) που 

λειτουργούν στην ίδια συχνότητα είτε σε διαφορετικές τιµές του µήκους κύµατος, δηλ. 

διαφορετικές συχνότητες λειτουργίας για το ίδιο δίπολο. 



Σηµειώσεις Μικροκυµάτων – Κεραιών – Ραδιοζεύξεων Χρ. Βαζούρας 

 168 

h 

h 

2h = λ/4

2h = λ/2

2h = λ

 

Σχ. 4.9: Κατανοµές ρεύµατος για διάφορες περιπτώσεις διπόλων 

 

4.4.3. Το στοιχειώδες δίπολο (∆ίπολο Hertz) 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, δίπολο Hertz ονοµάζεται ένα δίπολο µε µήκος πολύ µικρό σε 

σχέση µε το µήκος κύµατος (2h << λ), στο οποίο το ρεύµα είναι κατά προσέγγιση 

σταθερό. Το απλό αυτό µοντέλο είναι χρήσιµο κυρίως σε περιπτώσεις χαµηλών 

συχνοτήτων (της τάξεως των kHz) στις οποίες το µήκος κύµατος είναι τόσο µεγάλο (π.χ. 

για συχνότητα 500 kHz έχουµε λ = 600 m, για συχνότητα 1 MHz είναι λ = 300 m κ.ο.κ.) 

ώστε η προαναφερόµενη συνθήκη 2h << λ ισχύει για τις περισσότερες τιµές φυσικού 

µήκους 2h του διπόλου που ενδέχεται να εµφανιστούν στην πράξη. 

Με βάση την (σταθερή) κατανοµή του ρεύµατος πάνω στο δίπολο Hertz, µε κατάλληλη 

χρήση των εξισώσεων Maxwell µπορούν να βρεθούν οι εκφράσεις που δίνουν το 

ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο που εκπέµπει το δίπολο, οι οποίες µάλιστα στην 

περίπτωση του διπόλου Hertz προκύπτουν απλούστερες από ό,τι για τα άλλα είδη διπόλων. 

Εδώ θα περιορισθούµε στην περιοχή του µακρινού πεδίου (πεδίου ακτινοβολίας), η οποία 

(όπως έχει εξηγηθεί) είναι η κατεξοχήν περιοχή ενδιαφέροντος. Στο µακρινό πεδίο οι 

γενικές εκφράσεις των ηλεκτρικών και µαγνητικών πεδίων του διπόλου απλοποιούνται 

ακόµη περισσότερο και γράφονται ως εξής 

( ) jkresin
r4
h2jkI,rH −

ϕ θ
π

≅θ      (4.4.2α) 

( ) ϕ
−

θ ζ=θ
π

ωµ
≅θ Hesin

r4
h2Ij,rE jkr     (4.4.2β) 

όπου ω η γωνιακή συχνότητα και k ο γωνιακός κυµατικός αριθµός που αντιστοιχεί στην 

συχνότητα λειτουργίας (ως γνωστόν ω = 2πf και k = 2π/λ = ω/c), Ι το ρεύµα του διπόλου 

και ζ η κυµατική αντίσταση του χώρου στον οποίο λειτουργεί το δίπολο, δηλ. στην 

συντριπτική πλειοψηφία των περιπτώσεων του ελεύθερου χώρου (κενό ή αέρας) η οποία 

έχει ορισθεί στο εισαγωγικό κεφάλαιο του παρόντος 
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ε
µ

=ζ   

ενώ ειδικά για τον ελεύθερο χώρο (κενό ή αέρα) η αριθµητική τιµή της είναι 

π≅
ε
µ

=ζ 120
0

0   (σε Ohm)     (4.4.3) 

Όπως δείχνουν οι παραπάνω εξισώσεις, το πεδίο ακτινοβολίας του διπόλου Hertz (αλλά 

και κάθε διπόλου όπως θα φανεί λίγο αργότερα) αποτελείται από µία µόνο συνιστώσα για 

κάθε πεδίο (η θ συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου και η φ συνιστώσα του µαγνητικού). 

Είναι προφανές ότι το πεδίο αυτό υπακούει στις γενικές ιδιότητες του πεδίου ακτινοβολίας 

(4.1.1-2) που ισχύουν για κάθε κεραία, όπως έχει αναφερθεί στα προηγούµενα. 

Το πεδίο αυτό παρουσιάζει κυλινδρική συµµετρία διότι όλες οι συνιστώσες του 

εξαρτώνται µόνο από τη γωνία θ και είναι ανεξάρτητες από την φ, πράγµα που από φυσική 

άποψη οφείλεται στην κυλινδρική συµµετρία της γεωµετρίας του διπόλου. Οι συνιστώσες 

αυτές είναι προφανώς κάθετες µεταξύ τους. Είναι επίσης οµοφασικές (σε φάση), όπως 

φαίνεται από το γεγονός ότι οι ανωτέρω εκφράσεις δίνουν το ίδιο όρισµα για τις µιγαδικές 

τιµές του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου, και µάλιστα το ηλεκτρικό πεδίο είναι 

απλό πολλαπλάσιο του µαγνητικού µε συντελεστή αναλογίας την κυµατική αντίσταση 

(υπενθυµίζουµε και το αντίστοιχο φαινόµενο που έχει παρατηρηθεί στην περίπτωση 

κυµατοδηγού). Παρατηρούµε ακόµη ότι, όπως προκύπτει από τις εν λόγω εκφράσεις και 

το γεγονός ότι r̂ˆˆ =ϕ×θ , το διάνυσµα Poynting έχει µόνο r συνιστώσα: 

( ) ( ) ( )[ ] [ ]( ) r̂PˆˆHERe
2
1rHrERe

2
1rP r

** =ϕ×θ=×= ϕθ
rrrrrr

 

όπου 

[ ]*
r HERe

2
1P ϕθ=  

δηλαδή η διεύθυνση διάδοσης του κύµατος είναι ακτινική, και κατά συνέπεια το κύµα του 

διπόλου στο µακρινό πεδίο είναι εγκάρσιο, δηλ. τα κυµαινόµενα διανύσµατα Ε και Η είναι 

κάθετα στη διεύθυνση διάδοσης. Έτσι επιβεβαιώνονται και πάλι, στη συγκεκριµένη 

περίπτωση διπόλου, οι γενικές ιδιότητες που έχουν αναφερθεί για το µακράν πεδίο 

οποιασδήποτε κεραίας. Πρόκειται για σφαιρικό κύµα, πράγµα που σηµαίνει ότι οι 

επιφάνειες σταθερής φάσης είναι σφαιρικές, όπως δείχνουν οι παραπάνω  εκφράσεις των Εθ 

και Ηφ στις οποίες η φάση (δηλ. το όρισµα των µιγαδικών τιµών των Εθ και Ηφ) εξαρτάται 

µόνο από την συνιστώσα r (και άρα πάνω σε επιφάνεια σταθερού r, δηλ. σφαίρα, η φάση 

είναι σταθερή). Σηµειώνουµε το γεγονός ότι η διεύθυνση διάδοσης του κύµατος (εδώ 
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ακτινική) είναι κάθετη στις επιφάνειες σταθερής φάσης, πράγµα που αποτελεί γενικό 

κανόνα  για όλα τα κύµατα που αναπτύσσονται σε ισοτροπικά µέσα (µια παραλλαγή του 

κανόνα αυτού ισχύει και σε ανισοτροπικά µέσα, τα οποία όµως ξεφεύγουν από τα πλαίσια 

του παρόντος). Αξίζει εδώ να επισηµανθεί η φυσική οµοιότητα που παρουσιάζει το εν 

λόγω σφαιρικό κύµα στο µακρινό πεδίο µε το επίπεδο κύµα που έχει παρουσιασθεί στο 

εισαγωγικό κεφάλαιο, εάν το παρατηρήσουµε κατά µήκος µιας ακτίνας πάνω στην οποία 

διαδίδεται. Αυτό διότι σε µεγάλες αποστάσεις r (δηλ. µεγάλες ακτίνες) ένα τµήµα 

σφαιρικής επιφάνειας τοπικά προσοµοιάζει µε τµήµα επιπέδου κάθετο στην ακτίνα (και 

εφαπτόµενο στη σφαίρα). 

Αντικαθιστώντας τις προηγούµενες εκφράσεις των Εθ και Ηφ για το µακρινό πεδίο 

παίρνουµε την έκφραση για την τιµή του διανύσµατος Poynting 

( ) ( )
θ

π

ζ
=θ 2

22

2

r sin
r32
h2Ik

,rP     (4.4.4) 

από την οποία προκύπτει αµέσως η σχέση για την ένταση ακτινοβολίας 

( ) ( )
θ=θ

π

ζ
=θ 2

max
2

2

2

sinUsin
32

h2Ik
U    (4.4.5) 

όπου Umax η µέγιστη τιµή της έντασης ακτινοβολίας, η οποία εµφανίζεται για θ = 90°, δηλ. 

στο µεσοκάθετο επίπεδο του διπόλου (όπου sinθ = 1). Όπως είναι προφανές από τα 

παραπάνω, οι πεδιακές συνιστώσες στο µακρινό πεδίο µειώνονται αντιστρόφως ανάλογα 

µε την απόσταση, δηλ. µε εξάρτηση της µορφής 1/r, και κατά συνέπεια η πυκνότητα 

ισχύος παρουσιάζει εξάρτηση της µορφής 1/r2 (σε συµφωνία µε τον γενικό κανόνα για το 

πεδίο ακτινοβολίας κάθε κεραίας), ενώ η ένταση ακτινοβολίας είναι ανεξάρτητη από το r 

(όπως πρέπει) και εξαρτάται µόνο από το θ, σύµφωνα και µε τις προηγούµενες 

παρατηρήσεις για την κυλινδρική συµµετρία του πεδίου. 

Η συνολική ακτινοβολούµενη ισχύς από το δίπολο µπορεί να βρεθεί ολοκληρώνοντας την 

ένταση ακτινοβολίας του διπόλου πάνω στην πλήρη στερεά γωνία 

( ) ( ) ( )
∫∫∫ ∫
πππ π

θθ
π

ζ
π=θθθπ=ϕθθθ=

0

3
2

2

0

2

0 0
rad dsin

32
h2Ik

2dsinU2ddsinUW   (4.4.6) 

Αντικαθιστώντας k = 2π/λ και εκτελώντας την ολοκλήρωση 

3
4...dsin

0

3 ==θθ∫
π

 

(η οποία µπορεί να εκτελεσθεί µε αλλαγή µεταβλητής x = cosθ οπότε dx = – sinθ dθ, 

εποµένως sin3θ dθ = – (1–x2) dx και οι λεπτοµέρειες αφήνονται ως άσκηση), προκύπτει 

τελικά 
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22

rad
h2

3
I

W 






λ

ζπ
=      (4.4.7) 

ενώ από την παραπάνω προκύπτει, µε βάση τον ορισµό (4.3.3), και η σχέση για την 

αντίσταση ακτινοβολίας του διπόλου 
2

r
2

rrad
h2

3
2RIR

2
1W 







λ

πζ=⇒=    (4.4.8) 

Η (µέγιστη) κατευθυντικότητα του διπόλου Hertz προκύπτει από τον γενικό ορισµό της 

κατευθυντικότητας, αντικαθιστώντας την συνολική ακτινοβολούµενη ισχύ Wrad και την 

µέγιστη τιµή Umax της έντασης ακτινοβολίας που έχουν δοθεί προηγουµένως: 

( )
5,1...

h2I

3
32

h2Ik
4

W
U

4D
2

22

2

rad

max
m ==






 λ

ζππ

ζ
π=π=   (4.4.9) 

ενώ σε dB είναι 

( ) ( ) dB761,15,1log10D dBm ≅=    (4.4.10) 

4.4.4. ∆ίπολο οποιουδήποτε µήκους 

Στη γενικότερη περίπτωση διπόλου µε οποιοδήποτε µήκος 2h (για το οποίο η κατανοµή 

ρεύµατος έχει δοθεί στα προηγούµενα) οι εκφράσεις για τα ηλεκτροµαγνητικά πεδία και 

τα λοιπά σχετικά µεγέθη είναι πιο περίπλοκες, αλλά τα βασικά γνωρίσµατα του 

ακτινοβολούµενου κύµατος στο µακρινό πεδίο, που έχουν ήδη παρατηρηθεί στο δίπολο 

Hertz, ισχύουν και εδώ (τα περισσότερα άλλωστε ισχύουν για κάθε κεραία). Το κύµα στο 

µακρινό πεδίο διαδίδεται ακτινικά, παρουσιάζει κυλινδρική συµµετρία, είναι εγκάρσιο και 

περιέχει µόνο τις συνιστώσες Εθ και Ηφ οι οποίες συνδέονται µε απλή αναλογία η µία µε 

την άλλη. Πιο συγκεκριµένα, το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο στο µακρινό πεδίο 

δίνονται από την: 

( ) ( ) ( ) ( ) jkrm e
sin

khcoscoskhcos
r2

Ij,rH,rE −
ϕθ 





θ
−θ

π
ζ

≅θζ=θ   (4.4.11) 

ενώ από την ανωτέρω έκφραση των Εθ και Ηφ προκύπτει εύκολα (όπως στα προηγούµενα) 

το διάνυσµα Poynting και ακολούθως η ένταση ακτινοβολίας 

( ) ( ) ( ) 2

2

2
m

sin
khcoscoskhcos

8
I

U 





θ
−θ

π

ζ
≅θ    (4.4.12) 

όπου Im είναι το µέτρο της µέγιστης τιµής του ρεύµατος πάνω στο δίπολο (σύµφωνα µε 

την κατανοµή ρεύµατος που έχει δοθεί προηγουµένως), η οποία όπως έχει επισηµανθεί 

µπορεί να εµφανίζεται είτε στο µέσο του διπόλου (στη θέση z΄ = 0, δηλ. στους 

ακροδέκτες) είτε σε άλλο σηµείο του, ανάλογα µε το µήκος 2h. Εφόσον εµφανίζεται στο 
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µέσο του διπόλου, δηλ. εφόσον Im = Ι(0), η τιµή αυτή έχει σαφές φυσικό νόηµα: αποτελεί 

το ρεύµα εισόδου του διπόλου (λέγεται και ρεύµα βάσης διότι εµφανίζεται στη «βάση» του 

διπόλου) και θα µπορούσε εύκολα να µετρηθεί και πειραµατικά στη θέση αυτή (τη θέση 

τροφοδοσίας). Σε αντίθετη περίπτωση, η τιµή αυτή αποτελεί απλώς µια τιµή ρεύµατος σε 

ενδιάµεσο σηµείο του διπόλου η οποία είναι πολύ δύσκολο να µετρηθεί στην πράξη, 

σχετίζεται όµως µε απλό τρόπο (βλ. και παραπάνω) µε την (εύκολα µετρήσιµη) τιµή του 

ρεύµατος εισόδου ως εξής: 

Ρεύµα εισόδου (βάσης):      ( ) ( )khsinI0I m=    (4.4.13) 

Με τη βοήθεια των παραπάνω εκφράσεων είναι δυνατόν να υπολογισθεί και η συνολική 

ακτινοβολούµενη ισχύς του διπόλου (και η αντίσταση ακτινοβολίας), και στη συνέχεια η 

κατευθυντικότητα αυτού, µε τον ίδια ακριβώς τρόπο όπως έγινε και για το δίπολο Hertz. 

Ωστόσο οι σχετικοί τύποι προκύπτουν αρκετά περίπλοκοι και θα παραλειφθούν. Θα 

προχωρήσουµε όµως στην πιο αξιοσηµείωτη ειδική περίπτωση, αυτή του διπόλου λ/2. 

4.4.5. Το δίπολο λ/2 

Το δίπολο µε µήκος 2h = λ/2, το οποίο συνηθίζεται να αποκαλείται απλώς δίπολο λ/2, 

είναι από τις χρησιµότερες στην πράξη περιπτώσεις διπόλου, όχι τόσο λόγω του 

διαγράµµατος ακτινοβολίας και της κατευθυντικότητάς του όσο λόγω του γεγονότος ότι η 

σύνθετη αντίσταση εισόδου του έχει τιµή πολύ κοντά σε πραγµατική (δηλ. πολύ µικρό 

φανταστικό µέρος). Οι κεραίες που έχουν πραγµατική (ωµική) σύνθετη αντίσταση εισόδου 

λέγονται (όπως προαναφέρθηκε) συντονισµένες, και η ιδιότητα αυτή είναι ιδιαίτερα 

επιθυµητή στην πράξη διότι διευκολύνει την προσαρµογή της κεραίας προς την γραµµή 

µεταφοράς (ή αντίστοιχα τον κυµατοδηγό) που την τροφοδοτεί, η οποία ως γνωστόν 

κατασκευάζεται πάντοτε µε χαρακτηριστική αντίσταση πραγµατικής τιµής (ή όσο είναι 

δυνατόν πλησιέστερα σε αυτή). 

Το πεδίο του διπόλου λ/2 εµφανίζει ποιοτικά τις ιδιότητες που έχουν ήδη αναφερθεί για 

την γενική περίπτωση διπόλου (ακτινική διάδοση, κυλινδρική συµµετρία, εγκάρσιο και µε 

συνιστώσες Εθ και Ηφ ), ενώ από τις προηγούµενες γενικές εκφράσεις θέτοντας h = λ/4, 

δηλ. kh = π/2, προκύπτουν οι τύποι για το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο 

( ) ( ) jkrm e
sin

cos
2

cos

r2
Ij,rH,rE −

ϕθ θ







 θ
π

π
ζ

≅θζ=θ   (4.4.14) 

και για την ένταση ακτινοβολίας 

( )
θ







 θ
π

π

ζ
≅θ 2

2

2

2
m

sin

cos
2

cos

8
I

U     (4.4.15) 
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Η ακτινοβολούµενη ισχύς, η αντίσταση ακτινοβολίας και η κατευθυντικότητα του διπόλου 

λ/2 µπορούν να υπολογισθούν, µε βάση τους ορισµούς των µεγεθών αυτών, από την 

ένταση ακτινοβολίας του διπόλου όπως δίνεται από την (4.4.15). Τα τελικά αποτελέσµατα 

των σχετικών υπολογισµών προκύπτουν ως εξής: 

2
mrrad IR

2
1W =   ,  όπου  Ω≅ 09,73Rr    (4.4.16) 

Η τιµή του µέγιστου ρεύµατος Im αποτελεί για το δίπολο λ/2 και την τιµή του ρεύµατος 

εισόδου του, δηλ. Im = Ι(0), σύµφωνα και µε τις προηγούµενες σχετικές παρατηρήσεις. 

( ) ( ) dB148,264,1log10D64,1...
W
U4D dBm

rad

max
m ≅=⇒≅=π=   (4.4.17) 

Από την παραπάνω τιµή της κατευθυντικότητας παρατηρούµε ότι το δίπολο λ/2 είναι πιο 

κατευθυντικό από ό,τι το δίπολο Hertz, αν και η διαφορά δεν είναι πολύ µεγάλη, 

συγκεκριµένα περίπου 0,387 dB όπως φαίνεται από τις τιµές της (4.4.17) και της 

προηγούµενης (4.4.10). 

Στο επόµενο Σχ. 4.10 επιδεικνύεται ένα σηµαντικότερο πλεονέκτηµα του διπόλου λ/2, 

δηλ. το γεγονός ότι (όπως προαναφέρθηκε) είναι περίπου συντονισµένο. Στο εν λόγω 

σχήµα η καµπύλη κάτω δεξιά δείχνει το πραγµατικό (Rs) και η οµάδα καµπυλών πάνω 

αριστερά το φανταστικό (Xs) µέρος της σύνθετης αντίστασης εισόδου διπόλου συναρτήσει 

του µήκους του (δηλ. του λόγου h/λ). Οι τιµές αυτές σηµειώνονται µε Rs(µεγ) και Xs(µεγ) 

διότι έχουν υπολογιστεί αναφορικά µε το µέγιστο ρεύµα Im και όχι το ρεύµα βάσης, η 

αναγωγή όµως µπορεί να γίνει εύκολα µε τη βοήθεια της (4.4.13). Επισηµαίνεται ότι το 

φανταστικό µέρος εξαρτάται και από το πάχος του διπόλου, δηλ. από την ακτίνα a των 

αγωγών που το αποτελούν, και για το λόγο αυτό στο σχήµα φαίνονται διάφορες καµπύλες 

για την Xs οι οποίες αντιστοιχούν σε διάφορες τιµές του λόγου a/λ. Παρατηρούµε όµως ότι 

για h/λ ≅ 0,25 η τιµή της Xs είναι πρακτικά ανεξάρτητη του πάχους (όλες οι καµπύλες 

συναντώνται) και πολύ κοντά στο 0. 
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Σχ. 4.10: Η σύνθετη αντίσταση εισόδου διπόλου 

 

4.4.6. Η γενική µορφή του διαγράµµατος ακτινοβολίας διπόλου 

Στο Σχ. 4.11 που ακολουθεί παρουσιάζονται οι µορφές των διαγραµµάτων ακτινοβολίας 

για τρεις ενδεικτικές περιπτώσεις διπόλων: το δίπολο Hertz, το δίπολο λ/2 και το δίπολο 

µήκους λ (το οποίο δεν εξετάσθηκε χωριστά εδώ αλλά προκύπτει από την γενική 

περίπτωση). Τα διαγράµµατα είναι κανονικοποιηµένα στη µέγιστη τιµή τους η οποία 

διαφέρει σε καθένα από τα δίπολα αυτά. Από το σχήµα παρατηρούµε ότι το διάγραµµα 

γίνεται στενότερο (πράγµα που υποδηλώνει µεγαλύτερη κατευθυντικότητα) καθώς το 

µήκος του διπόλου αυξάνει. Εντούτοις η αύξηση της κατευθυντικότητας ποσοτικά δεν 

είναι «δραµατική», όπως άλλωστε επισηµάνθηκε προηγουµένως συγκρίνοντας το δίπολο 

λ/2 µε το δίπολο Hertz. 
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∆ίπολο Hertz 
∆ίπολο λ/2 
∆ίπολο λ 

  0.2   0.4   0.6   0.8   1

30

210

60

240

90270

120

300

150

330

180  
Σχ. 4.11: ∆ιαγράµµατα ακτινοβολίας (κανονικοποιηµένα) για διάφορα δίπολα 

Οι παραπάνω περιπτώσεις διπόλων παρουσιάζουν ως κοινό γνώρισµα (όπως δείχνει το 

σχήµα) την ύπαρξη ενός και µόνο λοβού ακτινοβολίας µε εύρος π (δηλ. 180°), ο οποίος 

καλύπτει όλη την περιοχή 0 ≤ θ ≤ π. Ενδιαφέρον παρουσιάζει το ερώτηµα αν αυτό 

αποτελεί ιδιότητα όλων των διπόλων οποιουδήποτε µήκους, δηλ. το ερώτηµα πόσοι είναι 

οι λοβοί ακτινοβολίας τυχόντος διπόλου. Προφανώς ισοδύναµο είναι το ερώτηµα πόσοι 

είναι οι µηδενισµοί του διαγράµµατος ακτινοβολίας του διπόλου. Για να δώσουµε την 

απάντηση θα εκτελέσουµε διερεύνηση της (4.4.12) που δίνει την ένταση ακτινοβολίας για 

οποιοδήποτε δίπολο. 

Από την (4.4.12) παρατηρούµε ότι θα πρέπει να εξετασθεί πότε µηδενίζεται ο αριθµητής 

( ) ( )[ ]khcoscoskhcos −θ  

διότι ο παρονοµαστής sinθ µηδενίζεται µόνο στις θέσεις θ = 0 και θ = π στις οποίες ήδη 

ξέρουµε ότι παρουσιάζονται µηδενισµοί. Για να µηδενισθεί ο αριθµητής πρέπει και αρκεί 

( ) ( ) 1
kh
n2coskhn2coskhkhcoscoskhcos ±
π

=θ⇔±π=θ⇔=θ  

Προφανώς για να έχει λύση η τελευταία ως προς θ πρέπει (και αρκεί) το δεξί µέλος να έχει 

τιµή µεταξύ –1 και 1. Αυτό µε τη σειρά του εξαρτάται από τις τιµές των kh και n. 

∆ιακρίνουµε λοιπόν περιπτώσεις ως προς την τιµή του n: 

• n = 0: Τότε πρέπει cosθ = ±1. Υπάρχουν οι ήδη γνωστές 2 λύσεις θ = 0, π. 

• n = 1: Τότε η εξίσωση γίνεται 1
kh
2cos ±
π

=θ . Για να υπάρχει λύση πρέπει 

2
kh
200

kh
2211

kh
21 <

π
<η<

π
<−⇔<±

π
<−  
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Θέτουµε το «<» και όχι το «≤» διότι στην περίπτωση που θα ίσχυε το «=» θα 

παίρναµε cosθ = ±1 από όπου προκύπτουν οι γνωστές λύσεις θ = 0, π, ενώ εδώ 

ψάχνουµε για νέες λύσεις. 

Η πρώτη συνθήκη (που προκύπτει από το «+») είναι προφανώς αδύνατη, ενώ η 

δεύτερη (που προκύπτει από το «–») ικανοποιείται εφόσον 

2
hh2kh λ
>⇔π>

λ
π

⇔π>  

Τότε η εξίσωση γίνεται 1
kh
2cos −
π

=θ  και έχει µία λύση θ1 στην περιοχή 0 ≤ θ ≤ π.  

• n = – 1: Η εξίσωση γίνεται 1
kh
2cos ±
π

−=θ  µε τις συνθήκες 11
kh
21 <±
π

−<− . 

Τώρα η συνθήκη µε «–» είναι αδύνατη, ενώ λαµβάνοντας το «+» διαπιστώνουµε 

ότι υπό την ίδια προϋπόθεση (h > λ/2) υπάρχει µία λύση και είναι 

παραπληρωµατική της προηγούµενης (π – θ1). Συνεπώς οι περιπτώσεις n = ± 1 

δίνουν δύο νέους µηδενισµούς σε θέσεις θ1 και (π – θ1), δηλ.συµµετρικές ως προς 

το µεσοκάθετο επίπεδο (θ = π/2). 

• n = ± 2: Όπως και για n = ± 1, οι δύο αυτές περιπτώσεις µπορούν να εξετασθούν 

µαζί. Η εξίσωση γίνεται 1
kh
4cos ±
π

±=θ  και συνδυάζοντας τα «+» µε τα «–» 

οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι λύση θα υπάρχει εφόσον ισχύει κάποια από τις 

συνθήκες 

       0
kh
4211

kh
41 <

π
<−⇔<+

π
<−  

ή     2
kh
4011

kh
41 <

π
<⇔<−

π
<−  

Όµως η πρώτη είναι αδύνατη, ενώ η δεύτερη ικανοποιείται εφόσον 

λ>⇔π>
λ
π

⇔π> h2h22kh  

και τότε θα εµφανισθούν δύο ακόµα µηδενισµοί (ένας για n = 2 και ένας για n = – 

2) σε παραπληρωµατικές θέσεις. 

• n = ± 3: Με όµοια διαδικασία καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι λύση θα υπάρχει 

εφόσον h > 3λ/2. Τότε εµφανίζονται δύο επιπλέον µηδενισµοί. 

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε ότι για n = ± 4 θα προκύψουν δύο νέες λύσεις 

(µηδενισµοί) εφόσον h > 2λ, για n = ± 5 δύο ακόµη εφόσον h > 5λ/2 κ.ο.κ. 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω αποτελέσµατα συµπεραίνουµε ότι το πλήθος των µηδενισµών 

αυξάνεται καθώς αυξάνει η τιµή του µήκους h. Πιο συγκεκριµένα: 
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• Για 0 < h ≤ λ/2 υπάρχει λύση µόνο για n = 0, που δίνει τους γνωστούς µηδενισµούς 

θ = 0 και θ = π, δηλ. ένας λοβός. 

• Για λ/2 < h ≤ λ υπάρχουν δύο ακόµη λύσεις (για n = ±1) που δίνουν δύο 

πρόσθετους µηδενισµούς σε παραπληρωµατικές θέσεις. Αυτό σηµαίνει ότι µεταξύ 

των µηδενισµών αυτών περικλείεται ένας λοβός (που είναι και ο κύριος), ενώ 

µεταξύ α) του ενός από αυτούς και του ηµιάξονα θ = 0 και β) του δεύτερου από 

αυτούς και του ηµιάξονα θ = π (όπου υπάρχουν οι γνωστοί µηδενισµοί) 

περικλείονται δύο ακόµη λοβοί, εκατέρωθεν του κύριου, που είναι οι πλευρικοί. 

Συνολικά 3 λοβοί. 

• Για λ < h ≤ 3λ/2 προκύπτουν δύο επιπλέον λύσεις (για n = ±2) και άρα δύο ακόµη 

µηδενισµοί (πάντοτε σε παραπληρωµατικές θέσεις). Εποµένως εµφανίζονται δύο 

ακόµη λοβοί εκατέρωθεν του κύριου λοβού, ήτοι συνολικά 4 πλευρικοί (από 2 σε 

κάθε πλευρά του κύριου λοβού). Συνολικά 5 λοβοί. 

Και γενικότερα καθώς αυξάνει το µήκος του διπόλου, σε κάθε διαδοχικό διάστηµα τιµών 

του h εύρους λ/2 προκύπτουν δύο επιπλέον λοβοί σε σχέση µε το προηγούµενο. 

Με βάση τη διερεύνηση αυτή µπορούµε πλέον να «ταυτοποιήσουµε» το δίπολο στο οποίο 

αντιστοιχεί το ενδεικτικό διάγραµµα ακτινοβολίας των προηγούµενων Σχ. 4.4α-β: Αυτό 

περιέχει 3 λοβούς (κύριο και 2 πλευρικούς), και συνεπώς πρόκειται για δίπολο που το 

µήκος του (δηλ. το 2h) είναι µεταξύ λ και 2λ. Επίσης τα παραπάνω συµπεράσµατα 

υποδεικνύουν έναν λόγο για να προτιµηθούν τα δίπολα σχετικά µικρού µήκους, της 

περιοχής 0 ≤ 2h ≤ λ, καθόσον τα µεγαλύτερα δίπολα εµφανίζουν και πλευρικούς λοβούς οι 

οποίοι κατά γενικό κανόνα είναι ανεπιθύµητοι. 

Στο Σχ. 4.12 που ακολουθεί παρουσιάζονται χαρακτηριστικά διαγράµµατα ακτινοβολίας 

διπόλων διαφόρων µηκών, όπου παρατηρούµε την εµφάνιση πρόσθετων ζευγών λοβών 

καθώς αυξάνεται το µήκος του διπόλου. Σηµειώνεται ότι στην οριακή περίπτωση 2h = 2λ 

(σχήµα 4.12ε) παρατηρούµε την εξαφάνιση του κεντρικού λοβού (γύρω από την 

διεύθυνση θ = 90°) επειδή οι δύο µηδενισµοί που τον περιβάλλουν συµβαίνει να 

συµπίπτουν, ο λοβός αυτός όµως εµφανίζεται τόσο για 2h < 2λ όσο και για 2h > 2λ. 
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Σχ. 4.12: ∆ιαγράµµατα ακτινοβολίας για διάφορα µήκη διπόλων 
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4.5. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

Παράδειγµα 4.1. Η ένταση ακτινοβολίας ενός διπόλου πολύ µικρού µήκους (διπόλου 

Hertz) είναι κατά τα γνωστά 

( ) θ=θ 2
max sinUU  

όπου η γωνία θ µετράται από τον άξονα z ο οποίος ταυτίζεται µε τον άξονα του διπόλου. Η 

κατευθυντικότητα του διπόλου είναι Dm = 1,761 dB. Αν ένα δίπολο Hertz χωρίς απώλειες 

εκπέµπει συνολική ισχύ 10 W, να βρεθεί α) η µέγιστη τιµή Umax της έντασης ακτινοβολίας 

του διπόλου, β) η πυκνότητα ισχύος ανά µονάδα επιφάνειας στη διεύθυνση που σχηµατίζει 

γωνία 30° µε τον άξονα του διπόλου και σε απόσταση 1 km από το δίπολο. 

Να µην χρησιµοποιηθούν οι ειδικοί τύποι της παρ. 4.4 για το δίπολο Hertz, παρά µόνο τα 

στοιχεία που δίνονται εδώ και οι γενικοί τύποι της παρ. 4.2 που αφορούν στην ένταση 

ακτινοβολίας και την κατευθυντικότητα. 

Απάντηση 

α) Σύµφωνα µε την (4.2.7), η µέγιστη ένταση ακτινοβολίας µιας κεραίας συνδέεται µε την 

κατευθυντικότητα ως εξής: 

π
=⇔π=

4
WDU

W
U4D radm

max
rad

max
m  

Η σχέση αυτή ισχύει για την τιµή της κατευθυντικότητας ως καθαρού αριθµού (όχι σε dB). 

Μετατρέποντας από dB σε καθαρό αριθµό (αδιάστατη κατευθυντικότητα) έχουµε 

5,110D 10761,1
m ==  

∆εδοµένου η συνολική ακτινοβολούµενη ισχύς είναι Wrad = 10 W, η µέγιστη ένταση 

ακτινοβολίας του διπόλου είναι 

W/sterad194,1
4

105,1Umax ≅
π
⋅

=  

β) Η πυκνότητα ισχύος ανά µονάδα επιφάνειας που εκπέµπει η κεραία δίνεται από το 

διάνυσµα Poynting. Αυτό ως γνωστόν στο µακρινό πεδίο έχει µόνο ακτινική συνιστώσα Pr 

που δίνεται από την (4.2.1), η οποία στην περίπτωσή µας εφαρµόζεται ως εξής: 

( ) ( )
2

2
max

2r r
sinU

r
U,rP θ

=
θ

=θ  

Με αντικατάσταση των γνωστών τιµών Umax ≅ 1,194 , θ = 30° και r = 1000 m παίρνουµε 

την τιµή της πυκνότητας ισχύος στη συγκεκριµένη διεύθυνση και απόσταση: 
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26
r mW102895,0

6
,1000P −⋅≅






 π  

 

Παράδειγµα 4.2. α) Έστω µια κεραία η οποία ακτινοβολεί µόνο στον ηµιχώρο z > 0 και η 

ένταση ακτινοβολίας της δίνεται από τη σχέση 

( ) π≤ϕ≤
π

≤θ≤θ=θ 20,
2

0,cosAU  

όπου Α κάποια σταθερά. Η σχέση αυτή δείχνει επίσης ότι το διάγραµµµα ακτινοβολίας της 

κεραίας είναι ανεξάρτητο από τη γωνία φ (οµοιοκατευθυντική κεραία µε συµµετρία περί 

τον άξονα z) και αποτελείται από έναν µόνο λοβό (ο οποίος προφανώς είναι και ο κύριος 

λοβός). 

Να προσδιορισθεί η κατευθυντικότητα της κεραίας µε δύο τρόπους: βάσει του ορισµού και 

µε προσεγγιστική µέθοδο. 

β) Να επαναληφθεί η διαδικασία για την περίπτωση που η ένταση ακτινοβολίας είναι 

( ) π≤ϕ≤
π

≤θ≤θ=θ 20,
2

0,cosAU 2  

και να συγκριθούν τα αποτελέσµατα µε την προηγούµενη περίπτωση. 

Απάντηση 

α) Για να βρεθεί η κατευθυντικότητα της κεραίας µε βάση τον ορισµό (4.2.7) πρέπει να 

υπολογισθεί η συνολική ακτινοβολούµενη ισχύς Wrad , η οποία δίνεται από την εξ. (4.2.2). 

Εκτελώντας την (προφανή) ολοκλήρωση ως προς φ παίρνουµε: 

( ) ∫∫ ∫∫ ∫
ππ ππ π

θθθπ=ϕθθθ=ϕθθϕθ=
2

0

2

0

2

0

2

0 0
rad dsincosA2ddsincosAddsin,UW  

όπου έχει ληφθεί υπόψη ότι η περιοχή ολοκλήρωσης ως προς θ είναι 0 ≤ θ ≤ π/2. 

Επειδή 2 sinθ cosθ = sin(2θ), το ολοκλήρωµα υπολογίζεται εύκολα µε αλλαγή µεταβλητής 

( ) ( )[ ] ( )
2
111

4
11cos

4
1ucos

4
1duusin

4
1d2sin

2
1dsincos 0

0

2

0

2

0

=+=+π−=−==θθ=θθθ π
πππ

∫∫∫  

και µε αντικατάσταση προκύπτει η Wrad : 

AWrad π=  

Είναι επίσης προφανές ότι η διεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας είναι εκείνη για την οποία 

µεγιστοποιείται η ποσότητα cosθ, δηλ. η διεύθυνση θ = 0 (θετικός ηµιάξονας z). Εποµένως 
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( ) ( ) A0cosA0UUmax ===  

Οπότε εφαρµόζοντας την (4.2.7) έχουµε: 

4
A

A4
W
U4D

rad

max
m =

π
π=π=  

Ο δεύτερος τρόπος είναι µε εφαρµογή του προσεγγιστικού τύπου (4.2.11), για την οποία 

θα πρέπει να βρεθούν οι γωνίες ανοίγµατος µισής ισχύος θ1r και θ2r , οι οποίες όµως στην 

περίπτωσή µας ταυτίζονται λόγω κυλινδρικής συµµετρίας και εποµένως αρκεί να βρεθεί η 

µία, έστω θr (προς τυχούσα διεύθυνση). Για τη γωνία θr πρέπει να ισχύει: 

3
2

322
1

2
cos

2
A

2
cosA

2
U

2
U r

rrrmaxr π
=θ⇒

π
=

θ
⇒=






 θ⇔=






 θ⇔=






 θ  

όπου η γωνία θr / 2 στην παραπάνω µετράται από τον άξονα z µέχρι το σηµείο µισής 

ισχύος και άρα αντιπροσωπεύει το µισό της γωνίας ανοίγµατος (παρατηρήστε προσεκτικά 

το Σχ. 4.5 ή το Σχ. 4.3α όπου ορίζεται το άνοιγµα µισής ισχύος). 

Οπότε η προσεγγιστική σχέση (4.2.11) δίνει 

( )
865,29

4
94

3
2

44D 222
r

m ≅
π

=
π

π=







 π

π
=

θ

π
≅  

Προφανώς η προσέγγιση αυτή δεν είναι καλή και αυτό οφείλεται στο ότι ο λοβός 

ακτινοβολίας δεν είναι στενός (όπως φαίνεται και από το εύρος δέσµης µισής ισχύος που 

βρέθηκε παραπάνω ότι ανέρχεται σε 120°). 

β) Στη δεύτερη περίπτωση η συνολική ακτινοβολούµενη ισχύς Wrad δίνεται από την: 

( ) ∫∫ ∫∫ ∫
ππ ππ π

θθθπ=ϕθθθ=ϕθθϕθ=
2

0

2
2

0

2

0

2
2

0 0
rad dsincosA2ddsincosAddsin,UW  

Το ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογισθεί χρησιµοποιώντας (όπως έγινε και στην παρ. 4.4.3) 

την αλλαγή µεταβλητής x = cosθ, οπότε dx = – sinθ dθ  ⇒  cos2θ sinθ dθ = – x2 dx και το 

ολοκλήρωµα µετατρέπεται στη µορφή 

( ) [ ]
3
101

3
1x

3
1dxxdxxdsincos

1

0
3

1

0

2
0

1

2
2

0

2 =−===−=θθθ ∫∫∫
π

 

και µε αντικατάσταση παίρνουµε την Wrad : 

3
A2Wrad
π

=  

Επειδή και πάλι είναι Umax = A, βάσει του ορισµού (4.2.7) προκύπτει: 
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6
3A2

A4
W
U4D

rad

max
m =

π
π=π=  

Κατά την προσεγγιστική µέθοδο προσδιορίζουµε τη γωνία θr µε τον ίδιο τρόπο: 

2422
1

2
cos

2
A

2
cosA

2
U

2
U r

rrr2maxr π
=θ⇒

π
=

θ
⇒=






 θ⇔=






 θ⇔=






 θ  

και η (4.2.11) δίνει 

( )
093,51644

2

44D 222
r

m ≅
π

=
π

π=







 π

π
=

θ

π
≅  

Στην περίπτωση αυτή η προσέγγιση είναι σαφώς καλύτερη από την προηγούµενη (για 

σύγκριση µπορείτε να υπολογίσετε το ποσοστιαίο σφάλµα σε καθεµία από τις δύο 

περιπτώσεις), επειδή ο λοβός είναι αρκετά στενότερος. 

 

Παράδειγµα 4.3. α) Μια κεραία έχει σύνθετη αντίσταση εισόδου ZA = RA + jXA , όπου η 

αντίσταση RA = 50 Ω και η φανταστική αντίσταση (αντίδραση) XA είναι άγνωστη, µε 

χωρητικό χαρακτήρα. Η κεραία τροφοδοτείται από µια πηγή µε εσωτερική αντίσταση Zg = 

Rg + jXg , όπου Rg = 60 Ω και η Xg είναι µεταβλητή. Μεταβάλλοντας την τιµή της Xg και 

εκτελώντας µετρήσεις της ισχύος Win που απορροφά η κεραία (ισχύος τροφοδοσίας) 

διαπιστώνουµε ότι αυτή µεγιστοποιείται για κάποια τιµή της Xg και τότε λαµβάνει την 

τιµή Win,max  = 20,66 W. Επίσης, εκτελώντας την ίδια µέτρηση για την τιµή Xg = 0 

βρίσκουµε τιµή Win,0  = 16,53 W. Να βρεθεί η τιµή της Xg για την οποία µεγιστοποιήθηκε 

η τιµή της ισχύος τροφοδοσίας Win , καθώς και η αντίδραση εισόδου XA της κεραίας. 

Απάντηση 

α) Όπως είναι γνωστό, στη γενική περίπτωση η ισχύς Win που απορρροφάται από την 

κεραία γίνεται µέγιστη όταν έχουµε συζυγή προσαρµογή, δηλ. όταν ισχύει RA = Rg και XA 

= – Xg . Όµως στην περίπτωσή µας το πραγµατικό µέρος Rg της εσωτερικής αντίστασης 

της κεραίας έχει δεδοµένη τιµή η οποία δεν ικανοποιεί τη συνθήκη συζυγούς 

προσαρµογής. Άρα πρέπει να προσδιορισθεί όχι το απόλυτο µέγιστο της ισχύος Win αλλά 

ένα µέγιστο υπό συνθήκη για τη συγκεκριµένη τιµή της Rg . 

Από το ισοδύναµο κύκλωµα εισόδου της κεραίας φαίνεται αµέσως ότι 

( ) ( ) ( )2gA
2

gA

A
2

g2
A

2
Lrin

XXRR
R

2

V
IR

2
1IRR

2
1W

+++
==+=  
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Εφόσον όλες οι υπόλοιπες παράµετροι είναι σταθερές (έχουν συγκεκριµένη τιµή) και 

µεταβάλλεται µόνο η Xg , είναι φανερό ότι η Win µεγιστοποιείται όταν ελαχιστοποιηθεί ο 

παρονοµαστής, πράγµα που συµβαίνει όταν µηδενίζεται ο δεύτερος όρος, δηλ. όταν 

Ag XX −=  

Εποµένως η µέγιστη τιµή της ισχύος τροφοδοσίας είναι 

( )2gA

A
2

g
max,in

RR
R

2

V
W

+
=  

Κατά αντίστοιχο τρόπο η τιµή της ισχύος τροφοδοσίας για Xg = 0 είναι 

( ) 2
A

2
gA

A
2

g
0,in

XRR
R

2

V
W

++
=  

οπότε διαιρώντας κατά µέλη παίρνουµε 

( )
( ) ( )2gA

2
A

2
gA

2
A

2
gA

0,in

max,in

RR
X1

RR

XRR
W

W

+
+=

+

++
=  

Αντικαθιστώντας τις αριθµητικές τιµές και επιλύοντας ως προς XA προκύπτει 

( )
55X302511025,0X25,1

53,16
66,20

6050
X1 A

22
A2

2
A ≅⇒≅⋅≅⇒≅=

+
+  

και επειδή η XA είναι χωρητική συµπεραίνουµε ότι XA = – 55 Ω. 

 

Παράδειγµα 4.4. Ένα δίπολο µήκους 2h = 1,5 m λειτουργεί σε συχνότητα 100 MHz και 

το κέρδος του στη συχνότητα αυτή είναι Gm ≅ 1,761 dB. Να βρεθεί ο συντελεστής 

απόδοσης ακτινοβολίας και ο συντελεστής απωλειών του διπόλου αυτού (ως ποσοστό %), 

καθώς και η αντίσταση απωλειών του. 

Απάντηση 

Στη συχνότητα 100 MHz το µήκος κύµατος λειτουργίας είναι 

3
10100

103
f
c

6

8
=

⋅

⋅
==λ  

και εποµένως για το µήκος του διπόλου ισχύει 2h = λ/2, δηλ. στη συχνότητα αυτή το 

δίπολο είναι δίπολο λ/2 για το οποίο η κατευθυντικότητα και η αντίσταση ακτινοβολίας 

είναι γνωστές από τη θεωρία: 

64,1Dm ≅    ,   Ω≅ 09,73Rr  

Το αδιάστατο κέρδος του διπόλου (δηλ. υπό µορφή καθαρού αριθµού) προκύπτει κατά τα 

γνωστά από την τιµή του σε dB: 
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5,110G 10761,1
m ≅≅  

Άρα ο συντελεστής απόδοσης ακτινοβολίας του διπόλου αυτού είναι 

%46,919146,0
64,1
5,1

D
GnDnG

m

m
rmrm =≅≅=⇒=  

και εποµένως ο συντελεστής απωλειών του είναι 

%54,8n1n rL ≅−=  

Ο συντελεστής απόδοσης ακτινοβολίας συνδέεται µε τις αντιστάσεις ακτινοβολίας και 

απωλειών µε τη γνωστή σχέση 

Lr

r
r RR

Rn
+

=  

και η τιµή της αντίστασης ακτινοβολίας είναι γνωστή (βλ. παραπάνω). Επιλύοντας ως 

προς RL και αντικαθιστώντας τις αριθµητικές τιµές παίρνουµε 

Ω≅⋅







−≅








−= 82,609,731

9146,0
1R1

n
1R r
r

L  

 

Παράδειγµα 4.5. Να υπολογισθεί προσεγγιστικά, µε χρήση αριθµητικής ολοκλήρωσης, α) 

η αντίσταση ακτινοβολίας διπόλου µε h = λ/4 και β) η κατευθυντικότητα και η αντίσταση 

ακτινοβολίας διπόλου µε h = 3λ/8. 

Για την αριθµητική ολοκλήρωση να χρησιµοποιηθεί ο κανόνας Simpson, ο οποίος λέει ότι 

αν το διάστηµα ολοκλήρωσης, έστω a ≤ x ≤ b, υποδιαιρεθεί σε 2m το πλήθος ίσα 

υποδιαστήµατα µήκους 
m2

abD −
=  µε τη βοήθεια 2m+1 διαδοχικών σηµείων (λέγονται και 

διαιρετικά σηµεία) του διαστήµατος (x0 = a , x1 = a + D , x2 = a + 2D , …, x2m = b), τότε η 

τιµή του ολοκληρώµατος προσεγγίζεται από τον τύπο 

( ) ( ) ( )[ ]2m2421m231m20

b

a

f...ff2f...ff4ff
3
Ddxxf −− +++++++++≅∫  

όπου fn = f(xn). Στη συγκεκριµένη περίπτωση να ληφθεί m = 3. 

Απάντηση 

Από τη σχέση ορισµού (4.3.3) της αντίστασης ακτινοβολίας φαίνεται ότι για να 

υπολογισθεί αυτή θα πρέπει να υπολογισθεί η ακτινοβολούµενη ισχύς Wrad του διπόλου. 

Εφαρµόζοντας την (4.2.2) για την ακτινοβολούµενη ισχύ, εισάγοντας σε αυτή την (4.4.12) 

η οποία δίνει την ένταση ακτινοβολίας οποιουδήποτε διπόλου και εκτελώντας αµέσως την 

ολοκλήρωση ως προς φ η οποία είναι προφανής λόγω κυλινδρικής συµµετρίας, παίρνουµε 
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( ) ( ) ( )[ ]
∫∫
ππ

θ
θ
−θ

π
ζ

=θθθπ=
0

22
m

0
rad d

sin
khcoscoskhcos

4
I

dsinU2W  

Για την εφαρµογή της (4.3.3) πρέπει να προσέξουµε ότι αυτή αναφέρεται στο ρεύµα 

εισόδου της κεραίας, ενώ η (4.4.12) για το δίπολο περιέχει τη µέγιστη τιµή του ρεύµατος 

του διπόλου η οποία δεν ταυτίζεται πάντοτε µε την τιµή εισόδου (που λέγεται και ρεύµα 

βάσης), ενώ η σχέση µεταξύ αυτών δίνεται από την (4.4.13). Εφαρµόζοντας λοιπόν την 

(4.3.3) µε την τιµή του ρεύµατος εισόδου και χρησιµοποιώντας την (4.4.13) έχουµε 

( ) ( )
( ) ( )[ ]

∫
π

θ
θ
−θ

π

ζ
==

0

2

22
rad

r d
sin

khcoscoskhcos

khsin20I

W2R  

Είναι φανερό ότι για τον προσδιορισµό της ζητούµενης Rr πρέπει να υπολογισθεί το 

ολοκλήρωµα 

( ) ( )[ ]
∫
π

θ
θ
−θ

=
0

2
d

sin
khcoscoskhcosF  

πράγµα που θα γίνει εφαρµόζοντας τον κανόνα Simpson. Παρατηρούµε όµως ότι η 

ολοκληρωτέα παράσταση παρουσιάζει «συµµετρία» περί το σηµείο θ = π/2, οπότε για να 

αυξήσουµε την ακρίβεια υποδιαιρούµε πρώτα σε δύο τµήµατα ως εξής: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
∫∫
π

π

π

θ
θ
−θ

+θ
θ
−θ

=
2

22

0

2
d

sin
khcoscoskhcosd

sin
khcoscoskhcosF  

Στο δεύτερο ολοκλήρωµα εκτελούµε αλλαγή µεταβλητής θ΄ = π – θ , οπότε έρχεται στη 

µορφή 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ){ }
( ) ( ) =θ′−

θ′−π
−θ′−π

=θ
θ
−θ

∫∫
π

π

π

0

2

2

2

2
d

sin
khcoscoskhcosd

sin
khcoscoskhcos  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
∫∫
π

π

θ′
θ′
−θ′

=θ′
θ′
−θ′−

−=
2

0

20

2

2
d

sin
khcoscoskhcosd

sin
khcoscoskhcos  

και άρα πρέπει τελικά να υπολογίσουµε το 

( ) ( )[ ] ( )∫∫
ππ

θθ=θ
θ
−θ

=
2

0

2

0

2
df2d

sin
khcoscoskhcos2F   µε  ( ) ( ) ( )[ ]

θ
−θ

=θ
sin

khcoscoskhcosf
2

 

Για την εφαρµογή του κανόνα Simpson στο παραπάνω ολοκλήρωµα θα λάβουµε m = 3, 

δηλ. τα διαιρετικά σηµεία 

2
,

12
6,...,

612
2,

12
,0 65210

π
=θ

π
=θ

π
=

π
=θ

π
=θ=θ  
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τα οποία γενικά δίνονται από την έκφραση 6,...,1,0n,
12

nnDn =
π

==θ  µε 
1226

1D π
=

π
=  

και έτσι ο προσεγγιστικός τύπος για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος παίρνει τη 

µορφή 

( ) ( ) ( )[ ]4253160

2

0

ff2fff4ff
36

df ++++++
π

≅θθ∫
π

 

α) Στην περίπτωση h = λ/4 έχουµε kh = (2π/λ) λ/4 = π/2 οπότε cos(kh) = 0 και sin(kh) = 1 

και η ολοκληρωτέα παράσταση παίρνει τη µορφή 

( )
θ







 θ
π

=
θ















 π−






 θπ

=θ
sin

cos
2

cos

sin
2

coscos
2

cos
f

2
2

  δηλ.  ∫
π

θ
θ







 θ
π

=
2

0

2

d
sin

cos
2

cos
2F  

Αντικαθιστώντας και εκτελώντας τις πράξεις προκύπτουν οι τιµές που χρειάζονται για τον 

κανόνα Simpson, και η εφαρµογή του γίνεται όπως στον παρακάτω πίνακα 

n θn  fn  

0 0 0

1 0,262 0,011

2 0,524 0,087

3 0,785 0,279

4 1,047 0,577

5 1,309 0,873

6 1,571 1,000

( )∫
π

θθ=
2

0

df2F  1,219 

Προσέξτε ότι για το σηµείο θ0 = 0 η ολοκληρωτέα παράσταση παρουσιάζει 

απροσδιοριστία της µορφής 0 / 0 αλλά παίρνουµε την οριακή τιµή της στη θέση αυτή η 

οποία υπολογίζεται εύκολα µε τον κανόνα L’ Hospital. 

Εισάγοντας την παραπάνω τιµή που υπολογίσθηκε για το F στην έκφραση για την 

αντίσταση ακτινοβολίας και χρησιµοποιώντας την τιµή sin(kh) = 1 και την προσεγγιστική 

τιµή της κυµατικής αντίστασης ελεύθερου χώρου ζ ≅ 120 π, παίρνουµε 

( )
08,73219,160F

2
120F

khsin2
R 2r ≅⋅≅

π
π

≅
π

ζ
=  (σε Ω) 

τιµή η οποία παρατηρούµε ότι είναι πολύ κοντά στην τιµή που δίνει η θεωρία. 
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β) Στην περίπτωση h = 3λ/8 έχουµε kh = (2π/λ) 3λ/8 = 3π/4 οπότε ( )
2
2khcos −=  και 

( )
2
2khsin =  και η ολοκληρωτέα παράσταση παίρνει τη µορφή 

( )
θ















 π−






 θπ

=θ
sin

4
3coscos

4
3cos

f

2

  δηλ.  ∫
π

θ
θ















 π

−





 θ
π

=
2

0

2

d
sin

4
3coscos

4
3cos

2F  

Τότε για την εφαρµογή του κανόνα Simpson έχουµε 

n θn  fn  

0 0 0

1 0,262 0,013

2 0,524 0,130

3 0,785 0,530

4 1,047 1,371

5 1,309 2,414

6 1,571 2,914

( )∫
π

θθ=
2

0

df2F  3,097 

όπου και πάλι για το σηµείο θ0 = 0 λήφθηκε η οριακή τιµή µε τον κανόνα L’ Hospital. 

Με τον ίδιο τρόπο, λαµβάνοντας όµως υπόψη ότι τώρα είναι sin(kh) = 22 , παίρνουµε 

( )
64,371097,3120F

212
120F

khsin2
R 2r ≅⋅≅

⋅π
π

≅
π

ζ
=  (σε Ω) 

Σηµειώνουµε ότι αν κατά σύµβαση υπολογίζαµε την Rr σε σχέση µε το µέγιστο ρεύµα του 

διπόλου και όχι µε το ρεύµα εισόδου, τότε δεν θα λαµβάναµε υπόψη τον παράγοντα 

sin(kh) και θα βρίσκαµε Rr ≅ 185,82 Ω. 

Ως προς την (µέγιστη) κατευθυντικότητα του διπόλου µε h = 3λ/8, θα χρησιµοποιήσουµε 

την (4.2.7) σε συνδυασµό µε την (4.4.12) για την ένταση ακτινοβολίας όπως την 

επεξεργαστήκαµε στα προηγούµενα: 

( )
FI

U4

F
4
I

U4
W
U4D 2

m

max2
2

m

max

rad

max
m

ζ
π=

π
ζ

π=π=  
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όπου F είναι το ολοκλήρωµα που υπολογίσαµε παραπάνω. Για τη µέγιστη ένταση 

ακτινοβολίας Umax θα χρησιµοποιήσουµε τη γενική έκφραση (4.4.12), η οποία για h = 3λ/8 

γράφεται στη µορφή 

( )
θ















 π

−





 θ
π

π

ζ
=θ 2

2

2

2
m

sin
4

3coscos
4

3cos

8
I

U  

Η έκφραση αυτή παίρνει τη µέγιστη τιµή της για τη διεύθυνση θ = π/2 = 90°, δηλ. στο 

µεσοκάθετο επίπεδο του διπόλου. Αυτό µπορεί να αποδειχθεί µε παραγώγιση, ενώ και 

διαισθητικά είναι φανερό από τα διαγράµµατα του Σχ. 4.10, αν λάβουµε υπόψη ότι η 

παρούσα περίπτωση h = 3λ/8 είναι ανάµεσα στις περιπτώσεις h = λ/4 (δίπολο λ/2) και h = 

λ/2 (δίπολο λ) που απεικονίζονται στο σχήµα αυτό. Έτσι η µέγιστη ένταση ακτινοβολίας 

Umax είναι 

( ) 2

2

2
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2
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Εποµένως 
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2

2

2
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2
2
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2
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8
I

4
FI

U4D 



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
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



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


+

π

ζ

π=
ζ

π=  

και αντικαθιστώντας την τιµή που υπολογίσαµε για το ολοκλήρωµα F παίρνουµε 

Dm ≅ 1,882     ή     Dm,dB  ≅  2,746 dB 

 

Παράδειγµα 4.6. Ένα δίπολο µε σύνθετη αντίσταση εισόδου Ζ∆ = 73 + j45 Ω 

τροφοδοτείται από γραµµή µεταφοράς χωρίς απώλειες µε 

χαρακτηριστική αντίσταση Ζ0 = 100 Ω. Προκειµένου να 

επιτευχθεί συντονισµός του διπόλου, δηλ. πραγµατική τιµή της 

συνολικής σύνθετης αντίστασης εισόδου ΖL αυτού (η οποία είναι 

και αντίσταση τερµατισµού για τη γραµµή µεταφοράς), ένα 

βραχυκυκλωµένο τµήµα της ίδιας γραµµής µεταφοράς µε µήκος l συνδέεται παράλληλα 

στο δίπολο. 

Να βρεθεί το µήκος l του βραχυκυκλωµένου τµήµατος ώστε να επιτυγχάνεται 

συντονισµός του διπόλου. Η συχνότητα λειτουργίας είναι 300 MHz και η ταχύτητα των 

Η/Μ κυµάτων στη γραµµή µεταφοράς είναι όση και στον ελεύθερο χώρο. 

Z0 
Zin(l) 

l 

Z0 
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Απάντηση 

Έστω Ζin(l) η σύνθετη αντίσταση εισόδου του βραχυκυκλωµένου τµήµατος γραµµής. 

Λόγω της παράλληλης συνδεσµολογίας, η σύνθετη αγωγιµότητα του συνδυασµού των Ζ∆ 

και Ζin(l) η οποία θα πρέπει να είναι πραγµατική δίνεται από την 

( ) ( ) ( ) ( )llll inin22ininL Y
7354

45j
7354

73Y
4573
45j73Y

45j73
1YYY +−=+

+
−

=+
+

=+= ∆  

Επειδή η Ζin(l) αντιστοιχεί σε βραχυκυκλωµένη γραµµή χωρίς απώλειες, θα είναι καθαρά 

φανταστική, άρα οµοίως και η Yin(l). Κατά συνέπεια, για να είναι η ΖL πραγµατική, µε 

βάση την παραπάνω έκφραση, θα πρέπει να ισχύει 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) 42,163j
45

7354jZ
7354

45jY0Y
7354

45j0YYIm inininin −≅−=⇒=⇒=+−⇒=+∆ llll  

Το µήκος κύµατος πάνω στη γραµµή είναι m110300103fc 68 =⋅⋅==λ  και άρα η 

σταθερά διάδοσης σε αυτή είναι π=λπ=β 22 . Η σύνθετη αντίσταση εισόδου Ζin(l) της 

βραχυκυκλωµένης γραµµής δίνεται κατά τα γνωστά από την 

( ) ( ) ( ) ( )
0

in
0in Z

ZjtantanZjZ l
lll −=β⇒β=  

Με αντικατάσταση των τιµών των Ζin(l) και Ζ0 από τα προηγούµενα παίρνουµε 

( ) ( ) π⋅+−≅−=π⇒−=π − n0217,16342,1tan2
100

42,1632tan 1ll  

Από τις άπειρες λύσεις της τριγωνοµετρικής εξίσωσης επιλέγουµε αυτή που οδηγεί στο 

µικρότερο µήκος γραµµής, δηλ. την πρώτη θετική (n = 1 ανωτέρω), οπότε προκύπτει 

m337,0
2

0217,1
≅

π
−π

≅l  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5 :  ΛΗΨΗ  –  ΑΛΛΗΛΕΠΙ∆ΡΑΣΗ  ΚΕΡΑΙΩΝ  

5.1. ΓΕΝΙΚΑ 

Όπως έχει προαναφερθεί, µια κεραία µπορεί να βρίσκεται είτε σε κατάσταση εκποµπής 

(transmitting mode) είτε σε κατάσταση λήψης (receiving mode), χωρίς να αποκλείεται η 

περίπτωση να εκτελεί και τους δύο ρόλους ταυτόχρονα. Το να βρίσκεται η κεραία σε 

κατάσταση εκποµπής σηµαίνει ότι τροφοδοτείται από κάποια πηγή (τον ποµπό) η οποία 

δηµιουργεί ρεύµα πάνω σε αυτή (µιλάµε τότε για επιβεβληµένη ρευµατική κατανοµή πάνω 

στην κεραία). Το ρεύµα αυτό δηµιουργεί, σύµφωνα µε τους νόµους του Maxwell, 

ηλεκτροµαγνητικό κύµα το οποίο εκπέµπεται από την κεραία προς τον γύρω χώρο. Στην 

κατάσταση λήψης η κεραία βρίσκεται µέσα στο ηλεκτροµαγνητικό πεδίο που δηµιουργεί 

κάποια άλλη κεραία, και εξαιτίας αυτού δηµιουργείται στην κεραία λήψης ρεύµα εξ 

επαγωγής, οπότε γίνεται λόγος για επαγόµενη ρευµατική κατανοµή πάνω στην κεραία*. Το 

ρεύµα αυτό διαρρέει και το κύκλωµα που συνδέεται µε την κεραία (κατά κανόνα ένα 

κύκλωµα δέκτη) και αποδίδει ένα µέρος της ισχύος του (την ωφέλιµη ισχύ) σε αυτό, ενώ 

ένα άλλο µέρος της ισχύος του µεταφέρεται σε ένα «δευτερογενές» ηλεκτροµαγνητικό 

κύµα, δηλ. σκεδαζόµενο κύµα, το οποίο δηµιουργείται από αυτό το ρεύµα και το οποίο 

επανεκπέµπεται (σκεδάζεται) από την κεραία. 

Η κατάσταση που περιγράφηκε παραπάνω χαρακτηρίζεται µε τον γενικό όρο 

αλληλεπίδραση κεραιών. Στην ειδικότερη περίπτωση κατά την οποία οι δύο κεραίες που 

αλληλεπιδρούν βρίσκονται σε µεγάλη απόσταση, δηλ. η κεραία λήψης είναι στο µακρινό 

πεδίο της κεραίας εκποµπής, κάνουµε λόγο για ασύρµατη ζεύξη. Προφανώς αυτή αφορά 

στη µετάδοση σηµάτων σε µεγάλες αποστάσεις, η οποία είναι και η ουσία των ασύρµατων 

τηλεπικοινωνιών. Στην περίπτωση αυτή, αυτό που κατ’ αρχήν ενδιαφέρει είναι η ισχύς που 

µεταδίδεται από τον ποµπό στον δέκτη. Το πρόβληµα είναι λιγότερο περίπλοκο από το 

γενικό πρόβληµα υπολογισµού του επαγόµενου ρεύµατος και µάλιστα διευκολύνεται πολύ 

από το γεγονός ότι τα χαρακτηριστικά εκποµπής και λήψης (όπως το διάγραµµα 

ακτινοβολίας, το κέρδος και η σύνθετη αντίσταση) µιας κεραίας ταυτίζονται. Αυτό είναι 

ένα από τα κυριότερα συµπεράσµατα της θεωρίας των κεραιών και οι συνέπειές του, 

                                                 
* Ο υπολογισµός του επαγόµενου ρεύµατος στην κεραία λήψης θεωρητικά µπορεί να γίνει µε βάση τους 

νόµους Maxwell λαµβάνοντας υπόψη τις οριακές συνθήκες που ισχύουν πάνω στην επιφάνεια της κεραίας, 

αλλά οι εξισώσεις που προκύπτουν είναι περίπλοκες και η λύση παρουσιάζει µεγάλες αριθµητικές 

δυσχέρειες. 
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καθώς και το θεµελιώδες θεώρηµα από το οποίο απορρέει (θεώρηµα της αµοιβαιότητας), 

θα αναλυθούν στα επόµενα. 

Η άλλη περίπτωση αλληλεπίδρασης είναι οι κεραίες να βρίσκονται κοντά η µία στην άλλη, 

πράγµα που µπορεί να συµβεί όταν αποτελούν µέρη (στοιχεία) µιας στοιχειοκεραίας 

(array) η οποία όπως θα δούµε αργότερα είναι σύστηµα πολλών όµοιων κεραιών. Τότε ο 

σκοπός του συστήµατος των κεραιών δεν είναι η µετάδοση σήµατος από τη µία στην άλλη 

αλλά η επίτευξη βελτιωµένων χαρακτηριστικών της στοιχειοκεραίας σε σχέση µε αυτά 

που θα είχαν µεµονωµένα τα στοιχεία αυτής (οι επιµέρους κεραίες που την αποτελούν). 

∆εν υπάρχουν λοιπόν µονοσήµαντοι ρόλοι ποµπού και δέκτη µεταξύ των επιµέρους 

κεραιών της στοιχειοκεραίας (ή µάλλον καθεµία από τις επιµέρους κεραίες µπορεί να 

παίζει συγχρόνως και τους δύο ρόλους), αλλά η συνολική στοιχειοκεραία παίζει ρόλο 

ποµπού ή δέκτη κατά περίπτωση. Κατά συνέπεια αυτό που ενδιαφέρει δεν είναι τόσο η 

ισχύς που µεταδίδεται µεταξύ των επιµέρους αλληλεπιδρωσών κεραιών όσο η µεταβολή 

του ρεύµατος καθεµίας από αυτές εξαιτίας της παρουσίας της άλλης (ή των άλλων), είτε 

τροφοδοτούνται όλες είτε µόνο ορισµένες από αυτές, µε άλλα λόγια το πρόβληµα της 

διέγερσης στοιχειοκεραίας δηλ. του υπολογισµού των ρευµάτων (και τάσεων) 

τροφοδοσίας των επιµέρους στοιχείων αυτής. Φυσικά η άλλη πλευρά του προβλήµατος 

είναι ο υπολογισµός των χαρακτηριστικών ακτινοβολίας (εποµένως και χαρακτηριστικών 

λήψης) της στοιχειοκεραίας, πράγµα που θα εξετασθεί αργότερα. 

Στα επόµενα, λοιπόν, θα χρησιµοποιούµε τον όρο «αλληλεπίδραση κεραιών» µε 

γενικότερη έννοια υποδηλώνοντας οποιαδήποτε από τις ανωτέρω περιπτώσεις, ενώ ο όρος 

«ασύρµατη ζεύξη» θα αναφέρεται ειδικότερα στην περίπτωση δύο αποµακρυσµένων 

κεραιών εκποµπής και λήψης οι οποίες βρίσκονται η µία στο µακρινό πεδίο της άλλης. Θα 

αναφερθούµε σε γενικές αρχές και µεθόδους που εφαρµόζονται σε κάθε περίπτωση 

αλληλεπίδρασης κεραιών, ενώ στη συνέχεια θα επικεντρωθούµε στην περίπτωση 

ασύρµατων ζεύξεων εξετάζοντας την ενεργό επιφάνεια, η οποία είναι το κύριο µέγεθος 

χαρακτηρίζει τη συµπεριφορά µιας κεραίας σε κατάσταση λήψης, και τη βασική εξίσωση 

που ισχύει για ασύρµατες ζεύξεις η οποία είναι γνωστή ως εξίσωση του Friis. 

5.2. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ ΑΜΟΙΒΑΙΟΤΗΤΑΣ 

5.2.1. Η γενική µορφή 

Το θεώρηµα της αµοιβαιότητας (reciprocity theorem) είναι από τα σηµαντικότερα της 

ηλεκτροµαγνητικής θεωρίας. Στη γενική του µορφή διατυπώνεται (και αποδεικνύεται µε 

βάση τους νόµους του Maxwell) σε σχέση µε τα ηλεκτροµαγνητικά πεδία σε κάποια 
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περιοχή του χώρου, ενώ εφαρµόζεται ουσιαστικά σε όλα τα προβλήµατα διάδοσης και 

σκέδασης ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων. 

Γενικά το θεώρηµα της αµοιβαιότητας αναφέρεται σε δύο οποιεσδήποτε πηγές 

ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων, δηλ. ρευµατικές κατανοµές, (a) και (b), οι οποίες 

βρίσκονται σε κάποια περιοχή του χώρου και δηµιουργούν κύµατα είτε συγχρόνως είτε και 

αλληλοδιαδόχως. Οι εν λόγω πηγές κυµάτων γενικά µπορεί να είναι κάποιες κατανοµές 

(πυκνότητες) ηλεκτρικών ρευµάτων J
r

, καθώς και οι λεγόµενες πυκνότητες µαγνητικών 

ρευµάτων M
r

, οι οποίες είναι φανταστικές πηγές που (ως γνωστόν) δεν υπάρχουν στη 

φύση αλλά είναι δυνατόν να ορισθούν κατάλληλα (µε βάση τη λεγόµενη µέθοδο των 

ισοδύναµων πηγών) ώστε να διευκολύνουν τους υπολογισµούς. Έστω λοιπόν aJ
r

 και aM
r

 

οι κατανοµές ρευµάτων (ηλεκτρικών και µαγνητικών) που αποτελούν την πηγή (a) και 

δηµιουργούν τα πεδία aE
r

 και aH
r

, και αντίστοιχα οι κατανοµές bJ
r

 και bM
r

 που 

αποτελούν την πηγή (b) και δηµιουργούν τα πεδία bE
r

 και bH
r

. Η γεωµετρία για την 

εφαρµογή του θεωρήµατος φαίνεται στο Σχ. 5.1 που ακολουθεί. 

   aH
r

 

aa M,J
rr

bb M,J
rr

aE
r

bE
r bH

r

Va Vb

 

Σχ. 5.1: Περιοχές, πηγές και πεδία για την εφαρµογή του θεωρήµατος της αµοιβαιότητας. 
Τα πεδία aE

r
, aH
r

 δηµιουργούνται από τις πηγές aJ
r

 και aM
r

, και αντίστοιχα τα (b). 

Υπό την προϋπόθεση ότι η περιοχή αυτή του χώρου είναι γραµµική  και ισοτροπική (αλλά 

όχι αναγκαστικά οµογενής, δηλ. οι ηλεκτρικές και µαγνητικές σταθερές του χώρου 

επιτρέπεται να µεταβάλλονται συναρτήσει της θέσης), αποδεικνύεται η σχέση  

( ) ( )∫∫∫∫∫∫ ⋅−⋅=⋅−⋅

ab V

abab

V

baba dVMHJEdVMHJE
rrrrrrrr

  (5.2.1) 

η οποία είναι η γενική ολοκληρωτική µορφή του θεωρήµατος της αµοιβαιότητας (υπάρχει 

και διαφορική µορφή αλλά δεν θα µας απασχολήσει εδώ). Οι περιοχές Va και Vb είναι 

αυτές που καταλαµβάνουν οι ρευµατικές κατανοµές (a) και (b) αντίστοιχα. Όπως δείχνει η 

(5.2.1), στη γενική (πεδιακή) αυτή µορφή του θεωρήµατος υπεισέρχονται τα πεδία aE
r

 και 
aH

r
 που δηµιουργούνται από την πηγή (a) στην περιοχή Vb και τα πεδία bE

r
 και bH

r
 που 

δηµιουργούνται από την πηγή (b) στην περιοχή Va . ∆ηλ. οι τιµές των ρευµάτων της κάθε 
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πηγής συνδυάζονται µε τα πεδία που δηµιουργούνται στην περιοχή της από την άλλη 

πηγή. 

5.2.2. Η κυκλωµατική µορφή 

Η γενική (πεδιακή) µορφή του θεωρήµατος της αµοιβαιότητας έχει, όπως προαναφέρθηκε, 

πολύ µεγάλη θεωρητική σπουδαιότητα αλλά στην πράξη είναι δύσχρηστη. Για την 

πρακτική εφαρµογή του στην περίπτωση δύο κεραιών σε αλληλεπίδραση είναι σαφώς 

προτιµότερη (και απλούστερη) η κυκλωµατική µορφή του θεωρήµατος, η οποία 

χρησιµοποιεί τις τάσεις και τα ρεύµατα πάνω στις δύο κεραίες. Θεωρούµε δύο κεραίες #1 

και #2 στις οποίες εφαρµόζονται διαδοχικά δύο πηγές τάσης (a) και (b), δηλ. οι πηγές 

ενεργούν χωριστά (πράγµα που, όπως έχει αναφερθεί, δεν επηρεάζει την ισχύ του 

θεωρήµατος). Η πηγή (a) έχει τάση V1
a και η πηγή (b) έχει τάση V2

b . Στην 

πραγµατικότητα θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε και ότι οι δύο πηγές ενεργούν 

συγχρόνως, αλλά η φυσική εικόνα είναι απλούστερη αν τις εξετάσουµε χωριστά. Πρώτα 

εφαρµόζεται η πηγή τάσης V1
a στην κεραία #1 και η κεραία #2 βραχυκυκλώνεται, δηλ. η 

κεραία #1 είναι σε κατάσταση εκποµπής και η κεραία #2 σε κατάσταση λήψης. Τότε στην 

κεραία #2 λόγω της τάσης V1
a δηµιουργείται κάποιο ρεύµα I2

a . Έπειτα εφαρµόζεται η 

πηγή τάσης V2
b στην κεραία #2 και βραχυκυκλώνεται η κεραία #1, οπότε αντίστοιχα στην 

κεραία #1 λόγω της τάσης V2
b δηµιουργείται κάποιο ρεύµα I1

b . Έχουµε λοιπόν δύο 

περιπτώσεις, η µία µε την πηγή (a) οπότε η κεραία #1 εκπέµπει και η #2 λαµβάνει, και η 

άλλη µε την πηγή (b) οπότε οι κεραίες αντιστρέφουν ρόλους, δηλ. η #2 εκπέµπει και η #1 

λαµβάνει. Η κατάσταση απεικονίζεται στο Σχ. 5.2. Σηµειώνουµε ότι η εικόνα των κεραιών 

ως διπόλων είναι καθαρά ενδεικτική. Το θεώρηµα ισχύει για κεραίες οποιουδήποτε είδους, 

σε οποιαδήποτε σχετική θέση και µε οποιονδήποτε προσανατολισµό µεταξύ τους, πρέπει 

όµως κατά την αντιστροφή των ρόλων η γεωµετρία της διάταξης, δηλ. η σχετική θέση και 

ο προσανατολισµός των κεραιών, να διατηρείται αµετάβλητη. 
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Πηγή (a) Πηγή (b) 

 
Σχ. 5.2: ∆ύο κεραίες σε κατάσταση εκποµπής και λήψης εναλλάξ για την εφαρµογή του 

θεωρήµατος της αµοιβαιότητας 

Στην περίπτωση αυτή, αποδεικνύεται ότι το θεώρηµα της αµοιβαιότητας ανάγεται στην 

ακόλουθη σχέση τάσεων και ρευµάτων 

b
1

b
2

a
2

a
1

I
V

I
V

=       (5.2.2) 

η οποία αποτελεί την κυκλωµατική µορφή του θεωρήµατος. Στη µορφή αυτή το θεώρηµα 

λέει ότι η σχέση µεταξύ της τάσης που τροφοδοτεί την κεραία εκποµπής και του ρεύµατος 

που δηµιουργείται στην κεραία λήψης παραµένει η ίδια όταν αντιστραφούν οι ρόλοι των 

δύο κεραιών. Αξίζει επίσης να σηµειωθεί ότι η τάση V1
a αντιστοιχεί σε µια ισοδύναµη 

πηγή κατά Thevenin που τροφοδοτεί το ισοδύναµο κύκλωµα εκποµπής της κεραίας #1, 

ενώ αντίστοιχα το ρεύµα βραχυκυκλώσεως I2
a αποτελεί την ισοδύναµη πηγή κατά Norton 

η οποία τροφοδοτεί το ισοδύναµο κύκλωµα λήψης (θα το δούµε αµέσως µετά) της κεραίας 

#2. Κατά την αντιστροφή των ρόλων των δύο κεραιών προφανώς αντιστρέφεται και η 

φυσική σηµασία των αντίστοιχων τάσεων και ρευµάτων. 

5.3. ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΑ ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ 

5.3.1. Ισοδύναµο κύκλωµα κεραίας λήψης 

Όταν µια κεραία βρίσκεται σε κατάσταση λήψης, η συµπεριφορά της σε σχέση µε το 

υπόλοιπο κύκλωµα που συνδέεται σε αυτή (δηλ. το κύκλωµα του δέκτη) µπορεί να 

περιγραφεί µέσω ενός ισοδύναµου κυκλώµατος, κατά αντίστοιχο τρόπο όπως και στην 

περίπτωση εκποµπής. Το ισοδύναµο αυτό κύκλωµα αποτελείται από το ισοδύναµο 

Thevenin της κεραίας λήψης (φυσικά θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί και το ισοδύναµο 

Norton) και µια σύνθετη αντίσταση που αντιπροσωπεύει τον δέκτη (είναι η ισοδύναµη 

σύνθετη αντίσταση του κυκλώµατος δέκτη, µε ή χωρίς γραµµή µεταφοράς). Το ισοδύναµο 

Thevenin της κεραίας, κατά τα γνωστά, εµφανίζει στους ακροδέκτες του (οι οποίοι είναι οι 



Σηµειώσεις Μικροκυµάτων – Κεραιών – Ραδιοζεύξεων Χρ. Βαζούρας 

 196 

ίδιοι οι ακροδέκτες της κεραίας) τιµές τάσης και ρεύµατος οι οποίες ταυτίζονται µε αυτές 

που εµφανίζει η κεραία. Πρέπει εδώ να παρατηρήσουµε ότι η κεραία λήψης έχει τον ρόλο 

της πηγής και ο δέκτης τον ρόλο του φορτίου, διότι η κεραία προσφέρει ισχύ (που 

προέρχεται από το ηλεκτροµαγνητικό κύµα που συλλέγει) προς το κύκλωµα του δέκτη το 

οποίο την απορροφά. Αυτή είναι και η διαφορά του ισοδύναµου κυκλώµατος κεραίας 

λήψης σε σχέση µε το ισοδύναµο κύκλωµα εκποµπής, δηλ. το γεγονός ότι στο ισοδύναµο 

κύκλωµα λήψης της κεραίας περιλαµβάνεται και µια πηγή. Από την άλλη πλευρά, η 

ισοδύναµη σύνθετη αντίσταση της κεραίας είναι η ίδια όπως και στην κατάσταση 

εκποµπής, πράγµα που αποδεικνύεται µε βάση το θεώρηµα της αµοιβαιότητας. 

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, το ισοδύναµο κύκλωµα κεραίας λήψης είναι όπως φαίνεται 

στο Σχ. 5.3. Οι (ωµικές) αντιστάσεις ακτινοβολίας Rr και απωλειών RL και η (άεργη) 

αντίδραση XA της κεραίας είναι οι ίδιες όπως και στο κύκλωµα εκποµπής. Η ισοδύναµη 

πηγή VT της κεραίας αντιπροσωπεύει την ισχύ του ηλεκτροµαγνητικού κύµατος που 

συλλέγει και µετατρέπει σε ισχύ ρευµάτων η κεραία, ενώ η σύνθετη αντίσταση φορτίου  

ZT = RT + jXT είναι η ισοδύναµη σύνθετη αντίσταση (αντίσταση εισόδου) του δέκτη. 

VT IT

RT

j XT

RL

Rr

j XA

Κεραία

Φορτίο

+

–

Αντίσταση απωλειών

Αντίσταση ακτινοβολίας

 

Σχ. 5.3: Το ισοδύναµο κύκλωµα κεραίας λήψης 

Όπως τονίσθηκε, οι Rr και RL είναι ακριβώς οι ίδιες όπως και για την εκποµπή, η φυσική 

τους ερµηνεία όµως διαφέρει στην περίπτωση της λήψης. Η αντίσταση απωλειών RL 

αντιστοιχεί στο µέρος της ισχύος του ηλεκτροµαγνητικού κύµατος που καταναλώνεται 

υπό µορφή θερµικών απωλειών πάνω στην κεραία, ενώ η αντίσταση ακτινοβολίας Rr 

αντιστοιχεί σε ένα άλλο µέρος της ισχύος που επανεκπέµπεται (δηλ. σκεδάζεται) από την 

κεραία προς τον χώρο που την περιβάλλει. Η συνολική ισχύς στο κύκλωµα κεραίας – 

φορτίου (δηλ. η συνολική ισχύς που παρέχει η ισοδύναµη πηγή) αποτελείται από τη 

σκεδαζόµενη ισχύ Wsc , την ισχύ απωλειών της κεραίας WL και την ωφέλιµη ισχύ WT που 

τελικά καταλήγει στο φορτίο, δηλ. στον δέκτη: 
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LscT WWWW ++=ολ     (5.3.1) 

και οι τύποι που δίνουν καθεµία από τις ισχείς αυτές είναι εντελώς αντίστοιχοι µε τους 

τύπους του ισοδύναµου κυκλώµατος εκποµπής (βλ. τις εξ. (4.3.9-11) του προηγούµενου 

κεφαλαίου) και αφήνονται ως άσκηση για τον αναγνώστη. 

Όπως έχει γίνει ήδη αντιληπτό, η Rr είναι κατά κανόνα πολύ µεγαλύτερη από την RL , 

πράγµα που σηµαίνει ότι η ισχύς που σκεδάζεται από την κεραία λήψης είναι πολύ 

µεγαλύτερη από εκείνη που καταναλώνεται πάνω σε αυτή και αποτελεί το κυριότερο αίτιο 

µείωσης της ισχύος που τελικά καταλήγει στον δέκτη (δηλ. της ωφέλιµης ισχύος για το 

κύκλωµα λήψης). Το θεώρηµα συζυγούς προσαρµογής φυσικά ισχύει και εδώ και λέει ότι 

η ωφέλιµη ισχύς που µεταβιβάζεται από την κεραία προς τον δέκτη µεγιστοποιείται όταν η 

σύνθετη αντίσταση εισόδου του δέκτη είναι συζυγώς προσαρµοσµένη προς την ισοδύναµη 

σύνθετη αντίσταση της κεραίας, δηλ. 

AT

LrT

XX
RRR

−=
+=

     (5.3.2) 

και τότε η ωφέλιµη ισχύς είναι ίση προς το µισό της συνολικής ισχύος που παρέχει η πηγή, 

δηλ. της ισχύος του ηλεκτροµαγνητικού κύµατος που συλλέγει η κεραία. Με άλλα λόγια, 

τουλάχιστον το µισό της ηλεκτροµαγνητικής ισχύος που συλλέγει η κεραία λήψης είτε 

σκεδάζεται είτε χάνεται υπό µορφή θερµικών απωλειών και (στην καλύτερη περίπτωση!) 

το άλλο µισό παρέχεται στον δέκτη. Η φυσική σηµασία της παρατήρησης αυτής είναι ότι 

αναγκαστικά η κεραία λήψης σκεδάζει (επανεκπέµπει) ένα σηµαντικό τµήµα της ισχύος 

του κύµατος που λαµβάνει, δηλ. πάντοτε λειτουργεί εν µέρει και ως κεραία εκποµπής 

(λόγω των ρευµάτων εξ επαγωγής πάνω στην κεραία λήψης). Όταν λοιπόν η κεραία 

εκποµπής και η κεραία λήψης είναι σχετικά κοντά, η επίδραση του σκεδαζόµενου κύµατος 

στην κεραία εκποµπής δεν είναι αµελητέα και λαµβάνεται υπόψη µε τη βοήθεια του 

ισοδύναµου διθύρου κυκλώµατος που εξετάζεται στην επόµενη ενότητα. 

5.3.2. Ισοδύναµο κύκλωµα κεραιών σε αλληλεπίδραση 

Έστω δύο κεραίες #1 και #2 που αλληλεπιδρούν µεταξύ τους σε οποιαδήποτε γεωµετρική 

διάταξη (απόσταση και προσανατολισµό µεταξύ τους) και σε οποιαδήποτε κατάσταση 

λειτουργίας, π.χ. η κεραία #1 εκπέµπει και η κεραία #2 λαµβάνει, ή το αντίστροφο, είτε 

και συνδυασµός των δύο (οι δύο κεραίες εκπέµπουν και λαµβάνουν συγχρόνως). Η 

συµπεριφορά του εν λόγω συστήµατος των δύο αλληλεπιδρωσών κεραιών, µη 

συµπεριλαµβανοµένων των εξωτερικών κυκλωµάτων που τυχόν συνδέονται σε αυτές, 

µπορεί να περιγραφεί από ένα ισοδύναµο δίθυρο κύκλωµα, όπως φαίνεται στο Σχ. 5.4. 



Σηµειώσεις Μικροκυµάτων – Κεραιών – Ραδιοζεύξεων Χρ. Βαζούρας 

 198 

 

Vg1 
+ 

–

1
Zg1 

V1 
+ 

–

I1

2

+

–
V2

I2

+

–
V2

I2 I1

V1

+

–

 

Σχ. 5.4: ∆ύο κεραίες σε αλληλεπίδραση και το ισοδύναµο δίθυρο κύκλωµα αυτών 

Το κύκλωµα που συνδέεται σε κάθε κεραία µπορεί λοιπόν να είναι οποιοδήποτε (στο Σχ. 

5.4 φαίνεται ενδεικτικά και µόνο η κεραία #1 συνδεδεµένη µε πηγή και η #2 µε φορτίο), 

αλλά αυτό δεν περιλαµβάνεται στο ισοδύναµο δίθυρο και δεν το επηρεάζει. Το ισοδύναµο 

δίθυρο είναι ένα µοντέλο που περιγράφει τις σχέσεις µεταξύ των τάσεων και ρευµάτων 

στους ακροδέκτες της κεραίας #1 και τους ακροδέκτες της κεραίας #2. Οι πολικότητες και 

φορές αναφοράς των εν λόγω τάσεων και ρευµάτων λαµβάνονται κατά σύµβαση όπως στο 

Σχ. 5.4, πράγµα που δεν βλάπτει τη γενικότητα του µοντέλου, αφού αν τυχόν οι 

πραγµατικές πολικότητες και φορές είναι αντίθετες αυτό θα εκφρασθεί απλώς µε αρνητικό 

πρόσηµο (κατά τα γνωστά). 

Υπό την προϋπόθεση ότι ο χώρος που περιβάλλει τις κεραίες είναι γραµµικός και 

ισοτροπικός (πράγµα που ισχύει ουσιαστικά πάντοτε στην πράξη), οι τάσεις και τα 

ρεύµατα στις θύρες του διθύρου διέπονται από το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων: 

2121111 IZIZV +=      (5.3.3α) 

2221122 IZIZV +=      (5.3.3β) 

όπου καθεµία από τις Z11 και Z22 λέγεται ιδία* σύνθετη αντίσταση (self-impedance) της 

κεραίας #1 και της #2 αντίστοιχα, ενώ η Z12 ονοµάζεται αµοιβαία σύνθετη αντίσταση 

(mutual impedance) µεταξύ των κεραιών #1 και #2. Στο σύστηµα των εξισώσεων (5.3.3α-

β), το οποίο προφανώς µπορεί να γραφεί και µε πίνακες, οι διαγώνιοι όροι Z11I1 και Z22I2 

σχετίζονται µε τη συµπεριφορά εκάστης µεµονωµένης κεραίας, ενώ οι δύο άλλοι όροι 

Z12I2 και Z12I1 εκφράζουν την αλληλεπίδραση µεταξύ των δύο αυτών κεραιών: αν 

αφαιρεθούν αυτοί, το σύστηµα ανάγεται σε δύο ανεξάρτητες εξισώσεις όµοιες µε αυτές 

που ισχύουν για την κάθε κεραία µόνη στο χώρο. Αυτό σηµαίνει ότι η ιδία σύνθετη 

αντίσταση (Z11 και Z22 ) καθεµιάς από τις κεραίες #1 και #2 ταυτίζεται µε την σύνθετη 

                                                 
* Η λέξη «ιδία» στη συγκεκριµένη περίπτωση σηµαίνει «δική της», όπως στα αρχαία ελληνικά. 



Σηµειώσεις Μικροκυµάτων – Κεραιών – Ραδιοζεύξεων Χρ. Βαζούρας 

 199

αντίσταση της κεραίας*, όπως είναι γνωστή από τα ισοδύναµα κυκλώµατα εκποµπής και 

λήψης αυτής. Μπορούµε λοιπόν να πούµε ότι το ισοδύναµο δίθυρο αποτελεί επέκταση της 

έννοιας της σύνθετης αντίστασης κεραίας ώστε να καλύψει και την περίπτωση 

περισσότερων κεραιών σε αλληλεπίδραση. Η αµοιβαία σύνθετη αντίσταση Z12 γενικά 

εξαρτάται από το είδος των δύο κεραιών, την απόσταση και τον σχετικό προσανατολισµό 

τους. Ειδικότερα, όπως είναι προφανές, η Z12 µειώνεται καθώς αυξάνει η απόσταση, διότι 

τότε η αλληλεπίδραση των κεραιών εξασθενεί. 

Σηµειώνουµε ότι στη θεωρία κυκλωµάτων η γενική µορφή των εξισώσεων διθύρου είναι 

2121111 IZIZV +=  

2221212 IZIZV +=  

δηλ. υπάρχουν δύο αµοιβαίες σύνθετες αντιστάσεις Z12 και Z21 , ανάλογα µε τη «φορά» 

της αλληλεπίδρασης. Εφόσον αυτές είναι ίσες, Z12 = Z21 , το δίθυρο λέγεται αµφίδροµο. 

Στην περίπτωση δύο κεραιών σε αλληλεπίδραση η αµφιδροµικότητα ισχύει πάντοτε υπό 

την προϋπόθεση γραµµικού και ισοτροπικού χώρου, δηλ. µπορεί ουσιαστικά να θεωρείται 

δεδοµένη όπως έγινε στις (5.3.3α-β). Αυτό απορρέει από το θεώρηµα της αµοιβαιότητας**. 

Εναλλακτικά, το σύστηµα των δύο κεραιών µπορεί επίσης να περιγραφεί και µε το 

λεγόµενο ισοδύναµο Τ-κύκλωµα που φαίνεται στο Σχ. 5.5. Οι σύνθετες αντιστάσεις του 

κυκλώµατος αυτού σχετίζονται µε τις τιµές των Z11 , Z22 και Z12 µε τον τρόπο που 

φαίνεται στο σχήµα. Εύκολα διαπιστώνουµε εφαρµόζοντας τους νόµους Kirchhoff ότι τα 

µεγέθη V1 , V2 και I1 , I2 στο ισοδύναµο Τ-κύκλωµα διέπονται επίσης από τις (5.3.3α-β), 

πράγµα που αποδεικνύει ότι πρόκειται όντως για ισοδύναµο κύκλωµα. 

 

+ 

–

V2 

I2I1 

V1 

+ 

–

Z11 – Z12

Z12

Z22 – Z12

 

Σχ. 5.5: Ισοδύναµο Τ-κύκλωµα για δύο κεραίες σε αλληλεπίδραση 

                                                 
* Αυτό µπορεί να γίνει κατανοητό µε τον ακόλουθο συλλογισµό: Θεωρούµε ότι αποµακρύνουµε 

βαθµηδόν τη µία κεραία από την άλλη, οπότε η Z12 µειώνεται διαρκώς και τελικά όταν η απόσταση γίνει 

πολύ µεγάλη (τείνει στο άπειρο) η Z12 οριακά µηδενίζεται, κάθε κεραία είναι πλέον αποµονωµένη από την 

άλλη και ισχύει γι’ αυτή το γνωστό ισοδύναµο κύκλωµα εκποµπής ή λήψης. Όµως η Z11 και η Z22 δεν 

αλλάζουν, άρα αυτές είναι που συµµετέχουν στο κάθε ισοδύναµο κύκλωµα. 
** Μια απόδειξη δίνεται στο Παράδειγµα 5.1. 
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Χρησιµοποιώντας είτε το ισοδύναµο δίθυρο είτε το ισοδύναµο Τ-κύκλωµα µπορούµε να 

βρούµε την σύνθετη αντίσταση εισόδου για κάθε µία θύρα του κυκλώµατος, δηλ. για κάθε 

µία από τις αλληλεπιδρώσες κεραίες. Σύµφωνα µε την θεωρία κυκλωµάτων η σύνθετη 

αντίσταση εισόδου είναι η ισοδύναµη σύνθετη αντίσταση όπως «φαίνεται» µεταξύ των 

δύο ακροδεκτών της κάθε συγκεκριµένης θύρας, δηλ. ο λόγος τάσης / ρεύµατος στη θύρα 

αυτή. Από τις (5.3.3α-β) παίρνουµε 

1

2
1211

1

1
1,in I

IZZ
I
VZ +==      (5.3.4α) 

22
2

1
12

2

2
2,in Z

I
IZ

I
VZ +==      (5.3.4β) 

Η σύνθετη αντίσταση εισόδου Zin,1 (ή Zin,2 ) λέγεται σύνθετη αντίσταση οδήγησης 

(driving point impedance) της κεραίας #1 (ή της κεραίας #2 αντίστοιχα) και εκφράζει την 

σύνθετη αντίσταση που «βλέπει» το κύκλωµα που συνδέεται µε την κεραία αυτή (ποµπός 

ή δέκτης). Πρόκειται λοιπόν για την σύνθετη αντίσταση εισόδου (ή εξόδου) της κεραίας 

όπως αυτή τροποποιείται από την παρουσία της άλλης κεραίας και την αλληλεπίδραση 

µεταξύ τους. Η σύνθετη αντίσταση οδήγησης είναι αυτή που πρέπει να χρησιµοποιηθεί σε 

κυκλωµατικούς υπολογισµούς για την κάθε κεραία, π.χ. για να προσαρµοσθεί αυτή µε τον 

ποµπό που την τροφοδοτεί (ή µε τον δέκτη που τροφοφοτείται από αυτή). Για να την 

προσδιορίσουµε πρέπει να γνωρίζουµε τα στοιχεία του ισοδύναµου διθύρου (δηλ. τις Z11 , 

Z22 και Z12 ) καθώς και κάποιο δεδοµένο που να επιτρέπει τον υπολογισµό του λόγου 

ρευµάτων I1 / I2 (π.χ. από τα υπόλοιπα κυκλώµατα που συνδέονται µε το δίθυρο). 

Στην περίπτωση που οι αλληλεπιδρώσες κεραίες αποτελούν µια ασύρµατη ζεύξη, δηλ. 

βρίσκονται σε µεγάλη απόσταση η µία από την άλλη (η κεραία λήψης είναι στο µακρινό 

πεδίο της κεραίας εκποµπής), θεωρώντας ότι η κεραία #1 είναι σε κατάσταση εκποµπής 

και η #2 λήψης παρατηρούµε ότι στην (5.3.3α) ο όρος Z12I2 µπορεί να θεωρηθεί αµελητέος 

διότι τότε ισχύει συγχρόνως  Z12 << Z11 (η αµοιβαία σύνθετη αντίσταση είναι πολύ µικρή) 

και I2 << I1 (το ρεύµα στην κεραία λήψης είναι πολύ µικρό), και εποµένως Z12I2 << Z11I1 . 

Από την άλλη πλευρά, ο όρος Z12I1 στην (5.3.3β) δεν µπορεί να θεωρηθεί αµελητέος διότι 

ισχύει Z12 << Z22 αλλά και I1 >> I2 , και άρα δεν µπορεί να βγει συµπέρασµα για τη σχέση 

µεταξύ των γινοµένων Z12I1 και Z22I2 από µαθηµατική άποψη, αλλά και από φυσική 

άποψη δεν είναι επιτρεπτό να θεωρηθεί αµελητέος επειδή αν αγνοηθεί αυτός ο όρος 

χάνεται όλη η πληροφορία σχετικά µε την αλληλεπίδραση των κεραιών και το δίθυρο 

ανάγεται (όπως προαναφέρθηκε) σε δύο ανεξάρτητα κυκλώµατα εκποµπής και λήψης τα 

οποία δεν παρέχουν κανένα στοιχείο για την µεταξύ τους ζεύξη. Κατά συνέπεια, στην 
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περίπτωση ασύρµατης ζεύξης, οι εξισώσεις (5.3.3α-β) µε την παραπάνω απλοποίηση 

έρχονται στη µορφή 

1111 IZV ≅      (5.3.5α) 

2221122 IZIZV +=     (5.3.5β) 

Από φυσική άποψη, η απλοποίηση αυτή σηµαίνει ότι σε µια ασύρµατη ζεύξη (δηλ. σε 

µεγάλη απόσταση) το ρεύµα της κεραίας εκποµπής δεν επηρεάζεται από την παρουσία της 

κεραίας ή των κεραιών λήψης (σκεφθείτε π.χ. το παράδειγµα ενός ραδιοφωνικού 

σταθµού), ενώ το ρεύµα της κεραίας λήψης προφανώς επηρεάζεται από την κεραία 

εκποµπής (αλλιώς δεν θα υπήρχε ζεύξη!). Στην περίπτωση αυτή, το ισοδύναµο δίθυρο 

ανάγεται στο κύκλωµα του Σχ. 5.6, το οποίο εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι 

ικανοποιεί τις (5.3.5α-β). 
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I2I1 

V1 
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–
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Z12 I1  
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Zg 

 

Σχ. 5.6: Το ισοδύναµο κύκλωµα για ασύρµατη ζεύξη 

Όπως φαίνεται στο Σχ. 5.6, το ισοδύναµο δίθυρο έχει αναχθεί σε δύο ανεξάρτητα 

επιµέρους κυκλώµατα, τα οποία είναι ακριβώς τα ισοδύναµα κυκλώµατα εκποµπής και 

λήψης που έχουν παρουσιασθεί στα προηγούµενα για µια µεµονωµένη κεραία. Η 

αλληλεπίδραση µεταξύ των δύο αυτών κυκλωµάτων (µέσω της ασύρµατης ζεύξης) 

εκφράζεται από την εξαρτηµένη πηγή τάσης Z12I1 , η οποία είναι η ισοδύναµη πηγή τάσης 

του κυκλώµατος λήψης (η VT του Σχ. 5.3) και εδώ δίνεται η εξάρτησή της από το ρεύµα 

στην κεραία εκποµπής. 

5.4. ΕΝΕΡΓΟΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ ΚΕΡΑΙΑΣ 

5.4.1. Ορισµοί 

Όπως προκύπτει από τις γενικές ιδιότητες του µακρινού πεδίου (πεδίου ακτινοβολίας) που 

έχουν αναφερθεί στο προηγούµενο κεφάλαιο, το ηλεκτροµαγνητικό κύµα οποιασδήποτε 

κεραίας εκποµπής στο πεδίο ακτινοβολίας είναι ένα σφαιρικό κύµα (δηλ. οι επιφάνειες 

σταθερής φάσης είναι σφαίρες) το οποίο τοπικά προσοµοιάζει µε επίπεδο κύµα. ∆ηλ. σε 

µια ασύρµατη ζεύξη η κεραία λήψης (ευρισκόµενη στο πεδίο ακτινοβολίας της κεραίας 

εκποµπής) «βλέπει» ένα κύµα το οποίο, στις περιορισµένες γεωµετρικές διαστάσεις της, 
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έχει ουσιαστικά τη µορφή επίπεδου κύµατος. Κατά συνέπεια, το διάνυσµα Poynting του 

προσπίπτοντος κύµατος, δηλ. του κύµατος που προσπίπτει στην κεραία λήψης ερχόµενο 

από την κεραία εκποµπής, είναι περίπου σταθερό κατά µέτρο και διεύθυνση σε όλη την 

περιοχή της κεραίας λήψης. Η διεύθυνση (θ,φ) του διανύσµατος αυτού (διεύθυνση 

πρόσπτωσης) είναι η διεύθυνση υπό την οποία η κεραία λήψης «βλέπει» την κεραία 

εκποµπής (την κεραία από την οποία προέρχεται το κύµα) και το µέτρο Pinc του εν λόγω 

διανύσµατος δίνει την προσπίπτουσα πυκνότητα ισχύος ανά µονάδα επιφάνειας. Από την 

ισχύ που µεταφέρει το προσπίπτον κύµα κάποια ποσότητα συλλέγεται από την κεραία 

λήψης, µετατρέπεται σε ισχύ ρευµάτων και τελικά εν µέρει αποδίδεται στο φορτίο (δέκτη) 

που συνδέεται µε την κεραία (ωφέλιµη ισχύς WT ) και εν µέρει σκεδάζεται ή 

καταναλώνεται υπό µορφή απωλειών στην κεραία. 

Η ενεργός επιφάνεια Ae (effective area ή effective aperture) της κεραίας λήψης ως προς 

κάποια διεύθυνση (θ,φ) ορίζεται από τον λόγο της ωφέλιµης ισχύος WT που τελικά 

αποδίδει η κεραία στο φορτίο της προς την πυκνότητα ισχύος Pinc του προσπίπτοντος 

κύµατος που προσέρχεται στην κεραία από την διεύθυνση (θ,φ): 

( )
inc

T
e P

W,A =ϕθ      (5.4.1) 

Εύκολα παρατηρούµε ότι η ενεργός επιφάνεια εκφράζεται σε µονάδες εµβαδού (m2), 

πράγµα που δικαιολογεί την ονοµασία «επιφάνεια». Η φυσική της σηµασία είναι το 

εµβαδόν µιας ιδεατής επιφάνειας που θα έπρεπε να τοποθετηθεί κάθετα στη διεύθυνση 

διάδοσης του προσπίπτοντος κύµατος ώστε να συλλέξει τόση ισχύ όση είναι η ωφέλιµη 

ισχύς που αποδίδει η κεραία στο φορτίο της, όπως φαίνεται στο Σχ. 5.7. 

θ,φ 

ZT WT 

Pinc

Pinc Ae

 

Σχ. 5.7α: Ορισµός ενεργού επιφάνειας κεραίας   Σχ. 5.7β: Φυσική ερµηνεία της 

Η ενεργός επιφάνεια είναι το βασικό µέγεθος που χαρακτηρίζει τη συµπεριφορά της 

κεραίας σε κατάσταση λήψης. Εξαρτάται από τη διεύθυνση πρόσπτωσης (θ,φ) διότι τα 

χαρακτηριστικά λήψης της κεραίας εξαρτώνται από αυτή, δηλ. η ισχύς που επιτυγχάνει να 

συλλέξει η κεραία λήψης διαφέρει ανάλογα µε τη διεύθυνση υπό την οποία «βλέπει» την 

κεραία εκποµπής, δηλ. τη διεύθυνση από την οποία προσέρχεται σε αυτή το κύµα. Αν 

σχεδιάζαµε ένα πολικό διάγραµµα της Ae(θ,φ), αυτό θα αποτελούσε το «διάγραµµα 

λήψης» της κεραίας που θα έδειχνε τη συµπεριφορά της ανά κάθε διεύθυνση λήψης. Όπως 
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θα δούµε όµως σε λίγο, τέτοιο διάγραµµα δεν είναι ανάγκη να σχεδιασθεί διότι είναι 

ταυτόσηµο µε το διάγραµµα ακτινοβολίας της κεραίας. 

Από τον ορισµό (5.4.1) παρατηρούµε ότι η ενεργός επιφάνεια γενικά εξαρτάται και από το 

φορτίο µε το οποίο συνδέεται η κεραία. Πραγµατικά, από το ισοδύναµο κύκλωµα λήψης 

της κεραίας (βλ. το Σχ. 5.3) παίρνουµε 

( ) ( )2TA
2

TLr

T
2

T2
TT

XXRRR
R

2
V

IR
2
1W

++++
==   (5.4.2) 

Προκειµένου όµως να ορισθεί ένα µέγεθος χαρακτηριστικό της κεραίας καθαυτής και 

ανεξάρτητο από το υπόλοιπο κύκλωµα που συνδέεται (ή θα µπορούσε να συνδεθεί) µε 

αυτή, συνήθως η ενεργός επιφάνεια ορίζεται µε την παραδοχή ότι η κεραία έχει συνδεθεί 

µε φορτίο συζυγώς προσαρµοσµένο µε αυτή, δηλ. ZT = ZA
* = Rr + RL – j XA . Τότε η 

ωφέλιµη ισχύς που µεταδίδεται στο φορτίο γίνεται µέγιστη και δίνεται, κατά τα γνωστά, 

από την 

( ) T

2
T

Lr

2
T

max,TT R8
V

RR8
V

WW =
+

==     (5.4.3) 

και µε βάση την ισχύ αυτή ορίζεται η µέγιστη ενεργός επιφάνεια της κεραίας (προσοχή: 

µέγιστη ως προς το φορτίο και όχι ως προς τη διεύθυνση). Η παραδοχή αυτή κατά κανόνα 

θεωρείται δεδοµένη στον ορισµό της ενεργού επιφάνειας (εκτός αν αναφέρεται ρητώς το 

αντίθετο). Αν είναι γνωστή η ενεργός επιφάνεια και χρειάζεται να υπολογισθεί η ωφέλιµη 

ισχύς για κάποιο άλλο φορτίο διαφορετικό από το προσαρµοσµένο, ο υπολογισµός γίνεται 

µε τη βοήθεια του ισοδύναµου κυκλώµατος της κεραίας λήψης. 

Κατά ανάλογο τρόπο µπορούν να ορισθούν και άλλες «ενεργοί» ή «ισοδύναµες» 

επιφάνειες που αντιπροσωπεύουν άλλα τµήµατα της ισχύος που συλλέγει η κεραία λήψης. 

Ειδικότερα, από τη σκεδαζόµενη ισχύ ορίζεται η επιφάνεια σκέδασης (scattering area) 

( )
inc

sc
s P

W,A =ϕθ      (5.4.4) 

και από την ισχύ απωλειών η επιφάνεια απωλειών (loss area) 

( )
inc

L
L P

W,A =ϕθ      (5.4.5) 

ενώ µπορεί να ορισθεί και η επιφάνεια συλλογής (capture area) η οποία αντιπροσωπεύει 

τη συνολική ισχύ που συλλέγει η κεραία από το προσπίπτον κύµα 

( )
inc

c P
W,A ολ=ϕθ      (5.4.6) 
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Όλες οι παραπάνω επιφάνειες ορίζονται συνήθως µε την παραδοχή συζυγούς 

προσαρµογής µεταξύ κεραίας και φορτίου, όπως και η ενεργός επιφάνεια. Είναι προφανές 

ότι µεταξύ τους υπάρχει µια σχέση αντίστοιχη µε την (5.3.1) µεταξύ των ισχύων που 

αντιπροσωπεύουν: 

Lsec AAAA ++=      (5.4.7) 

δηλ. η Ac ισούται µε το σύνολο των άλλων τριών, ενώ επίσης οι As και AL συνδέονται 

µέσω του συντελεστή απόδοσης ακτινοβολίας της κεραίας που έχει ορισθεί στα 

προηγούµενα. 

Τονίζουµε επίσης ότι οι παραπάνω επιφάνειες έχουν διαστάσεις εµβαδού, δεν ταυτίζονται 

όµως µε τη φυσική επιφάνεια της κεραίας. Προκειµένου για κεραίες ανοίγµατος (aperture 

antennas), δηλ. κεραίες µε σχετικά µεγάλη φυσική επιφάνεια (όπως είναι τα κάτοπτρα και 

οι χοανοκεραίες), η συνολική επιφάνεια συλλογής προσεγγίζει τη φυσική τους επιφάνεια, 

και µάλιστα είναι πλησιέστερη σε αυτή όσο σταθερότερη είναι η κατανοµή των 

ηλεκτροµαγνητικών πεδίων πάνω στο άνοιγµα της κεραίας (πράγµα που γενικά συµβαίνει 

για µεγάλα ανοίγµατα). Αντίθετα, για κεραίες αποτελούµενες από λεπτούς (νηµατοειδείς) 

αγωγούς (thin wire antennas), όπως είναι τα δίπολα, η επιφάνεια συλλογής είναι πολύ 

µεγαλύτερη από τη φυσική επιφάνειά τους η οποία άλλωστε τείνει στο 0. 

5.4.2. Ενεργός επιφάνεια και κατευθυντικότητα – κέρδος 

Στο σηµείο αυτό θα δείξουµε ότι η ενεργός επιφάνεια κεραίας (η οποία περιγράφει τα 

χαρακτηριστικά λήψης της), σχετίζεται άµεσα µε την κατευθυντικότητα και το κέρδος της, 

τα οποία ως γνωστόν είναι τα βασικά µεγέθη που περιγράφουν τα χαρακτηριστικά 

εκποµπής της κεραίας. Η σχέση αυτή, που βασίζεται στο θεώρηµα της αµοιβαιότητας, µας 

οδηγεί στο θεµελιώδες συµπέρασµα ότι τα χαρακτηριστικά εκποµπής και λήψης κάθε 

κεραίας είναι ταυτόσηµα. 

Θεωρούµε δύο κεραίες #1 και #2 σε αλληλεπίδραση οι οποίες αποτελούν ασύρµατη ζεύξη, 

δηλ. βρίσκονται η µία στο πεδίο ακτινοβολίας της άλλης. Η #1 βλέπει την #2 υπό 

διεύθυνση (θ1 , φ1), ενώ η #2 βλέπει την #1 υπό διεύθυνση (θ2 , φ2) και έστω r η απόσταση 

µεταξύ των δύο κεραιών. Έστω επίσης Ae1(θ1 , φ1), D1(θ1 , φ1) και Ae2(θ2 , φ2), D2(θ2 , φ2) 

η ενεργός επιφάνεια και η κατευθυντικότητα καθεµίας από αυτές, ενώ εφόσον έχουν 

απώλειες θεωρούµε και τα κέρδη αυτών G1(θ1 , φ1) και G2(θ2 , φ2). Η γεωµετρία της 

διάταξης φαίνεται στο Σχ. 5.8 (τα σύµβολα των δύο κεραιών είναι γενικού χαρακτήρα 

χωρίς να υποδηλώνουν κάποιο ιδιαίτερο τύπο κεραίας, όπως άλλωστε και σε όλα τα 

προηγούµενα). 
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r 

1 

2 

Wt 
Wrθ1 , φ1 

θ2 , φ2 

r 

1

2 
Wr

Wtθ1 , φ1

θ2 , φ2 

(a) (b)

 

Σχ. 5.8: Ασύρµατη ζεύξη δύο κεραιών µε εναλλασσόµενους ρόλους. (a): Η κεραία #1 
εκπέµπει και η #2 λαµβάνει, (b): H κεραία #2 εκπέµπει και η #1 λαµβάνει. 

Θεωρούµε ότι εκτελούνται δύο πειράµατα (a) και (b), τα οποία αντιστοιχούν σε δύο 

περιπτώσεις λειτουργίας των κεραιών µε αντεστραµµένους ρόλους. Και στις δύο 

περιπτώσεις (a) και (b) υποθέτουµε συνθήκες συζυγούς προσαρµογής στις δύο κεραίες (µε 

το κύκλωµα ποµπού και δέκτη στο οποίο συνδέεται εκάστη). Στο πείραµα (a) η κεραία #1 

εκπέµπει και η #2 λαµβάνει, και έστω Wt η ισχύς εισόδου (τροφοδοσίας) της κεραίας 

εκποµπής #1 (όπως έχει ορισθεί στην παράγραφο 4.2.3 του προηγούµενου κεφαλαίου) και 

Wr η ωφέλιµη ισχύς που αποδίδει η κεραία λήψης #2 στον δέκτη (όπως ορίσθηκε στην 

προηγούµενη παράγραφο 5.4.1). Στο πείραµα (b) οι ρόλοι των δύο κεραιών 

εναλλάσσονται, δηλ. η #2 εκπέµπει και η #1 λαµβάνει, διατηρώντας όµως τη γεωµετρία 

της διάταξης (δηλ. την απόσταση και τον σχετικό προσανατολισµό των κεραιών) ακριβώς 

ίδια και θέτοντας την ισχύ εισόδου (τροφοδοσίας) της κεραίας #2 ίση µε την προηγούµενη 

Wt της κεραίας #1. Τότε για το πείραµα (b) αποδεικνύεται ότι η ωφέλιµη ισχύς που 

αποδίδει η κεραία #1 στον δέκτη θα είναι ίση µε την προηγούµενη Wr , δηλ. µε την 

ωφέλιµη ισχύ στον δέκτη του πειράµατος (a). Η απόδειξη βασίζεται στο θεώρηµα της 

αµοιβαιότητας*. 

Στην περίπτωση (a) που η #1 εκπέµπει, µια ισοτροπική κεραία ισοδύναµη προς την #1 θα 

δηµιουργούσε πάνω στην κεραία λήψης #2 πυκνότητα ισχύος (διάνυσµα Poynting) µε 

µέτρο 

2
t

0 r4
WP
π

=  

                                                 
* Η απόδειξη βασίζεται στην (5.2.2), µετατρέποντας όµως τα ρεύµατα βραχυκυκλώσεως I2

a και I1
b (που 

είναι ουσιαστικά ισοδύναµες πηγές κατά Norton) στις ισοδύναµες πηγές τάσης κατά Thevenin για το 

κύκλωµα της εκάστοτε κεραίας λήψης δηλ. της #1 για (a) και της #2 για (b). Λαµβάνουµε υπόψη την 

ισότητα της ισχύος εισόδου Wt στις περιπτώσεις (a) και (b) από την οποία, δεδοµένης της συζυγούς 

προσαρµογής, συνεπάγεται µια σχέση για τις πηγές V1
a  και V2

b . Εφαρµόζοντας την (5.2.2) οδηγούµαστε σε 

µια σχέση για τις προαναφερθείσες ισοδύναµες πηγές τάσης Thevenin από την οποία απορρέει η ισότητα της 

ωφέλιµης ισχύος προς τον δέκτη. 
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εφόσον η κεραία #1 δεν έχει απώλειες (οπότε Wt = Wrad ), ενώ αν έχει απώλειες (οπότε ο 

συντελεστής απόδοσής της έστω n1 ) το διάνυσµα Poynting που δηµιουργεί µια ισοδύναµη 

ισοτροπική κεραία θα έχει µέτρο 

2
t1

0 r4
WnP
π

=  

Από τον ορισµό της κατευθυντικότητας (4.2.6) συµπεραίνουµε ότι το διάνυσµα Poynting 

της κεραίας #1 πάνω στην #2 προκύπτει πολλαπλασιάζοντας το διάνυσµα Poynting της 

ισοδύναµης ισοτροπικής κεραίας επί την κατευθυντικότητα της κεραίας #1: 

( ) ( ) ( )
2

111t
2

1111t
11101 r4

,GW
r4

,DnW,DPP
π

ϕθ
=

π

ϕθ
=ϕθ=  

(στο ίδιο συµπέρασµα θα µπορούσαµε να φτάσουµε και κατευθείαν συνδυάζοντας την 

(4.2.6) µε την (4.2.1) που αποτελεί τον ορισµό της έντασης ακτινοβολίας). 

Εφαρµόζοντας τον ορισµό (5.4.1) για την ενεργό επιφάνεια της κεραίας #2 και 

χρησιµοποιώντας την τιµή που βρέθηκε παραπάνω για την πυκνότητα ισχύος P1 του 

προσπίπτοντος κύµατος σε αυτή παίρνουµε 

( ) ( ) ( )
2

222e111t
1222er r4

,A,GWP,AW
π

ϕθϕθ
=ϕθ=    (5.4.8α) 

Στη συνέχεια εκτελούµε το πείραµα (b), δηλ. θεωρούµε την περίπτωση (b) όπου η #2 

εκπέµπει και η #1 λαµβάνει. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία βρίσκουµε ότι το 

διάνυσµα Poynting πάνω στην κεραία #1 που προέρχεται από την κεραία #2 δίνεται από 

την 

( ) ( ) ( )
2

222t
2

2222t
22202 r4

,GW
r4

,DnW,DPP
π

ϕθ
=

π

ϕθ
=ϕθ=  

και από τον ορισµό της ενεργού επιφάνειας για την κεραία #1 παίρνουµε 

( ) ( ) ( )
2

111e222t
2111er r4

,A,GWP,AW
π

ϕθϕθ
=ϕθ=    (5.4.8β) 

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το γεγονός ότι η Wr παραµένει η ίδια στην περίπτωση (b). 

Συνδυάζοντας τις (5.4.8α-β) παίρνουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )222e

222

111e

111
222e111111e222 ,A

,G
,A
,G,A,G,A,G

ϕθ
ϕθ

=
ϕθ
ϕθ

⇒ϕθϕθ=ϕθϕθ  (5.4.9) 

Η (5.4.9) λέει ότι για δύο οποιεσδήποτε κεραίες (και για οποιεσδήποτε κατευθύνσεις) ο 

λόγος του κέρδους προς την ενεργό επιφάνεια είναι ο ίδιος. Αντίστοιχη αναλογία ισχύει 

προφανώς για την κατευθυντικότητα εφόσον οι δύο κεραίες (ή και µόνο η µία από αυτές) 

δεν έχουν απώλειες. Αφού όµως το συµπέρασµα αυτό προέκυψε για δύο οποιεσδήποτε 

κεραίες, άρα ισχύει για όλες τις κεραίες. Με άλλα λόγια, ο λόγος του κέρδους προς την 
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ενεργό επιφάνεια είναι σταθερός για όλες τις κεραίες. Κατά συνέπεια αρκεί ο λόγος αυτός 

να βρεθεί για µία συγκεκριµένη κεραία και έπειτα µπορεί να εφαρµοσθεί αυτούσιος σε 

κάθε κεραία. Μάλιστα αφού, όπως είδαµε, ο λόγος είναι ο ίδιος για οποιαδήποτε 

κατεύθυνση, αρκεί αυτός να βρεθεί για µία συγκεκριµένη κατεύθυνση, π.χ. για την 

κατεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας. 

Η απλούστερη περίπτωση κεραίας είναι προφανώς ένα δίπολο Hertz και µάλιστα χωρίς 

απώλειες. Στην περίπτωση αυτή η κατευθυντικότητα, η οποία ταυτίζεται µε το κέρδος του, 

είναι γνωστή και ίση (βλ. την παράγραφο 4.4.3 του προηγούµενου κεφαλαίου) µε 1,5 στην 

κατεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας. Επίσης η ενεργός επιφάνεια στην κατεύθυνση αυτή 

προσδιορίζεται θεωρητικά ότι είναι ίση µε 3λ2 / 8π. ∆ηλαδή για το δίπολο Hertz έχουµε 

2
emH

mH2

emH

mH 4
A
G

8
3A

5,1G

λ

π
=⇒







π
λ

=

=
    (5.4.10) 

Εποµένως για κάθε κεραία ο λόγος της (5.4.9) έχει την τιµή της (5.4.10), δηλ. 

( )
( ) ( ) ( )ϕθ

π
λ

=ϕθ⇔
λ
π

=
ϕθ
ϕθ ,G

4
,A4

,A
,G 2

e2
e

   (5.4.11) 

Η (5.4.11) είναι η σχέση που συνδέει την ενεργό επιφάνεια µε το κέρδος σε κάθε 

περίπτωση κεραίας, και προφανώς ανάγεται στην αντίστοιχη µορφή µε την 

κατευθυντικότητα αντί του κέρδους εφόσον η κεραία δεν έχει απώλειες. Ένα από τα 

συµπεράσµατα που απορρέουν από αυτή είναι το γεγονός ότι, όπως προαναφέρθηκε 

επανειληµµένως, το διάγραµµα ακτινοβολίας της κεραίας εκφράζει και τα χαρακτηριστικά 

λήψης αυτής, αφού όπως δείχνει η (5.4.11) αποτελεί συγχρόνως (µε διαφορά µόνο στην 

κλίµακα) και διάγραµµα της ενεργού επιφάνειας της κεραίας συναρτήσει της 

κατεύθυνσης. 

5.5. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΑΣΥΡΜΑΤΩΝ ΖΕΥΞΕΩΝ 

5.5.1. H εξίσωση του Friis 

Η λεγόµενη εξίσωση του Friis είναι η βασική σχέση που διέπει τη µετάδοση ισχύος από 

µια κεραία σε µια άλλη (από την κεραία εκποµπής στη κεραία λήψης) µέσω µιας 

ασύρµατης ζεύξης στον ελεύθερο χώρο (δηλ. χωρίς να λαµβάνονται υπόψη τυχόν 

ατµοσφαιρικά φαινόµενα, η επίδραση του εδάφους κτλ.) Η εξίσωση αυτή βασίζεται στην 

θεµελιώδη σχέση µεταξύ κέρδους και ενεργού επιφάνειας κεραίας που βρέθηκε 

προηγουµένως. Για τη διατύπωσή της αναφερόµαστε στη γενική γεωµετρία ασύρµατης 

ζεύξης, χωρίς να χρειάζεται πλέον η αντιστροφή ρόλων µεταξύ κεραιών #1 και #2, 

συµβολίζοντας απλώς ό,τι σχετίζεται µε την κεραία εκποµπής µε τον δείκτη t (transmitter) 
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και ό,τι σχετίζεται µε την κεραία λήψης µε τον δείκτη r (receiver). Με τον συµβολισµό 

αυτό, η κεραία εκποµπής βλέπει την κεραία λήψης υπό διεύθυνση (θt , φt), ενώ η κεραία 

λήψης βλέπει την κεραία εκποµπής υπό διεύθυνση (θr , φr). Όπως και στα προηγούµενα, 

συµβολίζουµε µε Wt την ισχύ εισόδου (τροφοδοσίας) της κεραίας εκποµπής και Wr την 

ωφέλιµη ισχύ που αποδίδει η κεραία λήψης στον δέκτη υπό συνθήκες συζυγούς 

προσαρµογής. Το συµπέρασµα που θα βρούµε ισχύει λοιπόν µε την παραδοχή συζυγούς 

προσαρµογής και στις δύο κεραίες, αλλά δεν είναι δύσκολο να επεκταθεί και σε 

διαφορετικές περιπτώσεις µε χρήση των ισοδύναµων κυκλωµάτων εκποµπής και λήψης. 

t 

Wt 

r 

r θt , φt 

θr , φr

Wr 

 

Σχ. 5.9: Ασύρµατη ζεύξη µεταξύ κεραίας εκποµπής (t) και λήψης (r) για την εφαρµογή της 
εξίσωσης Friis 

Θα προσδιορίσουµε τη σχέση µεταξύ της ισχύος εισόδου της κεραίας εκποµπής Wt και της 

ωφέλιµης ισχύος Wr της κεραίας λήψης. Για τον σκοπό αυτό θεωρούµε το διάνυσµα 

Poynting Pt του κύµατος που δηµιουργεί η κεραία εκποµπής πάνω στην κεραία λήψης. Με 

την ίδια διαδικασία όπως στην προηγούµενη παράγραφο βρίσκουµε ότι η τιµή του 

διανύσµατος αυτού είναι, εφόσον δεν υπάρχουν απώλειες στην κεραία εκποµπής 

( )
2

tttt
t r4

,DWP
π

ϕθ
=  

ή γενικότερα, εφόσον υπάρχουν και απώλειες 

( ) ( )
2

tttt
2

ttttt
t r4

,GW
r4

,DnWP
π

ϕθ
=

π

ϕθ
=  

Εφαρµόζοντας τον ορισµό της ενεργού επιφάνειας της κεραίας λήψης παίρνουµε 

( ) ( ) ( )
2

rrertttt
rrertr r4

,A,GW,APW
π

ϕθϕθ
=ϕθ=  

και χρησιµοποιώντας την (5.4.11) για την ενεργό επιφάνεια καταλήγουµε στην 

( ) ( )rrrtttt

2

r ,G,GW
r4

W ϕθϕθ







π
λ

=    (5.4.12) 

Η (5.4.12) είναι η έκφραση της εξίσωσης Friis για τον ελεύθερο χώρο (δηλ. όταν µεταξύ 

των κεραιών εκποµπής και λήψης µεσολαβεί κενό ή αέρας και χωρίς να λαµβάνεται 
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υπόψη η γη ή άλλα αντικείµενα), για οποιοδήποτε σχετικό προσανατολισµό της µίας 

κεραίας προς την άλλη, αλλά µε την σιωπηρή παραδοχή ότι οι δύο κεραίες έχουν την ίδια 

πόλωση. Τυχόν διαφορά στην πόλωση των δύο κεραιών (εκποµπής και λήψης) προκαλεί 

µείωση της µεταδιδόµενης ισχύος και εξετάζεται στην αµέσως επόµενη παράγραφο. 

Από την άλλη πλευρά, αν υποτεθεί ότι οι κεραίες εκποµπής και λήψης είναι 

τοποθετηµένες υπό βέλτιστο προσανατολισµό (δηλ. καθεµία βλέπει την άλλη υπό τη 

διεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας της) και µε την ίδια πόλωση, τότε τα κέρδη των δύο 

κεραιών λαµβάνουν τις µέγιστες τιµές τους και η εξίσωση απλοποιείται στη µορφή 

mrmtt

2

r GGW
r4

W 







π
λ

=     (5.4.13) 

Αυτή είναι µια αρκετά συνηθισµένη µορφή της εξίσωσης Friis, δεδοµένου ότι στην πράξη 

πάντοτε επιδιώκεται οι δύο κεραίες να τοποθετούνται κατά τον βέλτιστο δυνατό τρόπο. 

5.5.2. Η επίδραση της πόλωσης 

Ως πόλωση µιας κεραίας εννοείται η πόλωση του κύµατος που ακτινοβολεί αυτή όταν 

είναι σε κατάσταση εκποµπής. Για περισσότερα σχετικά µε τη γενικότερη έννοια της 

πόλωσης ηλεκτροµαγνητικού κύµατος ο αναγνώστης παραπέµπεται στην παράγραφο 7 της 

Εισαγωγής. Ως προς την κατάσταση λήψης, η γενική αρχή (η οποία θα πρέπει να έχει γίνει 

αρκετά σαφής στον αναγνώστη µέχρι τώρα) της ταυτότητας των ιδιοτήτων εκποµπής και 

λήψης κεραίας εφαρµόζεται και εδώ, υπό την έννοια ότι η πόλωση του κύµατος που 

ακτινοβολεί η κεραία όταν είναι σε κατάσταση εκποµπής είναι συγχρόνως η «προτιµητέα» 

πόλωση για την κεραία σε κατάσταση λήψης, δηλ. η πόλωση ενός προσπίπτοντος κύµατος 

από το οποίο η κεραία λήψης θα συλλέξει µέγιστη ισχύ σε σύγκριση µε άλλα 

προσπίπτοντα κύµατα µε την ίδια πυκνότητα ισχύος αλλά διαφορετική πόλωση. 

Για να γίνει πιο συγκεκριµένη η έννοια των παραπάνω θα θεωρήσουµε (για απλότητα) 

γραµµική πόλωση τόσο της κεραίας εκποµπής όσο και της κεραίας λήψης*, όπως φαίνεται 

στο Σχ. 5.10, όπου οι κατευθύνσεις των πολώσεων των κεραιών εκποµπής και λήψης (ή 

ακριβέστερα οι πολώσεις του προσπίπτοντος κύµατος και της κεραίας λήψης) 

παριστάνονται µε δύο µοναδιαία διανύσµατα t̂  και r̂  αντίστοιχα. Έστω ότι οι δύο αυτές 

πολώσεις σχηµατίζουν γωνία ψp όπως στο σχήµα. Υποθέτουµε λοιπόν ότι στην κεραία 

λήψης προσπίπτει ένα κύµα γραµµικά πολωµένο κατά τη διεύθυνση t̂  µε ηλεκτρικό πεδίο 

                                                 
* Αντίστοιχα συµπεράσµατα µπορούν να προκύψουν και για τα άλλα είδη πόλωσης, µε περισσότερες 

αλγεβρικές περιπλοκές αλλά µε την ίδια ουσία. Η διαφορά της πόλωσης µεταξύ της κεραίας λήψης και του 

κύµατος µπορεί επιπλέον να οφείλεται στην στροφή της πόλωσής του καθώς µεταδίδεται στην ατµόσφαιρα. 
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Et κατά τη διεύθυνση αυτή. 

t̂  

Et

Et cosψp 

ψp

r̂  
 

Σχ. 5.10: ∆ιαφορά πολώσεων µεταξύ εκποµπής (t) και λήψης (r) 

Αν το προσπίπτον πεδίο Et ήταν πολωµένο κατά τη διεύθυνση r̂  τότε θα προσέφερε 

µέγιστη ισχύ στην κεραία λήψης λαµβανόµενο από αυτή. Αν πάλι ήταν πολωµένο σε 

διεύθυνση κάθετη στη διεύθυνση r̂  τότε δεν θα προσέφερε καθόλου ισχύ στην κεραία 

λήψης δηλ. ουσιαστικά δεν θα µπορούσε να ληφθεί από αυτή (σκεφθείτε π.χ. την 

περίπτωση ενός διπόλου το οποίο δεν µπορεί να λάβει κύµα πολωµένο κάθετα στην 

διεύθυνσή του διότι πάνω στο δίπολο δεν µπορούν να δηµιουργηθούν ρεύµατα κατά τη 

διεύθυνση αυτή). Στη γενικότερη περίπτωση που εξετάζουµε (η οποία δεν ταυτίζεται µε 

καµµία από τις δύο προηγούµενες «ακραίες» περιπτώσεις πολώσεων), αναλύουµε το 

προσπίπτον πεδίο Et σε δύο συνιστώσες, τη µία κατά τη διεύθυνση r̂  (φαίνεται στο σχήµα 

και έχει την τιµή Et cosψp ) και την άλλη κάθετη προς αυτή. Η συνιστώσα κατά τη 

διεύθυνση r̂  λαµβάνεται από την κεραία λήψης ενώ η άλλη όχι. Κατά συνέπεια η 

συνολική ισχύς που λαµβάνει η κεραία λήψης οφείλεται στην συνιστώσα του πεδίου Et 

cosψp που είναι παράλληλη στη διεύθυνση πόλωσης r̂  της κεραίας λήψης. Επειδή όµως η 

ισχύς είναι ανάλογη προς το τετράγωνο του ηλεκτρικού πεδίου, η ισχύς που λαµβάνει η 

κεραία λήψης είναι ανάλογη προς Et
2 cos2ψp , ενώ η (µέγιστη) ισχύς που θα λάµβανε αν η 

πόλωση του προσπίπτοντος κύµατος ήταν παράλληλη στη διεύθυνση r̂  θα ήταν ανάλογη 

προς Et
2 . Συµπεραίνουµε ότι όταν υπάρχει διαφορά πολώσεων µεταξύ εκποµπής και 

λήψης µε γωνία ψp µεταξύ των δύο πολώσεων, τότε η ισχύς που λαµβάνει η κεραία 

µειώνεται κατά το τετράγωνο του cosψp , που λέγεται συντελεστής απωλειών πόλωσης: 

p
2

p cosn ψ=      (5.4.14) 

Αν λοιπόν στην εξίσωση Friis ληφθεί υπόψη και µια διαφορά των πολώσεων των δύο 

κεραιών κατά γωνία ψp , η ισχύς που τελικά µεταδίδεται στο κύκλωµα δέκτη µειώνεται 

κατά τον συντελεστή απωλειών πόλωσης και η εξίσωση Friis παίρνει τη γενικότερη µορφή 

( ) ( ) p
2

rrrtttt

2

r cos,G,GW
r4

W ψϕθϕθ







π
λ

=   (5.4.15) 
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5.5.3. Προϋπολογισµός ζεύξης (Link budget) 

Ο προϋπολογισµός ζεύξης ή ισολογισµός ισχύος ζεύξης (link budget) είναι γενική έννοια 

που εφαρµόζεται σε οποιαδήποτε τηλεπικοινωνιακή ζεύξη (ασύρµατη ή ενσύρµατη). 

Πρόκειται για τον συνυπολογισµό όλων των παραγόντων (κερδών και απωλειών) που 

µεσολαβούν κατά τη µετάδοση της ισχύος από τον ποµπό στον δέκτη, ο οποίος οδηγεί σε 

µια σχέση µεταξύ της ισχύος που παρέχει ο ποµπός και της ισχύος που τελικά λαµβάνει ο 

δέκτης (ή κάποια ισοδύναµη παραλλαγή της). Όλα τα µεγέθη που εµπλέκονται 

εκφράζονται σε λογαριθµικές µονάδες, δηλ. τα κέρδη και απώλειες σε dB και οι ισχείς σε 

dBW ή dBm*. Έτσι ο υπολογισµός των κερδών και απωλειών ισχύος λαµβάνει τη µορφή 

προσθαφαιρέσεων (πράγµα που δικαιολογεί την ονοµασία «προϋπολογισµός»). 

Η απλούστερη µορφή προϋπολογισµού ζεύξης µπορεί να προκύψει από την εξίσωση Friis 

µε µετατροπή της σε µονάδες dB. Από την (5.4.12) ή (5.4.13) µε λογαρίθµιση παίρνουµε 

Prttr LGGWW −++=     (5.4.16) 

όπου οι ισχείς Wt και Wr εκφράζονται στις ίδιες λογαριθµικές µονάδες (π.χ. και οι δύο σε 

dBW ή και οι δύο σε dBm κ.ο.κ.) και τα κέρδη** Gt και Gr εκφράζονται σε dB. Η 

ποσότητα LP εκφράζει τις απώλειες διάδοσης*** (propagation loss) σε dB, οι οποίες για 

τον ελεύθερο χώρο (Free Space) από την εξίσωση Friis είναι 

( )[ ]2
FSP r4log10LL πλ−==  και µετά τις πράξεις 

( ) ( ) ( ) ( )λ−+≅λ+π= log20rlog2022rlog204log20LFS   (5.4.17) 

Πολύ συχνά στην πράξη προτιµάται η έκφραση συναρτήσει της συχνότητας αντί για το 

µήκος κύµατος. Αντικαθιστούµε λ = c/f = 3⋅108/f και µε λίγες πράξεις προκύπτει 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 56,147flog20rlog20flog20rlog2016034log20LFS −+≅++−π=  

                                                 
* Η µονάδα ισχύος dBW εκφράζει το κατά πόσα dB η µετρούµενη ισχύς είναι µεγαλύτερη ή µικρότερη 

από την στάθµη αναφοράς 1 W. ∆ηλ. η τιµή κάποιας ισχύος W(dbW) σε dBW συνδέεται µε την τιµή της W σε 

Watt µέσω της W(dbW) = 10logW. Εντελώς αντίστοιχα η µονάδα dBm εκφράζει το κατά πόσα dB η ισχύς 

είναι µεγαλύτερη ή µικρότερη από την στάθµη αναφοράς 1 mW και συνδέεται µε την τιµή σε mW µέσω της 

W(dbm) = 10logW(mW) . Επειδή 1 W = 1000 mW και άρα W(mW) = 1000 W, µε λογαρίθµιση προκύπτει η απλή 

σχέση µετατροπής W(dbm) = 10logW(mW) = 10log(1000W) = 10logW + 30 = W(dbW) + 30. Στους 

προϋπολογισµούς ασύρµατων ζεύξεων κατά κανόνα προτιµάται η µονάδα dBm που βρίσκεται ανάµεσα στα 

συνηθέστερα επίπεδα ισχύος των ποµπών (W ή µεγαλύτερα) και των δεκτών (µW ή µικρότερα). 
** Με βέλτιστο προσανατολισµό των κεραιών, αυτά είναι τα µέγιστα κέρδη Gmt και Gmr . Παρατηρούµε 

επίσης ότι η εµφάνιση των Gt και Gr προσθετικά στην (5.4.16) δικαιολογεί την ονοµασία «κέρδος»! 
*** Όπως έχει φανεί και από τα προηγούµενα, ο όρος «απώλειες» εδώ είναι κάπως καταχρηστικός διότι 

δεν εκφράζει τις ενεργειακές απώλειες αλλά την «αραίωση» της ισχύος του κύµατος µε την απόσταση. 



Σηµειώσεις Μικροκυµάτων – Κεραιών – Ραδιοζεύξεων Χρ. Βαζούρας 

 212 

όπου η απόσταση r είναι σε m και η συχνότητα f σε Hz όπως στην εξίσωση Friis. Στην 

πράξη συχνά η απόσταση εκφράζεται σε χιλιόµετρα και η συχνότητα σε MHz, οπότε 

αντικαθιστώντας r = 103⋅ r(km) και f = 106⋅ f(MHz) παίρνουµε 

( ) ( ) ( )MHzkmFS flog20120rlog206016034log20L ++++−π=  

και µετά τις πράξεις 

( ) ( )MHzkmFS flog20rlog2044,32L ++≅    (5.4.18) 

Σηµειώνεται ότι πολλές φορές χρησιµοποιείται και η λεγόµενη «ισοδύναµη ισοτροπικά 

ακτινοβολούµενη ισχύς» (EIRP – Effective Isotropic Radiated Power) της κεραίας 

εκποµπής η οποία σε µονάδες ισχύος W, mW κ.ο.κ. είναι το γινόµενο (EIRP) = Gt Wt ενώ 

σε λογαριθµικές µονάδες γράφεται 

( ) tt GWEIRP +=     (5.4.19) 

Η EIRP εκφράζει την ολική ακτινοβολούµενη ισχύ που θα έπρεπε να έχει µια ισοτροπική 

κεραία ώστε να εκπέµπει µε την ίδια ένταση ακτινοβολίας στην κατεύθυνση της ζεύξης. 

Χρησιµοποιώντας την EIRP η (5.4.16) γράφεται 

( ) Prr LGEIRPW −+=     (5.4.20) 

Στα προηγούµενα, µε Wt συµβολίζεται η ισχύς που εισέρχεται στην κεραία εκποµπής 

(προερχόµενη από τον ποµπό) και µε Wr η ισχύς που εξέρχεται από την κεραία λήψης 

(κατευθυνόµενη προς τον δέκτη). Είναι όµως προτιµότερο να χρησιµοποιηθεί η ισχύς 

εξόδου του ποµπού, έστω WT , και η ισχύς εισόδου του δέκτη, έστω WR . Η διαφορά 

έγκειται στο ότι µεταξύ του ποµπού και της κεραίας εκποµπής µεσολαβεί ένα κύκλωµα το 

οποίο τυπικά περιλαµβάνει γραµµή µεταφοράς και κάποιο στοιχείο προσαρµογής αµέσως 

πριν την κεραία. Αντίστοιχο κύκλωµα µεσολαβεί µεταξύ της κεραίας λήψης και του δέκτη. 

Τα κυκλώµατα αυτά προκαλούν απώλεια ισχύος λόγω αποσβέσεων στη γραµµή, τυχόν 

ανακλάσεων (οι οποίες έστω και µε τα στοιχεία προσαρµογής δεν εκµηδενίζονται 

πάντοτε), άλλων ωµικών απωλειών στα επιµέρους στοιχεία κτλ. Συνήθως η τιµή της WT 

προκύπτει από τα χαρακτηριστικά του ποµπού (και για την WR προκύπτει µια επιθυµητή ή 

ανεκτή τιµή από τις προδιαγραφές του δέκτη), ενώ και η µέτρηση των WT και WR στους 

ακροδέκτες ποµπού και δέκτη είναι ευκολότερη παρά των Wt και Wr στις κεραίες. 

Με βάση τα παραπάνω, συµβολίζουµε µε LT το σύνολο των απωλειών µεταξύ του ποµπού 

και της κεραίας εκποµπής και µε LR το σύνολο των απωλειών µεταξύ της κεραίας λήψης 

και του δέκτη. Έτσι η βασική µορφή του προϋπολογισµού ζεύξης γράφεται 

PRTrtTR LLLGGWW −−−++=     (5.4.21) 

Στο Σχ. 5.11 απεικονίζεται εποπτικά η έννοια του προϋπολογισµού ζεύξης. 
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Σχ. 5.11: Σχηµατική απεικόνιση του προϋπολογισµού ζεύξης 

Οι απώλειες LT µεταξύ του ποµπού και της κεραίας εκποµπής περιλαµβάνουν 

• τις απώλειες της γραµµής µεταφοράς, π.χ. µια γραµµή 10 m µε συντελεστή 

απόσβεσης 0,2 dB/m δηµιουργεί απώλειες 2 dB 

• τις ωµικές απώλειες στο στοιχείο προσαρµογής (ή και άλλο) που παρεµβάλλεται 

(αναφέρονται συνήθως µε τον όρο insertion loss) 

• τις απώλειες λόγω κακής προσαρµογής δηλ. ανακλάσεων (αναφέρονται συνήθως 

µε τον όρο return loss), π.χ. αν δίνεται ο SWR = 1,5 στο τέρµα της γραµµής, τότε 

από την (1.4.16) προκύπτει ο συντελεστής ανάκλασης ρL= 0,2 και ο συντελεστής 

ανάκλασης ισχύος ρL2 = 0,04 δηλ. διέρχεται το 96% της ισχύος που σηµαίνει 

απώλειες L = – 10 log(0,96) ≅ 0,18 dB (εξηγήστε γιατί) 

• τυχόν άλλες απώλειες εκτός από τις παραπάνω, π.χ. απώλειες σε µονωτικό 

προστατευτικό περίβληµα της κεραίας (radome) αν υπάρχει 

Αντίστοιχα ισχύουν για τις απώλειες LR µεταξύ της κεραίας λήψης και του δέκτη. 

Οι απώλειες διάδοσης LP στην ιδανική απλή περίπτωση της εξίσωσης Friis δίνονται από 

τις απώλειες LFS όπως παραπάνω. Όπως έχει προαναφερθεί, η περίπτωση αυτή αντιστοιχεί 

σε διάδοση στον ελεύθερο χώρο η οποία δεν λαµβάνει υπόψη την επίδραση της 

ατµόσφαιρας και της γης (που µε τη σειρά της εµπεριέχει διάφορους παράγοντες όπως το 

υλικό της επιφάνειας που µπορεί να είναι έδαφος διαφόρων τύπων ή θάλασσα, τον βαθµό 

τραχύτητας αυτής, τυχόν βλάστηση, την καµπυλότητα της γης κτλ), την τυχόν παρουσία 

εµποδίων κ.α. Σε πραγµατικές περιπτώσεις πρέπει να ληφθεί υπόψη η επίδραση των 

παραγόντων αυτών η οποία εξαρτάται από πολλές παραµέτρους όπως η συχνότητα, οι 

καιρικές συνθήκες, ακόµη και η ώρα ή η εποχή του χρόνου (και γενικότερα η ηλιακή 
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δραστηριότητα). Πρόκειται λοιπόν για το συνθετότερο µέρος του προϋπολογισµού της 

ζεύξης το οποίο δεν είναι πάντοτε γνωστό µε ακρίβεια διότι υπεισέρχονται πολλές 

προσεγγίσεις ή / και φαινόµενα τυχαίου χαρακτήρα. Εντούτοις η γενική µορφή του 

προϋπολογισµού εξακολουθεί να είναι όπως η (5.4.21) µε τη διευκρίνιση ότι η LP πρέπει 

να αναλυθεί ως άθροισµα διαφόρων όρων 

...LLLLL 21XPIFSP ++++=  

Εδώ ο όρος LXPΙ συµβολίζει τις απώλειες πόλωσης* οι οποίες για την απλή γραµµική 

πόλωση της προηγούµενης παραγράφου είναι ( )pXPI coslog20L ψ−=  ενώ για κυκλική ή 

ελλειπτική πόλωση ισχύουν πιο περίπλοκες σχέσεις, και σε πρακτικές περιπτώσεις πρέπει 

να ληφθεί υπόψη και η στροφή της πόλωσης λόγω ατµοσφαιρικών φαινοµένων. Οι άλλοι 

όροι αντιστοιχούν στους διάφορους παράγοντες που προαναφέραµε, π.χ. L1 µπορεί να 

είναι οι απώλειες λόγω της επίδρασης του εδάφους, L2 λόγω τροποσφαιρικής διάδοσης, L3 

λόγω βροχόπτωσης κτλ. Μεγάλο µέρος της θεωρίας και πρακτικής των ασύρµατων 

ζεύξεων έχει ως αντικείµενο τον προσδιορισµό των επιπτώσεων των εν λόγω παραγόντων. 

Ανάλογα µε τη συχνότητα και το είδος της ζεύξης ορισµένοι από τους παράγοντες αυτούς 

ενδέχεται να είναι αµελητέοι αλλά και αυτό είναι προς διερεύνηση. 

Το αποτέλεσµα του προϋπολογισµού ζεύξης είναι η εκτίµηση της ισχύος WR που θα 

φτάσει στον δέκτη, η οποία, όπως είναι προφανές, είναι κρίσιµης σηµασίας για τη ζεύξη. 

Πολύ συχνά από την WR αφαιρείται η ισχύς θορύβου στην είσοδο του δέκτη για να 

προκύψει (σε dB) η τιµή του σηµατοθορυβικού λόγου από την οποία εξαρτάται (άµεσα ή 

έµµεσα) η επίδοση τόσο στις ψηφιακές όσο και στις αναλογικές ζεύξεις. Υπάρχει επίσης 

κατά κανόνα (κυρίως στις ψηφιακές ζεύξεις) µια τιµή «κατωφλίου» (threshold) του 

σηµατοθορυβικού λόγου στην είσοδο του δέκτη, και άρα µια αντίστοιχη τιµή Wth της 

ισχύος εισόδου (που αποτελεί µέτρο της ευαισθησίας του δέκτη), από την οποία και κάτω 

η µετάδοση είναι τόσο αργή (µεγάλος ρυθµός σφαλµάτων) ή τόσο κακής ποιότητας ώστε η 

ζεύξη ουσιαστικά βρίσκεται εκτός λειτουργίας (outage). Συγκρίνοντας την WR µε την Wth 

προκύπτουν συµπεράσµατα για το πόσο «ασφαλής» είναι η λειτουργία της ζεύξης.  

Εν κατακλείδι επισηµαίνουµε ότι η µεθοδολογία του προϋπολογισµού ζεύξης αναδεικνύει 

(µεταξύ άλλων) τη µεγάλη σηµασία των µονάδων dB σε τηλεπικοινωνιακές εφαρµογές. 

                                                 
* Τα αρχικά XPI είναι συντοµογραφία του όρου Cross Polarization Interference ο οποίος υπό την στενή 

έννοια χαρακτηρίζει τον βαθµό παρεµβολής από το ένα σήµα στο άλλο σε ζεύξεις διπλής πόλωσης (όπου 

κάθε πόλωση µεταφέρει ένα σήµα) λόγω στροφής της πόλωσης του κύµατος (αποπόλωσης). Εδώ τον 

χρησιµοποιούµε υπό ευρύτερη έννοια διότι και οι απώλειες πόλωσης έχουν αντίστοιχη αιτία. Η αντίστροφη 

παράµετρος XPD (Cross Polarization Discrimination) χαρακτηρίζει την αντοχή σε τέτοιες παρεµβολές. 
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5.5.4. Η εξίσωση του ραντάρ 

Η βασική εξίσωση που διέπει τη µετάδοση ισχύος από τον ποµπό στον δέκτη ενός ραντάρ 

προκύπτει µε κατάλληλη προσαρµογή από την εξίσωση Friis. Για το σκοπό αυτό ορίζεται 

η ενεργός διατοµή ραντάρ (Radar Cross Section – RCS), αποκαλούµενη και ενεργός 

επιφάνεια ανάκλασης, η οποία χαρακτηρίζει την ισχύ που σκεδάζεται από τον στόχο. 

Για τον ορισµό του µεγέθους αυτού θεωρούµε τον στόχο ο οποίος «φωτίζεται» από το 

κύµα που εκπέµπει η κεραία εκποµπής του ραντάρ, όπως φαίνεται στο Σχ. 5.12, και έστω 

Pi η πυκνότητα ισχύος (δηλ. το µέτρο του διανύσµατος Poynting, σε W/m2) του κύµατος 

αυτού πάνω στον στόχο. Μέρος της ισχύος αυτής σκεδάζεται από τον στόχο και 

επιστρέφει προς τον δέκτη του ραντάρ. Συµβολίζουµε αρχικά µε Ps την πυκνότητα ισχύος 

του σκεδαζόµενου κύµατος που φτάνει στον δέκτη και µε r την απόσταση στόχου – δέκτη 

(στο Σχ. 5.12 συµβολίζεται R2). 

 

R1

Wt θt , φt 

R2

Wr θr , φr 

σ 

Pi

Ps

 

Σχ. 5.12: Σχηµατική απεικόνιση της διάδοσης του κύµατος κατά τη λειτουργία ενός 
ραντάρ, στη γενική περίπτωση µε ποµπό και δέκτη σε διαφορετικές θέσεις. 
Η απόσταση R2 είναι η r που υπεισέρχεται στον ορισµό της ενεργού 
διατοµής σ. 

Η ενεργός διατοµή ραντάρ του στόχου συµβολίζεται µε σ και ορίζεται ως η επιφάνεια που, 

αν τοποθετηθεί στη θέση του στόχου, συλλέγει ηλεκτροµαγνητική ισχύ σPi η οποία αν 

επανακτινοβοληθεί ισοτροπικά θα δηµιουργήσει πάνω στον δέκτη την ίδια πυκνότητα 

ισχύος Ps που δηµιουργεί και ο πραγµατικός στόχος. Όπως είναι γνωστό (βλ. την (4.2.5)), 

µια ισοτροπική κεραία µε ακτινοβολούµενη ισχύ σPi δηµιουργεί στο µακρινό πεδίο της (σε 

απόσταση R) πυκνότητα ισχύος 2
i

r4
P
π
σ , και σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό αυτή θα 

πρέπει να είναι ίση µε την Ps , δηλ. 

2
i

s r4
PP
π
σ

=  
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Επειδή ο δέκτης πρέπει να βρίσκεται στο µακρινό πεδίο, ο αυστηρός ορισµός της ενεργού 

διατοµής ραντάρ διατυπώνεται για άπειρη απόσταση r 









π=σ

∞→ i

s2
r P

Pr4lim      (5.4.22) 

ισχύει όµως µε καλή προσέγγιση για οποιαδήποτε  αρκετά µεγάλη τιµή της R. 

Σηµειώνουµε ότι η πυκνότητα ισχύος Ps που δηµιουργεί η υποθετική ισοτροπική κεραία 

µειώνεται (κατά τα γνωστά) αντιστρόφως ανάλογα µε το τετράγωνο της απόστασης R από 

αυτή, και συνεπώς το όριο της (5.4.22) είναι πεπερασµένο (και όχι άπειρο). 

Από φυσική άποψη, λοιπόν, η επιφάνεια της ενεργού διατοµής ραντάρ εκφράζει το 

µέγεθος του στόχου που «φαίνεται» από το ραντάρ, δηλ. το πόσο «ορατός» είναι ο στόχος 

από το ραντάρ, όπως η γεωµετρική επιφάνεια διατοµής θα έδειχνε πόσο ορατός είναι ο 

στόχος από το ανθρώπινο µάτι. Μεγάλη ενεργός διατοµή σηµαίνει εύκολα ανιχνεύσιµο 

στόχο. 

Θεωρώντας απόσταση R1 από τον ποµπό του ραντάρ στον στόχο, η πυκνότητα ισχύος Pi 

που φτάνει στον στόχο είναι (βλ. την απόδειξη της εξ. Friis) 

( )
2
1

tttt
i R4

,GWP
π

ϕθ
=  

και σύµφωνα µε τα προηγούµενα, µπορούµε να θεωρήσουµε αντί για τον στόχο µια 

υποθετική ισοτροπική κεραία η οποία εκπέµπει ισχύ 

( )
2
1

tttt
i R4

,GWP
π

ϕθσ
=σ  

Όµως µεταξύ της υποθετικής αυτής κεραίας και της (πραγµατικής) κεραίας του δέκτη 

µπορεί να εφαρµοσθεί η εξίσωση Friis µε απόσταση R2 και την σPi στη θέση της WtGt και 

προκύπτει 

( ) ( )
p

2rrrttt
2

21
tr cos

4
,G,G

RR4
WW ψ

π
ϕθϕθ









π
λ

σ=   (5.4.23) 

όπου ψp είναι η γωνία µεταξύ της πόλωσης της κεραίας λήψης και της πόλωσης του 

σκεδαζόµενου κύµατος (η οποία ουσιαστικά εκφράζει την στροφή του επιπέδου πόλωσης 

του κύµατος που προκαλεί ο στόχος). 

Η (5.4.23) είναι η γενική µορφή της εξίσωσης του ραντάρ (Radar Range Equation). 

Εφόσον ο προσανατολισµός µεταξύ των κεραιών και του στόχου είναι ο βέλτιστος και οι 

πολώσεις ταυτίζονται, παίρνει τη µορφή 

π







π
λ

σ=
4

GG
RR4

WW mrmt
2

21
tr         (5.4.24) 
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ενώ στην (συνήθη) περίπτωση που οι κεραίες εκποµπής και λήψης είναι στην ίδια θέση (ή 

χρησιµοποιείται η ίδια κεραία) θέτουµε R1 = R2 = r και έχουµε 

4
mrmt

2

tr r4
GG

4
WW

π








π
λ

σ=     (5.4.25) 

 

5.6. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

Παράδειγµα 5.1. Να αποδειχθεί µε βάση το θεώρηµα της αµοιβαιότητας η ισότητα των 

αµοιβαίων σύνθετων αντιστάσεων, Z12 = Z21 , η οποία όπως έχει αναφερθεί ισχύει πάντοτε 

στο ισοδύναµο δίθυρο δύο κεραιών σε αλληλεπίδραση (δηλ. ότι το ισοδύναµο δίθυρο είναι 

πάντοτε αµφίδροµο). 

Απάντηση 

Αναφερόµενοι σε ένα ζεύγος κεραιών σε αλληλεπίδραση όπως στο Σχ. 5.4 θα 

εφαρµόσουµε το θεώρηµα της αµοιβαιότητας. Για το σκοπό αυτό θεωρούµε διαδοχικά τις 

δύο καταστάσεις που προϋποθέτει το θεώρηµα (στην κυκλωµατική µορφή του), δηλ.: 

Εφαρµογή της πηγής (a): Η κεραία #1 διεγείρεται (τροφοδοτείται) από την πηγή V1
a και 

εκπέµπει και η #2 βραχυκυκλώνεται οπότε διαρρέεται από ρεύµα I2
a . 

Εφαρµογή της πηγής (b): Η κεραία #2 διεγείρεται (τροφοδοτείται) από την πηγή V2
b και 

εκπέµπει και η #1 βραχυκυκλώνεται οπότε διαρρέεται από ρεύµα I1
b . 

Όπως έχει αναφερθεί, η γενική µορφή των εξισώσεων οποιουδήποτε διθύρου (χωρίς την 

παραδοχή της αµφιδροµικότητας) είναι 

2121111 IZIZV +=  

2221212 IZIZV +=  

Εφαρµόζοντας αυτές για την περίπτωση (a), δηλ. θέτοντας V1 = V1
a και V2 = 0 (αφού η 

κεραία #2 βραχυκυκλώνεται) παίρνουµε 
a
212

a
111

a
1 IZIZV +=  

a
2

21

22a
1

a
222

a
121 I

Z
ZI0IZIZ −=⇒=+  

και αντικαθιστώντας από την δεύτερη στην πρώτη έχουµε 

21

2211
12a

2

a
1a

2
21

2211
12

a
1 Z

ZZZ
I
VI

Z
ZZZV −=⇒








−=    (1) 

Κατά παρόµοιο τρόπο, εφαρµόζοντας τις γενικές εξισώσεις για την περίπτωση (b), δηλ. 

θέτοντας V1 = 0 και V2 = V2
b παίρνουµε 
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b
1

12

11b
2

b
212

b
111 I

Z
ZI0IZIZ −=⇒=+  

b
222

b
121

b
2 IZIZV +=  

και αντικαθιστώντας από την πρώτη στην δεύτερη 

12

1122
21b

1

b
2b

1
12

1122
21

b
2 Z

ZZZ
I
VI

Z
ZZZV −=⇒








−=    (2) 

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα της αµοιβαιότητας στην κυκλωµατική του µορφή (5.2.2) 

διαπιστώνουµε ότι τα δεύτερα µέλη των (1) και (2) οφείλουν να είναι ίσα εκ ταυτότητος, 

δηλ. σε οποιαδήποτε περίπτωση αλληλεπίδρασης δύο κεραιών. Συνεπώς 

( )2112
2112

2211
2112

12

2211
21

21

2211
12 ZZ

ZZ
ZZZZ

Z
ZZZ

Z
ZZZ −=−⇒−=−  

Η τελευταία όµως δεν µπορεί να ισχύει εκ ταυτότητος παρά  µόνο στην περίπτωση που 

21122112 ZZ0ZZ =⇔=−  

επειδή σε αντίθετη περίπτωση θα έπρεπε να ισχύει 21122211 ZZZZ =  εκ ταυτότητος, 

πράγµα που δεν µπορεί να συµβαίνει διότι το πρώτο µέλος εξαρτάται µόνο από τις κεραίες 

καθαυτές ενώ το δεύτερο και από την σχετική θέση τους (απόσταση, προσανατολισµό 

κτλ.). Για παράδειγµα, ακόµη και αν ίσχυε 21122211 ZZZZ =  για µια ορισµένη θέση των 

δύο κεραιών, αποµακρύνοντας (ή πλησιάζοντας) αυτές θα έπαυε να ισχύει διότι οι ίδιες 

σύνθετες αντιστάσεις Z11 , Z22 παραµένουν αµετάβλητες ενώ οι αµοιβαίες σύνθετες 

αντιστάσεις Z12 , Z21 αλλάζουν τιµή και µάλιστα µειώνονται (ή αυξάνονται) και οι δύο 

ώστε αποκλείεται η µεταβολή της µίας να αντισταθµίζει τη µεταβολή της άλλης. 

Συµπεραίνουµε ότι ισχύει 2112 ZZ = , δηλ. η αποδεικτέα. 

 

Παράδειγµα 5.2. Ένα κατακόρυφο δίπολο λ/2 µήκους 5 m, χωρίς απώλειες, 

τροφοδοτείται από τον ποµπό µε ισχύ Wt =  20 W. Η λήψη γίνεται από κάποια κεραία µε 

κατευθυντικότητα 16 dB και συντελεστή απωλειών 2,5%, τοποθετηµένη σε οριζόντια 

απόσταση 10 km και υπερυψωµένη όπως φαίνεται στο σχήµα. 

Η κεραία λήψης βλέπει την κεραία 

εκποµπής υπό βέλτιστο προσανατολισµό 

(και την ίδια πόλωση) και µε το σήµα 

εξόδου της τροφοδοτεί κάποιο φορτίο 

(δέκτη) µε αντίσταση εισόδου 100 Ω, προς 

το οποίο είναι προσαρµοσµένη. Να βρεθεί 

ω = 20°

θ1 

d = 10 km 

VT 
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το µέτρο της τάσης VT του σήµατος στην έξοδο της κεραίας (δηλ. αυτού που δίνει η 

κεραία στον δέκτη). 

Απάντηση 

Αφού το µήκος του διπόλου λ/2 είναι 5 m, άρα το µήκος κύµατος λ = 10 m και εποµένως η 

συχνότητα λειτουργίας είναι 

MHz30
10
103cf

f
c 8

=
⋅

=
λ

=⇒=λ  

Η πυκνότητα ισχύος Pav του κύµατος που δηµιουργεί η κεραία εκποµπής πάνω στην 

κεραία λήψης δίνεται κατά τα γνωστά από το διάνυσµα Poynting και σύµφωνα µε την 

(4.2.1) ισχύει 

( )
2t r
,UP ϕθ

=  

Η ένταση ακτινοβολίας του διπόλου λ/2 δίνεται από την (4.4.15) 

( )
θ







 θ
π

π

ζ
=θ 2

2

2

2
m

sin

cos
2

cos

8
I

U  

Επειδή εδώ δεν δίνεται η τιµή του ρεύµατος εισόδου του διπόλου, παρατηρούµε ότι η 

παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί και ως εξής: 

( )
θ







 θ
π

π
=

θ







 θ
π









π

π
=

θ







 θ
π

=θ 2

2

m
rad

2

2

rad

maxrad
2

2

max sin

cos
2

cos
D

4
W

sin

cos
2

cos

W
U4

4
W

sin

cos
2

cos
UU  

όπου Dm η κατευθυντικότητα του διπόλου λ/2 η οποία είναι γνωστή και ίση µε 1,64 , ενώ η 

ακτινοβολούµενη ισχύς Wrad αυτού ισούται µε την ισχύ Wt διότι δεν έχει απώλειες. Κατά 

συνέπεια η πυκνότητα ισχύος πάνω στην κεραία λήψης είναι 

θ







 θ
π

π
= 2

2

m2
t

t sin

cos
2

cos
D

r4
WP  

Από το σχήµα φαίνεται ότι η γωνία υπό την οποία το δίπολο βλέπει την κεραία λήψης, σε 

σχέση µε τον άξονα του διπόλου, είναι 
oo 7090 =ω−=θ  

ενώ η απόσταση µεταξύ των δύο κεραιών είναι 

( ) km642,10
9397,0

km10
20cos
d

cos
dr ≅≅=
ω

=
o

 

Αντικαθιστώντας τις αριθµητικές τιµές προκύπτει 

Pt ≅ 0,0193 µW/m2 
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Επειδή η κεραία λήψης είναι προσαρµοσµένη προς το φορτίο, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο 

ορισµός της ενεργού επιφάνειας, σύµφωνα µε τον οποίο η ωφέλιµη ισχύς WT που αποδίδει 

η κεραία λήψης στον δέκτη δίνεται από την (5.4.1) 

( )
t

T
e P

W,A =ϕθ  

Εδώ δίνεται ότι η κεραία λήψης βλέπει την κεραία εκποµπής υπό βέλτιστο 

προσανατολισµό, πράγµα που σηµαίνει ότι εµφανίζει την µέγιστη ενεργό επιφάνεια, η 

οποία σύµφωνα µε την (5.4.11) προκύπτει από την µέγιστη κατευθυντικότητα ως εξής 

( ){ } m

2

eem G
4

,AmaxA
π
λ

=ϕθ=  

Κατά συνέπεια η ωφέλιµη ισχύς WT στον δέκτη είναι 

tm

2

T PG
4

W
π
λ

=  

Το κέρδος της κεραίας λήψης υπολογίζεται κατά τα γνωστά από την κατευθυντικότητα 

αυτής και τον συντελεστή απόδοσης ακτινοβολίας 

( ) 82,3810025,01DnG 1016
mrm ≅⋅−==  

Οπότε µε αντικατάσταση προκύπτει 

W 5,96PG
4

W tm

2

T µ≅
π
λ

=  

Λόγω της προσαρµογής, η σύνθετη αντίσταση της κεραίας λήψης και του δέκτη είναι ίσες 

µε RA = RT = 100 Ω. Με βάση το ισοδύναµο κύκλωµα κεραίας λήψης η ισχύς στον δέκτη 

δίνεται από την (5.4.3) ως εξής: 

TTT
T

2
T

T WR8V
R8

V
W =⇒=  

και µε αντικατάσταση προκύπτει το µέτρο mV05,69VT ≅ . 

 

Παράδειγµα 5.3. Ένα κατακόρυφο δίπολο Hertz (πολύ µικρού µήκους) εκπέµπει ισχύ Wt 

=  100 W σε συχνότητα  f = 300 MHz. Η λήψη 

γίνεται από δεύτερο δίπολο όµοιο (αλλά όχι και 

παράλληλο) µε το πρώτο, τοποθετηµένο σε 

απόσταση 1 km και µε το µέσον του στο ίδιο 

οριζόντιο επίπεδο όπου βρίσκεται το µέσον του 

πρώτου διπόλου. 

 
θε

r = 1 km 

θ2 
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Οι δύο αυτές κεραίες έχουν απώλειες 2%. Η κατευθυντικότητα του διπόλου Hertz είναι 

1,761 dB και η ένταση ακτινοβολίας του δίνεται από τη σχέση 

( ) θ=θ 2
max sinUU  

όπου Umax είναι η ένταση ακτινοβολίας στην κατεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας του 

διπόλου, και θ η γωνία ως προς τον άξονά του. 

α) Εάν το δεύτερο δίπολο βρίσκεται στο ίδιο επίπεδο µε το πρώτο (δηλ. στο επίπεδο του 

χαρτιού) και έχει στραφεί κατά γωνία θε από την κατακόρυφη θέση, όπως φαίνεται στο 

σχήµα, να βρεθεί η µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρει η γωνία θε ώστε η ισχύς Wr προς τον 

δέκτη να µην είναι µικρότερη από 1 µW. 

β) Εάν το δεύτερο δίπολο βρίσκεται σε επίπεδο κάθετο µε την ευθεία που το ενώνει µε το 

πρώτο (δηλ. κάθετο στο επίπεδο του χαρτιού) και έχει εκτραπεί από την κατακόρυφη θέση 

κατά γωνία φε (δεν φαίνεται στο σχήµα), να βρεθεί η µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρει η 

γωνία φε ώστε η ισχύς Wr προς τον δέκτη να µην είναι µικρότερη από 1 µW. (Προσέξτε τη 

γεωµετρική διαφορά µεταξύ της γωνίας φε και της θε του προηγούµενου ερωτήµατος!) 

Απάντηση 

α) Χρησιµοποιούµε την εξίσωση του Friis, λαµβάνοντας υπόψη ότι ο προσανατολισµός 

των δύο κεραιών δεν είναι ο βέλτιστος (ενώ η πόλωση είναι η ίδια). ∆εδοµένου ότι το 

πρώτο δίπολο βλέπει το δεύτερο (και εκπέµπει προς αυτό) στην κατεύθυνση µέγιστης 

ακτινοβολίας (θt = 90°) αλλά το δεύτερο βλέπει το πρώτο (και λαµβάνει από αυτό) σε 

κατεύθυνση διαφορετική από αυτή της µέγιστης ακτινοβολίας (θr = θ2 = 90° – θε), έχουµε 

( )2rt

2

t

r GG
r4W

W
θ








π
λ

=    όπου   εθ−
π

=θ
22  

Για το κέρδος του διπόλου Hertz  σε οποιαδήποτε κατεύθυνση θ ισχύει 

( ) ( ) ( )
θ=

θ
=

θ
=θ 2

m
max0

max

0
sinDn

U
U

U
Un

U
UnG   (αφού 

0

max
m U

UD = ) 

Από τα δεδοµένα της εκφώνησης έχουµε ότι η κατευθυντικότητα του διπόλου Hertz είναι 

5,110D 10761,1
m ==  

και ο συντελεστής απόδοσης ακτινοβολίας 

98,0%98%2%100n ==−=  

Κατά συνέπεια ισχύει 

t mG n D 0,98 1,5 1,47= = ⋅ =    και   ( ) 2 2
r mG n D sin 1,47sinθ = θ = θ  

Εποµένως ( ) 2
r 2 rG G 1,47 cos

2 ε ε
π θ = −θ = θ 

 
   και άρα πρέπει 
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( ) 8
2

6
22

2

t

r 10
10
10cos47,1

r4W
W −

−

ε =≥θ







π
λ

=  

∆εδοµένου ότι 
8

6
c 3 10 1 m
f 300 10

⋅
λ = = =

⋅
 και r = 1000 m, αντικαθιστώντας τις αριθµητικές 

τιµές παίρνουµε 

( )
( )

o25,31855,0
47,1
104cos10

104
cos47,110

104
cos47,1 1

4
3

8
62

22
≤θ⇒≅

⋅π
≥θ⇒≥

⋅π

θ
⇒≥

⋅π

θ
ε

−

ε
−ε−ε  

β) Στην περίπτωση αυτή έχουµε βέλτιστο προσανατολισµό αλλά διαφορά στην πόλωση 

κατά φε . Εποµένως: 

( )
( )

8
62

22
82

rt

2

t

r 10
104

cos47,110cosGG
r4W

W −ε−
ε ≥

⋅π

ϕ
⇒≥ϕ








π
λ

=  

Με αντίστοιχες πράξεις καταλήγουµε στο αποτέλεσµα 
o25,31≤ϕε  

Σηµειώνουµε ότι η εύρεση του ίδιου αποτελέσµατος για την φε όπως για την θε δεν είναι 

γενικό χαρακτηριστικό του προβλήµατος αλλά οφείλεται στον ιδιαίτερο τύπο της κεραίας 

που θεωρούµε εδώ (δίπολο Hertz), στο οποίο η εξάρτηση του κέρδους από τη γωνία θ 

συµβαίνει να είναι cos2θ, ίδια µε την εξάρτηση του συντελεστή απωλειών πόλωσης από τη 

γωνία ψ η οποία συµβαίνει να ταυτίζεται µε την φ. Σε άλλη περίπτωση κεραίας η σχέση 

για το κέρδος δεν θα είχε τον παράγοντα cos2θ αλλά κάποιον άλλο, οπότε θα προέκυπτε 

διαφορετικό αποτέλεσµα για την θε . 

 

Παράδειγµα 5.4. Μια ασύρµατη ζεύξη στη συχνότητα των 300 MHz χρησιµοποιεί 

διαδοχικούς επαναλήπτες, δηλ. ποµποδέκτες όπου το σήµα λαµβάνεται από την κεραία 

λήψης, ενισχύεται από έναν αναλογικό ενισχυτή και επανεκπέµπεται από την κεραία 

εκποµπής. (Αυτός είναι ο γενικός τρόπος να επιτευχθούν µεγάλα µήκη ζεύξης χωρίς να 

απαιτείται υπερβολικά υψηλή ισχύς του ποµπού). Η διάταξη φαίνεται στο σχήµα. 

R 

Wr Wt 

R 

Wr Wt Wr Wt 

. . . . . . 

 
Οι κεραίες των επαναληπτών είναι παραβολικά κάτοπτρα µε κατευθυντικότητα 19 dB και 

συντελεστή απωλειών 4%. Καθένας από τους ποµποδέκτες αυτούς παρέχει ισχύ εκποµπής 

12,5 W, ενώ για να λειτουργεί σωστά πρέπει το σήµα στην είσοδό του να έχει ισχύ 
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τουλάχιστον 1,31 µW. Να προσδιορισθεί η µέγιστη δυνατή απόσταση R µεταξύ δύο 

διαδοχικών επαναληπτών. 

Απάντηση 

Το κέρδος καθεµίας από τις κεραίες εκποµπής και λήψης (εφόσον αυτές είναι ίδιες) 

δίνεται από 

( ) 26,761004,01DnGG 1019
rrt ≅⋅−===  

Το µήκος κύµατος που αντιστοιχεί στη συχνότητα λειτουργίας είναι λ = 1 m. 

Θεωρώντας ότι οι κεραίες εκποµπής και λήψης είναι τοποθετηµένες υπό βέλτιστο 

προσανατολισµό προς άλληλες και µε την ίδια πόλωση, για κάθε ζεύξη µεταξύ 

«γειτονικών» επαναληπτών η εξίσωση του Friis δίνει 

rt

2

tr GG
R4

WW 







π
λ

=  

Πρέπει όµως (σύµφωνα µε τα δεδοµένα) η ισχύς στον δέκτη να ικανοποιεί την 

W31,1WW minr µ=≥  

Εισάγοντας στην εξίσωση του Friis παίρνουµε 
21

rt
min

t
minrt

2

t GG
W
W

4
RWGG

R4
W 








π
λ

≤⇔≥







π
λ  

Με αντικατάσταση των αριθµητικών τιµών προκύπτει η µέγιστη τιµή R ≤ 18,75 km. 

 

Παράδειγµα 5.5. ∆ύο όµοιες κεραίες αλληλεπιδρούν. Η ιδία σύνθετη αντίσταση καθεµιάς 

από αυτές είναι Ζ11 = Ζ22 = 30 – j40 Ω ενώ η 

αµοιβαία σύνθετη αντίσταση µεταξύ αυτών 

είναι Ζ12 = 20 + j40 Ω.  

Η πρώτη από τις κεραίες αυτές τροφοδοτείται 

από τον ποµπό ενώ η δεύτερη είναι 

βραχυκυκλωµένη. Να βρεθεί η συνολική αντίσταση ακτινοβολίας του ζεύγους των δύο 

κεραιών (θεωρώντας ότι δεν έχουν απώλειες). 

Απάντηση 

Πρέπει να υπολογισθεί η σύνθετη αντίσταση εισόδου Ζin του συστήµατος των δύο κεραιών 

όπως «φαίνεται» στην είσοδο της κεραίας #1, δηλ. η σύνθετη αντίσταση οδήγησης της 

κεραίας #1, και στη συνέχεια να βρεθεί το πραγµατικό µέρος αυτής, το οποίο ισούται µε 

την αντίσταση ακτινοβολίας, εφόσον δεν υπάρχουν απώλειες. 

 

Zin 

I1
Iin

I2

V1 V2 
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Εφόσον η κεραία 2 είναι βραχυκυκλωµένη, για την τάση στην είσοδό της ισχύει V2 = 0. 

Κατά συνέπεια οι εξισώσεις αλληλεπίδρασης των δύο κεραιών γράφονται 

2121111 IZIZV +=  

0IZIZV 2111122 =+=  

Η πρώτη από αυτές δίνει (κατά τα γνωστά) 

1

2
1211

1

1
in I

IZZ
I
VZ +==  

και η δεύτερη δίνει 

11

12

1

2
Z
Z

I
I

−=  

οπότε µε αντικατάσταση στην προηγούµενη παίρνουµε 

11

2
12

11in Z
ZZZ −=  

Αντικαθιστώντας τις αριθµητικές τιµές, µετά τις πράξεις προκύπτει 

Ω−= 40j70Zin  

και άρα η συνολική αντίσταση ακτινοβολίας είναι 

[ ] Ω== 70ZReR in1,r  

δηλ. στην περίπτωσή µας είναι µεγαλύτερη από αυτή που θα παρουσίαζε η µία κεραία 

µεµονωµένη (δοκιµάστε και µε άλλες τιµές ιδίας ή αµοιβαίας σύνθετης αντίστασης για να 

διαπιστώσετε ότι µπορεί να συµβεί και το αντίθετο). 

 

Παράδειγµα 5.6. Σε µια ασύρµατη ζεύξη στη συχνότητα των 10 GHz το µήκος της ζεύξης 

(απόσταση κεραιών εκποµπής και λήψης) είναι 3 km και δίνονται τα ακόλουθα δεδοµένα: 

Ποµπός ∆έκτης 
Ισχύς: 10 W Σηµατοθορυβικός λόγος (CNR) κατωφλίου: 20 dB

Ισχύς θορύβου: Wn = – 80 dBm 
Γραµµή µεταφοράς: 15 m – 0,16 dB/m Γραµµή µεταφοράς: 8 m – 0,2 dB/m 
SWR στη γραµµή µεταφοράς: 1,2 SWR στη γραµµή µεταφοράς: 1,5 
Απώλειες στο στοιχείο προσαρµογής 
(insertion loss): 0,6 dB 

Απώλειες στο στοιχείο προσαρµογής (insertion 
loss): 1,5 dB 

Κέρδος κεραίας: 20 dB Κέρδος κεραίας: 18 dB 

∆ίνεται επίσης ότι οι συνολικές απώλειες στη ζεύξη λόγω διάφορων φαινοµένων 

διάδοσης, πλην καιρικών φαινοµένων, είναι 1 dB. Ως προς τα καιρικά φαινόµενα, έστω ότι 

από τα µετεωρολογικά αρχεία της περιοχής βρέθηκε µια τιµή (ύψος) βροχόπτωσης η οποία 

υπερβαίνεται για 0,1% του χρόνου και στη συνέχεια µε κατάλληλο µοντέλο υπολογισµού 

προσδιορίσθηκε ότι για αυτό το ύψος βροχόπτωσης προκαλούνται απώλειες 3 dB/km. 
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α) Να καταστρωθεί ο προϋπολογισµός της ζεύξης και να υπολογισθεί η ισχύς εισόδου 

στον δέκτη χωρίς βροχόπτωση και µε βροχόπτωση. Στις δύο αυτές περιπτώσεις να εξαχθεί 

συµπέρασµα αν είναι εφικτή η λειτουργία της ζεύξης ή όχι. 

β) Εφόσον είναι εφικτή η λειτουργία της ζεύξης, να βρεθεί πόσο µπορεί να αυξηθεί κατά 

µέγιστο η στάθµη θορύβου στον δέκτη (διατηρώντας τις άλλες παραµέτρους ως έχουν) 

χωρίς η ζεύξη να βρεθεί εκτός λειτουργίας. Το ίδιο και για το µήκος της ζεύξης. 

Απάντηση 

α) Κατ’ αρχάς πρέπει όλες οι ποσότητες να εκφράζονται σε λογαριθµικές µονάδες. Για την 

ισχύ θα χρησιµοποιήσουµε µονάδες dBm και έτσι η ισχύς του ποµπού είναι 

( ) dBm4010log10WmW000.10W10W 4
TT ==⇒==  

οπότε και η ισχύς στον δέκτη θα προκύψει σε dBm. 

Οι απώλειες στη γραµµή µεταφοράς του ποµπού είναι 15⋅0,16 = 2,4 dB. 

Για τις απώλειες λόγω κακής προσαρµογής (ανακλάσεων) χρειαζόµαστε τον συντελεστή 

ανάκλασης ισχύος στο τέρµα της γραµµής που προκύπτει από τον SWR βάσει της (1.4.16) 

9917,010083,0091,0
2,2
2,0

12,1
12,1

1S
1S 2

L
2

LL ≅ρ−⇒≅ρ⇒≅=
+
−

=
+
−

=ρ  

Αυτό σηµαίνει ότι ο λόγος της ισχύς εξόδου της γραµµής προς την προσπίπτουσα ισχύ που 

έφτασε στο τέρµα της (κατόπιν των απωλειών της γραµµής) είναι 0,9917 και 

λογαριθµίζοντας παίρνουµε τις σχετικές απώλειες 

( ) dB04,09917,0log10L ≅−=  

Παρατηρούµε ότι η τιµή είναι πολύ µικρή και σε σύγκριση µε τις υπόλοιπες απώλειες που 

συναντούµε θα µπορούσε και να αγνοηθεί. (Επίσης η τιµή αυτή µας δίνει µια εικόνα της 

φυσικής σηµασίας µιας τιµής SWR = 1,2 που δείχνει ότι είναι πολύ καλή.) 

Αντίστοιχα, οι απώλειες στη γραµµή µεταφοράς του δέκτη είναι 8⋅0,2 = 1,6 dB και οι 

απώλειες λόγω κακής προσαρµογής προκύπτουν ως εξής: 

( ) dB18,096,0log1096,0104,02,0
5,2
5,0

1S
1S 2

L
2

LL ≅−⇒≅ρ−⇒≅ρ⇒≅=
+
−

=ρ  

Εποµένως οι απώλειες LT µεταξύ του ποµπού και της κεραίας εκποµπής είναι 

dB04,36,004,04,2LT =++=  

και οι απώλειες LR µεταξύ της κεραίας λήψης και του δέκτη είναι 

dB28,35,118,06,1LR =++=  

Για τις απώλειες διάδοσης ελεύθερου χώρου µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την (5.4.18): 

( ) ( ) dB98,12110000log203log2044,32flog20rlog2044,32L MHzkmFS ≅++=++≅  
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Εφόσον υπάρχει βροχόπτωση µε το συγκεκριµένο ύψος, οι απώλειες που προκαλεί είναι 

3⋅3 = 9 dB. Προσθέτουµε και τις λοιπές απώλειες λόγω διάφορων φαινοµένων διάδοσης 

και παίρνουµε για καθεµία από τις δύο εξεταζόµενες περιπτώσεις: 

dB98,122198,121LP =+=    χωρίς βροχόπτωση 

dB98,1319198,121LP =++=   µε βροχόπτωση 

Μπορούµε πλέον να καταρτίσουµε τον προϋπολογισµό ζεύξης χρησιµοποιώντας την 

(5.4.21) για καθεµία από τις δύο εξεταζόµενες περιπτώσεις ως εξής: 

Χωρίς βροχόπτωση 

dBm3,5198,12228,304,3182040LLLGGWW PRTrtTR −≅−−−++=−−−++=  

Στην περίπτωση αυτή ο σηµατοθορυβικός λόγος στην είσοδο του δέκτη είναι 

( ) dB7,28803,51WWCNR nT =+−=−=  

Η τιµή αυτή υπερβαίνει την τιµή κατωφλίου των 20 dB, άρα η ζεύξη λειτουργεί κανονικά. 

Ισοδύναµα θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε την τιµή κατωφλίου της ισχύος του δέκτη 

( ) dBm602080CNRWW thnth −=+−=+=  

οπότε επειδή WR > Wth καταλήγουµε στο ίδιο συµπέρασµα. 

Με βροχόπτωση 

dBm3,6098,13128,304,3182040LLLGGWW PRTrtTR −≅−−−++=−−−++=  

Στην περίπτωση αυτή έχουµε ( ) dB7,19803,60CNR =+−=  δηλ. ο σηµατοθορυβικός 

λόγος στην είσοδο του δέκτη προκύπτει µικρότερος από την τιµή κατωφλίου των 20 dB 

και η ζεύξη τίθεται εκτός λειτουργίας. Πρέπει να προσεχθεί ότι το συµπέρασµα αυτό 

ισχύει για ένα ύψος βροχόπτωσης το οποίο υπερβαίνεται για το 0,1% του χρόνου, πράγµα 

που σηµαίνει ότι η ζεύξη αναµένεται να βρίσκεται εκτός λειτουργίας τουλάχιστον για το 

0,1% του συνολικού χρόνου. Η πληροφορία αυτή είναι πολύ σηµαντική στην πράξη για 

µια τηλεπικοινωνιακή ζεύξη. Σε έναν πραγµατικό υπολογισµό ζεύξης ο σχεδιαστής 

µάλλον θα εκτελούσε µια αντίστροφη διαδικασία για την επίδραση της βροχής, 

προσδιορίζοντας πρώτα το ύψος βροχής για το οποίο η τιµή του (CNR) στην είσοδο του 

δέκτη είναι ακριβώς ίση µε την τιµή κατωφλίου των 20 dB, πράγµα που σηµαίνει ότι όταν 

υπερβαίνεται η τιµή αυτή τότε η ζεύξη βρίσκεται εκτός λειτουργίας. Στη συνέχεια από 

στατιστικά µετεωρολογικά δεδοµένα θα προσδιόριζε το ποσοστό του χρόνου για το οποίο 

υπερβαίνεται αυτό το ύψος βροχής, συµπεραίνοντας ότι αυτό είναι και το ποσοστό χρόνου 

εκτός λειτουργίας (outage time) της ζεύξης. Αν δεν ικανοποιεί τις απαιτήσεις / 

προδιαγραφές της ζεύξης τότε θα πρέπει να αλλάξει ο σχεδιασµός (π.χ. µεγαλύτερη ισχύς 

ποµπού, µικρότερο µήκος ζεύξης, πιο κατευθυντική κεραία ή κεραίες) ώστε να µειωθεί το 

ποσοστό αυτό. 
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Τα παραπάνω θα µπορούσαν να γραφούν και σε πινακοποιηµένη µορφή, ίσως πιο εύκολη 

και για τον συντάκτη και για τον αναγνώστη του προϋπολογισµού, π.χ. στην 1η περίπτωση: 

Ισχύς ποµπού: 40           dBm 
Κέρδος κεραίας εκποµπής: 20           dB 
Απώλειες µεταξύ ποµπού – κεραίας: – 3,04     dB 
Απώλειες διάδοσης: – 122,98 dB 
Απώλειες µεταξύ κεραίας – δέκτη: – 3,28     dB 
Κέρδος κεραίας λήψης: 18           dB 

Σύνολο (Ισχύς στο δέκτη): – 51,3     dBm 
Κάθε γραµµή του πίνακα θα µπορούσε να αναλυθεί και σε περισσότερες εφόσον 

προκύπτει από περισσότερους όρους και κρίνεται σκόπιµο να παρουσιαστούν χωριστά 

(π.χ. οι απώλειες διάδοσης). 

β) Θα το εξετάσουµε για την περίπτωση όπου δεν υπάρχει βροχόπτωση και (όπως 

διαπιστώσαµε στα προηγούµενα) η λειτουργία της ζεύξης είναι εφικτή. Για τη µελέτη αυτή 

είναι χρήσιµη η ποσότητα 

dB7,8603,51WW thR =+−=−  

η οποία συνήθως ονοµάζεται περιθώριο ζεύξης (link margin) και εκφράζει το ποσό κατά 

το οποίο µπορεί να «χειροτερεύσει»  η ζεύξη χωρίς όµως να τεθεί εκτός λειτουργίας. ∆ηλ. 

είτε να µειωθεί το θετικό µέρος του προϋπολογισµού της ζεύξης (ισχύς εκποµπής, κέρδη 

κεραιών) είτε να αυξηθεί το αρνητικό µέρος (απώλειες) είτε να αυξηθεί ο θόρυβος στην 

είσοδο του δέκτη είτε κάποιος συνδυασµός των προηγούµενων. 

Εποµένως η στάθµη θορύβου στην είσοδο του δέκτη µπορεί (αν δεν αλλάξει καµµία άλλη 

παράµετρος) να αυξηθεί το πολύ κατά 8,7 dB. Εύκολα επιβεβαιώνεται παρατηρώντας ότι 

αν αυξηθεί η στάθµη θορύβου αυτή κατά 8,7 dB και γίνει Wn = – 80 + 8,7 = 71,3 dBm 

τότε ο σηµατοθορυβικός λόγος γίνεται (CNR) = WT – Wn = – 51,3 + 71,3 = 20 dB ήτοι 

ακριβώς η τιµή κατωφλίου. ∆ηλ. αν αυξηθεί περισσότερο ο θόρυβος τότε η ζεύξη τίθεται 

εκτός λειτουργίας. 

Με τον ίδιο τρόπο συµπεραίνουµε ότι η µέγιστη επιτρεπτή αύξηση των απωλειών 

ελεύθερου χώρου (χωρίς να αλλάξει καµµία άλλη παράµετρος) είναι επίσης 8,7 dB, δηλ. η 

µέγιστη τιµή τους είναι LTFS = 121,98 + 8,7 = 130,68 dB. Θεωρώντας ότι η συχνότητα 

παραµένει η ίδια (10 GHz), µε τη βοήθεια της (5.4.18) έχουµε 

( ) ( ) km16,8rdB68,13080rlog2044,32 kmkm ≅⇔=++  

Σηµειώνουµε ότι η αντίστοιχη µελέτη για την περίπτωση βροχόπτωσης θα έπρεπε να λάβει 

υπόψη συγχρόνως και την αύξηση των απωλειών ελεύθερου χώρου και των απωλειών 

βροχόπτωσης µε την αύξηση του µήκους ζεύξης (και η παραπάνω εξίσωση θα έπρεπε να 

αντικατασταθεί από µια πιο περίπλοκη). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6 :  ΣΤΟΙΧΕΙΟΚΕΡΑΙΕΣ  

6.1. ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΤΟΙΧΕΙΟΚΕΡΑΙΩΝ 

6.1.1. Γενικά 

Ο συνδυασµός περισσότερων από µία κεραιών, που λειτουργούν συγχρόνως σε σχετικά 

µικρή απόσταση µεταξύ τους εκπέµποντας το ίδιο σήµα, µπορεί να οδηγήσει σε 

βελτιωµένα χαρακτηριστικά εκποµπής και λήψης (κυρίως κατευθυντικότητα), ή και νέες 

ιδιότητες σε σχέση µε αυτές των επιµέρους µεµονωµένων κεραιών. Αυτό επιτυγχάνεται 

επιλέγοντας κατάλληλα τις συνδυαζόµενες κεραίες, τη γεωµετρία της διάταξης (σχετικές 

θέσεις των κεραιών µεταξύ τους) και την τροφοδοσία τους. Μια τέτοια διάταξη κεραιών 

ονοµάζεται στοιχειοκεραία ή συστοιχία κεραιών (antenna array ή απλώς array). Συνήθως 

οι επιµέρους κεραίες (στοιχεία) της διάταξης είναι όµοιες µεταξύ τους και µε τον ίδιο 

προσανατολισµό. 

Οι εφαρµογές των στοιχειοκεραιών στις τηλεπικοινωνίες, στα ραντάρ και αλλού, είναι 

πολλές και εντυπωσιακές. Βασίζονται κυρίως στις µεγάλες δυνατότητες διαµόρφωσης 

επιθυµητού διαγράµµατος ακτινοβολίας, το οποίο µάλιστα σε κατάλληλες διατάξεις 

(phased arrays) µπορεί να κινείται χωρίς µηχανική κίνηση της κεραίας, µεταβάλλοντας 

µόνο τις φάσεις των ρευµάτων τροφοδοσίας των στοιχείων της. 

6.1.2. Το διάγραµµα ακτινοβολίας στοιχειοκεραίας 

Θεωρούµε τη γεωµετρία στοιχειοκεραίας, όπως απεικονίζεται στο Σχ. 6.1 που ακολουθεί.  

Κm 

r΄m cosωm 

r – r΄m cosωm

r
r΄m 

x

z 

y 

ωm 

r΄1 
r΄2 

θ΄m 

Κ1

Κ2 

P

Κ0 

rm

 
Σχ. 6.1: Γενική γεωµετρία στοιχειοκεραίας 

Στο σχήµα φαίνεται στοιχειοκεραία αποτελούµενη από κάποιο πλήθος επιµέρους κεραιών 

(στοιχείων), έστω Μ τον αριθµό, οι οποίες χαρακτηρίζονται µε τους αριθµούς 0, 1, 2, ... , 
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m, ... , Μ–1 και είναι τοποθετηµένες σε διάφορα σηµεία Κ0 , Κ1 , ... , Κm , ... , ΚM–1 του 

σφαιρικού συστήµατος συντεταγµένων. Μας ενδιαφέρει το ακτινοβολούµενο κύµα σε 

τυχόν σηµείο παρατήρησης P µε συντεταγµένες Ρ(r,θ,φ) το οποίο βρίσκεται στο µακρινό 

πεδίο ( +∞→r ). Οι θέσεις των στοιχείων της στοιχειοκεραίας χαρακτηρίζονται επίσης 

από τις σφαιρικές συντεταγµένες τους Κm (r΄m , θ΄m , φ΄m). Προσέξτε τη διαφορά στον 

συµβολισµό, µε άτονες συντεταγµένες για το σηµείο παρατήρησης και τονούµενες για τις 

θέσεις των στοιχείων της στοιχειοκεραίας. (Το σηµείο παρατήρησης είναι µεταβλητό ενώ 

οι θέσεις των στοιχείων σταθερές). Η αρχή των συντεταγµένων µπορεί να ληφθεί σε 

οποιοδήποτε σηµείο κοντά στην στοιχειοκεραία και κατά κανόνα επιλέγεται έτσι ώστε να 

διευκολύνει τους υπολογισµούς (ενδεικτικά αλλά όχι υποχρεωτικά µπορεί να είναι στη 

θέση Κ0 του πρώτου στοιχείου). Με ωm συµβολίζεται η γωνία που σχηµατίζεται στο χώρο 

µεταξύ των διανυσµάτων θέσης του σηµείου Κm και του σηµείου παρατήρησης P. 

Σηµειώνεται ότι για τη γωνία αυτή ισχύει* η τριγωνοµετρική σχέση 

( )mmmm cossinsincoscoscos ϕ′−ϕθ′θ+θ′θ=ω    (6.1.1) 

Η µελέτη των ιδιοτήτων εκποµπής (και εποµένως και λήψης) των στοιχειοκεραιών 

βασίζεται στην αρχή της υπέρθεσης (επαλληλίας). Πιο συγκεκριµένα, το συνολικό πεδίο 

που δηµιουργείται από την στοιχειοκεραία ισούται µε το διανυσµατικό άθροισµα των 

πεδίων που δηµιουργούνται από τα επιµέρους στοιχεία της: 

∑
−

=
− =+++++=

1M

0m
m1Mm10 EE...E...EEE
rrrrrr

   (6.1.2) 

Υποθέτουµε ότι τα στοιχεία της διάταξης είναι όµοια µεταξύ τους και µε τον ίδιο 

προσανατολισµό. Τα ρεύµατα τροφοδοσίας αυτών Ι0 , ... , ΙM–1 µπορεί να διαφέρουν. Αν 

θεωρήσουµε το ρεύµα Ι0 του πρώτου στοιχείου ως ρεύµα αναφοράς (πράγµα που µπορεί 

να γίνει πάντοτε, δεδοµένου ότι και η εκλογή του στοιχείου που θα θεωρηθεί πρώτο είναι 

στη διακριτική µας ευχέρεια), τότε όλα τα ρεύµατα µπορούν να γραφούν στη µορφή 

Ι0 = C0 Ι0  ,  Ι1 = C1 Ι0  ,  . . .  ,  Ιm = Cm Ι0  ,  . . .  ,  ΙM–1 = CM–1 Ι0 

όπου Cm είναι µιγαδικοί συντελεστές που χαρακτηρίζουν την τροφοδοσία κάθε στοιχείου 

(ρευµατικοί συντελεστές). Προφανώς ο πρώτος συντελεστής C0 = 1 και αναφέρεται µε τον 

συµβολισµό C0 απλώς για λόγους οµοιοµορφίας. 

                                                 
* Η (6.1) µπορεί να αποδειχθεί παρατηρώντας ότι εξ ορισµού ισχύει mmm cosrrrr ω′=′⋅

rr
. Στη συνέχεια 

λαµβάνουµε το ίδιο εσωτερικό γινόµενο µε καρτεσιανές συντεταγµένες χρησιµοποιώντας τις εκφράσεις 

ẑcosrŷsinsinrx̂cossinrr θ+ϕθ+ϕθ=
r

 , ẑcosrŷsinsinrx̂cossinrr mmmmmmmmm θ′′+ϕ′θ′′+ϕ′θ′′=′r  και 

εξισώνουµε το αποτέλεσµα µε mm cosrr ω′  . 
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Τότε το πεδίο του οποιουδήποτε στοιχείου m στο µακρινό πεδίο, λόγω του ίδιου 

προσανατολισµού των κεραιών, έχει την ίδια (ακριβώς ή µε καλή προσέγγιση) διεύθυνση 

µε το πεδίο του στοιχείου αναφοράς, ενώ διαφέρει από αυτό 

• ως προς την τιµή κατά τον συντελεστή Cm , δηλ. η τιµή του σε σχέση µε την τιµή 

του πεδίου του στοιχείου αναφοράς είναι πολλαπλασιασµένη µε τον Cm  

• και ως προς την φάση λόγω της διαφορετικής θέσης των κεραιών, δηλ. 

παρουσιάζει µια διαφορά φάσης σε σχέση µε το πεδίο του στοιχείου αναφοράς 

ανάλογη προς τη διαφορά των αποστάσεων του στοιχείου m και του στοιχείου 

αναφοράς από το σηµείο παρατήρησης 

 Εφόσον το σηµείο παρατήρησης είναι στο µακρινό πεδίο, δηλ. η τιµή της απόστασης r 

είναι πολύ µεγαλύτερη από όλες τις r΄m , τότε θεωρώντας την αρχή του συστήµατος 

συντεταγµένων στη θέση του στοιχείου αναφοράς (βλ. το Σχ. 6.1), η διαφορά µεταξύ της 

απόστασης του στοιχείου m από το σηµείο παρατήρησης και της απόστασης του στοιχείου 

αναφοράς από το σηµείο παρατήρησης είναι κατά προσέγγιση ίση µε την προβολή του 

διανύσµατος θέσης mr′
r  πάνω στο διάνυσµα θέσης rr , δηλ. ίση µε r΄m cosωm . Κατά 

συνέπεια, η διαφορά φάσης των πεδίων mE
r

 (του στοιχείου m) και 0E
r

 (του στοιχείου 

αναφοράς) που οφείλεται σε αυτή τη διαφορά αποστάσεων είναι κατά προσέγγιση ίση µε 

kr΄m cosωm και αντιστοιχεί στον πολλαπλασιαστικό παράγοντα mm cosrjke ω′  . Εποµένως η 

σχέση που συνδέει το πεδίο του στοιχείου m και το πεδίο του στοιχείου αναφοράς είναι η 

0
cosrjk

mm EeCE mm
rr ω′=     (6.1.3) 

Εισάγοντας την (6.1.3) στην (6.1.2) προκύπτει το συνολικό πεδίο της στοιχειοκεραίας: 

( ) 00

1M

0m

cosrjk
m E,SEeCE mm

rrr
ϕθ=












= ∑

−

=

ω′    (6.1.4) 

Η έκφραση S(θ,φ) που υπεισέρχεται στην (6.1.4) λέγεται παράγοντας διάταξης της 

στοιχειοκεραίας και δίνεται από την 

( ) ∑
−

=

ω′=ϕθ
1M

0m

cosrjk
m

mmeC,S     (6.1.5) 

Η εξάρτηση από το σηµείο παρατήρησης είναι της µορφής (θ,φ) διότι, όπως δείχνει και η 

(6.1.1), ο παράγοντας διάταξης είναι συνάρτηση των γωνιών θ και φ αλλά όχι της 

απόστασης r, εξαρτάται λοιπόν µόνο από την κατεύθυνση. 

Όπως είναι γνωστό από την (4.1.3), η πυκνότητα ισχύος (ανά µονάδα επιφάνειας) που 

εκπέµπει η κεραία στο µακρινό πεδίο είναι ανάλογη προς το τετράγωνο του µέτρου του 

ηλεκτρικού πεδίου, και κατά συνέπεια το ίδιο ισχύει και για την ένταση ακτινοβολίας, 
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όπως δείχνει ο ορισµός της (4.2.1). Εποµένως, λαµβάνοντας το τετράγωνο του µέτρου των 

δύο µελών της (6.1.4), συµπεραίνουµε ότι η ένταση ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας 

συνδέεται µε την ένταση ακτινοβολίας του στοιχείου αναφοράς αυτής µέσω της 

( ) ( ) ( )ϕθϕθ=ϕθ ,U,S,U 0
2     (6.1.6) 

όπου U0(θ,φ) η ένταση ακτινοβολίας του στοιχείου αναφοράς. 

Στην (6.1.6) ο παράγοντας ( )2,S ϕθ  µπορεί να θεωρηθεί κατά κάποιον τρόπο ως 

«ανηγµένο διάγραµµα ακτινοβολίας» της στοιχειοκεραίας ως γεωµετρικής διάταξης και 

συνδυασµού ρευµάτων τροφοδοσίας, ανεξάρτητα από το είδος των στοιχείων της. Στην 

πράξη ο παράγοντας αυτός απεικονίζεται σε πολικό διάγραµµα, µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο 

όπως και τα διαγράµµατα ακτινοβολίας. 

Με βάση την (6.1.6) προκύπτει η λεγόµενη αρχή του πολλαπλασιασµού των παραγόντων 

διάταξης και των διαγραµµάτων ακτινοβολίας, η οποία εφαρµόζεται σε στοιχειοκεραίες 

που έχουν ως στοιχεία άλλες στοιχειοκεραίες. Με τον τρόπο αυτό ένα σχετικά πολύπλοκο 

πρόβληµα υπολογισµού παράγοντα διάταξης αναλύεται σε δύο (ή και περισσότερα) 

απλούστερα. Ένα παράδειγµα φαίνεται στο Σχ. 6.2, όπου απεικονίζεται µια στοιχειοκεραία 

6 στοιχείων σε δύο διαστάσεις. 

 

x 

z 

S1(θ,φ)
= 

x

z

x 

z

× 
S(θ,φ) S2(θ,φ) 

 
Σχ. 6.2: Στοιχειοκεραία µε στοιχεία στοιχειοκεραίες 

Αυτή µπορεί να θεωρηθεί ως στοιχειοκεραία τριών στοιχείων κατά τον άξονα z (ας την 

ονοµάσουµε στοιχειοκεραία #1), κάθε στοιχείο της οποίας είναι µια άλλη στοιχειοκεραία 

δύο στοιχείων κατά τον άξονα x (ας ονοµασθεί στοιχειοκεραία #2). Εφαρµόζοντας την 

(6.1.6) στην στοιχειοκεραία #2 προκύπτει η ένταση ακτινοβολίας αυτής 

( ) ( ) ( )ϕθϕθ=ϕθ ,U,S,U 0
2

22  

όπου U0(θ,φ) η ένταση ακτινοβολίας του στοιχείου αναφοράς (της µίας από τις 6 κεραίες 

του Σχ. 6.2). Στη συνέχεια παρατηρούµε ότι η στοιχειοκεραία #2 παίζει τον ρόλο του 
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στοιχείου αναφοράς της στοιχειοκεραίας #1, οπότε εφαρµόζοντας εκ νέου την (6.1.6) για 

την στοιχειοκεραία #1 παίρνουµε την ένταση ακτινοβολίας της συνολικής στοιχειοκεραίας 

( ) ( ) ( )ϕθϕθ=ϕθ ,U,S,U 2
2

1  

Συνδυάζοντας τις δύο αυτές σχέσεις παίρνουµε τελικά 

( ) ( ) ( ) ( )ϕθϕθϕθ=ϕθ ,U,S,S,U 0
2

2
2

1    (6.1.7) 

η οποία εκφράζει την προαναφερόµενη αρχή του πολλαπλασιασµού. Είναι προφανές ότι η 

αρχή αυτή µπορεί να εφαρµοσθεί σε κάθε περίπτωση στοιχειοκεραίας µε στοιχεία άλλες 

στοιχειοκεραίες, και είναι επίσης προφανές ότι τα δύο επιµέρους προβλήµατα 

υπολογισµού καθενός των S1(θ,φ) και S2(θ,φ) είναι σαφώς απλούστερα από το σύνθετο 

πρόβληµα του «συνολικού» παράγοντα διάταξης S(θ,φ). 

Ένα πολύ µεγάλο µέρος της θεωρίας των στοιχειοκεραιών βασίζεται στην (6.1.6), είτε για 

τον υπολογισµό του S(θ,φ) σε διάφορες περιπτώσεις (ανάλυση στοιχειοκεραιών), είτε για 

το αντίστροφο πρόβληµα της εύρεσης κατάλληλης στοιχειοκεραίας µε τις επιθυµητές 

ιδιότητες, δηλ. του προσδιορισµού των κατάλληλων θέσεων Κm (r΄m , θ΄m , φ΄m) και 

ρευµατικών συντελεστών Cm των στοιχείων για την επίτευξη του επιθυµητού S(θ,φ) 

(σύνθεση στοιχειοκεραιών). 

6.2. ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΣΤΟΙΧΕΙΟΚΕΡΑΙΕΣ 

6.2.1. Γενικά 

Γραµµικές στοιχειοκεραίες ονοµάζονται εκείνες που έχουν όλα τα στοιχεία τους πάνω σε 

µια ευθεία (άξονα της στοιχειοκεραίας), µε σταθερή απόσταση d (βήµα της 

στοιχειοκεραίας) µεταξύ διαδοχικών στοιχείων*. Πρόκειται για σχετικά απλή αλλά πολύ 

χρήσιµη περίπτωση στοιχειοκεραίας. Η γεωµετρία µιας γραµµικής στοιχειοκεραίας 

παρουσιάζεται στο Σχ. 6.3 που ακολουθεί. Όπως φαίνεται στο σχήµα αυτό, η θέση του 

πρώτου στοιχείου της στοιχειοκεραίας (που είναι και το στοιχείο αναφοράς) λαµβάνεται 

ως αρχή των συντεταγµένων. 

                                                 
* Μπορούµε να απαιτήσουµε απλώς η απόσταση µεταξύ διαδοχικών στοιχείων να είναι ακέραιο 

πολλαπλάσιο κάποιου «βασικού βήµατος» d, οπότε αναγόµαστε στην ίδια περίπτωση θεωρώντας υποθετικά 

ενδιάµεσα στοιχεία µε ρευµατικούς συντελεστές 0. 
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r

ΑΞΟΝΑΣ 
της στοιχειοκεραίας 

ωm= γ 

r'm = md
d 

Κ1 Κ2 Κm

P(r,θ,φ) 

Κ0 

d 

σηµείο 
παρατήρησης 

. . . . . .

 
Σχ. 6.3: Γραµµική στοιχειοκεραία 

Τότε, για κάθε στοιχείο Κm , η γωνία ωm ισούται µε τη γωνία γ που σχηµατίζει το 

διάνυσµα θέσης του (οποιουδήποτε) σηµείου παρατήρησης Ρ µε τον άξονα της 

στοιχειοκεραίας, ενώ η απόσταση r΄m είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του βήµατος d 

(συγκρίνετε το Σχ. 6.3 µε το Σχ. 6.1): 

mdrm =′      ,      γ=ωm      ,      m = 0, 1, 2, ..., Μ–1  (6.2.1) 

όπου Μ το πλήθος των στοιχείων της στοιχειοκεραίας. 

Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω, η (6.1.5) γράφεται στη µορφή 

( ) ( ) ( )ψ====γ=ϕθ ∑∑∑
−

=

−

=

ψ
−

=

γ SzCeCeCS,S
1M

0m

m
m

1M

0m

jm
m

1M

0m

cosjkmd
m  (6.2.2) 

όπου ορίσθηκε µια «βοηθητική µεταβλητή» ψ = kdcosγ και ψ= jez . Η (6.2.2) δείχνει ότι ο 

παράγοντας διάταξης S(θ,φ) της γραµµικής στοιχειοκεραίας είναι περιοδική συνάρτηση 

της βοηθητικής µεταβλητής ψ µε περίοδο 2π (αποδείξτε το). 

Περαιτέρω, σε πολλές περιπτώσεις υπάρχει και σταθερή διαφορά φάσης µεταξύ των 

ρευµάτων διαδοχικών στοιχείων της στοιχειοκεραίας, οπότε οι ρευµατικοί συντελεστές 

των στοιχείων της στοιχειοκεραίας µπορούν να γραφούν στη µορφή 
δ= jm

mm eAC      ,      m = 0, 1, 2, ..., Μ–1   (6.2.3) 

όπου δ η διαφορά φάσης µεταξύ των ρευµάτων διαδοχικών στοιχείων και Αm κάποιοι νέοι 

συντελεστές (λέγονται επίσης ρευµατικοί συντελεστές), οι οποίοι συχνά είναι πραγµατικοί 

αλλά µπορούν να είναι και µιγαδικοί*. Τότε η (6.2.2) παίρνει τη µορφή 

                                                 
* Αν οι Αm θεωρηθούν µιγαδικοί τότε η (6.2.4) είναι ισοδύναµη µε την (6.2.2) και από θεωρητική άποψη 

δεν προσφέρει τίποτε νέο. Από πρακτική άποψη όµως έχει σηµασία επειδή, όπως θα δούµε, η διαφορά 

φάσης δ παρέχει τη δυνατότητα στροφής του διαγράµµατος ακτινοβολίας χωρίς µηχανική κίνηση της 

κεραίας (ανίχνευση ή σάρωση φάσης – phase scan) η οποία είναι πολύ µεγάλης πρακτικής χρησιµότητας. 
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( ) ( ) ( ) ( )ψ====γ=ϕθ ∑∑∑
−

=

−

=

ψ
−

=

δ+γ SzAeAeAS,S
1M

0m

m
m

1M

0m

jm
m

1M

0m

coskdjm
m  (6.2.4) 

όπου 

δ+γ=ψ coskd     (6.2.5) 

και ψ= jez . Ισχύει και πάλι η παρατήρηση ότι ο παράγοντας διάταξης S(θ,φ) = S(ψ) είναι 

περιοδική συνάρτηση του ψ µε περίοδο 2π. 

Η εισαγωγή της βοηθητικής µεταβλητής ψ διευκολύνει τη µελέτη της γραµµικής 

στοιχειοκεραίας, από αλγεβρικής πλευράς αλλά και από πλευράς φυσικής εποπτείας. Αν 

υπολογισθεί ο παράγοντας διάταξης στη µορφή ( )ψS , τότε η µορφή ( )γS  µπορεί να 

βρεθεί µε τη γραφική µέθοδο που δείχνεται στο Σχ. 6.4. 

 
Σχ. 6.4: Σχέση µεταξύ των µορφών S(ψ) και S(γ) για γραµµική στοιχειοκεραία 

Στο παραπάνω σχήµα, το µέτρο του παράγοντα διάταξης ( )ψS  σχεδιάζεται σε καρτεσιανό 

διάγραµµα. Επιθυµητή όµως είναι η µορφή ( )γS , συναρτήσει της πραγµατικής γωνίας γ 

(ενώ η ψ είναι µια βοηθητική µεταβλητή χωρίς γεωµετρική έννοια), σχεδιασµένη σε 
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πολικό διάγραµµα όπως είναι το σύνηθες για όλα τα διαγράµµατα ακτινοβολίας. Η 

µετατροπή µπορεί να γίνει γράφοντας έναν βοηθητικό κύκλο ακτίνας kd µε κέντρο σε 

απόσταση δ προς τα δεξιά του κατακόρυφου άξονα όπως στο σχήµα (µπορούµε να 

σκεπτόµαστε ότι ο κύκλος δηµιουργείται από ένα περιστρεφόµενο διάνυσµα µήκους kd). 

Ξεκινώντας από το κάθε σηµείο του διαγράµµατος ( )ψS  και φέρνοντας κατακόρυφη 

ευθεία, παρατηρούµε ότι το σηµείο τοµής αυτής µε τον κύκλο, έστω Τ, προσδιορίζει τη 

γωνία γ µε τον τρόπο που φαίνεται στο σχήµα. Πραγµατικά, η προβολή του Τ πάνω στην 

οριζόντια ευθεία απέχει από τον κατακόρυφο άξονα απόσταση kdcosγ+δ = ψ. Στη 

συνέχεια πάνω στην ηµιευθεία ΟΤ, όπου Ο το κέντρο του κύκλου, και αρχίζοντας από το 

Ο, παίρνουµε τµήµα ίσο µε την τιµή του ( )ψS , άρα και µε την αντίστοιχη τιµή του ( )γS . 

Το πέρας του τµήµατος αυτού είναι το σηµείο του πολικού διαγράµµατος ( )γS  που 

αντιστοιχεί στο σηµείο του καρτεσιανού διαγράµµατος ( )ψS  από το οποίο ξεκινήσαµε. 

Επαναλαµβάνοντας (ιδεατά) για όλα τα σηµεία του διαγράµµατος ολοκληρώνεται η 

µετατροπή (βλ. στο σχήµα το παράδειγµα δύο σηµείων του κύριου λοβού). 

Όπως είδαµε, η ( )ψS  είναι µια συνάρτηση περιοδική µε περίοδο 2π και προφανώς µπορεί 

να επεκταθεί απεριόριστα µε επαναλαµβανόµενη µορφή. Όµως η περιοχή τιµών του ψ που 

πραγµατικά µας χρειάζεται καθορίζεται από την περιοχή µεταβολής της γωνίας γ και από 

τις παραµέτρους k (ο κυµαταριθµός που αντιστοιχεί στη συχνότητα λειτουργίας), d (το 

βήµα της στοιχειοκεραίας) και δ (η διαφορά φάσης µεταξύ διαδοχικών στοιχείων). Πιο 

συγκεκριµένα, επειδή η γωνία γ µεταβάλλεται από 0 ως π (βλ. το Σχ. 6.3), για την 

παράµετρο ψ ισχύει 

kdkdkdcoskdkd1cos10 +δ≤ψ≤−δ⇒+δ≤δ+γ≤−δ⇒≤γ≤−⇒π≤γ≤  

Η περιοχή δ – kd ≤ ψ ≤ δ + kd λέγεται ορατή περιοχή και περιλαµβάνει τις τιµές της 

βοηθητικής µεταβλητής ψ που αντιστοιχούν σε όλες τις τιµές της φυσικής γωνίας γ. Από 

το Σχ. 6.4 διαπιστώνουµε εύκολα ότι η ορατή περιοχή αντιστοιχεί στη διάµετρο του 

κύκλου ακτίνας kd που χρησιµοποιήσαµε. Η φυσική της σηµασία είναι ότι δίνει το µέρος 

εκείνο του (βοηθητικού) διαγράµµατος ( )ψS  το οποίο παίζει ρόλο στη διαµόρφωση του 

(πραγµατικού) διαγράµµατος ( )γS . Αν η ορατή περιοχή είναι µικρότερη από 2π, το 

υπόλοιπο τµήµα του διαγράµµατος της µαθηµατικής συνάρτησης ( )ψS  που είναι εκτός 

της ορατής περιοχής δεν επηρεάζει το πραγµατικό διάγραµµα ακτινοβολίας της 

στοιχειοκεραίας: θα µπορούσε π.χ. να υπάρχει ένας λοβός µεγαλύτερος από τους άλλους, ο 

οποίος όµως δεν αντιστοιχεί στον κύριο λοβό της στοιχειοκεραίας (για την ακρίβεια, δεν 
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αντιστοιχεί σε κανέναν λοβό). Αν πάλι είναι µεγαλύτερη από 2π, κάποιο τµήµα του 

διαγράµµατος ( )ψS  θα επανεµφανισθεί και άλλη φορά στο διάγραµµα ( )γS , π.χ. αν η 

ορατή περιοχή είναι αρκετά µεγάλη ώστε να περιλαµβάνει και τον µεγαλύτερο λοβό της 

( )ψS  και τον όµοιό του µετά από διάστηµα 2π, τότε ο παράγοντας διάταξης ( )γS  θα 

εµφανίζει δύο ισοµεγέθεις κύριους λοβούς. 

6.2.2. Οµοιόµορφες γραµµικές στοιχειοκεραίες 

Οµοιόµορφες λέγονται οι γραµµικές στοιχειοκεραίες που όλα τα στοιχεία τους έχουν 

ίσους ρευµατικούς συντελεστές Α0 = ... = Αm = ... = ΑM–1  = Α, δηλ. τροφοδοτούνται από 

ρεύµατα ίσου πλάτους τα οποία διαφέρουν ανά δύο µόνο κατά την (σταθερή) διαφορά 

φάσης δ, όπως στην (6.2.3). Στην περίπτωση αυτή η έκφραση για τον παράγοντα διάταξης 

της στοιχειοκεραίας απλοποιείται αισθητά, διότι η (6.2.4) γράφεται στη µορφή 

( )
1e
1eA

1z
1zAzAeAS j

jMM1M

0m

m
1M

0m

jm

−
−

=
−
−

===ψ ψ

ψ−

=

−

=

ψ ∑∑   (6.2.6) 

όπου χρησιµοποιήθηκε ο γνωστός τύπος για το άθροισµα των Μ πρώτων όρων 

γεωµετρικής σειράς µε λόγο ψ= jmez . Περαιτέρω, η (6.2.6) µπορεί να γίνει 

( ) ( ) ( )
( )2sin

2MsineA
ee
ee

e
eAS 21Mj

2j2j

2Mj2Mj

2j

2Mj

ψ
ψ

=
−
−

=ψ ψ−
ψ−ψ

ψ−ψ

ψ

ψ
  (6.2.7) 

οπότε το µέτρο του παράγοντα διάταξης είναι 

( ) ( )
( )2sinM

2Msin
AMS

ψ
ψ

=ψ     (6.2.8) 

(ο συντελεστής Α µπορεί χωρίς βλάβη της γενικότητας να ληφθεί θετικός). 

Στην (6.2.8) παρατηρούµε ότι το κλάσµα του δεξιού µέλους παρουσιάζει στη θέση ψ = 0 

τιµή ίση µε 1. Αυτό µπορεί να αποδειχθεί είτε εφαρµόζοντας τον κανόνα L’ Hospital στο 

όριο ψ → 0, είτε παρατηρώντας ότι στην περιοχή αυτή (για µικρές τιµές του ψ, δηλ. ψ ≅ 0) 

για τα ηµίτονα στον αριθµητή και τον παρονοµαστή ισχύει ο προσεγγιστικός τύπος sinx ≅ 

x, και κατά συνέπεια µπορούν να αντικατασταθούν µε τις προσεγγιστικές τιµές τους: 

sin(Mψ/2) ≅ Mψ/2 και sin(ψ/2) ≅ ψ/2, οπότε το κλάσµα εξισώνεται µε 1. Λόγω περιοδικής 

συµπεριφοράς, το κλάσµα λαµβάνει επίσης την τιµή 1 και στη θέση ψ = 2π. Περαιτέρω, 

µπορεί να αποδειχθεί ότι η τιµή αυτή είναι η µέγιστη για όλο το διάστηµα 0 ≤ ψ ≤ 2π, ενώ 

η ( )ψS  παρουσιάζει επίσης µια σειρά από µικρότερα τοπικά µέγιστα (Μ – 2 τον αριθµό) 

στο διάστηµα αυτό. Κατά συνέπεια, ο παράγοντας διάταξης ( )ψS  εµφανίζει τον κύριο 

λοβό του γύρω από τη θέση µεγίστου ψ = 0, καθώς και Μ – 2 το πλήθος δευτερεύοντες 
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λοβούς σε άλλες θέσεις. Το πλήθος των δευτερευόντων λοβών µπορεί να βρεθεί και από 

τη µελέτη των µηδενισµών της συνάρτησης ( )ψS , οι οποίοι προκύπτουν εύκολα από τη 

συνθήκη 

π=
ψ

⇒=





 ψ n

2
M0

2
Msin  

Στο διάστηµα 0 ≤ ψ ≤ 2π πρέπει να ληφθούν µόνο οι ακέραιοι n = 1, ... , Μ–1 διότι µετά 

την τιµή Μ (που αντιστοιχεί σε ψ = 2π) η συνάρτηση επαναλαµβάνεται περιοδικά, άρα 

ουσιαστικά πρόκειται για τους ίδιους µηδενισµούς, ενώ οι ακέραιοι n = 0, Μ εξαιρούνται 

διότι δίνουν ψ = 0, π και (όπως είδαµε) εκεί δεν υπάρχουν µηδενισµοί αλλά µέγιστα. 

Εποµένως στο διάστηµα 0 ≤ ψ ≤ 2π υπάρχουν συνολικά Μ–1 µηδενισµοί στις θέσεις 

( ) 1M...,,1n,
M
n2

n0 −=
π

=ψ     (6.2.9) 

και άρα µεταξύ αυτών εµφανίζονται Μ–2 δευτερεύοντες λοβοί. 

Συµπερασµατικά, ο παράγοντας διάταξης ( )ψS  λαµβάνει τη µέγιστη τιµή του στις θέσεις 

ψ = 0 και ψ = 2π, ενώ ενδιαµέσως στο διάστηµα 0 ≤ ψ ≤ 2π παρουσιάζει Μ – 2 το πλήθος 

δευτερεύοντες λοβούς µε ισάριθµα τοπικά µέγιστα. Η µέγιστη τιµή είναι ίση µε ΑΜ, δηλ. 

ανάλογη προς το πλήθος των στοιχείων της στοιχειοκεραίας (όσο περισσότερα στοιχεία 

τόσο ισχυρότερη ακτινοβολία) και προς το ρεύµα τροφοδοσίας καθενός από αυτά, ενώ τα 

τοπικά µέγιστα έχουν µικρότερες τιµές. Ο παράγοντας διάταξης ( )γS  προσδιορίζεται µε 

τη µέθοδο µετατροπής που περιγράφηκε στα προηγούµενα, ενώ η θέση και το πλήθος των 

λοβών αυτού εξαρτάται από τη θέση και το εύρος της ορατής περιοχής. 

Στα σχήµατα 6.5 που ακολουθούν παρουσιάζονται ενδεικτικά δυο περιπτώσεις του 

παράγοντα διάταξης ( )γS  για οµοιόµορφη γραµµική στοιχειοκεραία µε Μ = 5 στοιχεία 

και το ίδιο Α και άρα το ίδιο ( )ψS . Αλλάζει η διαφορά φάσης δ και εποµένως η ορατή 

περιοχή. 



Σηµειώσεις Μικροκυµάτων – Κεραιών – Ραδιοζεύξεων Χρ. Βαζούρας 

 239

A
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ψ = kdcosγ + δ 0 2π− 2π 
0,4 π 0,8 π 1,2 π 

S(ψ)

S(γ) 

γ

δ = 0  

B B 

 
Σχ. 6.5α: Οµοιόµορφη γραµµική στοιχειοκεραία µε δ = 0 (µετωπική ή ευρύπλευρη) 

S(ψ)

A

A

B 
C 

C 
B 

ψ = kdcosγ + δ 0 2π− 2π 
0,4 π 0,8 π 1,2 π 

S(γ)

γB 

δ = – kd

B 

 
Σχ. 6.5β: Οµοιόµορφη γραµµική στοιχειοκεραία µε δ = – kd (αξονική ή ακροπυροδοτική) 

Από τα παραπάνω σχήµατα είναι προφανές ότι µεταβάλλοντας την ορατή περιοχή 

µεταβάλλεται πλήρως η θέση, το πλήθος αλλά και το άνοιγµα των λοβών στον παράγοντα 
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διάταξης ( )γS . Το µέγεθος 2kd της ορατής περιοχής εξαρτάται από το βήµα d της 

στοιχειοκεραίας, δηλ. την απόσταση διαδοχικών στοιχείων, ή / και από τη συχνότητα 

λειτουργίας της (µέσω της παραµέτρου k), ενώ η θέση της ορατής περιοχής εξαρτάται από 

τη διαφορά φάσης δ µεταξύ ρευµάτων διαδοχικών στοιχείων. 

Ειδικότερα στην περίπτωση δ = 0, όπως φαίνεται από το Σχ. 6.5(α), η µέγιστη τιµή του 

( )γS  εµφανίζεται στη θέση γ = π/2, δηλ. κάθετα στον άξονα της στοιχειοκεραίας. Για τον 

λόγο αυτό, η στοιχειοκεραία µε δ = 0 (δηλ. µε όλα τα στοιχεία της τροφοδοτούµενα από 

συµφασικά ρεύµατα) ονοµάζεται µετωπική ή ευρύπλευρη (broadside array). Εύκολα 

επιβεβαιώνουµε από το σχήµα ότι η ακτινοβολία θα είναι µετωπική (δηλ. το µέγιστο 

εµφανίζεται στην κάθετη διεύθυνση) ανεξάρτητα από το µέγεθος 2kd της ορατής περιοχής 

(δηλ. την διάµετρο του βοηθητικού κύκλου). Ο λόγος είναι ότι αν οι πηγές του κύµατος 

(τα στοιχεία της στοιχειοκεραίας) είναι συµφασικές, τότε η συµβολή των κυµάτων τους 

στην κάθετη διεύθυνση είναι πάντοτε ενισχυτική, ανεξάρτητα από την απόσταση d µεταξύ 

διαδοχικών πηγών. Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι στην κάθετη διεύθυνση για όλα τα 

στοιχεία της στοιχειοκεραίας είναι γ = ωm = π/2 δηλ. 90° (βλ. τα Σχ. 6.1 και 6.3 για τη 

γεωµετρία), άρα cosωm = cosγ = 0  και κατά συνέπεια οι ποσότητες r΄m cosωm = r΄m cosγ = 

0 για όλα τα m (όλα τα στοιχεία). Εποµένως από την (6.2.4) προκύπτει 

( ) 1M10 A...AA2S −+++=π  

πράγµα που δείχνει ότι στην κάθετη διεύθυνση έχουµε ενισχυτική συµβολή (διότι τα 

ρεύµατα Αm όλων των πηγών αθροίζονται και κανένα δεν αφαιρείται). Αυτό µε τη σειρά 

του σηµαίνει ότι εφόσον τα ρεύµατα των στοιχείων είναι συµφασικά, η ακτινοβολία θα 

είναι µετωπική και στη γενικότερη περίπτωση µη οµοιόµορφης στοιχειοκεραίας. 

Παρατηρούµε επίσης ότι αν kd ≥ 2π , δηλ. το εύρος 2kd της ορατής περιοχής φτάσει ή 

ξεπεράσει τα 4π, τότε στο διάγραµµα ( )γS  θα εµφανισθούν περισσότεροι µέγιστοι λοβοί 

και σε άλλες διευθύνσεις, λόγω επανεµφάνισης του κύριου λοβού του ( )ψS . Για 

παράδειγµα στην περίπτωση kd = 2π θα υπάρχουν τρεις κύριοι λοβοί, ο ένας στη µετωπική 

διεύθυνση γ = π/2 και οι άλλοι δύο στις διευθύνσεις γ = 0 (ψ = 2π) και γ = π (ψ = – 2π). 

Από την άλλη πλευρά, το Σχ. 6.5(β) δείχνει την περίπτωση δ = – kd (οπότε ο βοηθητικός 

κύκλος εφάπτεται στον κατακόρυφο άξονα) µε kd < π. Όπως φαίνεται στο σχήµα, το 

µέγιστο του ( )γS  εµφανίζεται στη διεύθυνση γ = 0 δηλ. τη διεύθυνση του άξονα της 

στοιχειοκεραίας. Το ίδιο θα συµβεί και στην περίπτωση δ =  kd (µε kd < π και πάλι), αλλά 

τότε ο βοηθητικός κύκλος εφάπτεται από δεξιά στον κατακόρυφο άξονα και το µέγιστο 

εµφανίζεται στη διεύθυνση γ = π. Αν ίσχυε kd = π, ο κύριος λοβός του ( )ψS  θα 
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εµφανιζόταν και δεύτερη φορά και θα είχαµε µέγιστα και στις δύο διευθύνσεις γ = 0 και γ 

= π. Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις το µέγιστο εµφανίζεται κατά τη διεύθυνση του άξονα 

της στοιχειοκεραίας και η στοιχειοκεραία ονοµάζεται αξονική ή ακροπυροδοτική (end-fire 

array). Στην πρώτη περίπτωση (kd < π) η ακτινοβολία είναι µονόπλευρη (unilateral) ενώ 

στη δεύτερη (kd = π) είναι αµφίπλευρη (bilateral), όπως είδαµε. 

Πέρα από τις δύο παραπάνω αξιοσηµείωτες περιπτώσεις, παρατηρούµε γενικότερα ότι σε 

κάθε περίπτωση η διεύθυνση µεγίστου του ( )γS  της στοιχειοκεραίας καθορίζεται από τη 

θέση του βοηθητικού κύκλου, δηλ. από τη διαφορά φάσης δ µεταξύ διαδοχικών στοιχείων. 

Αυτό είναι γεωµετρικά προφανές από το Σχ. 6.4, ενώ η διεύθυνση του µεγίστου µπορεί να 

προσδιορισθεί µε βάση το γεγονός ότι (όπως προαναφέρθηκε) το µέγιστο του ( )ψS  είναι 

στη θέση ψ = 0. Με βάση την (6.2.5) έχουµε για τη διεύθυνση µεγίστου γmax τη συνθήκη 







 δ
−=γ⇒=δ+γ=ψ −

kd
cos0coskd 1

maxmax    (6.2.10) 

υπό την προϋπόθεση, βέβαια, ότι το µέγιστο εµφανίζεται µόνο µία φορά, δηλ. το µέγεθος 

2kd της ορατής περιοχής δεν είναι υπερβολικά µεγάλο (όπως είδαµε παραπάνω). 

Το γεγονός ότι η διαφορά φάσης µεταξύ των στοιχείων προσδιορίζει τη διεύθυνση 

µεγίστου έχει εξαιρετικά µεγάλη πρακτική σηµασία. Στην πράξη σηµαίνει ότι 

µεταβάλλοντας τα ρεύµατα τροφοδοσίας της στοιχειοκεραίας µπορούµε να στρέψουµε τον 

κύριο λοβό ακτινοβολίας της µε καθαρά ηλεκτρονικό τρόπο, χωρίς µηχανική περιστροφή 

της κεραίας. Παραπάνω αυτό δείχθηκε για στοιχειοκεραίες σε µία διάσταση (γραµµικές), 

είναι όµως προφανές ότι η ίδια φυσική αρχή ισχύει και για πιο πολύπλοκες 

στοιχειοκεραίες δύο διαστάσεων, µε τις οποίες επιτυγχάνεται στενότερος (και όχι κυκλικά 

συµµετρικός) κύριος λοβός και άρα λεπτοµερέστερη σκόπευση σε συγκεκριµένη 

διεύθυνση του χώρου. Η µέθοδος ονοµάζεται ανίχνευση φάσης ή σάρωση φάσης (phase 

scan) και σε αυτή βασίζεται η λειτουργία των στοιχειοκεραιών ανίχνευσης φάσης (phased 

arrays) οι οποίες έχουν πλήθος εφαρµογών σε ραντάρ και σε τηλεπικοινωνιακές ζεύξεις. 

Στην περίπτωση λήψης, είναι δυνατόν µε κατάλληλη ψηφιακή επεξεργασία του 

εισερχόµενου σήµατος να ρυθµίζεται δυναµικά η διαφορά φάσης µεταξύ των στοιχείων 

της κεραίας σε τρόπο ώστε οι λοβοί της να στρέφονται παρακολουθώντας το επιθυµητό 

σήµα και αποφεύγοντας τυχόν πηγές παρεµβολών, οπότε έχουµε τις λεγόµενες 

προσαρµοστικές στοιχειοκεραίες (adaptive arrays). 

Το εύρος δέσµης πρώτου µηδενισµού του κύριου λοβού του ( )γS  µπορεί να 

προσδιορισθεί εύκολα µε τη βοήθεια της (6.2.9). Παρατηρούµε (µε τη βοήθεια και των 

σχηµάτων που προηγήθηκαν) ότι οι πρώτες θέσεις µηδενισµών εκατέρωθεν του µεγίστου 
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του ( )γS  αντιστοιχούν στις πρώτες θέσεις µηδενισµών* εκατέρωθεν του ψ = 0 που είναι η 

θέση µεγίστου του ( )ψS . Οι πρώτοι αυτοί µηδενισµοί είναι στις θέσεις ψ0(1) και ψ0(–1) της 

(6.2.9), την οποία εφαρµόζουµε εδώ και για n = – 1. Χρησιµοποιώντας την (6.2.5) 

παίρνουµε 

( ) ( ) ( ) 





 δ−π

=γ⇒δ+γ=
π

=ψ −

Mkd
M2coscoskd

M
2 1

101010    (6.2.11α) 

( ) ( ) ( ) 





 δ+π
−=γ⇒δ+γ=

π
−=ψ −

−−− Mkd
M2coscoskd

M
2 1

101010   (6.2.11β) 

από τις οποίες προκύπτει το εύρος δέσµης πρώτου µηδενισµού 

( ) ( ) 





 δ−π

−





 δ+π
−=γ−γ=∆ −−

− Mkd
M2cos

Mkd
M2cos 11

10100    (6.2.12) 

όπου η γωνία γ0(–1) έχει τεθεί ως αφαιρετέος διότι (όπως είναι εµφανές και γεωµετρικά από 

τα σχήµατα που προηγήθηκαν) είναι µεγαλύτερη από την γ0(1) . 

Στην περίπτωση µετωπικής στοιχειοκεραίας ισχύει δ = 0 και γ0(–1) = π – γ0(1) (λόγω 

συµµετρίας), οπότε η (6.2.12) απλοποιείται στη µορφή 







 λ

=





 π

=













 π

−
π

=





 π

−π=∆ −−−−

Md
sin2

Mkd
2sin2

Mkd
2cos

2
2

Mkd
2cos2 1111

0  (6.2.13) 

όπου χρησιµοποιήθηκε και το ότι, ως γνωστόν, k = 2π/λ. 

Για στοιχειοκεραία µεγάλου πλήθους στοιχείων Μ, µπορεί στην (6.2.13) να 

χρησιµοποιηθεί η προσέγγιση sin–1y ≅ y για µικρά y (η οποία απορρέει ευθέως από τη 

γνωστή προσέγγιση sinx ≅ x για µικρά x), οπότε αυτή γίνεται προσεγγιστικά 

L
2

Md
2

0
λ

≅
λ

≅∆     (6.2.14) 

όπου L είναι το µήκος της στοιχειοκεραίας µε L = (M–1)d  ≅ Md (για µεγάλα Μ). 

Στην περίπτωση αξονικής στοιχειοκεραίας τα παραπάνω δεν εφαρµόζονται µε τον ίδιο 

τρόπο, διότι η µία από τις δύο πρώτες θέσεις µηδενισµών του ( )ψS  είναι εκτός της 

ορατής περιοχής. Στην περίπτωση του σχήµατος 6.5(β) παραπάνω, αυτή είναι η ψ0(1) και 

άρα δεν υπάρχει η γ0(1) . Από το σχήµα, λόγω του ότι παρουσιάζει κυλινδρική συµµετρία 

και η εικόνα του ( )γS  στο χώρο προκύπτει εκ περιστροφής γύρω από τον άξονα της 

στοιχειοκεραίας, παρατηρούµε ότι το εύρος δέσµης πρώτου µηδενισµού του κύριου λοβού 

                                                 
* Για την ακρίβεια, αυτό ισχύει εφόσον η ορατή περιοχή είναι αρκετά µεγάλη ώστε να περιλαµβάνει και 

τις δύο αυτές θέσεις µηδενισµών, πράγµα που ισχύει στις περισσότερες περιπτώσεις. ∆εν ισχύει στην 

περίπτωση αξονικής (end-fire) στοιχειοκεραίας την οποία εξετάζουµε αµέσως µετά. 
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είναι διπλάσιο από τη γωνία γ0(–1) . Επειδή ισχύει δ = – kd, έχουµε 

( ) ( ) ( )
( )








 γ
=γ−=

π
⇒−γ=

π
−=ψ −

−−− 2
sin2cos1

Mkd
2kdcoskd

M
2 102

101010  

Εποµένως 

( )
( ) 







 λ
=







 π
=γ⇒

π
=







 γ −−
−

−

Md2
sin2

Mkd
sin2

Mkd2
sin 11

10
102  

και άρα 

( ) 






 λ
=







 π
=γ=∆ −−

− Md2
sin4

Mkd
sin42 11

100    (6.2.15) 

ενώ για µεγάλο πλήθος στοιχείων Μ ισχύει η προσέγγιση 

L
22

L2
4

Md2
40

λ
=

λ
≅

λ
≅∆    (6.2.16) 

Από τις προσεγγιστικές µορφές (6.2.14) και (6.2.16) γίνεται προφανές ότι καθώς αυξάνει 

το πλήθος στοιχείων Μ µειώνεται το εύρος δέσµης ∆0 και εποµένως αυξάνει η 

κατευθυντικότητα της στοιχειοκεραίας. Αυτό βέβαια είναι γενικότερος κανόνας που ισχύει 

όχι µόνο για µεγάλα αλλά και για µικρά Μ, όπως φαίνεται ήδη από τη µορφή του ( )ψS  

και τις θέσεις µηδενισµών του. 

Ο υπολογισµός του εύρους δέσµης µισής ισχύος ∆(–3dB) του κύριου λοβού είναι πιο 

δύσκολος διότι απαιτεί τον προσδιορισµό της τιµής του ψ για την οποία ισχύει 

( )
( ) ( )

( ) 2
1

2sinM
2Msin

2
AM

2

S
S max =

ψ
ψ

⇔=
ψ

=ψ      (6.2.17) 

Ο προσδιορισµός αυτός γίνεται µε αριθµητικές µεθόδους. Στην περίπτωση µεγάλου 

πλήθους στοιχείων Μ ο κύριος λοβός έχει µικρό εύρος και αντιστοιχεί σε µικρές τιµές του 

ψ, οπότε µε την προσέγγιση sin(ψ/2) ≅ ψ/2 (στην περιοχή του κύριου λοβού) έχουµε 

( ) ( )
2M

2MsinAMS
ψ
ψ

≅ψ       (6.2.18) 

δηλ. σχετίζεται µε τη γνωστή συνάρτηση sinx/x, που είναι απλούστερη. Με αριθµητική 

µέθοδο (και πολύ καλή προσέγγιση) µπορεί να βρεθεί η λύση* 

391,1x
2

1
x

xsin
±≅⇔=   και άρα  

( )
391,1

2
M

2
1

2M
2Msin

±≅
ψ

⇔=
ψ
ψ

     (6.2.19) 

                                                 
* Η αντίστοιχη λύση για την ακριβέστερη (6.2.17) δεν απέχει πολύ. Π.χ. για Μ = 5 είναι Μψ/2 ≅ ±1,416 , 

για Μ = 10 είναι Μψ/2 ≅ ±1,398 και για Μ = 50 είναι Μψ/2 ≅ ±1,392. 
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και από αυτή οι γωνίες µισής ισχύος γ(–3dB) του κύριου λοβού του ( )γS  κατά προσέγγιση: 

( )( ) ( ) 













 δ−±≅γ⇒±≅δ+γ −

−− M
782,2

kd
1cos391,1coskd

2
M 1

dB3dB3     (6.2.20) 

Το εύρος δέσµης µισής ισχύος ∆(–3dB) προκύπτει µε αφαίρεση των δύο αυτών γωνιών. 

6.3. ΤΡΟΦΟ∆ΟΤΗΣΗ ΣΤΟΙΧΕΙΟΚΕΡΑΙΩΝ 

6.3.1. Γενικά 

Στα προηγούµενα παρουσιάσθηκε η βασική µεθοδολογία προσδιορισµού των 

χαρακτηριστικών εκποµπής (άρα και λήψης) µιας στοιχειοκεραίας εφόσον γνωρίζουµε τα 

ρεύµατα τροφοδοσίας των στοιχείων της. Το πρόβληµα αυτό αναφέρεται ως ανάλυση 

στοιχειοκεραιών, ενώ το αντίστροφο πρόβληµα είναι η σύνθεση στοιχειοκεραιών µε 

επιθυµητά χαρακτηριστικά, δηλ. ο προσδιορισµός της γεωµετρίας των στοιχείων και των 

ρευµάτων τροφοδοσίας τους εφόσον γνωρίζουµε τον παράγοντα διάταξης ή κάποιες 

ιδιότητες αυτού (π.χ. την κατευθυντικότητα). Όπως είναι ευνόητο, το πρόβληµα της 

σύνθεσης στοιχειοκεραιών είναι ευρύτατο και πολύ συχνά δεν επιδέχεται µοναδική λύση, 

ενώ η επίλυσή του δεν µπορεί να συστηµατοποιηθεί πλήρως και ως ένα βαθµό βασίζεται 

σε κανόνες που είναι γνωστοί από την προγενέστερη εµπειρία. 

Σε κάθε περίπτωση, είτε τα ρεύµατα τροφοδοσίας θεωρούνται δεδοµένα εξαρχής είτε 

έχουν βρεθεί από την επίλυση ενός προβλήµατος σύνθεσης στοιχειοκεραίας, ανακύπτει το 

πρόβληµα πως θα επιτευχθούν στην πράξη τα ρεύµατα αυτά, δηλ. το πρόβληµα της 

τροφοδότησης (feeding) ή διέγερσης (driving) της στοιχειοκεραίας. Το πρόβληµα ανάγεται 

ουσιαστικά στο ποιες τάσεις (δηλ. τι είδους πηγές) πρέπει να συνδεθούν στα στοιχεία της 

στοιχειοκεραίας ώστε να αναπτυχθούν τα κατάλληλα ρεύµατα, και βέβαια η πρακτική 

πλευρά του είναι το µε ποιον τρόπο θα δηµιουργηθούν αυτές οι τάσεις. 

6.3.2. Η µέθοδος των αµοιβαίων σύνθετων αντιστάσεων 

Για υπολογισµούς τάσεων και ρευµάτων τροφοδοσίας των στοιχείων µιας στοιχειοκεραίας 

χρησιµοποιείται η έννοια της αµοιβαίας σύνθετης αντίστασης µεταξύ δύο κεραιών, η 

οποία είναι γνωστή από τα προηγούµενα (βλ. την παράγραφο 5.3.2) για τη µελέτη της 

αλληλεπίδρασης δύο κεραιών. Εδώ όµως γενικεύεται για να αναφερθεί στην 

αλληλεπίδραση όχι µόνο δύο αλλά περισσότερων, Μ το πλήθος, κεραιών που αποτελούν 

τα στοιχεία της στοιχειοκεραίας. Στην περίπτωση αυτή µπορούν και πάλι να ορισθούν 

• η ιδία σύνθετη αντίσταση Znn κάθε (n-στου) στοιχείου, η οποία είναι ουσιαστικά 

η ίδια µε την σύνθετη αντίσταση που θα είχε το στοιχείο αυτό αποµονωµένο 

(χωρίς την παρουσία άλλων στοιχείων),  
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• η αµοιβαία σύνθετη αντίσταση Znm µεταξύ κάθε ζεύγους στοιχείων (n,m) της 

στοιχειοκεραίας, η οποία εκφράζει και πάλι την αλληλεπίδραση µεταξύ τους 

αλλά παρουσία και των άλλων στοιχείων. Για τον λόγο αυτό η τιµή της 

αµοιβαίας σύνθετης αντίστασης θεωρητικά διαφέρει από την τιµή που θα είχε 

για τα ίδια στοιχεία (n,m) στις ίδιες θέσεις αλλά χωρίς την παρουσία των 

υπόλοιπων στοιχείων της στοιχειοκεραίας, η διαφορά όµως είναι µικρή και στην 

πράξη συνήθως αγνοείται, ώστε µπορεί να χρησιµοποιηθεί η τιµή που είναι 

διαθέσιµη π.χ. από θεωρητικούς υπολογισµούς µόνο για δύο στοιχεία. 

Με βάση τις σύνθετες αυτές αντιστάσεις µπορούν να γραφούν οι εξισώσεις 

αλληλεπίδρασης των Μ κεραιών (στοιχείων) οι οποίες αποτελούν γενίκευση των εξ. 

(5.3.3) για περισσότερες από δύο κεραίες: 

( )
( )

( ) ( ) ( )( )









+++=

+++=
+++=

−−−−−−

−−

−−

1M1M1M111M001M1M

1M1M11010101

1M1M01010000

IZ...IZIZV
...

IZ...IZIZV
IZ...IZIZV

  (6.3.1) 

Το σύστηµα αυτό των Μ εξισώσεων έχει γραφεί για τα στοιχεία 0, 1, 2, ... , m, ... , Μ–1 

µιας στοιχειοκεραίας (σύµφωνα µε τον συµβολισµό που εισήχθηκε στην αρχή αυτού του 

κεφαλαίου) και προφανώς µπορεί να γραφεί και σε µορφή πινάκων. Λόγω του 

θεωρήµατος της αµοιβαιότητας, ο πίνακας των αµοιβαίων σύνθετων αντιστάσεων των 

στοιχείων ανά δύο θα είναι συµµετρικός, δηλ. Znm = Zmn (εφόσον ο χώρος µεταξύ των 

κεραιών είναι οµογενής και ισοτροπικός). 

Η έννοια της σύνθετης αντίστασης οδήγησης (driving point impedance) που ορίσθηκε 

στην παρ. 5.3.2 γενικεύεται και εδώ για κάθε στοιχείο (έστω m) της στοιχειοκεραίας 

( )
m

1M
1Mmmm

m

0
0m

m

m
m,in I

IZ...Z...
I
IZ

I
VZ −

−++++==   (6.3.2) 

Με βάση τα παραπάνω, είναι εµφανές ότι το πρόβληµα του προσδιορισµού κατάλληλων 

τάσεων οι οποίες να δηµιουργούν το επιθυµητό ρεύµα σε κάθε στοιχείο της 

στοιχειοκεραίας δεν είναι απλό ούτε στη θεωρία (λόγω της δυσκολίας υπολογισµού των 

αµοιβαίων σύνθετων αντιστάσεων Znm ) ούτε στην πράξη. Θα λυνόταν βέβαια αν 

διαθέταµε κατάλληλες πηγές ρεύµατος (αντί πηγές τάσης) για όλα τα στοιχεία. Μια απλή 

µέθοδος που είναι χρήσιµη στην περίπτωση συµφασικών ρευµάτων τροφοδοσίας (όπως 

στην µετωπική στοιχειοκεραία που είδαµε στα προηγούµενα) βασίζεται στις ιδιότητες ενός 

τµήµατος γραµµής µεταφοράς µε µήκος λ/4 και χωρίς απώλειες. Από τις θεµελιώδεις 

εξισώσεις γραµµής µεταφοράς και µε τη γνωστή σύµβαση ότι z = 0 στη θέση 

τερµατισµού, παίρνουµε για z = –λ/4 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )L

0

2j
L

2j

0

4j
L

4j

0

L
2j

L
2j4j

L
4j

1
Z
Vjee

Z
Vee

Z
V4I

1jVeeVeeV4V

ρ+=ρ−=ρ−=λ−

ρ−=ρ+=ρ+=λ−
ππ−ππλβ−λβπ

π
π−π

π
λβ−λβ

π
 

και για z = 0 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )L

0

0j
L

0j

0

L
0j

L
0j

1
Z
Vee

Z
V0I

1VeeV0V

ρ−=ρ−=

ρ+=ρ+=
π−π

π
−

π
 

και συνδυάζοντας τις παραπάνω προκύπτει 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 Z
4Vj0I,4IZj0V λ−

−=λ−−=  

Από την τελευταία συµπεραίνουµε ότι το ρεύµα Ι(0) στη θέση τερµατισµού (z = 0) 

εξαρτάται µόνο από την τάση V(–λ/4) στην είσοδο του τµήµατος λ/4 και την 

χαρακτηριστική αντίσταση Z0 της γραµµής, και όχι από την αντίσταση τερµατισµού. Γι’ 

αυτό και λέγεται ότι το τµήµα λ/4 λειτουργεί ως µετασχηµατιστής πηγής τάσης σε πηγή 

ρεύµατος. Με βάση την ιδιότητα αυτή, τα στοιχεία της στοιχειοκεραίας τροφοδοτούνται 

µέσω τµηµάτων γραµµών µεταφοράς λ/4, στο άλλο άκρο των οποίων τίθεται η ίδια τάση. 

Το τµήµα λ/4 που τροφοδοτεί κάθε στοιχείο λαµβάνεται µε κατάλληλη χαρακτηριστική 

αντίσταση (διαφορετική Z0 για κάθε στοιχείο), η οποία ρυθµίζει το ρεύµα τροφοδοσίας 

του στοιχείου. Ο περιορισµός συµφασικών ρευµάτων τροφοδοσίας οφείλεται στο ότι οι 

χαρακτηριστικές αντιστάσεις των τµηµάτων λ/4 οφείλουν (όπως είδαµε στη θεωρία των 

γραµµών µεταφοράς) να είναι πραγµατικές. 

6.4. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

Παράδειγµα 6.1. 

Μια στοιχειοκεραία αποτελείται από 3 κατακόρυφα δίπολα 

Hertz τοποθετηµένα κατά µήκος του άξονα z, µε τα κέντρα 

τους πάνω στον άξονα αυτόν και σε απόσταση (βήµα) d = 

λ/2 µεταξύ τους ανά δύο. Τα ρεύµατα τροφοδοσίας είναι 

ίσα.  

α) Να βρεθεί ο παράγοντας διάταξης και η ένταση 

ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας. 

β) Να επαναληφθεί το ερώτηµα (α) για την περίπτωση που 

τα στοιχεία είναι δίπολα λ/2. 

γ) Να επαναληφθεί το ερώτηµα (α) για την περίπτωση που το βήµα της στοιχειοκεραίας 

είναι d = λ. 

d 

d 

y 

x 

z 

ω m = θ 
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Απάντηση 

α) Για τον υπολογισµό του παράγοντα διάταξης µέσω της γενικής σχέσης (6.1.5) 

αριθµούµε τα στοιχεία µε 0, 1, 2 από πάνω προς τα κάτω (όπως έχει αναφερθεί, δεν είναι 

υποχρεωτικό το πρώτο στοιχείο µε τον αριθµό 0 να είναι στην αρχή των αξόνων) και στη 

συνέχεια παρατηρούµε ότι για τα τρία στοιχεία της συγκεκριµένης στοιχειοκεραίας: 

• Οι ρευµατικοί συντελεστές είναι C0 = C1 = C2 = 1 

• Οι αποστάσεις των στοιχείων από την αρχή είναι: r΄0 = λ/2, r΄1 = 0, r΄2 = λ/2 

• Οι γωνίες (συντεταγµένες) θ΄m για τα στοιχεία 0 και 2 είναι: θ΄0 = 0, θ΄2 = π  

Από την (6.1.1) προκύπτουν οι τιµές 

( ) ( ) θ=ϕ′−ϕθ⋅+θ⋅=ϕ′−ϕθ+θ=ω coscossin0cos1cos0sinsin0coscoscos 000  

και µε τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε ότι 

( ) θ−=ϕ′−ϕθ⋅+θ⋅−=ω coscossin0cos1cos 22  

Και στις δύο περιπτώσεις παρατηρούµε ότι η τιµή των φ΄0 , φ΄2 δεν είναι σαφώς ορισµένη 

αλλά αυτό δεν έχει σηµασία: είναι αδιάφορη διότι ο παράγοντας cos(φ–φ΄m) 

πολλαπλασιάζεται µε 0 δίνοντας σε κάθε περίπτωση 0. Επίσης στην περίπτωση του 

στοιχείου #1 δεν ορίζεται ούτε η θ΄1 ούτε η φ΄1 αλλά και οι δύο τους είναι αδιάφορες διότι 

εφαρµόζοντας την (6.1.5) ολόκληρη η ποσότητα cosω1 θα πολλαπλασιαστεί µε r΄1 που 

είναι 0 και άρα το γινόµενο r΄1 cosω1 = 0. Αυτός είναι και ο λόγος που δεν αναφερθήκαµε 

στην ω1 παραπάνω. Μπορούµε να διατυπώσουµε έναν γενικό κανόνα: προκειµένου για 

σηµεία πάνω στον άξονα z, όπου οι γωνίες φ΄m ή / και θ΄m (στην αρχή των αξόνων) είναι 

απροσδιόριστες, οι τιµές των γωνιών αυτών κατά την εφαρµογή της (6.1.5) θα είναι 

πάντοτε αδιάφορες για το αποτέλεσµα (διότι θα πολλαπλασιάζονται µε κάποιο µηδενικό) 

και εποµένως δεν χρειάζεται να µας απασχολούν. 

Με τη βοήθεια των παραπάνω τιµών µπορούµε να εφαρµόσουµε την (6.1.5) ως εξής: 

( ) ( ) ( ) θπ−θπωλωλ

=

ω′ ++=⋅+⋅+⋅==ϕθ ∑ cosjcosjcos2kj0jcos2kj
2

0m

cosrjk
m e1ee1e1e1eC,S 20mm  

Στη συνέχεια η S(θ,φ) µπορεί να παραγοντοποιηθεί και να χρησιµοποιηθεί ο τύπος γαι το 

άθροισµα γεωµετρικής προόδου, οπότε παίρνουµε 

( ) ( ) =
−
−

=++=ϕθ θπ

θπ
θπ−θπθπθπ−

1e
1eeee1e,S cosj

cos3j
cosjcos2jcosjcosj  

( )

( )
( )[ ]
( )[ ]

( )[ ]
( )[ ] ( )θ=

θπ
θπ

=
θπ
θπ

= θπ

θπ
θπ− S

cos2sin
cos23sin

cos2sin
cos23sin

e
ee cos2j

cos23j
cosj  
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Προφανώς ο παράγοντας διάταξης παρουσιάζει κυλινδρική συµµετρία περί τον άξονα z, 

λόγω της αντίστοιχης συµµετρίας της στοιχειοκεραίας. Το µέτρο του παράγοντα διάταξης 

είναι 

( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ]θπ

θπ
=θ=ϕθ

cos2sin
cos23sin

S,S  

Παρατηρούµε ότι καταλήξαµε στο ίδιο αποτέλεσµα που θα έδινε η σχέση (5.2.8) για 

οµοιόµορφη γραµµική στοιχειοκεραία. Πραγµατικά η στοιχειοκεραία που εξετάζουµε 

είναι περίπτωση τέτοιας κεραίας µε Μ = 3 και Α = 1. Άλλωστε η διαδικασία που 

ακολουθήσαµε παραπάνω είναι ακριβώς η διαδικασία µε την οποία αποδείχθηκε η (5.2.8) 

στην ειδική περίπτωση Μ = 3. Συµπερασµατικά, θα µπορούσαµε εξ αρχής να είχαµε 

εφαρµόσει τη θεωρία των οµοιόµορφων γραµµικών στοιχειοκεραιών µε το ίδιο 

αποτέλεσµα. Σηµειώνουµε ότι και η έκφραση S(θ,φ) που βρέθηκε παραπάνω είναι 

ουσιαστικά ταυτόσηµη µε την (6.2.7) που ισχύει για οµοιόµορφη γραµµική 

στοιχειοκεραία, παρουσιάζοντας µόνο µια διαφορά φάσης π, η οποία εξηγείται από το 

γεγονός ότι εδώ λάβαµε την θέση του στοιχείου αναφοράς #0 όχι στην αρχή των αξόνων 

όπως στην παράγραφο (6.2.2) αλλά µετατοπισµένη κατά λ/2 σε σχέση µε αυτή. (Ως 

άσκηση, υπολογίστε την ( )θS  µε τους τύπους της οµοιόµορφης γραµµικής 

στοιχειοκεραίας, παρατηρώντας ότι στην παρούσα περίπτωση είναι γ = θ.) 

Για την ένταση ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας, εφαρµόζουµε την (6.1.6) 

χρησιµοποιώντας την (4.4.5) που δίνει την U0(θ) του διπόλου Hertz και έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ] θ








θπ
θπ

=θθ=θ=ϕθ 2
2

max0
2 sin

cos2sin
cos23sinUUSU,U  

Η ένταση ακτινοβολίας U(θ) της στοιχειοκεραίας είναι και πάλι κυλινδρικά συµµετρική 

περί τον άξονα z (οµοιοκατευθυντική) λόγω της συµµετρίας και της στοιχειοκεραίας και 

κάθε στοιχείου της (διπόλου). Αν δεν ίσχυαν και τα δύο δεν θα υπήρχε συµµετρία της 

U(θ). Μπορούµε επίσης να διαπιστώσουµε ότι είναι και συµµετρική ως προς το επίπεδο θ 

= 90° (δηλ. το επίπεδο xy) για αντίστοιχους λόγους. 

Οι διευθύνσεις µηδενισµού της U(θ) προκύπτουν από τους µηδενισµούς του παράγοντα 

διάταξης S(θ) και τους µηδενισµούς της U0(θ). Οι πρώτοι δίνονται από την συνθήκη 

( )[ ]
3
n2cosncos

2
30cos23sin =θ⇔π=θ
π

⇔=θπ  

Επειδή προφανώς πρέπει 1cos ≤θ , αποδεκτές είναι µόνο οι τιµές n = –1, 0, 1. Οι λύσεις 

(διευθύνσεις µηδενισµού) που προκύπτουν είναι 
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n = 1:   ( ) ( )
o2,48

3
2cos

3
2cos 1

1010 ≅





=θ⇒=θ −  

n = –1:  ( ) ( ) ( )
o8,131

3
2cos

3
2cos 10

1
1010 ≅θ−π=






−=θ⇒−=θ −

−−  

ενώ η τιµή n = 0 δίνει cosθ = 0 ⇒ θ = π/2 ή 90°. Όµως για την τιµή αυτή µηδενίζεται και ο 

παρονοµαστής sin[(π/2)cosθ] του S(θ), και µε εφαρµογή του κανόνα L’ Hospital 

προκύπτει ότι στο όριο θ → π/2 δεν έχουµε µηδενισµό. 

Από την άλλη πλευρά, οι µηδενισµοί της U0(θ) του διπόλου Hertz εµφανίζονται στις 

γνωστές θέσεις θ = 0 και π. Συνολικά λοιπόν έχουµε 4 µηδενισµούς της έντασης 

ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας στις θέσεις 

θ   =   0   ,   48,2°   ,   131,8°   ,   180° 

β) Για την περίπτωση διπόλων λ/2, ο παράγοντας διάταξης S(θ) είναι ακριβώς ο ίδιος, τον 

οποίο συνδυάζουµε µε την U0(θ) του διπόλου λ/2 και προκύπτει 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ]

( )[ ]
θ

θπ
θπ
θπ

=θθ=θ=ϕθ 2

2

max0
2

sin
cos2cos

cos2sin
cos23sin

UUSU,U  

Οι µηδενισµοί είναι ακριβώς οι ίδιοι όπως και στο προηγούµενο ερώτηµα (α) διότι οι 

µηδενισµοί της U0(θ) του διπόλου λ/2 βρίσκονται και πάλι στις θέσεις θ = 0 και π. (Αν τα 

στοιχεία ήταν δίπολα µε µήκος > λ θα προέκυπταν, κατά τα γνωστά, και άλλοι 

µηδενισµοί). 

γ) Για την περίπτωση βήµατος λ, επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία παρατηρώντας ότι 

οι ποσότητες Cm , r΄m , θ΄m και cosωm παραµένουν ως έχουν. Το µόνο που µεταβάλλεται 

είναι η ποσότητα (kr΄m cosωm) , η οποία διπλασιάζεται. Εφαρµόζοντας λοιπόν την (6.1.5) 

παίρνουµε 

( ) ( ) ( )
( )θπ

θπ
==++==θ=ϕθ θπ−θπ

cossin
cos3sin...e1e...S,S cos2jcos2j  

ενώ για την ένταση ακτινοβολίας πολλαπλασιάζουµε µε την U0(θ) του διπόλου Hertz όπως 

και πριν. Οι µηδενισµοί του παράγοντα διάταξης προκύπτουν πλέον από την 

( )
3
ncosncos30cos3sin =θ⇔π=θπ⇔=θπ  

Τώρα οι επιτρεπτές τιµές είναι οι n = 0, ±1, ±2, ±3 και προκύπτουν περισσότερες 

διευθύνσεις µηδενισµού, ήτοι οι: 

( )
o5,70

3
1cos 1

10 ≅





=θ −  ( )

o2,48
3
2cos 1

20 ≅





=θ −  
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καθώς και τα παραπληρώµατα αυτών. Η τιµή ( ) ( ) o01cos
3
3cos 11

30 =





=θ −−  και η 

παραπληρωµατική της 180° δεν είναι µηδενισµοί της S(θ) (όπως διαπιστώνουµε και πάλι 

µε τη βοήθεια του κανόνα L’ Hospital), είναι όµως µηδενισµοί της U0(θ) του διπόλου 

Hertz. 

 

Παράδειγµα 6.2. 

Μια στοιχειοκεραία αποτελείται από 2 κατακόρυφα δίπολα τοποθετηµένα κατά µήκος του 

άξονα x, µε τα κέντρα τους στις θέσεις (0,0,0) και 

(λ/2,0,0), τα οποία τροφοδοτούνται από ίσα ρεύµατα. 

α) Να βρεθεί ο παράγοντας διάταξης και η ένταση 

ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας για την περίπτωση 

διπόλων Hertz και την περίπτωση διπόλων λ/2. 

β) Να προσδιορισθούν οι διευθύνσεις των µηδενισµών στα 

επίπεδα xy, xz και yz για την περίπτωση διπόλων Hertz. 

γ) Να βρεθεί ο παράγοντας διάταξης αν το βήµα της στοιχειοκεραίας γίνει d = λ. 

δ) Να βρεθεί η ένταση ακτινοβολίας και οι διευθύνσεις µηδενισµών στα επίπεδα xy, xz και 

yz για την περίπτωση στοιχειοκεραίας 4 διπόλων Hertz στις θέσεις (0,0,0), (λ/2,0,0), 

(λ,0,0) και (3λ/2,0,0) τροφοδοτούµενων από ίσα ρεύµατα. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί η 

απάντηση στο ερώτηµα (γ). 

Απάντηση 

α) Αριθµούµε τα στοιχεία 0, 1 (το στοιχείο #0 είναι στην αρχή των αξόνων). Για την 

εφαρµογή της (6.1.5) έχουµε τα ακόλουθα: 

• Ρευµατικοί συντελεστές: C0 = C1 = 1 

• Αποστάσεις των στοιχείων από την αρχή: r΄0 = 0, r΄1 = λ/2 

• Γωνίες  θ΄m : θ΄0 αδιάφορη, θ΄1 = π/2 

• Γωνίες  φ΄m : φ΄0 αδιάφορη, φ΄1 = 0 

Τότε ισχύει 

( ) ϕθ=ϕθ⋅+θ⋅=−ϕθ⋅





 π+θ⋅






 π=ω cossincossin1cos00cossin

2
sincos

2
coscos 1  

ενώ το cosω0 είναι αδιάφορο (επειδή r΄0 = 0). Εποµένως η εφαρµογή της (6.1.5) δίνει 

( ) ( ) ϕθπωλ

=

ω′ +=⋅+⋅==ϕθ ∑ cossinjcos2kj0j
1

0m

cosrjk
m e1e1e1eC,S 1mm  

η οποία µπορεί να γραφεί και στη µορφή 

d 

z 

x 

y 

ω m  
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( ) ( ) 





 ϕθ
π

=+=ϕθ ϕθπϕθπϕθπ−ϕθπ cossin
2

cose2eee,S 2cossinj2cossinj2cossinj2cossinj  

Άρα το µέτρο του παράγοντα διάταξης είναι 

( ) 





 ϕθ
π

=ϕθ cossin
2

cos2,S  

όπου στο δεύτερο µέλος η απόλυτη τιµή παραλείπεται διότι το όρισµα του cos(...) 

κυµαίνεται από 0 ως ±π/2 και για τις τιµές αυτές το συνηµίτονο είναι πάντοτε µη αρνητικό. 

[Άσκηση: Επαναλάβετε τον υπολογισµό του ( )ϕθ,S  µε τους τύπους της οµοιόµορφης 

γραµµικής στοιχειοκεραίας. Παρατηρήστε ότι στην περίπτωσή µας ισχύει  γ = ω1 (βλ. το 

Σχ. 6.3) και άρα cosγ = cosω1 = sinθ cosφ. ∆είξτε ότι η έκφραση που προκύπτει είναι 

ισοδύναµη µε αυτή που βρέθηκε παραπάνω.] 

Κατά συνέπεια η ένταση ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας προκύπτει, για την περίπτωση 

διπόλων Hertz, στη µορφή 

( ) ( ) ( ) 





 ϕθ
π

θ=θϕθ=ϕθ cossin
2

cossinU4U,S,U 22
max0

2  

ενώ για δίπολα λ/2 είναι 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
θ

θπ






 ϕθ
π

=θϕθ=ϕθ 2

2
2

max0
2

sin
cos2coscossin

2
cosU4U,S,U  

Και στις δύο περιπτώσεις είναι προφανές ότι δεν είναι οµοιοκατευθυντική, δηλ. δεν 

παρουσιάζει κυλινδρική συµµετρία (λόγω της µη συµµετρικής µορφής του ( )ϕθ,S ). 

β) Το επίπεδο xy στο σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων αντιστοιχεί σε γωνία θ = π/2 και 

άρα στο επίπεδο αυτό η ένταση ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας δίνεται από την 







 ϕ
π

=





 ϕ

ππ






 π=






 ϕ
π cos

2
cosU4cos

2
sin

2
cos

2
sinU4,

2
U 2

max
22

max  

Οι µηδενισµοί προκύπτουν από τη συνθήκη 

1n2cos
2

ncos
2

0cos
2

cos +=ϕ⇔
π

+π=ϕ
π

⇔=





 ϕ
π  

Προφανώς οι µόνες επιτρεπτές τιµές είναι οι n = 0, –1 οι οποίες δίνουν 

01cos =ϕ⇒=ϕ   π=ϕ⇒−=ϕ 1cos  

Το επίπεδο xz αντιστοιχεί σε φ = 0 και πρέπει να λάβουµε την 

( ) 





 θ
π

θ=θ sin
2

cossinU40,U 22
max  

Οι µηδενισµοί του διπόλου Hertz είναι γνωστοί (θ = 0 , π) ενώ λόγω του παράγοντα 

διάταξης προκύπτουν πρόσθετοι µηδενισµοί οι οποίοι δίνονται από την 
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1n2sin
2

nsin
2

0sin
2

cos +=θ⇔
π

+π=θ
π

⇔=





 θ
π  

Η µόνη επιτρεπτή τιµή είναι η n = 0, η οποία δίνει 21sin π=θ⇒=θ . Η τιµή n = –1 

απορρίπτεται διότι οδηγεί στην τιµή θ = –π/2 η οποία δεν υπάρχει στο σφαιρικό σύστηµα. 

Αντίστοιχα το επίπεδο yz αντιστοιχεί σε φ = π/2 και πρέπει να λάβουµε την 

θ=





 ⋅θ
π

θ=





 π
θ 2

max
22

max sinU40sin
2

cossinU4
2

,U  

από την οποία είναι προφανές ότι στο επίπεδο αυτό δεν υπάρχουν άλλοι µηδενισµοί εκτός 

από τους γνωστούς του διπόλου Hertz (θ = 0 , π). 

γ) Στην περίπτωση d = λ παρατηρούµε ότι οι ποσότητες Cm , r΄m , θ΄m και cosωm 

παραµένουν ως έχουν ενώ η ποσότητα (kr΄m cosωm) διπλασιάζεται. Εποµένως από την 

εφαρµογή της (6.1.5) παίρνουµε 

( ) ϕθπωλ +=⋅+⋅=ϕθ cossin2jcosjk0j e1e1e1,S 1  

και µε την ίδια διαδικασία όπως στο ερώτηµα (α) προκύπτει 

( ) ( ) ( ) ( )ϕθπ=ϕθ⇒ϕθπ=ϕθ ϕθπ cossincos2,Scossincose2,S cossinj  

όπου πλέον στο δεύτερο µέλος απαιτείται η απόλυτη τιµή διότι το όρισµα του cos(...) 

κυµαίνεται από 0 ως ± π. 

δ) Η στοιχειοκεραία των 4 στοιχείων µπορεί να θεωρηθεί ως µια στοιχειοκεραία του 

ερωτήµατος (γ) που έχει ως στοιχεία δύο στοιχειοκεραίες του ερωτήµατος (α). 

Συνδυάζοντας τα αποτελέσµατα των δύο αυτών περιπτώσεων, µε βάση την αρχή του 

πολλαπλασιασµού των παραγόντων διάταξης όπως στην (6.1.7), παίρνουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) 





 ϕθ
π

ϕθπ=ϕθϕθ=ϕθ αγ cossin
2

coscossincos4,S,S,S  

Οι διευθύνσεις µηδενισµού της στοιχειοκεραίας αυτής περιλαµβάνουν: 

• τους µηδενισµούς του διπόλου Hertz θ = 0 , π 

• τους µηδενισµούς που βρέθηκαν στο ερώτηµα (β) για τα επίπεδα xy, xz και yz 

• τους πρόσθετους µηδενισµούς λόγω της ( )ϕθγ ,S  του ερωτήµατος (γ) 

Οι µηδενισµοί της ( )ϕθγ ,S  προκύπτουν µε αντίστοιχο τρόπο όπως στα προηγούµενα. 

Για το επίπεδο xy λαµβάνουµε την 

( )ϕπ=





 ϕ
π coscos2,
2

S  

οι µηδενισµοί της οποίας δίνονται από τη συνθήκη 
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( )
2
1ncos

2
ncos0coscos +=ϕ⇔

π
+π=ϕπ⇔=ϕπ  

Οι επιτρεπτές τιµές είναι n = 0 και –1, από τις οποίες προκύπτει 

3
2,

32
1cos π

−π
π

=ϕ⇒=ϕ   
3

22,
3

2
2
1cos π

−π
π

=ϕ⇒−=ϕ  

δηλ. οι πρόσθετοι µηδενισµοί είναι στις θέσεις 60°, 120°, 240°, 300°. 

Για το επίπεδο xz λαµβάνουµε την 

( ) ( )θπ=θ sincos20,S  

οι µηδενισµοί της οποίας δίνονται από τη συνθήκη 

( )
2
1nsin

2
nsin0sincos +=θ⇔

π
+π=θπ⇔=θπ  

Η µόνη επιτρεπτή τιµή είναι η n = 0, η οποία δίνει 621sin π=θ⇒=θ  δηλ. 30°, ενώ η 

τιµή n = –1 απορρίπτεται διότι οδηγεί στην ανύπαρκτη τιµή θ = –π/6. 

Τέλος για το επίπεδο yz λαµβάνουµε την 

( ) ( ) 10cos20sincos2
2

,S ==⋅θπ=





 π
θ  

και άρα στο επίπεδο αυτό δεν υπάρχουν πρόσθετοι µηδενισµοί της ( )ϕθγ ,S . 

 

Παράδειγµα 6.3. 

Να προσδιορισθεί ο παράγοντας διάταξης και η ένταση 

ακτινοβολίας στοιχειοκεραίας από 2 κατακόρυφα δίπολα λ/2 

τοποθετηµένα κατά µήκος του άξονα y, στις θέσεις (0,0,0) και 

(λ/4,0,0) και µε ρεύµατα τροφοδοσίας ίσου µέτρου µε 

διαφορά φάσης – π/2. Στη συνέχεια να βρεθούν οι διευθύνσεις 

µηδενισµών στα επίπεδα xy και yz. 

 

Απάντηση. Αριθµούµε τα στοιχεία 0, 1 (µε το στοιχείο #0 στην αρχή των αξόνων) και 

παρατηρούµε ότι: 

• Ρευµατικοί συντελεστές: C0 = 1, C1 = e–jπ/2  

• Αποστάσεις των στοιχείων από την αρχή: r΄0 = 0, r΄1 = λ/4 

• Γωνίες  θ΄m : θ΄0 αδιάφορη, θ΄1 = π/2 

• Γωνίες  φ΄m : φ΄0 αδιάφορη, φ΄1 = π/2 

οπότε 

 

ω m  

x 
d 

y 

z 
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ϕθ=ϕθ⋅+θ⋅=





 π

−ϕθ⋅





 π+θ⋅






 π=ω sinsinsinsin1cos0

2
cossin

2
sincos

2
coscos 1  

ενώ το cosω0 είναι αδιάφορο επειδή r΄0 = 0. Εποµένως kr΄1cosω1 = k(λ/4)sinθsinφ = 

(π/2)sinθsinφ και η εφαρµογή της (6.1.5) δίνει 

( ) ( ) ( )( )1sinsin2jsinsin2j2jcosrjk
1

cosrjk
0 e1ee1eCeC,S 1100 −ϕθπϕθππ−ω′ω′

+=+=+=ϕθ  

η οποία µπορεί να γραφεί και στη µορφή 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )



 −ϕθ
π

=











+=ϕθ

−ϕθ
π

−ϕθ
π

−ϕθ
π

−−ϕθ
π

1sinsin
4

cose2eee,S
1sinsin

4
j1sinsin

4
j1sinsin

4
j1sinsin

4
j  

Άρα το µέτρο του παράγοντα διάταξης είναι 

( ) ( )



 −ϕθ
π

=ϕθ 1sinsin
4

cos2,S  

και η ένταση ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας, µε τη βοήθεια της U0(θ) του διπόλου λ/2: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
θ

θπ




 −ϕθ
π

=θϕθ=ϕθ 2

2
2

max0
2

sin
cos2cos1sinsin

4
cosU4U,S,U  

Οι µηδενισµοί της έντασης ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας περιλαµβάνουν τους 

γνωστούς µηδενισµούς του διπόλου λ/2 (θ = 0 και π) και τους µηδενισµούς του παράγοντα 

διάταξης. Για το επίπεδο xy οι τελευταίοι προσδιορίζονται από την 

( )



 −ϕ
π

=





 ϕ
π 1sin

4
cos2,

2
S  

η οποία παρουσιάζει µηδενισµούς στις διευθύνσεις που δίνονται από την 

( ) ( ) 3n4sin2n41sin
2

n1sin
4

01sin
4

cos +=ϕ⇔+=−ϕ⇔
π

+π=−ϕ
π

⇔=



 −ϕ
π  

Προφανώς η µόνη επιτρεπτή τιµή είναι η n = – 1 η οποία δίνει 

2
31sin π

=ϕ⇒−=ϕ  

Για το επίπεδο yz οι µηδενισµοί του παράγοντα διάταξης προσδιορίζονται από την 

( )



 −θ
π

=





 π
θ 1sin

4
cos2

2
,S  

Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο βρίσκουµε ότι αυτή µηδενίζεται µόνο για την τιµή θ = 3π/2, η 

οποία όµως δεν είναι αποδεκτή διότι στις σφαιρικές συντεταγµένες ισχύει 0 ≤ θ ≤ π. 

Στο επίπεδο xz ο παράγοντας διάταξης λαµβάνει µια σταθερή τιµή 

( ) ( ) 24cos20,S =π=θ  και κατά συνέπεια δεν προκύπτουν πρόσθετοι µηδενισµοί πέραν 

των γνωστών του διπόλου λ/2. 
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Σηµειώνουµε ότι, εναλλακτικά, ο παράγοντας διάταξης µπορεί να βρεθεί µε τη βοήθεια 

των σχέσεων της οµοιόµορφης γραµµικής στοιχειοκεραίας. Ο προσδιορισµός του µε τον 

τρόπο αυτό, καθώς και η απόδειξη ότι το αποτέλεσµα που θα προκύψει είναι ισοδύναµο µε 

αυτό που βρέθηκε παραπάνω, αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη. 

 

Παράδειγµα 6.4. 

Έστω στοιχειοκεραία που αποτελείται από 6 στοιχεία τοποθετηµένα κατά µήκος του 

άξονα x, µε τα κέντρα τους στο επίπεδο xy 

(όπως φαίνεται στο σχήµα). Τα ρεύµατα 

τροφοδοσίας των στοιχείων (µε την αρίθµηση 

του σχήµατος) είναι  Ι0 = Ι1 = Ιexp(–jπ/4) , Ι2 = 

Ι3 = Ι και Ι4 = Ι5 = Ιexp(jπ/4), όπου Ι κάποιο 

ρεύµα αναφοράς. 

α) Να προσδιορισθεί το µέτρο του παράγοντα 

διάταξης της στοιχειοκεραίας, αναλύοντας 

αυτή σε απλούστερες και χρησιµοποιώντας την 

αρχή του πολλαπλασιασµού των παραγόντων διάταξης. 

β) Εάν τα στοιχεία της στοιχειοκεραίας είναι κατακόρυφα δίπολα λ/2, να προσδιορισθούν 

οι διευθύνσεις µηδενισµών της ακτινοβολίας στην επιφάνεια φ = 60°, δηλ. οι διευθύνσεις 

µηδενισµών της συνάρτησης U(θ, 60°). 

Απάντηση 

α) Παρατηρούµε ότι η συγκεκριµένη στοιχειοκεραία µπορεί να θεωρηθεί ως µια 

στοιχειοκεραία τριών στοιχείων (αριθµούµενων #0, #1, #2) στις θέσεις (0,0,0) , (λ/2,0,0) 

και (–λ/2,0,0) µε ρευµατικούς συντελεστές C0 = 1, C1 = ejπ/4 και C2 = ejπ/2 , η οποία έχει ως 

στοιχεία τρεις (ίδιες) στοιχειοκεραίες δύο στοιχείων (#0 και #1) στις θέσεις (–λ/2,0,0) και 

(λ/2,0,0) µε ρευµατικούς συντελεστές C0 = C1 = 1. Παρατηρούµε επίσης ότι και οι δύο 

αυτές στοιχειοκεραίες είναι οµοιόµορφες γραµµικές στοιχειοκεραίες µε τις ακόλουθες 

παραµέτρους: 

• Στοιχειοκεραία 1 (τριών στοιχείων) κατά τον άξονα x: πλήθος στοιχείων Μ = 3, 

βήµα d = λ/2 (άρα kd = π), διαφορά φάσης διαδοχικών στοιχείων δ = π/4 

• Στοιχειοκεραία 2 (δύο στοιχείων) κατά τον άξονα y: πλήθος στοιχείων Μ = 2, 

βήµα d = λ (άρα kd = 2π), διαφορά φάσης διαδοχικών στοιχείων δ = 0 

Επισηµαίνουµε ότι η κατάσταση δεν είναι ακριβώς η ίδια όπως στην παράγραφο 5.2 διότι 

εδώ το στοιχείο #0 (το στοιχείο αναφοράς) καθεµιάς από τις δύο στοιχειοκεραίες δεν 

 

2 

0 

3 

1 

4 
5 

y

x 

λ/2 
λ/2 

z 

λ/2 
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βρίσκεται στην αρχή των συντεταγµένων αλλά σε απόσταση λ/2 από αυτή, ενώ οι τύποι 

της παραγράφου 6.2 (τόσο γενικά για γραµµικές στοιχειοκεραίες όσο και ειδικότερα για 

οµοιόµορφες γραµµικές στοιχειοκεραίες) έχουν προκύψει µε την προϋπόθεση ότι το 

στοιχείο αναφοράς βρίσκεται στην αρχή των συντεταγµένων. Εντούτοις, η µόνη επίπτωση 

της διαφοροποίησης αυτής θα είναι µια διαφορά φάσης στον παράγοντα διάταξης S(γ) η 

οποία δεν επηρεάζει το διάγραµµα ακτινοβολίας. Αυτό µπορεί να αποδειχθεί ως εξής: 

Αναφερόµαστε στο Σχ. 6.2 και επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία της της παραγράφου 6.2 

θεωρώντας το στοιχείο αναφοράς µετατοπισµένο σε κάποια απόσταση π.χ. D (θετική ή 

αρνητική) από την αρχή των συντεταγµένων. Η κατάσταση είναι όπως στο ακόλουθο 

σχήµα, όπου η γωνία γ είναι ουσιαστικά η ίδια είτε µετρηθεί από το στοιχείο αναφοράς 

είτε από την αρχή των συντεταγµένων διότι το σηµείο Ρ είναι σε πολύ µεγάλη απόσταση 

και η διαφορά είναι αµελητέα. 

r 

ΑΞΟΝΑΣ 
της στοιχειοκεραίας 

ψm= γ 

r'm = md+D 
d 

Κ1 Κ2 Κm

P(r,θ,φ) 

Κ0 

d 

σηµείο 
παρατήρησης 

. . . . . .

D 

 
Τότε όλες οι συντεταγµένες r΄m των στοιχείων µεταβάλλονται κατά D ως εξής: 

• Αν D > 0, το στοιχείο #0 και όλα τα υπόλοιπα είναι δεξιά από την αρχή. Τότε για 

όλα τα στοιχεία έχουµε r΄m = md + D , ενώ οι υπόλοιπες παράµετροι παραµένουν οι 

ίδιες. 

• Αν D < 0, το στοιχείο #0 και ορισµένα από τα υπόλοιπα είναι αριστερά από την 

αρχή. Αυτά είναι τα στοιχεία για τα οποία ισχύει md + D < 0. Για τις συντεταγµένες 

των στοιχείων αυτών ισχύει r΄m = – (md + D), διότι το r΄m πρέπει να είναι θετικό. Όµως 

για τα στοιχεία αυτά είναι και ωm = π – γ, οπότε cosωm = – cosγ και άρα η ποσότητα 

r΄mcosωm = –(D+md)cosγ = (md+D)cosγ. Για τα υπόλοιπα στοιχεία (που παραµένουν 

δεξιά της αρχής) έχουµε r΄m = md + D > 0 και ωm = γ. 

Σε κάθε περίπτωση λοιπόν ισχύει r΄mcosωm = (md+D)cosγ, οπότε εφαρµόζοντας την 

(6.1.5) παίρνουµε µια (ελαφρώς) διαφοροποιηµένη έκφραση για τον παράγοντα διάταξης 

( ) ( ) ( )γ===γ γ
−

=

γγ
−

=

γ+ ∑∑ SeeCeeCS cosjkD
1M

0m

cosjkmd
m

cosjkD
1M

0m

cosDmdjk
mD  
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όπου SD(γ) είναι ο νέος παράγοντας διάταξης (µε µετατόπιση κατά D), ενώ S(γ) είναι ο 

γνωστός παράγοντας διάταξης που δίνει η (6.2.2) µε το στοιχείο #0 στην αρχή των 

συντεταγµένων. Κατά συνέπεια, η µετατόπιση κατά D επηρεάζει τον S(γ) µόνο κατά έναν 

παράγοντα διαφοράς φάσης ejkDcosγ και άρα το µέτρο του παραµένει ίδιο, ( ) ( )γ=γ SSD . 

Εδώ µας ενδιαφέρει το µέτρο του παράγοντα διάταξης (από το οποίο εξαρτάται το 

διάγραµµα ακτινοβολίας). Εποµένως µπορούµε για το µέτρο αυτό να χρησιµοποιήσουµε 

τους τύπους της οµοιόµορφης γραµµικής στοιχειοκεραίας από τους οποίους προκύπτει για 

τις δύο απλούστερες στοιχειοκεραίες 

• Στοιχειοκεραία 1 (τριών στοιχείων): ( )














 +γ

π















 +γ

π

=















 π

+γπ















 π

+γπ
=γ

4
1cos

2
sin

4
1cos

2
3sin

4
cos

2
1sin

4
cos

2
3sin

S1  

• Στοιχειοκεραία 2 (δύο στοιχείων): ( )
( )

( )

( )
( )γπ

γπ
=





 +γπ





 +γπ

=γ
cossin
cos2sin

0cos2
2
1sin

0cos2
2
2sin

S2  

Ειδικότερα η έκφραση για την στοιχειοκεραία 2 µπορεί να απλοποιηθεί µε τη βοήθεια της 

γνωστής σχέσης sin(2x) = 2 sinx cosx, οπότε προκύπτει 

( ) ( ) ( )
( ) ( )γπ=

γπ
γπγπ

=γ coscos2
cossin

coscoscossin2
S2  

Πρέπει όµως να προσέξουµε ότι η γωνία γ διαφέρει για τις δύο εν λόγω στοιχειοκεραίες. Η 

στοιχειοκεραία 1 έχει ως άξονα τον άξονα x, και άρα για τις συντεταγµένες των στοιχείων 

της ισχύει (αφού αυτά είναι πάνω στον άξονα x) θ΄m = π/2 και φ΄m = 0. Εποµένως από την 

(6.1.1) εφαρµοζόµενη για οποιοδήποτε στοιχείο παίρνουµε 

( ) ϕθ=−ϕ





 πθ+






 πθ=ω=γ cossin0cos

2
sinsin

2
coscoscoscos m  

Η στοιχειοκεραία 2 έχει τα στοιχεία της πάνω στον άξονα y, και άρα ισχύει θ΄m = π/2 και 

φ΄m = π/2. Εποµένως η (6.1.1) δίνει 

ϕθ=





 π

−ϕθ=





 π

−ϕ





 πθ+






 πθ=ω=γ sinsin

2
cossin

2
cos

2
sinsin

2
coscoscoscos m  

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω στις εκφράσεις για τους παράγοντες διάταξης S1(γ) και 

S2(γ) παίρνουµε 
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( )














 +ϕθπ















 +ϕθ

π

=γ

4
1cossin

2
sin

4
1cossin

2
3sin

S1  

( ) ( )ϕθπ=γ sinsincos2S2  

Με βάση την αρχή του πολλαπλασιασµού των παραγόντων διάταξης, το µέτρο του 

παράγοντα διάταξης της συνολικής στοιχειοκεραίας προκύπτει ως εξής: 

( ) ( ) ( )
( )















 +ϕθπ

ϕθπ













 +ϕθ

π

=γγ=γ

4
1cossin

2
sin

sinsincos
4
1cossin

2
3sin

2SSS 21  

 

β) Για στοιχεία δίπολα λ/2, η ένταση ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας δίνεται από την 

( ) ( ) ( ) =θϕθ=ϕθ 0
2 U,S,U  

( ) ( )[ ]
θ

θπ















 +ϕθ

π

ϕθπ













 +ϕθ

π

= 2

2

2

22

max sin
cos2cos

4
1cossin

2
sin

sinsincos
4
1cossin

2
3sin

U4  

η οποία για φ = 60° = π/3 γίνεται 

( )[ ]
θ

θπ















 +θ

π









θπ














 +θ

π

=





 π
θ 2

2

2

22

max sin
cos2cos

4
1sin

2
1

2
sin

sin
2
3cos

4
1sin

2
1

2
3sin

U4
3

,U  

Οι γνωστές διευθύνσεις µηδενισµού θ = 0, π του διπόλου λ/2 ισχύουν και εδώ. Οι 

πρόσθετες διευθύνσεις µηδενισµού λόγω του παράγοντα διάταξης προσδιορίζονται από 

1) την συνθήκη 

2
1n

3
4sinn

4
1sin

2
1

2
30

4
1sin

2
1

2
3sin −=θ⇔π=






 +θ

π
⇔=














 +θ

π  

για την οποία αποδεκτές τιµές του n είναι κατ’ αρχήν οι n = 0, 1 αλλά η n = 0 

απορρίπτεται διότι πρέπει 0 ≤ θ ≤ π ⇒ 0 ≤ sinθ ≤ 1, οπότε αποµένει µόνο η τιµή n = 1 η 

οποία δίνει 

oo 6,123,4,56
6
5sin ≅θ⇒=θ  

2) την συνθήκη 
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3
1n

3
2sin

2
nsin

2
30sin

2
3cos +=θ⇔

π
+π=θπ⇔=








θπ  

για την οποία αποδεκτή είναι µόνο η τιµή n = 0, από την οποία παίρνουµε 

oo 7,144,3,35
3

1sin ≅θ⇒=θ  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7 :  ΣΧΕ∆ΙΑΣΗ  ΣΤΟΙΧΕΙΟΚΕΡΑΙΩΝ  

7.1. ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ 

7.1.1. Εισαγωγικές παρατηρήσεις 

Όπως προαναφέρθηκε, το γενικό πρόβληµα της σύνθεσης στοιχειοκεραιών αναφέρεται 

στον προσδιορισµό της γεωµετρίας και των ρευµάτων τροφοδοσίας της στοιχειοκεραίας 

ούτως ώστε ο παράγοντας διάταξης να έχει κάποια επιθυµητά χαρακτηριστικά. Με την 

γενική αυτή µορφή, πρόκειται προφανώς για ευρύτατο πρόβληµα το οποίο δεν µπορεί να 

προσεγγισθεί µε ενιαία τυποποιηµένη µεθοδολογία. Στις κυριότερες θεωρητικές µεθόδους 

που έχουν αναπτυχθεί, θεωρείται δεδοµένη η γενική γεωµετρία της στοιχειοκεραίας (κατά 

κανόνα γραµµική) και, µεταβάλλοντας το πλήθος στοιχείων, το βήµα και κυρίως την 

κατανοµή των ρευµάτων τροφοδοσίας, επιδιώκεται η επίτευξη παράγοντα διάταξης που 

ικανοποιεί κάποιο κριτήριο. Στην ειδικότερη αυτή µορφή του, το πρόβληµα αναφέρεται 

και ως σχεδίαση στοιχειοκεραιών. Το κριτήριο εξαρτάται προφανώς από την εφαρµογή για 

την οποία προορίζεται η κεραία και µπορεί κατά περίπτωση να είναι 

• η επιθυµητή (µεγάλη) κατευθυντικότητα 

• το επιθυµητό (µικρό) εύρος δέσµης του κύριου λοβού 

• το επιθυµητό (µικρό) µέγεθος ή / και πλήθος των πλευρικών λοβών 

Όπως είναι ευνόητο, τα κριτήρια αυτά δεν είναι ταυτόσηµα (δεν µπορεί µία κεραία να 

επιτυγχάνει οποιεσδήποτε επιθυµητές τιµές ως προς όλα συγχρόνως) και µάλιστα µπορούν 

να είναι ανταγωνιστικά µεταξύ τους, δηλ. η βελτίωση ως προς ένα από αυτά να επιφέρει 

χειροτέρευση ως προς κάποιο άλλο.  

Εδώ θα αναφερθούν ορισµένες κλασικές µέθοδοι σχεδίασης στοιχειοκεραιών όπως 

• η µέθοδος Schelkunoff 

• η µέθοδος των πολυωνύµων Chebyshev 

• η µέθοδος των αθροισµάτων Fourier 

Από τις παραπάνω µεθόδους, η πρώτη είναι γενικά καταλληλότερη για την αύξηση της 

κατευθυντικότητας ή / και τη µείωση του εύρους κυρίου λοβού και η δεύτερη για τη 

µείωση του ύψους των πλευρικών λοβών µε δεδοµένο αριθµό στοιχείων, ενώ η τρίτη έχει 

γενικό χαρακτήρα και αποσκοπεί στην προσέγγιση ενός επιθυµητού παράγοντα διάταξης, 

για την οποία όµως ενδέχεται να απαιτηθεί µεγάλος (και εν πάση περιπτώσει όχι 

δεδοµένος) αριθµός στοιχείων. Επισηµαίνεται ότι οι µέθοδοι αυτές εφαρµόζονται για τη 

σχεδίαση γραµµικών (µονοδιάστατων) στοιχειοκεραιών, από τις οποίες όµως (µε τη 

βοήθεια του κανόνα πολλαπλασιασµού των παραγόντων διάταξης) είναι δυνατόν να 
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σχηµατισθούν και συνθετότερες στοιχειοκεραίες δύο διαστάσεων, όπως έχει 

προαναφερθεί. 

Σηµειώνεται επίσης ότι οι δύο πρώτες από τις παραπάνω µεθόδους βασίζονται στην 

παράσταση του παράγοντα διάταξης υπό µορφή πολυωνύµου και ουσιαστικά αποτελούν 

µεθόδους εκλογής των (µιγαδικών) ριζών του πολυωνύµου αυτού, από τις οποίες φυσικά 

προσδιορίζεται και το ίδιο το πολυώνυµο και άρα ο παράγοντας διάταξης της 

σχεδιαζόµενης στοιχειοκεραίας. Για τον λόγο αυτό, θα εξετασθεί πρώτα ο παράγοντας 

διάταξης οποιασδήποτε γραµµικής στοιχειοκεραίας ως πολυώνυµο κατάλληλης 

µεταβλητής και θα παρουσιασθούν οι σχετικές ιδιότητες οι οποίες παρέχουν το υπόβαθρο 

των µεθόδων αυτών. 

7.1.2. Η πολυωνυµική µορφή του παράγοντα διάταξης 

Η θεµελιώδης παρατήρηση από την οποία ξεκινάµε είναι ότι, µε βάση την (6.2.4) του 

προηγούµενου κεφαλαίου, ο παράγοντας διάταξης µιας γραµµικής στοιχειοκεραίας Μ 

στοιχείων µε σταθερό βήµα d γράφεται υπό µορφή πολυωνύµου της µιγαδικής µεταβλητής 

z = ejψ = ej(kdcosγ+δ) η οποία έχει µέτρο ίσο µε τη µονάδα. Υπενθυµίζουµε ότι η (6.2.4) δίνει 

τον παράγοντα διάταξης στη µορφή ενός πολυωνύµου βαθµού Μ–1 µε συντελεστές τους 

ρευµατικούς συντελεστές των στοιχείων της στοιχειοκεραίας. Σύµφωνα µε το θεµελιώδες 

θεώρηµα της άλγεβρας, το πολυώνυµο αυτό έχει Μ–1 µιγαδικές ρίζες z1 , z2 , …, zM–1 και 

µπορεί να γραφεί στη µορφή 

( ) ( )( ) ( )1M211M01
1M

1M

1M

0m

m
m zz...zzzzAAzA...zAzAzS −−

−
−

−

=
−−−=+++== ∑     (7.1.1) 

και άρα το µέτρο του παράγοντα διάταξης δίνεται από την 

( ) ( ) 1M211M zz...zzzzAzSS −− −−−==ψ   (7.1.2) 

Επισηµαίνουµε ότι αντίστοιχη έκφραση παίρνουµε και από την (6.2.2) µε Cm αντί Am . 

Το γεγονός ότι η µεταβλητή z έχει µέτρο ίσο µε τη µονάδα σηµαίνει ότι, καθώς η γωνία γ 

µεταβάλλεται στο διάστηµα 0 ≤ γ ≤ π, η ανεξάρτητη µεταβλητή z του παραπάνω 

πολυωνύµου S(z) κινείται πάνω στον µοναδιαίο κύκλο 1z =  του µιγαδικού επιπέδου, 

στον οποίο βρίσκονται και οι ρίζες του πολυωνύµου αυτού. Πιο συγκεκριµένα, η σχέση 
( )δ+γψ == coskdjj eez      (7.1.3) 

ορίζει µια αντιστοιχία µεταξύ της γωνίας γ, της πραγµατικής µεταβλητής ψ και της 

µιγαδικής µεταβλητής z. Η αντιστοιχία µεταξύ γ και ψ είναι αµφιµονοσήµαντη δεδοµένου 

ότι 0 ≤ γ ≤ π (βλ. σχετικά και το Σχ. 6.4), ενώ η αντιστοιχία µεταξύ ψ και z µπορεί να είναι 

αµφιµονοσήµαντη ή όχι ανάλογα µε το εύρος της ορατής περιοχής δ – kd ≤ ψ ≤ δ + kd. 
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Στο µιγαδικό επίπεδο, η βοηθητική µεταβλητή ψ αποτελεί το όρισµα της µεταβλητής z, 

δηλ. (γεωµετρικά) τη γωνία υπό την οποία το σηµείο z «βλέπει» τον θετικό ηµιάξονα. 

Εποµένως, η ορατή περιοχή (που είναι η περιοχή τιµών της µεταβλητής ψ) 

αντιπροσωπεύει το εύρος γωνιών που «διατρέχει» το σηµείο z πάνω στον µοναδιαίο 

κύκλο, όπως δείχνεται στο παρακάτω σχήµα, στο οποίο έχει ληφθεί ενδεικτικά δ = 0. 

 
    (α)       (β) 

Σχ. 7.1: Τυχόν σηµείο z και η ορατή περιοχή πάνω στον µοναδιαίο κύκλο 
(α) για kd < π     (β) για kd > π 

Κατά συνέπεια, αν η ορατή περιοχή έχει εύρος µικρότερο από 2π τότε η περιοχή τιµών του 

z αντιστοιχεί σε ένα µέρος του µοναδιαίου κύκλου και αν είναι ίση µε 2π αντιστοιχεί 

ακριβώς στον πλήρη κύκλο, ενώ αν είναι µεγαλύτερη από 2π τότε η περιοχή τιµών του z 

«υπερκαλύπτει» τον µοναδιαίο κύκλο δηλ. το σηµείο z περνάει από κάποια τµήµατά του 

δύο φορές (ή και περισσότερες). Προφανώς στην πρώτη περίπτωση η αντιστοιχία µεταξύ 

ψ και z (άρα και η αντιστοιχία µεταξύ γ και z) είναι αµφιµονοσήµαντη, ενώ στη δεύτερη 

όχι, διότι υπάρχουν τιµές του z που αντιστοιχούν σε περισσότερες από µία τιµές του ψ. 

Στο παραπάνω σχήµα σηµειώνεται ειδικότερα το τµήµα της ορατής περιοχής που 

«διανύεται» δύο φορές από το σηµείο z. 

Η (7.1.2) δείχνει ειδικότερα ότι το µέτρο του παράγοντα διάταξης, το οποίο ως γνωστόν 

προσδιορίζει το διάγραµµα ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας, δίνεται γεωµετρικά από το 

γινόµενο των αποστάσεων του εκάστοτε σηµείου z από τις ρίζες του πολυωνύµου πάνω 

στο µιγαδικό επίπεδο. Εποµένως, οι ρίζες zm του πολυωνύµου αντιστοιχούν σε γωνίες 

(έστω γm) µηδενισµού της ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας (διότι µηδενίζεται ο 

παράγοντας διάταξης), και κατά συνέπεια µεταξύ δύο διαδοχικών ριζών θα εµφανίζεται 

ένας λοβός του διαγράµµατος ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας. Οι περιοχές του κύκλου 

κοντά στις ρίζες zm αντιστοιχούν σε µικρές τιµές του µέτρου ( )zS , άρα και του ( )γS , 

επειδή εκεί οι παράγοντες mzz −  του γινοµένου της (7.1.2) έχουν µικρές τιµές, ενώ οι 

περιοχές µακριά από τις ρίζες αντιστοιχούν σε µεγάλες τιµές του µέτρου ( )γS  του 

παράγοντα διάταξης. Αυτό µπορεί ισοδύναµα να διατυπωθεί και ως εξής: Οι περιοχές 
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όπου οι ρίζες του πολυωνύµου είναι αραιά τοποθετηµένες αντιστοιχούν σε λοβούς 

µεγάλου µεγέθους, ενώ εκεί όπου είναι πυκνά τοποθετηµένες υπάρχουν µικροί λοβοί. 

Προφανώς αυτό σηµαίνει ότι ο κύριος λοβός αναµένεται να εµφανισθεί µεταξύ των δύο 

πιο αποµακρυσµένων ριζών, ενώ οι δευτερεύοντες λοβοί µεταξύ των άλλων ριζών του 

πολυωνύµου. Όµως, από την άλλη πλευρά, όσο περισσότερο αποµακρύνονται οι δύο ρίζες 

µεταξύ τους τόσο ανοίγει το εύρος του λοβού και αυτό τείνει να µειώσει* την 

κατευθυντικότητα. Επιπροσθέτως, εκτός από το ύψος και το εύρος του κύριου λοβού 

πρέπει να ληφθεί υπόψη και το ύψος των πλευρικών λοβών το οποίο κατά γενικό κανόνα 

είναι επιθυµητό να µειώνεται, δεν είναι όµως αυτονόητο ότι αυτό θα συµβεί συγχρόνως µε 

την αύξηση του κύριου λοβού. Όλα αυτά υπενθυµίζουν τον γενικό κανόνα που 

προαναφέρθηκε, ότι κατά την σχεδίαση στοιχειοκεραίας (όπως και κάθε άλλη πρακτική 

σχεδίαση) είναι αναπόφευκτο να γίνονται συµβιβασµοί, υπό την έννοια ότι δεν είναι 

δυνατή η ταυτόχρονη βελτίωση όλων των σχετικών παραµέτρων, και για τον λόγο αυτό 

άλλωστε υπάρχουν σε χρήση περισσότερες από µία µέθοδοι. 

Οι παραπάνω συλλογισµοί µπορεί να διευκρινισθούν µε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα 

οµοιόµορφης γραµµικής στοιχειοκεραίας Μ = 8 στοιχείων µε δ = 0 (δηλ. µε όλα τα 

στοιχεία της τροφοδοτούµενα από συµφασικά ρεύµατα, η οποία κατά τα προηγούµενα 

είναι µετωπική). Το Σχ. 7.2 που ακολουθεί δείχνει την τοποθέτηση των ριζών του 

πολυωνύµου S(z) πάνω στον µοναδιαίο κύκλο για τρεις περιπτώσεις ορατής περιοχής. 

 
Σχ. 7.2: Οι ρίζες του πολυωνύµου S(z) πάνω στον µοναδιαίο κύκλο για οµοιόµορφη 

γραµµική στοιχειοκεραία µε Μ = 8, δ = 0 και d = λ/4, λ/2 και λ 

Για τη στοιχειοκεραία αυτή, το πολυώνυµο S(z) δίνεται από την (6.2.6) στη µορφή 

( )
1z
1zAzAzS

87

0m

m

−
−

== ∑
=

 

και κατά συνέπεια οι ρίζες του πολυωνύµου είναι οι µιγαδικές ρίζες 8ης τάξης της µονάδας 

εκτός από την z = 1 διότι αυτή αναιρείται από την αντίστοιχη ρίζα του παρονοµαστή. Οι 

                                                 
* Βλ. σχετικά και την προσεγγιστική σχέση (4.2.10) η οποία βέβαια ισχύει για κεραίες µε µεγάλο κύριο 

λοβό και αµελητέους δευτερεύοντες, υποδεικνύει όµως έναν γενικό ποιοτικό κανόνα. 
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ρίζες αυτές δίνονται (κατά τα γνωστά) από την 

7...,,2,1meeez 4jm82jmj
m

m ==== ππψ    (7.1.4) 

όπως φαίνονται και γεωµετρικά στο Σχ. 7.2. Στην πρώτη περίπτωση (d = λ/4 ⇒ kd = π/2) 

η ορατή περιοχή είναι – π/2 ≤ ψ ≤ π/2 και καταλαµβάνει ένα ηµικύκλιο, στη δεύτερη (όπου 

kd = π) καταλαµβάνει ολόκληρο τον µοναδιαίο κύκλο και στην τρίτη περίπτωση (kd = 2π) 

καλύπτει τον µοναδιαίο κύκλο δύο φορές. 

Από την άλλη πλευρά, ο παράγοντας διάταξης της συγκεκριµένης στοιχειοκεραίας 

(κανονικοποιηµένος στη µέγιστη τιµή του), όπως προκύπτει αναλυτικά µε τη µέθοδο της 

παραγρ. 6.2.2, φαίνεται στο Σχ. 7.3 που ακολουθεί. 

 
Σχ. 7.3: Μέτρο του κανονικοποιηµένου παράγοντα διάταξης (στο τετράγωνο) σε 

καρτεσιανή µορφή ( )( )2AMS ψ  και πολική ( )( )2AMS γ  για την οµοιόµορφη 
γραµµική στοιχειοκεραία του Σχ. 7.2 (Μ = 8, δ = 0 και d = λ/4, λ/2 και λ) 

Από τα παραπάνω διαγράµµατα επιβεβαιώνονται οι προηγούµενες γενικές παρατηρήσεις 

για τη συµπεριφορά του του µέτρου ( )zS  σε σχέση µε τη θέση των ριζών πάνω στον 

µοναδιαίο κύκλο. Ο κύριος λοβός βρίσκεται γύρω από το σηµείο z = 0 (το οποίο 

αντιστοιχεί στο µέγιστο ή τα µέγιστα, που ουσιαστικά αντιπροσωπεύουν επανεµφάνιση 

του ίδιου µεγίστου), όπου δεν υπάρχει ρίζα και έχουµε την πιο «αραιή» τοποθέτηση των 

ριζών. Οι δευτερεύοντες λοβοί βρίσκονται σε περιοχές όπου η τοποθέτηση των ριζών είναι 

πυκνότερη, ενώ οι µηδενισµοί αντιστοιχούν προφανώς στις θέσεις των ριζών. 

Παρατηρούµε επίσης ότι όσο περισσότερες ρίζες βρίσκονται εντός της ορατής περιοχής, 
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τόσο περισσότεροι είναι οι λοβοί του διαγράµµατος, οι οποίοι συγχρόνως γίνονται 

στενότεροι (µικρότερου εύρους). 

Οι παρατηρήσεις αυτές αναδεικνύουν τον καθοριστικό ρόλο που παίζουν οι ρίζες του 

πολυωνύµου S(z) στη συµπεριφορά της στοιχειοκεραίας. Η θεωρία σχεδίασης 

στοιχειοκεραιών που ακολουθεί αναφέρεται κατά µεγάλο µέρος της στην κατάλληλη 

τοποθέτηση των ριζών αυτών πάνω στον µοναδιαίο κύκλο. 

7.1.3. Ειδικές περιπτώσεις: ∆ιωνυµική και τριγωνική στοιχειοκεραία 

Οι προηγούµενες παρατηρήσεις ήδη υποδεικνύουν τον τρόπο σχεδιασµού ορισµένων 

ειδικών στοιχειοκεραιών µε κάποια πλεονεκτήµατα. Για παράδειγµα, προκειµένου να 

σχεδιασθεί στοιχειοκεραία χωρίς πλευρικούς λοβούς αρκεί να τοποθετηθούν όλες οι ρίζες 

του πολυωνύµου εκτός της ορατής περιοχής (ή το πολύ να υπάρχουν δύο ρίζες ακριβώς 

στα άκρα αυτής). Προκειµένου για µετωπική στοιχειοκεραία όπου δ = 0 και η ορατή 

περιοχή είναι – kd ≤ ψ ≤ kd (συµµετρική περί το σηµείο z = 0), προφανώς ο ασφαλέστερος 

τρόπος  να επιτευχθεί αυτό (αρκεί το εύρος της ορατής περιοχής να είναι kd ≤ π δηλ. d ≤ 

λ/2) είναι να τοποθετηθούν όλες οι (Μ – 1) ρίζες του πολυωνύµου στη θέση z = –1, δηλ. z1 

= z2 = … = zM–1 = –1. Το ίδιο ισχύει προφανώς και για µη µετωπική στοιχειοκεραία (δ ≠ 0) 

αρκεί το σηµείο z = –1 να είναι εκτός της ορατής περιοχής δ – kd ≤ ψ ≤ δ + kd. Τότε 

προκύπτει η λεγόµενη διωνυµική στοιχειοκεραία (binomial array), µε παράγοντα 

διάταξης 

( ) ( ) ∑∑
−

=

−
−

= −−
−

=+==
1M

0m

m1M
1M

0m

m
m z

)!m1M(!m
)!1M(Az1AzAzS   (7.1.5) 

όπου Α κάποια σταθερά. Οι ρευµατικοί συντελεστές της στοιχειοκεραίας αυτής δίνονται 

από τους γνωστούς διωνυµικούς συντελεστές (σε αυτό οφείλεται και η ονοµασία της), 

προφανώς λοιπόν είναι διαφορετικοί µεταξύ τους, και άρα η στοιχειοκεραία αυτή είναι 

ανοµοιόµορφη, αλλά τα ρεύµατα τροφοδοσίας είναι συµφασικά (αφού είναι όλοι 

πραγµατικοί). 

Όπως προαναφέρθηκε, ο παράγοντας διάταξης της διωνυµικής στοιχειοκεραίας έχει µόνο 

έναν λοβό, ο οποίος εκτείνεται σε όλη την περιοχή γωνιών 0 ≤ γ ≤ π, πράγµα όµως που 

τείνει να µειώσει την κατευθυντικότητα (σύµφωνα και µε προηγούµενα σχόλια, µπορούµε 

να θεωρούµε ότι αυτό είναι το «αντίτιµο» για την εξαφάνιση των πλευρικών λοβών). Για 

να βελτιωθεί η κατευθυντικότητα θα πρέπει να µειωθεί το εύρος δέσµης – 3 dB του λοβού, 

πράγµα που σε κάποιο βαθµό επιτυγχάνεται αυξάνοντας τον αριθµό των στοιχείων της, 
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αλλά για µεγάλα πλήθη στοιχείων οι ρευµατικοί συντελεστές παρουσιάζουν µεγάλες 

διακυµάνσεις* και προκύπτουν δυσκολίες στην ορθή τροφοδοσία της κεραίας. 

Ως ενδεικτικό παράδειγµα, στο Σχ. 7.4α και 7.4β που ακολουθούν απεικονίζονται οι 

κανονικοποιηµένοι (σε σχέση µε τη µέγιστη τιµή τους) παράγοντες διάταξης ( )γS  και 

( )2S γ  για διωνυµικές στοιχειοκεραίες µε Μ = 7, 8 και 9 στοιχεία, ενώ για σύγκριση 

φαίνεται και ο παράγοντας διάταξης για οµοιόµορφη στοιχειοκεραία 7 στοιχείων. Σε όλες 

τις περιπτώσεις έχουµε kd = π και διαφορά φάσης δ = 0. Από το σχήµα γίνεται εµφανές ότι 

η οµοιόµορφη στοιχειοκεραία πλεονεκτεί ως προς την κατευθυντικότητα, ενώ το 

πλεονέκτηµα της διωνυµικής στοιχειοκεραίας έγκειται στην απουσία πλευρικών λοβών.  

 |S(γ)| 
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Σχ. 7.4α: Ο κανονικοποιηµένος παράγοντας διάταξης ( )γS  για οµοιόµορφη, διωνυµική 

και τριγωνική στοιχειοκεραία (µε δ = 0 και d = λ/2). 

                                                 
* Π.χ. για Μ – 1 = 7 οι διωνυµικοί συντελεστές είναι: 1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1. Για Μ – 1 = 8 είναι: 1, 8, 

28, 56, 70, 56, 28, 8, 1, δηλ. το µεγαλύτερο ρεύµα τροφοδοσίας είναι 70-πλάσιο από το µικρότερο. 
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|S(γ)|2
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Σχ. 7.4β: Ο κανονικοποιηµένος παράγοντας διάταξης ( )2S γ  για τις στοιχειοκεραίες του 

Σχ. 7.4α. 

Όπως παρατηρείται επίσης από το σχήµα, η κατευθυντικότητα της διωνυµικής 

στοιχειοκεραίας τείνει να αυξάνεται µε την αύξηση του πλήθους των στοιχείων της. 

Στα Σχ. 7.4α-β παρουσιάζεται επίσης µια ενδιάµεση περίπτωση στοιχειοκεραίας, η 

λεγόµενη στοιχειοκεραία τριγωνικής κατανοµής, η οποία δίνεται από την 

( ) ( ) =++++= − 21n2 z...zz1zS  

( ) ( ) 2n23n2n1n2n2 zz2...z1nnzz1n...z3z21 −−−− +++−++−++++=  (7.1.6) 

όπου Μ = 2n – 1 (δηλ. εξ ορισµού το πλήθος των στοιχείων της είναι περιττό) και 

προφανώς στην αρχή µπορεί να τεθεί επίσης και οποιαδήποτε πολλαπλασιαστική σταθερά. 

Από το πρώτο τµήµα της (7.1.6) παρατηρούµε ότι η στοιχειοκεραία αυτή έχει τις ίδιες 

ρίζες µε µια οµοιόµορφη στοιχειοκεραία µε το µισό περίπου (n = [Μ+1]/2) πλήθος 

στοιχείων αλλά οι ρίζες αυτές είναι διπλές (δηλ. έχουν πολλαπλότητα 2). Όπως φαίνεται 

και από το Σχ. 7.4, η στοιχειοκεραία τριγωνικής κατανοµής έχει ιδιότητες ανάµεσα σε 

αυτές της οµοιόµορφης και της διωνυµικής, τόσο ως προς την κατευθυντικότητα όσο και 

ως προς το ύψος πλευρικών λοβών, δηλ. έχει κατευθυντικότητα µεγαλύτερη από αυτή της 

διωνυµικής στοιχειοκεραίας και ύψος πλευρικών λοβών µικρότερο από της οµοιόµορφης.  
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7.2. Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ SCHELKUNOFF 

Στο προηγούµενο παράδειγµα είδαµε ότι η οµοιόµορφη στοιχειοκεραία παρουσιάζει 

µεγαλύτερη κατευθυντικότητα τόσο ως προς την διωνυµική όσο και ως προς την 

τριγωνική στοιχειοκεραία. Ως γενικότερος κανόνας µπορεί να αποδειχθεί ότι, για δεδοµένο 

αριθµό στοιχείων Μ, η οµοιόµορφη στοιχειοκεραία αποδίδει την µεγαλύτερη 

κατεθυντικότητα από όλες τις στοιχειοκεραίες µε συµφασικούς ρευµατικούς συντελεστές 

Am (π.χ. όλα τα Am θετικούς πραγµατικούς αριθµούς, όπως είναι και οι προαναφερθείσες). 

Ο κανόνας αυτός βρέθηκε από τον Schelkunoff, ο οποίος περαιτέρω απέδειξε 

(προτείνοντας και την µέθοδο σχεδίασης που πήρε το όνοµά του) ότι αν τα ρεύµατα 

τροφοδοσίας δεν είναι συµφασικά (δηλ. οι συντελεστές Am έχουν µιγαδικές τιµές και 

διαφορετικές φάσεις), τότε είναι δυνατόν να επιτευχθούν µεγαλύτερες κατευθυντικότητες 

από την οµοιόµορφη. Στοιχειοκεραίες µε την ιδιότητα αυτή ονοµάζονται 

υπερκατευθυντικές (superdirective ή supergain arrays). 

Η µέθοδος του Schelkunoff βασίζεται στην τοποθέτηση των ριζών στον µοναδιαίο κύκλο 

σε τρόπο ώστε να επιτυγχάνεται µικρό εύρος για τον κύριο λοβό, και άρα αυξηµένη 

κατευθυντικότητα. Για να επιτευχθεί αυτό οι ρίζες του πολυωνύµου S(z) τοποθετούνται 

όλες εντός της ορατής περιοχής (η οποία κατά κανόνα είναι µικρότερη από τον πλήρη 

κύκλο, δηλ. µικρότερη από 2π) και κατανέµονται σε ίσες αποστάσεις µεταξύ τους. Στη 

συνέχεια από την παραγοντική µορφή της (7.1.1) εκτελώντας τις πράξεις µπορούν να 

προσδιορισθούν οι συντελεστές του πολυωνύµου, δηλ. οι ρευµατικοί συντελεστές της 

στοιχειοκεραίας. 

Για την ακρίβεια, ο Schelkunoff απέδειξε ότι µε κατάλληλη τοποθέτηση των ριζών εντός 

της ορατής περιοχής, όχι κατανάγκην σε ισαπέχουσες θέσεις, είναι δυνατόν να επιτευχθεί 

οσοδήποτε µεγάλη κατευθυντικότητα (σε γενικές γραµµές χρειάζεται αύξηση του πλήθους 

Μ των στοιχείων, µείωση του βήµατος d και άρα της ορατής περιοχής και τοποθέτηση των 

ριζών εντός αυτής σχετικά αραιά εκεί που θέλουµε µεγάλες τιµές του παράγοντα διάταξης 

και σχετικά πυκνά αλλού). Αυτή θεωρείται η γενικότερη µορφή της µεθόδου Schelkunoff, 

ωστόσο στην πράξη δεν είναι εφικτό να επιτευχθεί αυθαίρετα µεγάλη κατευθυντικότητα 

διότι τα απαιτούµενα ρεύµατα τροφοδοσίας προκύπτουν από τη σχεδίαση µε πολύ µεγάλες 

τιµές αλλά διαφορές φάσης πολύ κοντά στις 180°, οπότε σχεδόν αλληλοαναιρούνται*. Από 

φυσική άποψη αυτό σηµαίνει ότι τα επιµέρους στοιχεία της στοιχειοκεραίας εκπέµπουν 

                                                 
* Στη βιβλιογραφία αναφέρονται παραδείγµατα (θεωρητικού) σχεδιασµού τέτοιων στοιχειοκεραιών, πολύ 

µεγάλης κατευθυντικότητας, για τις οποίες προκύπτουν απαιτούµενα επιµέρους ρεύµατα τροφοδοσίας 

εκατοµµυρίων A αλλά µε «καθαρό» αλγεβρικό άθροισµά τους (ολικό ρεύµα της στοιχειοκεραίας) λίγα mA! 
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(το καθένα από µόνο του) ισχυρότατα κύµατα, τα οποία στο µακρινό πεδίο (φροντίζουµε 

να) συµβάλλουν ενισχυτικά στην κατεύθυνση µεγίστου και γύρω από αυτή, και αναιρετικά 

αλλού. Όµως στο εγγύς πεδίο δηµιουργούν ισχυρότατα στάσιµα (ή περίπου στάσιµα) 

κύµατα που εµπεριέχουν την άεργη ισχύ της κεραίας η οποία είναι πολύ µεγάλη. Η 

κατάσταση αυτή θυµίζει ένα (παράλληλο) κύκλωµα συντονισµού RLC στο οποίο ο 

πυκνωτής και το πηνίο µπορούν να έχουν πολύ µεγάλα ρεύµατα, τα οποία όµως 

παρουσιάζουν διαφορά φάσης 180° και αλληλοαναιρούνται, και άρα το συνολικό ρεύµα 

του κυκλώµατος είναι το (πολύ µικρότερο) ρεύµα του ωµικού στοιχείου R που 

προσδιορίζει και την ισχύ στο κύκλωµα, ενώ τα µεγάλα ρεύµατα των L και C 

αντιπροσωπεύουν µόνο άεργη ισχύ. Κατά ανάλογο τρόπο, από κυκλωµατική άποψη, τα 

µεγάλα και σχεδόν αλληλοαναιρούµενα ρεύµατα τροφοδοσίας των επιµέρους στοιχείων 

µιας τέτοιας στοιχειοκεραίας είναι υπεύθυνα για την άεργη ισχύ, και δηµιουργούν επίσης 

στην πράξη µεγάλες απώλειες (οι κεραίες δεν µπορούν να έχουν άπειρη αγωγιµότητα), 

ενώ το µικρό αλγεβρικό άθροισµα αυτών είναι το συνολικό ρεύµα της στοιχειοκεραίας και 

αντιστοιχεί στην ολική εκπεµπόµενη ισχύ αυτής. Συµπερασµατικά, είναι θεωρητικά 

δυνατόν να επιτύχουµε «απεριόριστη» κατευθυντικότητα αλλά µε πολύ µικρή 

εκπεµπόµενη ισχύ και πολύ µεγάλες απώλειες, και επίσης ανυπέρβλητες πρακτικές 

δυσκολίες στην τροφοδοσία της στοιχειοκεραίας. 

Για τους λόγους αυτούς, η γενικότερη µορφή της µεθόδου Schelkunoff έχει περιορισµένη 

πρακτική αξία. Χρήσιµες στην πράξη είναι κυρίως οι στοιχειοκεραίες µε ισαπέχουσες 

ρίζες του πολυωνύµου S(z), τις οποίες κατά κανόνα δηλώνει ο όρος στοιχειοκεραίες 

Schelkunoff που µε αυτή τη σηµασία θα χρησιµοποιηθεί και εδώ*. 

Για την εφαρµογή της µεθόδου, πρώτα επιλέγεται (π.χ. µε διαδοχικές δοκιµές ή µε βάση 

δεδοµένους πρακτικούς περιορισµούς) το πλήθος Μ των στοιχείων και το εύρος της 

ορατής περιοχής. Οι (Μ–1) το πλήθος ρίζες του πολυωνύµου S(z) τοποθετούνται, όπως 

προαναφέρθηκε, σε ισαπέχουσες θέσεις εντός της ορατής περιοχής, δηλ. σε θέσεις του 

µοναδιαίου κύκλου που διαδοχικά µεταξύ τους µεσολαβεί γωνία 

M
kd2

=ψ∆  

αφού 2kd είναι το συνολικό εύρος της ορατής περιοχής (από δ – kd ως δ + kd). 

                                                 
* Η µέθοδος Schelkunoff (µε ελαφρά τροποποίηση) µπορεί να εφαρµοσθεί και στην πρακτική περίπτωση 

όπου απαιτείται µηδενισµός της ακτινοβολίας σε κάποιες διευθύνσεις δεδοµένες εκ των προτέρων (π.χ. για 

να αποφευχθούν οι παρεµβολές σε συγκεκριµένα συστήµατα που υπάρχουν εκεί). Τότε τοποθετούνται 

εξαρχής ισάριθµες ρίζες του πολυωνύµου S(z) στις διευθύνσεις αυτές και οι υπόλοιπες ρίζες 

ισοκατανέµονται (κατά το δυνατόν) εντός της ορατής περιοχής. 
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Ως «εναρκτήριο» σηµείο του µοναδιαίου κύκλου από το οποίο ξεκινά η τοποθέτηση των 

διαδοχικών ριζών (αλλά σε αυτό το ίδιο δεν τοποθετείται ρίζα) µπορεί να ληφθεί το 

σηµείο που αντιστοιχεί στην κατεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας. Π.χ. για αξονική 

στοιχειοκεραία µε µέγιστο στην κατεύθυνση γ = 0 λαµβάνουµε (κατά τα γνωστά) kd = – δ, 

οπότε η ορατή περιοχή εκτείνεται από 0 ως – 2 kd και καταλαµβάνει ένα τµήµα του κάτω 

ηµικυκλίου του µοναδιαίου κύκλου µε αρχή το σηµείο ψ = 0. Στην κατεύθυνση µέγιστης 

ακτινοβολίας γ = 0 ισχύει ψ = kd cosγ + δ = kd + δ = 0, δηλ. η κατεύθυνση αυτή 

αντιστοιχεί ακριβώς στο σηµείο ψ = 0 που είναι το «εναρκτήριο» σηµείο. Ξεκινώντας από 

αυτό λαµβάνουµε διαδοχικές γωνιακές αποστάσεις ∆ψ = 2 kd / Μ οι οποίες προσδιορίζουν 

τις θέσεις των ριζών στον µοναδιαίο κύκλο. 

Για παράδειγµα, προκειµένου να σχεδιασθεί αξονική στοιχειοκεραία Μ = 6 στοιχείων µε 

βήµα d = λ/4 (δηλ. kd = π/2) πρέπει οι 5 ρίζες του πολυωνύµου S(z) να τοποθετηθούν στον 

µοναδιαίο κύκλο. Ξεκινάµε από το σηµείο ψ = 0 (στο οποίο δεν τοποθετείται ρίζα διότι 

αντιστοιχεί σε µέγιστο και όχι σε µηδενισµό) και τοποθετούµε τις ρίζες διαδοχικά ανά 

γωνιακές αποστάσεις ∆ψ = 2 kd / 5 = π/5 (δηλ. ανά 36°). Έτσι προκύπτουν οι ρίζες 

5,4,3,2,1meez 5jmj
m

m === π−ψ  

ενώ για βήµα d = λ/8 (δηλ. kd = π/4) έχουµε ∆ψ = π/10 (δηλ. ανά 18°) και ρίζες  

5,4,3,2,1meez 10jmj
m

m === π−ψ  

Οι θέσεις των ριζών για τις δύο αυτές περιπτώσεις φαίνονται στο Σχ. 7.5 που ακολουθεί, 

όπου για σύγκριση φαίνονται και οι ρίζες αντίστοιχης οµοιόµορφης στοιχειοκεραίας. 

 
             (α)    (β) 

Σχ. 7.5: Οι ρίζες του πολυωνύµου S(z) πάνω στον µοναδιαίο κύκλο για σχεδίαση 
στοιχειοκεραίας κατά Schelkunoff µε Μ = 6 και δ = – kd 

(α) για d = λ/4     (β) για d = λ/8 

Στην αντίστοιχη περίπτωση µετωπικής στοιχειοκεραίας (δ = 0) η ορατή περιοχή εκτείνεται 

από – kd ως kd, δηλ. από – π/2 ως π/2 (για d = λ/4) ή από – π/4 ως π/4 (για d = λ/4) και η 

κατεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας είναι γ = π/2, οπότε το «εναρκτήριο» σηµείο 

προκύπτει από την ψ = kd cosγ + δ = δ = 0. Ξεκινώντας από αυτό οι ρίζες τοποθετούνται 
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και πάλι ανά π/5 (δηλ. ανά 36°) και µπορούν να λάβουν τις θέσεις 

5jm10jj
m eez m π+π±ψ ==  µε  m = –2, –1, 0, 1, 2 

όπου οι δύο περιπτώσεις (±) αντιστοιχούν σε τοποθέτηση της µίας ακραίας ρίζας είτε στη 

θέση – π/2 είτε στη θέση π/2. Και στις δύο περιπτώσεις υπάρχουν δύο ρίζες εκατέρωθεν 

του «εναρκτήριου» σηµείου ψ = 0 οι οποίες ισαπέχουν από αυτό κατά γωνίες 18°. (Ως 

άσκηση σχεδιάστε τις ρίζες πάνω στον µοναδιαίο κύκλο). 

Αφού προσδιορισθούν µε τον τρόπο αυτό οι ρίζες, αποµένει να προσδιορισθούν οι 

ρευµατικοί συντελεστές των στοιχείων της στοιχειοκεραίας, δηλ. οι συντελεστές Am του 

πολυωνύµου S(z). Αυτό µπορεί να γίνει µε πολύ απλό (µεθοδολογικά) τρόπο επειδή 

γνωρίζοντας τις ρίζες έχουµε διαθέσιµη την παραγοντική µορφή του πολυωνύµου, όπως 

στην (5.4.1), εκτός από τον µεγιστοβάθµιο συντελεστή AΜ–1 : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1M21
1M

1M211M zz...zzzz
A

zSzz...zzzzAzS −
−

−− −−−=⇔−−−=    (7.2.1) 

Εκτελώντας τον πολλαπλασιασµό διωνύµων και συγκεντρώνοντας τους όρους κοινού 

βαθµού ως προς z, το πολυώνυµο έρχεται στη συνήθη µορφή 

( )
1M

0

1M

1m

1M

m2M

1M

2M1M

1M A
Az

A
A...z

A
A...z

A
Az

A
zS

−−−

−

−

−−

−
++++++=  

από την οποία προκύπτουν αµέσως οι κανονικοποιηµένοι συντελεστές (Am / AΜ–1 ) που 

είναι απλώς οι συντελεστές των όρων zm . Οι συντελεστές αυτοί προσδιορίζουν τον 

παράγοντα διάταξης S(z), άρα και τον S(ψ) και στη συνέχεια τον S(γ), 

κανονικοποιηµένους ως προς τον µεγιστοβάθµιο συντελεστή AΜ–1 . Εποµένως 

προσδιορίζουν πλήρως τη µορφή της συνάρτησης  ( )ψS  ή ( )γS  (λοβούς, µηδενισµούς, 

εύρος δέσµης, κατευθυντικότητα κτλ.), εποµένως και τη µορφή του διαγράµµατος 

ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας. Από τον πολλαπλασιαστικό συντελεστή AΜ–1 

εξαρτάται µόνο το µέγεθος του παράγοντα διάταξης και του διαγράµµατος ακτινοβολίας, 

δηλ. η συνολική ακτινοβολούµενη ισχύς της στοιχειοκεραίας. Με άλλα λόγια, εφόσον 

προσδιορισθούν οι κανονικοποιηµένοι συντελεστές (Am / AΜ–1 ), έχει λυθεί πλήρως το 

πρόβληµα σχεδίασης της στοιχειοκεραίας το οποίο αναφέρεται σε µορφολογικά στοιχεία 

του διαγράµµατος ακτινοβολίας αυτής (π.χ. επιθυµητή κατευθυντικότητα, εύρος δέσµης, 

στάθµη πλευρικών λοβών). Η συνολική ακτινοβολούµενη ισχύς της είναι µια ξεχωριστή 

απαίτηση η οποία µπορεί να ικανοποιηθεί απλώς πολλαπλασιάζοντας µε τον κατάλληλο 

συντελεστή AΜ–1 . 

Ενδεικτικά, για το παραπάνω παράδειγµα αξονικής στοιχειοκεραίας Schelkunoff µε 

πλήθος στοιχείων Μ = 6 και βήµα d = λ/4, από τις προαναφερόµενες ρίζες η παραγοντική 
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µορφή του κανονικοποιηµένου παράγοντα διάταξης S(z) / AΜ–1 είναι 

( ) ( )( )( )( )( )=−−−−−= π−π−π−π−π− j54j53j52j5j
5 ezezezezezAzS  

5

0

5

12

5

23

5

34

5

45
A
Az

A
Az

A
Az

A
Az

A
Az +++++=  

από όπου µε εκτέλεση των γινοµένων των 5 διωνύµων βρίσκονται οι κανονικοποιηµένοι 

συντελεστές (A4 / A5 ), (A3 / A5 ), (A2 / A5 ), (A1 / A5 ), (A0 / A5 ). Εντελώς αντίστοιχα για 

το παράδειγµα µε βήµα d = λ/8 χρησιµοποιούµε την έκφραση 

( ) ( )( )( )( )( )5j104j103j102j10j
5 ezezezezezAzS π−π−π−π−π− −−−−−=  

Οι κανονικοποιηµένοι παράγοντες διάταξης ( )2S γ  για τα δύο προηγούµενα παραδείγµατα 

αξονικών στοιχειοκεραιών Schelkunoff απεικονίζονται σε πολική µορφή στο Σχ. 7.6. 

 
Σχ. 7.6: Πολικά διαγράµµατα του κανονικοποιηµένου παράγοντα διάταξης ( )2S γ  για 

στοιχειοκεραίες Schelkunoff µε Μ = 6, δ = – kd και d = λ/4, d = λ/8, καθώς και 
τις αντίστοιχες οµοιόµορφες στοιχειοκεραίες 
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Όπως φαίνεται από το παραπάνω σχήµα, η µέθοδος Schelkunoff οδηγεί σε µεγαλύτερη 

κατευθυντικότητα, µικρότερο εύρος δέσµης κύριου λοβού και χαµηλότερη στάθµη 

πλευρικών λοβών σε σύγκριση µε την αντίστοιχη οµοιόµορφη στοιχειοκεραία. Το πλήθος 

των λοβών είναι (προφανώς) µεγαλύτερο στην στοιχειοκεραία Schelkunoff επειδή όλες οι 

ρίζες του παράγοντα διάταξης είναι εντός της ορατής περιοχής. 

7.3. Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ CHEBYSHEV 

7.3.1. Γενικά 

Όπως είδαµε, η µέθοδος Schelkunoff είναι κατεξοχήν κατάλληλη για την σχεδίαση 

στοιχειοκεραιών υψηλής κατευθυντικότητας, δεν δίνει όµως το βέλτιστο αποτέλεσµα ως 

προς τη στάθµη των πλευρικών λοβών. Ενδεικτικά στο προηγούµενο παράδειγµα της 

αξονικής στοιχειοκεραίας Schelkunoff µε d = λ/4 µπορούµε να παρατηρήσουµε από το Σχ. 

7.6 ότι ο δεύτερος λοβός (πρώτος πλευρικός) είναι και ο µεγαλύτερος από τους 

δευτερεύοντες (πλευρικούς) λοβούς και βρίσκεται µεταξύ της πρώτης και της δεύτερης 

ρίζας του S(z) του Σχ. 7.5α. Αν η δεύτερη ρίζα µετακινηθεί προς τα δεξιά στο Σχ. 7.5α 

(πλησιάζοντας την πρώτη), τότε ο δεύτερος λοβός µικραίνει (πράγµα επιθυµητό) και ο 

τρίτος µεγαλώνει (πράγµα που δεν δηµιουργεί πρόβληµα διότι είναι πολύ µικρός), και 

κατά συνέπεια αυτό βελτιώνει τη συµπεριφορά των πλευρικών λοβών του διαγράµµατος. 

Αντίστοιχα ο πέµπτος λοβός του διαγράµµατος αυτού (επίσης µεγάλος) µπορεί να µειωθεί 

µετακινώντας την τέταρτη ρίζα (βλ. το Σχ. 7.5α) προς τα αριστερά, µε «αντάλλαγµα» την 

αύξηση του τέταρτου λοβού που είναι πολύ µικρός. Η συλλογιστική αυτή δείχνει γενικά 

ότι η µέθοδος Schelkunoff επιδέχεται βελτίωση ως προς τη στάθµη των πλευρικών λοβών, 

και ειδικότερα ότι η βελτίωση αυτή συνίσταται στη µείωση των µεγάλων πλευρικών 

λοβών, η οποία αναγκαστικά επιφέρει και αύξηση των µικρών. Μπορούµε λοιπόν να 

συµπεράνουµε ότι οι δυνατότητες βελτίωσης εξαντλούνται, δηλ. επιτυγχάνεται η βέλτιστη 

κατάσταση, όταν τα ύψη (στάθµες) των πλευρικών λοβών εξισωθούν µεταξύ τους. 

Με τη βοήθεια των πολυωνύµων Chebyshev είναι δυνατή η σχεδίαση στοιχειοκεραιών µε 

δευτερεύοντες λοβούς ίσης στάθµης, και εποµένως η µέθοδος προσφέρεται για τη 

βελτιστοποίηση της συµπεριφοράς στοιχειοκεραίας ως προς τη στάθµη των πλευρικών 

λοβών. Πιο συγκεκριµένα, η µέθοδος αυτή επιτυγχάνει (εναλλακτικά): 

• ελαχιστοποίηση του εύρους δέσµης του κύριου λοβού για δεδοµένη στάθµη 

πλευρικών λοβών* 

                                                 
* Για την ακρίβεια, αυτό που κατά την εφαρµογή της µεθόδου λαµβάνεται ως δεδοµένο, ή εναλλακτικά 

µεγιστοποιείται, είναι ο λόγος του ύψους του κύριου λοβού προς το ύψος του µέγιστου πλευρικού. 
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• ή, ισοδύναµα, ελαχιστοποίηση της στάθµης των πλευρικών λοβών για δεδοµένο 

εύρος δέσµης κύριου λοβού. 

7.3.2. Ιδιότητες των πολυωνύµων Chebyshev 

Τα πολυώνυµα Chebyshev* Tm(x) ορίζονται από τις 

( ) ( )( )xcosmcosxT 1
m

−=      για   –1 ≤ x ≤ 1    (7.3.1α) 

( ) ( )( )xcoshmcoshxT 1
m

−=     για   x ≥ 1   (7.3.1β) 

( ) ( ) ( )( )xcoshmcosh1xT 1m
m −−= −    για   x ≤ –1  (7.3.1γ) 

όπου m είναι η τάξη (βαθµός) του πολυωνύµου. Από τις σχέσεις ορισµού (7.3.1α-γ) 

προκύπτει ότι τα δύο πρώτα πολυώνυµα Chebyshev T0(x), T1(x) είναι 

( ) 1xT0 =    ,   ( ) xxT1 =     (7.3.2) 

Ισχύει η αναδροµική σχέση για τάξεις m ≥ 1  

( ) ( ) ( )xTxTx2xT 1mm1m −+ −=    (7.3.3) 

η οποία µπορεί να αποδειχθεί** από τις (7.3.1α-γ) µε τη βοήθεια απλών ιδιοτήτων των 

τριγωνοµετρικών (αντίστοιχα των υπερβολικών) συναρτήσεων,  

Με αλλαγή µεταβλητής x = cosθ, ή θ = cos–1(x) (όπου 0 ≤ θ ≤ π), η (7.3.1α) γράφεται 

( ) ( )θ= mcosxTm      για   –1 ≤ x ≤ 1    (7.3.4) 

ενώ οµοίως, θέτοντας x = coshy για x ≥ 1 και x = –coshy για x ≤ –1, έχουµε 

( ) ( )ymcoshxTm =    για x ≥ 1   ,   ( ) ( ) ( )ymcosh1xT m
m −=    για x ≤ –1    (7.3.5) 

Το cos(mθ) µπορεί πάντοτε να εκφρασθεί ως ανάπτυγµα δυνάµεων cosm(θ) = xm , δίνοντας 

την πολυωνυµική µορφή των Tm(x) για –1 ≤ x ≤ 1. Τα αποτελέσµατα για τα 7 πρώτα 

πολυώνυµα Chebyshev φαίνονται στον ακόλουθο πίνακα. 

Τριγωνοµετρική µορφή (–1 ≤ x ≤ 1) Πολυωνυµική µορφή 

cos(0θ) = 1 Τ0(x) = 1 

cos(1θ) = cosθ T1(x) = x 

cos(2θ) = 2cos2θ – 1 T2(x) = 2x2 – 1 

                                                 
* Μια άλλη γραφή του ονόµατος είναι Tschebyscheff, από την οποία φαίνεται ότι προήλθε και ο 

συµβολισµός Tm των εν λόγω πολυωνύµων. 
** Για την απόδειξη παρατηρούµε ότι cos[(m+1)θ] = cos[(m–1)θ]cos(2θ) – sin[(m–1)θ]sin(2θ) = 

= 2cos[(m–1)θ]cos2θ – cos[(m–1)θ] – 2sin[(m–1)θ]sinθcosθ = 

= 2cosθ{cos[(m–1)θ]cosθ – sin[(m–1)θ]sinθ} – cos[(m–1)θ] = 2cosθcos(mθ) – cos[(m–1)θ]  

∆ηλαδή ισχύει cos[(m+1)θ] = 2cosθcos(mθ) – cos[(m–1)θ] η οποία, βάσει της (7.2.5), ταυτίζεται µε την 

(7.2.4) για –1 ≤ x ≤ 1. Για |x| ≥ 1 χρησιµοποιούµε τις αντίστοιχες ιδιότητες των υπερβολικών συναρτήσεων. 
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Τριγωνοµετρική µορφή (–1 ≤ x ≤ 1) Πολυωνυµική µορφή 

cos(3θ) = 4cos3θ – 3cosθ T3(x) = 4x3 – 3x 

cos(4θ) = 8cos4θ – 8cos2θ + 1 T4(x) = 8x4 – 8x2 + 1 

cos(5θ) = 16cos5θ – 20cos3θ + 5cosθ T5(x) = 16x5 – 20x3 + 5x 

cos(6θ) = 32cos6θ – 48cos4θ + 18cos2θ – 1 T6(x) = 32x6 – 48x4 + 18x2 – 1 

Οι σχέσεις αυτές ισχύουν για όλα τα x (δηλ. και εκτός του διαστήµατος –1 ≤ x ≤ 1), όπως 

προκύπτει υπολογίζοντας βαθµηδόν τα πολυώνυµα από την αναδροµική σχέση (7.3.3). 

Από τον ορισµό (7.3.1α-β) και τις σχέσεις (7.3.2)-(7.3.5) προκύπτουν οι ακόλουθες 

ιδιότητες των πολυωνύµων Chebyshev: 

• Τα πολυώνυµα άρτιας τάξης T2n(x) είναι άρτιες συναρτήσεις του x και τα πολυώνυµα 

περιττής τάξης T2n+1(x) περιττές. 

• Στο διάστηµα –1 ≤ x ≤ 1 ισχύει για όλα τα πολυώνυµα –1 ≤ Tm(x) ≤ 1, δηλ. η τιµή τους 

κυµαίνεται µεταξύ –1 και 1, ενώ όλες οι ρίζες αυτών (προφανώς m το πλήθος) βρίσκονται 

στο διάστηµα αυτό*. Για |x| ≥ 1 το πολυώνυµο Tm(x) αυξάνεται ή µειώνεται µονοτονικά 

και (όπως είναι γνωστό για οποιοδήποτε πολυώνυµο) προσεγγίζει ασυµπτωτικά τον 

µεγιστοβάθµιο όρο του, δηλ. συµπεριφέρεται ανάλογα προς τη δύναµη xm . 

Ειδικότερα στις θέσεις x = ± 1 ισχύει 

( ) ( ) 10mcos1Tm ==    ,   ( ) ( ) ( )mm 1mcos1T −=π=−    (7.3.6) 

δηλ. όλα τα πολυώνυµα Chebyshev περνούν από το σηµείο (1,1), τα άρτιας τάξης από το 

σηµείο (–1,1) και τα περιττής τάξης από το σηµείο (–1, –1). 

Οι ιδιότητες αυτές φαίνονται και στο Σχ. 7.7 που ακολουθεί. 

 
Σχ. 7.7: Τα πολυώνυµα Chebyshev T9(x) και T10(x) 

                                                 
* Αυτό διαπιστώνεται αµέσως από την (7.2.6), αφού η συνάρτηση coshy = (ey+e–y)/2 δεν µηδενίζεται. 
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Ιδιαίτερη σηµασία (όπως θα δούµε) έχουν οι ρίζες xn των πολυωνύµων Chebyshev. Από 

την Tm(x) = cos(mθ), όπου x = cosθ και 0 ≤ θ ≤ π, παρατηρούµε ότι οι ρίζες θn και οι 

αντίστοιχες xn προκύπτουν από τη συνθήκη cos(mθ) = 0, η οποία δίνει 

( ) ( ) m...,,2,1n,
m2

1n2cosx
m2

1n2
nn =







 π−
=⇒

π−
=θ   (7.3.7) 

Η (7.3.7) δίνει τις ρίζες σε φθίνουσα σειρά x1 , x2 , ... , xm όπου οι πρώτες µισές είναι 

θετικές και οι άλλες µισές αρνητικές*. Παρατηρούµε επίσης ότι xm = – x1 , xm–1 = – x2 , ..., 

δηλ. οι ρίζες είναι συµµετρικές περί το x = 0, όπως άλλωστε αναµενόταν λόγω της άρτιας 

ή περιττής συµπεριφοράς των Tm(x). Το Σχ. 7.8 δείχνει τη διάταξη των ριζών. 

 

x
0 xm = – x1 

xm–1 = – x2 
x1 x2 . . .. . .

 
Σχ. 7.8: Οι ρίζες του πολυωνύµου Chebyshev Tm(x) 

Με βάση τις παραπάνω ιδιότητες (και τα σχήµατα) µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι η 

συµπεριφορά ενός πολυωνύµου Chebyshev προσοµοιάζει προς έναν παράγοντα διάταξης 

( )γS  του οποίου το µέγιστο αντιστοιχεί σε κάποιο σηµείο  x0 > 1, οι δευτερεύοντες λοβοί 

αντιστοιχούν στην περιοχή –1 ≤ x ≤ 1 και έχουν ίσα ύψη (στάθµες), ενώ οι µηδενισµοί 

αντιστοιχούν στις ρίζες του πολυωνύµου. Οι παρατηρήσεις αυτές υποδεικνύουν ότι είναι 

δυνατή η χρήση πολυωνύµων Chebyshev για τη σύνθεση στοιχειοκεραιών, εφόσον βρεθεί 

µια κατάλληλη αντιστοιχία µεταξύ της µαθηµατικής µεταβλητής x του πολυωνύµου και 

της µεταβλητής ψ = kd cosγ + δ της στοιχειοκεραίας. Στην πραγµατικότητα µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν κατά περίπτωση περισσότερες από µία αντιστοιχίσεις. 

7.3.3. Η βασική αρχή της µεθόδου 

Με βάση τις προηγούµενες παρατηρήσεις, κατά την εφαρµογή της µεθόδου µε ορισµένης 

τάξης πολυώνυµο Chebyshev Tm(x), προσεγγίζουµε τον παράγοντα διάταξης µε ένα τµήµα 

του πολυωνύµου Tm(x) που αντιστοιχεί σε κάποιο διάστηµα xmin ≤ x ≤ x0 , όπου το κάτω 

όριο xmin είναι µεταξύ –1 και 1, ενώ το άνω όριο x0 > 1. Με άλλα λόγια, θέτουµε 

( ) ( )xTS m=ψ    για   0min xxx ≤≤    (7.3.8) 

Για να είναι όµως αυτό εφικτό, δηλ. για να αντιπροσωπεύει η (7.3.8) έναν αληθινό 

παράγοντα διάταξης, απαιτείται να έχει ορισθεί µια κατάλληλη συνάρτηση (αντιστοιχία) 

( )ψ= xx  
                                                 

* Για περιττή τάξη m του πολυωνύµου η «µεσαία» ρίζα είναι x(m+1)/2 = 0 . 
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η οποία αφενός να αντιστοιχίζει το διάστηµα δ–kd ≤ ψ ≤ δ+kd στο διάστηµα xmin ≤ x ≤ x0 

και αφετέρου να οδηγεί σε µια συνάρτηση S(ψ) = S(z) πολυωνυµικής µορφής, διότι όπως 

έχει αποδειχθεί στα προηγούµενα ο παράγοντας διάταξης S(ψ) µιας γραµµικής 

στοιχειοκεραίας είναι πάντοτε πολυώνυµο S(z). Μέσω της αντιστοιχίας αυτής, καθώς η 

γωνία γ διατρέχει το διάστηµα 0 ≤ γ ≤ π, η µεταβλητή ψ διατρέχει την ορατή περιοχή και η 

µεταβλητή x το διάστηµα xmin ≤ x ≤ x0 . Έτσι, µέσω της διαδοχικής αντιστοίχισης 

γ → ψ → x    ,    δηλ. x = x(ψ) και ψ = ψ(γ) = kdcosγ + δ 

αναγόµαστε στον παράγοντα διάταξης S(γ) = S(ψ) = Tm(x), δηλ. ( ) ( )( )( )γψ=γ xTS m . 

Σηµειώνουµε ότι, ανάλογα µε την αντιστοιχία µεταξύ x και ψ, είναι δυνατόν η µεταβλητή 

x να διατρέχει κάποιο τµήµα (ή και το σύνολο) του διαστήµατος xmin ≤ x ≤ x0 δύο φορές, 

δηλ. να «κινείται» ως το x0 και να «επιστρέφει προς τα πίσω», οπότε ο κύριος λοβός 

διαγράφεται συµµετρικά και ορισµένοι δευτερεύοντες λοβοί (ή και όλοι) εµφανίζονται και 

δεύτερη φορά στον S(ψ) και τον S(γ).  

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η τιµή Tm(x0) = R προφανώς αντιστοιχεί στο µέγιστο του 

κύριου λοβού, ενώ οι οι δευτερεύοντες λοβοί αντιστοιχούν στην περιοχή –1 ≤ x ≤ 1, όπως 

προαναφέρθηκε, και άρα έχουν όλοι ύψος ίσο µε τη µονάδα. Εποµένως η παράµετρος R 

εκφράζει τον λόγο των µέγιστων τιµών του ( )γS  µεταξύ κύριου και πλευρικών λοβών*. 

Στα επόµενα εξετάζεται η αντιστοιχία µεταξύ x και ψ. Ξεκινώντας από αυτή, προκύπτουν 

σε συγκεκριµένη βάση οι λεπτοµέρειες εφαρµογής της µεθόδου. 

7.3.4. Μετωπικές στοιχειοκεραίες: Η µέθοδος Dolph 

Η µέθοδος των πολυωνύµων Chebyshev προτάθηκε για πρώτη φορά από τον Dolph (γι΄ 

αυτό συχνά ονοµάζεται και µέθοδος Dolph – Chebyshev) για τη σχεδίαση µετωπικής 

στοιχειοκεραίας (δ = 0), χρησιµοποιώντας την αντιστοιχία µεταξύ x και ψ 









γ=







 ψ
= cos

2
kdcosx

2
cosxx 00    (7.3.9) 

Όπως είναι γνωστό για τη µετωπική στοιχειοκεραία, καθώς η γωνία γ µεταβάλλεται από 0 

ως π/2 και από π/2 ως π, η µεταβλητή ψ µεταβάλλεται από kd ως 0 και από 0 ως –kd (δηλ. 

διατρέχει την ορατή περιοχή από kd ως –kd). Τότε, βάσει της (7.3.9), η µεταβλητή x 
                                                 

* Πρέπει να προσέξουµε ότι στην πράξη ως µέτρο της στάθµης πλευρικών λοβών χρησιµοποιείται ο 

λόγος της έντασης ακτινοβολίας µεταξύ κύριου και µέγιστου πλευρικού. Επειδή η ένταση ακτινοβολίας είναι 

ανάλογη προς ( )2S γ , αυτό σηµαίνει ότι στην πράξη η στάθµη πλευρικών λοβών (που µπορεί να δίνεται ως 

σχεδιαστική παράµετρος) υποδηλώνει το R2. Π.χ. στάθµη πλευρικών λοβών 10 dB κάτω από τον κύριο λοβό 

σηµαίνει ότι 10log(R2) = 10, από όπου υπολογίζεται το R2 και άρα το R. 
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µεταβάλλεται από x0cos(kd/2) ως x0 και έπειτα από x0 ως x0cos(kd/2) µε αντίστροφη 

φορά, δηλ. συνολικά διατρέχει το διάστηµα x0cos(kd/2) ≤ x ≤ x0 δύο φορές. Κατά 

συνέπεια, ο S(ψ) που προκύπτει είναι συµµετρικός γύρω από τη θέση ψ = 0 και αντίστοιχα 

ο S(γ) συµµετρικός γύρω από τη θέση γ = γmax = π/2 η οποία είναι και η θέση µεγίστου, 

αφού αντιστοιχεί στη µέγιστη τιµή Tm(x0). Συγκεκριµένα ισχύει S(π – γ) = S(γ) διότι το 

«µισό» του S(γ) µε 0 ≤ γ ≤ π/2 είναι το τµήµα του Tm(x) µε x0cos(kd/2) ≤ x ≤ x0 , ενώ το 

άλλο «µισό» του S(γ) µε π/2 ≤ γ ≤ π είναι το ίδιο τµήµα του Tm(x) µε αντίθετη φορά. Αυτό 

φαίνεται και από τη µορφή του S(γ) που προκύπτει εισάγοντας στην (7.3.8) την (7.3.9): 

( ) 















γ=γ cos

2
kdcosxTS 0m     (7.3.10) 

διότι προφανώς ισχύει 

( ) 







γ=








γ−=








γ−π cos

2
kdcosxcos

2
kdcosxcos

2
kdcosx 000  

Το διάστηµα που καλύπτει η µεταβλητή x είναι το x0cos(kd/2) ≤ x ≤ x0 δηλ. η παράµετρος 

xmin της γενικής µεθόδου είναι η x0cos(kd/2). Ειδικότερα παρατηρούµε ότι για d = λ/2, 

δηλ. kd = π, η ορατή περιοχή –kd ≤ ψ ≤ kd γίνεται –π ≤ ψ ≤ π (δηλ. καλύπτει ακριβώς τον 

µοναδιαίο κύκλο), η µεταβλητή ψ µεταβάλλεται από π ως 0 και από 0 ως – π, ενώ η 

µεταβλητή x µεταβάλλεται από 0 ως x0 και έπειτα από x0 ως 0. Στην περίπτωση αυτή ο 

S(γ) έχει µέγιστο στη θέση γmax = π/2 (που σύµφωνα µε την (7.3.9) αντιστοιχεί σε x = x0) 

και εµφανίζει από δύο φορές όσους δευτερεύοντες λοβούς έχει το πολυώνυµο Tm(x) 

µεταξύ του σηµείου x = 0 και της µέγιστης ρίζας xm αυτού, οι οποίοι λόγω της συµµετρίας 

του Tm(x) είναι οι µισοί δευτερεύοντες λοβοί του (βλ. ενδεικτικά το Σχ. 7.7), εποµένως ο 

S(γ) εµφανίζει ακριβώς τόσους δευτερεύοντες λοβούς όσους έχει το πολυώνυµο Tm(x). Για 

d = λ, δηλ. kd = 2π, η ορατή περιοχή καλύπτει τον µοναδιαίο κύκλο δύο φορές και η 

µεταβλητή x µεταβάλλεται από –x0 ως x0 και έπειτα από x0 ως –x0 , και εποµένως ο S(γ) 

έχει τρία ίσα µέγιστα στις θέσεις x = x0 και x = –x0 (τα οποία αντιστοιχούν σε γ = 0, π/2 

και π, δηλ. η στοιχειοκεραία δεν παύει να είναι µετωπική αλλά γίνεται συγχρόνως και 

αξονική). Όλοι οι δευτερεύοντες λοβοί του Tm(x) εµφανίζονται δύο φορές στον S(γ), µία 

στην περιοχή 0 ≤ γ ≤ π/2 και µία στην περιοχή π/2 ≤ γ ≤ π, δηλ. σε καθένα από τα 

διαστήµατα που εκτείνονται ανάµεσα στα τρία αυτά µέγιστα. Παροµοίως για ακόµη 

µεγαλύτερες τιµές του d οι δευτερεύοντες λοβοί επανεµφανίζονται ακόµη περισσότερες 

φορές και καθώς αυξάνει το d εµφανίζονται και άλλα µέγιστα. Ως γενικό συµπέρασµα 

σηµειώνουµε ότι για d ≥ λ/2 η ορατή περιοχή καλύπτει πλήρως τον µοναδιαίο κύκλο και 

όλοι οι δευτερεύοντες λοβοί του Tm(x) εµφανίζονται στον S(γ) τουλάχιστον µία φορά, ή 
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και περισσότερες. Αντίθετα για d ≤ λ/2 δεν εµφανίζονται όλοι οι δευτερεύοντες λοβοί του 

Tm(x) στον S(γ). Θα επανέλθουµε και αργότερα στην αξιοσηµείωτη αυτή παρατήρηση. 

Ενδεικτικά στο Σχ. 7.9 που ακολουθεί παρουσιάζεται το τελικό αποτέλεσµα της µεθόδου, 

δηλ. το µέτρο του παράγοντα διάταξης ( )γS , µε χρήση του πολυωνύµου 8ης τάξης T8(x) 

(που όπως θα φανεί σε λίγο αντιστοιχεί σε στοιχειοκεραία Μ = 9 στοιχείων) για δύο 

περιπτώσεις µετωπικών στοιχειοκεραιών µε βήµα d = λ/2 και d = 3λ/4. Από το σχήµα είναι 

εµφανές ότι ο S(γ) προκύπτει µε κατάλληλη «αναπαραγωγή» του τµήµατος του T8(x) που 

αντιστοιχεί στο διάστηµα xmin ≤ x ≤ x0 σε δύο συµµετρικά «αντίγραφα» που καλύπτουν τις 

περιοχές γωνιών 0 ≤ γ ≤ π/2 και π/2 ≤ γ ≤ π. Το µέτρο του παράγοντα διάταξης ( )γS  που 

σχεδιάζεται έχει προκύψει µε «ανόρθωση» των αρνητικών τµηµάτων αυτού (φαίνονται 

ανεστραµµένοι οι αρνητικοί λοβοί του πολυωνύµου Chebyshev). 

 T8(x) S(γ) = T8(x) 

γ 

γ 

T8(x) S(γ) = T8(x) 

 
Σχ. 7.9: Μετωπικές στοιχειοκεραίες Dolph – Chebyshev µε Μ = 9 και d = λ/2, d = 3λ/4 

Για την εφαρµογή της µεθόδου η τιµή του x0 υπολογίζεται από τη συνθήκη Tm(x0) = R µε 

τη βοήθεια της αντικατάστασης x0 = coshy0 όπως στην (7.3.5) (δεδοµένου ότι x0 ≥ 1): 

( ) ( ) 




 −+==⇒== − 1RRln

m
1Rcosh

m
1yRymcoshxT 21

000m  
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οπότε* 














 −−+





 −+=






= −

m1
2

m1
21

0 1RR1RR
2
1Rcosh

m
1coshx  (7.3.11) 

Οι ρίζες ψn του S(ψ) προκύπτουν από τις ρίζες xn του Tm(x) µε βάση την (7.3.7) σε 

συνδυασµό µε την (7.3.9): 

( ) m...,,2,1n,
m2

1n2cos
x
1cos2

x
xcos2

0

1

0

n1
n =















 π−
=








=ψ −−   (7.3.12) 

Από τη συµµετρία των ριζών xm = – x1 , xm–1 = – x2 , ..., προκύπτει αντίστοιχη συµµετρία 

των ριζών ψn : 

1
0

11

0

11

0

11

0

m1
m 2

x
xcos22

x
xcos2

x
xcos2

x
xcos2 ψ−π=








−π=




















−π=







 −
=








=ψ −−−−  

και οµοίως ψm–1 = 2π – ψ2 , ...κ.ο.κ. Επειδή όµως η ορατή περιοχή εκτείνεται στο διάστηµα 

– kd ≤ ψ ≤ kd, λαµβάνουµε ψm = – ψ1 , ψm–1 = – ψ2 , ... Από τις ρίζες ψn προκύπτουν οι 

ρίζες nj
n ez ψ=  του S(z) οι οποίες (λόγω της συµµετρίας αυτής) αποτελούν συζυγή ζεύγη: 

*
1

jj
m zeez 1m === ψ−ψ   ,   *

2
jj

1m zeez 21m === ψ−ψ
−

−   ,  . . . 

Σύµφωνα µε την προηγούµενη θεωρία, γνωρίζοντας τις ρίζες zn γνωρίζουµε και τον 

παράγοντα διάταξης στην πολυωνυµική µορφή S(z) (εκτός από τον µεγιστοβάθµιο 

συντελεστή AΜ–1), αρκεί να εκτελέσουµε το γινόµενο διωνύµων όπως στην (7.2.1), οπότε 

λαµβάνουµε και τους κανονικοποιηµένους ρευµατικούς συντελεστές της στοιχειοκεραίας 

όπως ακριβώς και στη µέθοδο Schelkunoff. Ο βαθµός του πολυωνύµου S(z) ισούται µε το 

πλήθος m των ριζών zn . Επειδή όµως από τη θεωρία των γραµµικών στοιχειοκεραιών 

είναι γνωστό ότι ο S(z) είναι βαθµού M–1 (όπου Μ το πλήθος των στοιχείων της 

στοιχειοκεραίας), άρα ισχύει m = M–1. Αυτό σηµαίνει ότι για να σχεδιάσουµε 

στοιχειοκεραία Μ στοιχείων χρησιµοποιούµε το πολυώνυµο Chebyshev TM–1(x). 

Όπως φαίνεται από τα παραπάνω, τα σχεδιαστικά δεδοµένα από τα οποία ξεκινάει η 

εφαρµογή της µεθόδου είναι οι παράµετροι d, M, R. Ισοδύναµα, αντί του R µπορεί να 

ληφθεί ως δεδοµένο το εύρος δέσµης ∆0 του κύριου λοβού της στοιχειοκεραίας, ο οποίος 

εκτείνεται µεταξύ των δύο µηδενισµών του S(γ) που βρίσκονται πλησιέστερα στην θέση 

µεγίστου γ = π/2 (εκατέρωθεν αυτής). Ο ένας από τους µηδενισµούς αυτούς αντιστοιχεί 

στην µέγιστη ρίζα του Tm(x) διότι αυτή είναι η τελευταία ρίζα που συναντάει η µεταβλητή 

                                                 
* Η (7.3.11) προκύπτει µε τη βοήθεια της γνωστής σχέσης coshy = (ey+e–y)/2 και της πολύ εύκολα 

αποδεικνυόµενης 1RR1RR 2
1

2 −−−+ =






−
. 
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x πριν συναντήσει το σηµείο x0 που, όπως είδαµε, αντιστοιχεί στο µέγιστο του παράγοντα 

διάταξης, δηλ. είναι ο µηδενισµός ο πλησιέστερος στη θέση µεγίστου. Η µέγιστη αυτή 

ρίζα είναι η x1 (βλ. και το Σχ. 7.8) και η αντίστοιχη ρίζα του S(ψ) είναι η ψ1 , η οποία µε τη 

σειρά της αντιστοιχεί στη ρίζα γ1 του S(γ). Λόγω της συµµετρίας S(π – γ) = S(γ) που 

παρατηρήσαµε στα προηγούµενα, ο άλλος από τους µηδενισµούς που περιβάλλουν τον 

κύριο λοβό του S(γ) βρίσκεται στη θέση π – γ1 . 

Η γωνία γ1 δίνεται από την 

11 coskd γ=ψ      (7.3.13) 

ενώ για την ψ1 από την (7.3.12) έχουµε 


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2
cosx

m2
cos

x
1cos2 1

0
0

1
1   (7.3.14) 

Σηµειώνουµε ότι το σηµείο x0 αντιστοιχεί στην τιµή ψ = 0 ενώ, όπως είδαµε, καθώς η 

µεταβλητή x κινείται από x0cos(kd/2) ως x0 , η µεταβλητή ψ κινείται από kd ως 0. 

Εποµένως η τελευταία ρίζα που συναντάει η µεταβλητή x πριν φτάσει στο σηµείο x0 , δηλ. 

η x1 , αντιστοιχεί στην τελευταία ρίζα του S(ψ) που συναντάει η ψ στο διάστηµα από kd 

ως 0 πριν φτάσει στο σηµείο 0, δηλαδή η ρίζα ψ1 είναι θετική (η πρώτη θετική ρίζα του 

S(ψ)), πράγµα που δείχνει άλλωστε και η (7.3.14). Άρα από την (7.3.13) συµπεραίνουµε 

ότι 0 ≤ γ1 ≤ π/2, οπότε για την παραπληρωµατική αυτής ισχύει π/2 ≤ π – γ1 ≤ π. Εποµένως 

το εύρος δέσµης ∆0 , που είναι η γωνία µεταξύ των µηδενισµών γ1 και π – γ1 , δίνεται από 

την ∆0 = (π – γ1) – γ1 = π – 2γ1 , και άρα χρησιµοποιώντας και την (7.3.13) προκύπτει 
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1  (7.3.15) 

Συνδυάζοντας τώρα τις (7.3.14) και (7.3.15) παίρνουµε 















 ∆








 π

=






 ψ








 π

=

2
sin

2
kdcos

m2
cos

2
cos

m2
cos

x
01

0     (7.3.16) 

Εφόσον λοιπόν δίνεται το εύρος δέσµης ∆0 , από την (7.3.16) υπολογίζεται το x0 (και το   

R = Tm(x0)), και στη συνέχεια η µέθοδος προχωρεί όπως περιγράφηκε στα προηγούµενα. 

Ανακεφαλαιώνοντας, η µέθοδος Dolph – Chebyshev βασίζεται στα ακόλουθα βήµατα: 

• Ως αρχικά δεδοµένα της µεθόδου δίνονται τα d, M, R, ή τα d, M, ∆0 . 

• Από το πλήθος των στοιχείων Μ προσδιορίζεται η τάξη m = M–1 του πολυωνύµου 

Chebyshev που θα χρησιµοποιηθεί. 
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• Υπολογίζεται το x0 από την (7.3.11) αν δίνεται το R ή από την (7.3.16) αν δίνεται το εύρος 

δέσµης ∆0 . 

• Υπολογίζονται οι ρίζες ψn του S(ψ) από την (7.3.12) και στη συνέχεια από αυτές οι ρίζες 

nj
n ez ψ=  του S(z). 

• Από τις ρίζες zn υπολογίζονται οι κανονικοποιηµένοι ρευµατικοί συντελεστές (An / AΜ–1 ) 

της στοιχειοκεραίας µέσω του γινοµένου διωνύµων της (7.2.1). 

 
Ο υπολογισµός των ρευµατικών συντελεστών είναι προφανώς ο τελικός στόχος της 

µεθόδου αυτής (αλλά και κάθε άλλης µεθόδου σχεδίασης) αφού αν υπολογίσουµε τα 

απαιτούµενα ρεύµατα τροφοδοσίας έχουµε προσδιορίσει πλήρως τη ζητούµενη 

στοιχειοκεραία. Όπως προαναφέρθηκε, αυτός µπορεί να γίνει από τις ρίζες zn όπως και στη 

µέθοδο Schelkunoff. Αυτή η µέθοδος υπολογισµού είναι κατάλληλη για σχετικά µικρά 

πλήθη στοιχείων Μ, όµως για µεγαλύτερα πλήθη παρουσιάζει αλγεβρικές δυσκολίες. Για 

την περίπτωση αυτή υπάρχει µια εναλλακτική µέθοδος η οποία υποκαθιστά τα δύο 

τελευταία παραπάνω βήµατα (δηλ. δεν απαιτεί τον υπολογισµό των ριζών ψn και zn). Η 

µέθοδος αυτή βασίζεται στην παρατήρηση* ότι οι ρευµατικοί συντελεστές An , δηλ. οι 

συντελεστές του πολυωνύµου S(γ), παρουσιάζουν άρτια συµµετρία περί το µέσο της 

στοιχειοκεραίας, δηλ. ισχύει Am = A0 , Am–1 = A1 , ... κ.ο.κ. Για να εκµεταλλευτούµε αυτή 

τη συµµετρία θεωρούµε την αρχή των συντεταγµένων στο µέσο της στοιχειοκεραίας (ενώ 

όπως θυµόµαστε από τη γενική θεωρία των γραµµικών στοιχειοκεραιών αυτή συνήθως 

τοποθετείται στο ένα άκρο της), οπότε είτε ταυτίζεται µε το (µοναδικό) µεσαίο στοιχείο 

της στοιχειοκεραίας (για περιττό πλήθος στοιχείων M = m+1) είτε βρίσκεται στο 

µεσοδιάστηµα µεταξύ των δύο µεσαίων στοιχείων της στοιχειοκεραίας (για άρτιο πλήθος 

στοιχείων M = m+1). Τότε οι ρευµατικοί συντελεστές συµµετρικών στοιχείων ως προς την 

αρχή των συντεταγµένων είναι ίσοι και τους συµβολίζουµε πλέον µε B0 , B1 , …, BN–1 

όπου Μ = 2Ν για Μ άρτιο ή µε 2B0 , B1 , …, BN όπου Μ = 2Ν+1 για Μ περιττό (δηλ. σε 

κάθε περίπτωση λόγω της συµµετρίας έχουµε τους µισούς άγνωστους συντελεστές από 

ό,τι αρχικά). Ειδικά στην περίπτωση περιττού Μ ο συντελεστής του µεσαίου στοιχείου 

συµβολίζεται µε 2B0 για λόγους αλγεβρικής διευκόλυνσης. Η γεωµετρική εικόνα των 

συντελεστών φαίνεται στο Σχ. 7.10 που ακολουθεί. 

                                                 
* Η παρατήρηση αυτή αποδεικνύεται µε βάση τη συµµετρία των πολυωνύµων Tm(x), της ορατής περιοχής 

και γενικότερα όλων των χαρακτηριστικών της στοιχειοκεραίας στη µέθοδο Dolph – Chebyshev. 
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Σχ. 7.10: Οι ρευµατικοί συντελεστές για στοιχειοκεραία συµµετρική ως προς το µέσο της 
(α) µε Μ = 2Ν άρτιο     (β) µε Μ = 2Ν+1 περιττό 

Εφαρµόζοντας τη γενική θεωρία ανάλυσης στοιχειοκεραιών παίρνουµε χωρίς δυσκολία 

τον παράγοντα διάταξης S(γ) στην περίπτωση άρτιου και περιττού Μ: 

Για Μ = 2Ν άρτιο 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ...eeBeeBS cos2kd3jcos2kd3j
1

cos2kdjcos2kdj
0N2 ++++=γ γ−γγ−γ  

και θέτοντας (ως συνήθως) ψ = kd cosγ παίρνουµε 

( ) ( )∑
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 ψ
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
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
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
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
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1n2cosB2
2

1N2cosB2...
2

3cosB2
2

cosB2S  

(7.3.17) 

Για Μ = 2Ν+1 περιττό (οµοίως) 

( ) ( ) ( ) ∑
=

+ 





 ψ

=ψ++ψ+=ψ
N

0n
nN101N2 2

n2cosB2NcosB2...cosB2B2S  (7.3.18) 

Από την (7.3.9) ισχύει 
0x

x
2

cos =






 ψ  και εφαρµόζοντας την (7.3.4) παίρνουµε 

Μ = 2Ν άρτιο:  ( ) ∑
−

=
+ 








=

1N

0n 0
1n2nN2 x

xTB2xS     (7.3.19) 

Μ = 2Ν+1 περιττό:  ( ) ∑
=

+ 







=

N

0n 0
n2n1N2 x

xTB2xS     (7.3.20) 

Παρατηρούµε όµως ότι εξ υποθέσεως (όπως δείχνει η (7.3.8) αφού αναφερόµαστε σε 

στοιχειοκεραίες Dolph – Chebyshev) ο παράγοντας διάταξης S(γ) ή S(ψ) ή αντίστοιχα ο 
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S(x) για Μ στοιχεία είναι το πολυώνυµο Chebyshev τάξης Μ–1 δηλ. TM–1(x). Για την 

ακρίβεια, συµπεριλαµβάνοντας και την επίδραση ενός οποιουδήποτε πολλαπλασιαστικού 

παράγοντα* επί των ρευµατικών συντελεστών, ο παράγοντας διάταξης S(x) είναι ανάλογος 

προς το πολυώνυµο TM–1(x), δηλ. 

( ) ( )xT
x
xTB2xS 1N2

1N

0n 0
1n2nN2 −

−

=
+ β=








= ∑     (7.3.21) 

( ) ( )xT
x
xTB2xS N2

N

0n 0
n2n1N2 β=








= ∑

=
+     (7.3.22) 

όπου ο συντελεστής αναλογίας β εκφράζει τον προαναφερόµενο πολλαπλασιαστικό 

παράγοντα και µπορεί να προσδιορισθεί από την συνολική εκπεµπόµενη ισχύ της 

στοιχειοκεραίας. Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των πολυωνύµων Tn(x) στην (7.3.21) ή 

την (7.3.22), εκτελώντας τις πράξεις και εξισώνοντας τους συντελεστές όρων ίδιας τάξης 

(βαθµού) ως προς x προσδιορίζονται οι κανονικοποιηµένοι ρευµατικοί συντελεστές (Βn / 

ΒΝ–1) ή (Βn / ΒΝ), δηλ. ανηγµένοι στον µεγιστοβάθµιο συντελεστή ο οποίος βγαίνει κοινός 

παράγοντας. 

7.3.5. Επέκταση: Η µέθοδος Riblet 

Η µέθοδος Dolph που αναπτύχθηκε στα προηγούµενα εφαρµόζεται, όπως είδαµε, για 

µετωπικές στοιχειοκεραίες. Ένας ακόµη περιορισµός της µεθόδου απορρέει από  την 

προηγούµενη παρατήρηση ότι για d ≤ λ/2 δεν εµφανίζονται όλοι οι δευτερεύοντες λοβοί 

του Tm(x) στον S(γ) που δίνει η µέθοδος αυτή. Αυτό διότι στην περίπτωση αυτή η ορατή 

περιοχή δεν καλύπτει πλήρως τον µοναδιαίο κύκλο, και κατά συνέπεια για ορισµένες ρίζες 

του Tm(x) οι αντίστοιχες ρίζες του S(ψ) [άρα και του S(z)] δεν εµφανίζονται στον S(γ). Το 

γεγονός ότι υπάρχουν ρίζες εκτός της ορατής περιοχής σηµαίνει ότι το αποτέλεσµα της 

µεθόδου επιδέχεται βελτίωση, επειδή αυτές θα µπορούσαν να µετακινηθούν στην ορατή 

περιοχή και να οδηγήσουν σε µείωση του εύρους του κύριου λοβού, άρα σε αύξηση της 

κατευθυντικότητας (βλ. και τις αντίστοιχες παρατηρήσεις σχετικά µε τη  µέθοδο 

Schelkunoff). Συµπερασµατικά, η µέθοδος Dolph δεν οδηγεί σε βέλτιστη λύση για d ≤ λ/2. 

Η µέθοδος Riblet αποτελεί επέκταση της µεθόδου Dolph και επιτυγχάνει την υπέρβαση 

των δύο ανωτέρω περιορισµών, χρησιµοποιώντας µια διαφορετική αντιστοιχία µεταξύ x 

                                                 
* Ένας τέτοιος παράγοντας, όπως έχει ήδη σχολιασθεί, αντιστοιχεί στην συνολική εκπεµπόµενη ισχύ της 

στοιχειοκεραίας η οποία µπορεί να αυξηθεί ή να µειωθεί αφήνοντας ανεπηρέαστη τη µορφή του 

διαγράµµατος ακτινοβολίας της. Όπως ακριβώς και στη µέθοδο Schelkunoff, από τα µορφολογικά στοιχεία 

του διαγράµµατος ακτινοβολίας µπορούµε (και χρειαζόµαστε) να υπολογίσουµε τους κανονικοποιηµένους 

ρευµατικούς συντελεστές και όχι την τιµή τους σε απόλυτα µεγέθη. 
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και ψ και διαφορετικής τάξης πολυώνυµο Chebyshev για την σχεδίαση. Ουσιαστικά η 

µέθοδος αυτή συνίσταται στην επέκταση του διαστήµατος xmin ≤ x ≤ x0 προς τα αριστερά, 

ούτως ώστε να «εκµεταλλεύεται» όλους τους δευτερεύοντες λοβούς του πολυωνύµου 

Chebyshev στο διάστηµα –1 ≤ x ≤ 1 και όχι τους µισούς ή λιγότερους όπως η µέθοδος 

Dolph. Με τον τρόπο αυτό απαιτείται και µικρότερης τάξης πολυώνυµο Chebyshev. 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι η µέθοδος Riblet εφαρµόζεται µόνο για περιττό αριθµό στοιχείων 

Μ = 2Ν+1, αλλά ο περιορισµός αυτός δεν µειώνει τη χρησιµότητα της µεθόδου 

(προφανώς στην πράξη δεν ενοχλεί π.χ. ένα στοιχείο παραπάνω προκειµένου να έχουµε 

περιττό πλήθος). Σηµειώνουµε επίσης ότι η µέθοδος οδηγεί σε στοιχειοκεραίες µε 

συµµετρία ως προς το µέσον τους, και αυτό λαµβάνεται υπόψη εξαρχής κατά την 

αναγραφή των ζητούµενων ρευµατικών συντελεστών. ∆ηλαδή χρησιµοποιούµε και εδώ 

τον συµβολισµό 2B0 , B1 , …, BN του Σχ. 7.10β και παρατηρούµε ότι για τον S(ψ) ισχύει 

και πάλι η (7.3.18) η οποία ξαναγράφεται εδώ: 

( ) ( ) ( )ψ++ψ+=ψ NcosB2...cosB2B2S N10   (7.3.18) 

η οποία δεν ισχύει µόνο για στοιχειοκεραίες Dolph – Chebyshev αλλά γενικά για 

οποιαδήποτε στοιχειοκεραία µε περιττό πλήθος στοιχείων Μ = 2Ν+1 και συµµετρικούς 

ρευµατικούς συντελεστές (υπενθυµίζουµε ότι η σχέση αυτή βασίσθηκε στη γενική θεωρία 

ανάλυσης στοιχειοκεραιών µε µόνη προϋπόθεση την συµµετρία των συντελεστών, και όχι 

σε κάποια ειδικότερη ιδιότητα των στοιχειοκεραιών Dolph – Chebyshev). 

Η αντιστοιχία µεταξύ x και ψ στην οποία βασίζεται η µέθοδος Riblet είναι 

bcosax +ψ=     (7.3.23) 

όπου a και b είναι κάποιες κατάλληλες σταθερές (θα δούµε σε λίγο πως προσδιορίζονται). 

Η βασική ιδέα της µεθόδου είναι η σχεδιαζόµενη στοιχειοκεραία (των Μ = 2Ν+1 

στοιχείων) να έχει παράγοντα διάταξης S(ψ) ίσο µε το πολυώνυµο TΝ(x) στο διάστηµα 

xmin = –1  ≤ x ≤ x0 , δηλ. ίσο µε το πολυώνυµο Chebyshev τάξης (Μ–1)/2 (της µισής από 

την τάξη M–1 της µεθόδου Dolph). Για να το επιτύχουµε εισάγουµε την (7.3.23) στην 

έκφραση του TΝ(x) και εξισώνουµε µε τον S(ψ) που δίνεται από την (7.3.18): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ψ++ψ+=+ψ⇔ψ= NcosB2...cosB2B2bcosaTSxT N10NN      (7.3.24) 

Η πολυωνυµική έκφραση TΝ(acosψ + b) αποτελείται από όρους της µορφής (acosψ + b)n 

µε βαθµό n από 0 µέχρι Ν, οπότε εισάγοντας τα σχετικά αναπτύγµατα δυνάµεων διωνύµων 

και εκτελώντας τις πράξεις (δηλ. συλλέγοντας τους όρους µε τον ίδιο βαθµό) ανάγεται 

τελικά σε άθροισµα όρων της µορφής cosnψ, και πάλι µε 0 ≤ n ≤ Ν. Όλες οι δυνάµεις 

cosnψ, µε κατάλληλες τριγωνοµετρικές πράξεις, µπορούν να εκφρασθούν ως αθροίσµατα 

της µορφής (7.3.18), δηλ. ως πεπερασµένα αθροίσµατα όρων της µορφής cos(mψ), τα 
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οποία µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι δεν είναι τίποτε άλλο παρά πεπερασµένα 

αθροίσµατα Fourier άρτιας µορφής (περιέχουν όλες τις αρµονικές τάξης µέχρι m αλλά 

µόνο κατά το άρτιο, δηλ. το συνηµιτονοειδές, τµήµα αυτών, και όχι το περιττό δηλ. το 

ηµιτονοειδές τµήµα). Εκτελώντας ακόµη µία φορά τις αλγεβρικές πράξεις, δηλ. 

συλλέγοντας τους όρους µε το ίδιο cos(mψ), εκφράζουµε τον S(ψ) στη µορφή της (7.3.18) 

από την οποία προκύπτουν τα 2B0 , 2B1 , …, 2BN και εποµένως οι ζητούµενοι ρευµατικοί 

συντελεστές*. 

Ως παράδειγµα µπορούµε να θεωρήσουµε την περίπτωση Μ = 5 οπότε Ν = 2, δηλ. για τη 

σχεδίαση στοιχειοκεραίας 5 στοιχείων χρησιµοποιούµε το πολυώνυµο Chebyshev τάξης 2 

( ) 1x2xT 2
2 −=  

Εισάγοντας την (7.3.23) παίρνουµε 

( ) ( ) 1b2cosab4cosa21cosba2bcosaT 2222
2 −+ψ+ψ=−ψ+=+ψ  

η οποία µε τη βοήθεια της γνωστής σχέσης 2cos2ψ = 1 + cos(2ψ) γράφεται 

( ) ( ) ( )ψ=−++ψ+ψ=+ψ S1b2acosab42cosabcosaT 222
2  

και εποµένως για τους ρευµατικούς συντελεστές προκύπτει 

1b2aB2 22
0 −+=    ,   ab4B2 1 =    ,   2

2 aB2 =  

Κατά αντίστοιχο τρόπο προσδιορίζονται οι ρευµατικοί συντελεστές για ανώτερες τάξεις. 

Για τον προσδιορισµό των σταθερών a και b µπορούν να βρεθούν δύο ανεξάρτητες 

σχέσεις που ικανοποιούνται από αυτές και στη συνέχεια να επιλυθεί το σύστηµα 2 

εξισώσεων που προκύπτει. Οι σχέσεις αυτές βασίζονται στην απαίτηση η ορατή περιοχή 

µέσω της (7.3.23) να αντιστοιχίζεται στο διάστηµα xmin = –1 ≤ x ≤ x0 ώστε, όπως 

προαναφέρθηκε, ο S(γ) να περιλαµβάνει αφενός όλους τους δευτερεύοντες λοβούς του 

πολυωνύµου Chebyshev και αφετέρου το επιθυµητό µέγιστο που προκύπτει από την τιµή 

x0 . Με την υπόθεση a > 0 παρατηρούµε µε βάση την (7.3.23) ότι το µέγιστο και το 

ελάχιστο (xmin και x0) της µεταβλητής x προκύπτουν για την µέγιστη και ελάχιστη τιµή του 

cosψ, αντίστοιχα. Από το Σχ. 7.1 που απεικονίζει το z στο µιγαδικό επίπεδο παρατηρούµε 

ότι το cosψ αντιστοιχεί στην προβολή του σηµείου z στον οριζόντιο άξονα. Η µέγιστη και 

η ελάχιστη (αλγεβρικά) τιµή της προβολής αυτής εξαρτώνται από την ορατή περιοχή 

(ουσιαστικά πρόκειται για την προβολή της ορατής περιοχής στον οριζόντιο άξονα). Το 

Σχ. 7.11 κατωτέρω απεικονίζει διάφορες ενδεικτικές περιπτώσεις ορατής περιοχής. 

                                                 
* Όπως στα προηγούµενα, πρόκειται και εδώ για «ανηγµένους» ή «κανονικοποιηµένους» ρευµατικούς 

συντελεστές, δηλ. σε µια συγκεκριµένη στοιχειοκεραία αυτοί θα πρέπει να πολλαπλασιασθούν όλοι µε 

κάποιον συντελεστή που εξαρτάται από την επιθυµητή συνολική εκπεµπόµενη ισχύ της στοιχειοκεραίας. 
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Ειδικότερα παρατηρούµε ότι σε κάθε περίπτωση η ορατή περιοχή θα διέρχεται από τη 

θέση ψ = 0 (εκτός από τις ακραίες περιπτώσεις δ < – kd και δ > kd οι οποίες δεν 

αναµένονται στην πράξη) και συνεπώς η µέγιστη τιµή x0 θα εµφανισθεί στη θέση ψmax = 0 

διότι εκεί το cosψ γίνεται µέγιστο. Εποµένως για τη µέγιστη τιµή x0 έχουµε 

bcosax max0 +ψ=  

και αφού ψmax = 0 ⇒ cosψmax = 1, ισχύει 

bax0 +=      (7.3.25) 

Αυτή είναι η πρώτη από τις σχέσεις προσδιορισµού των σταθερών a και b. Η δεύτερη 

προκύπτει από την απαίτηση για την τιµή xmin = – 1, η οποία αντιστοιχεί σε κάποια τιµή 

ψmin του ψ, για την οποία βάσει της (7.3.23) ισχύει 

1bcosa min −=+ψ     (7.3.26) 

x0
ψmax = 0

ψ

z = e jψ

ορατή
περιοχή

ψmin
 = kd

x0
ψmax = 0

δ

ορατή
περιοχή

ψmin
 = δ + kd

xmin
ψmin

xmin
ψmin

x0
ψmax = 0

δ

ορατή
περιοχή

ψ
min  = δ - kd

xmin
ψmin

 
      (α)     (β)     (γ) 

ψ

kd

ορατή
περιοχή

 xmin = - 1
ψmin

x0
ψmax = 0

δ + kd

ορατή
περιοχή

 xmin = - 1
ψmin

x0
ψmax = 0

δ

 
        (δ)        (ε) 

Σχ. 7.11: ∆ιάφορες περιπτώσεις ορατής περιοχής και οι τιµές ψmax και ψmin  
(α) για δ = 0 και kd < π (d < λ/2)    (β) για δ ≥ 0 και d < λ/2     (γ) για δ < 0 και d < λ/2 
(δ) για δ = 0 και d ≥ λ/2     (ε) για δ > 0 και d ≥ λ/2 (προφανής και η αντίστοιχη για δ < 0) 

Με τη βοήθεια και του Σχ. 7.11 παρατηρούµε ότι αν η ορατή περιοχή περιλαµβάνει την 

τιµή ψ = π, τότε η ελάχιστη τιµή του cosψ είναι – 1 και ψmin = π, οπότε η (7.3.26) γράφεται 

1ba −=+−      (7.3.27α) 
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Αφού η η ορατή περιοχή είναι δ – kd ≤ ψ ≤ δ + kd, αυτό θα συµβεί εφόσον δ + kd ≥ π είτε 

δ – kd ≤ – π. Σε αντίθετη περίπτωση, η ελάχιστη τιµή του cosψ θα εµφανισθεί είτε στο άνω 

άκρο της ορατής περιοχής, εφόσον δ ≥ 0, οπότε ψmin = δ + kd, είτε στο κάτω άκρο της 

ορατής περιοχής, εφόσον δ < 0, οπότε ψmin = δ – kd (βλ. και το Σχ. 7.11β-γ). Έχουµε 

λοιπόν τις περιπτώσεις 

( ) ( ) 0,kdcoskdcoscos min ≥δδ+=+δ=ψ  

( ) ( ) 0,kdcoskdcoscos min <δδ−=−δ=ψ  

και εύκολα παρατηρούµε ότι µπορούν να συγχωνευθούν στην 

( )δ+=ψ kdcoscos min  

εισάγοντας την οποία η (7.3.26) γράφεται 

( ) 1bkdcosa −=+δ+     (7.3.27β) 

Παρατηρούµε επίσης ότι, αν χρησιµοποιήσουµε τη γνωστή σχέση για τη γωνία µέγιστης 

ακτινοβολίας γmax του S(γ) 

maxmax coskd0coskd γ−=δ⇔=δ+γ  

η (7.3.27β) µπορεί να γραφεί και στη µορφή 

( )[ ] 1bcos1kdcosa max −=+γ+    (7.3.28) 

Εάν δίνεται ο λόγος R, η x0 προσδιορίζεται από την συνθήκη TΝ(x0) = R, δηλαδή από την 

(7.3.11) µε m = Ν. Εάν αντί για τον λόγο R δίνεται το εύρος δέσµης ∆0 , για την 

περίπτωση µετωπικής στοιχειοκεραίας (δ = 0) ισχύει και εδώ (όπως εξηγήθηκε στα 

προηγούµενα) ∆0 = π – 2γ1 . Για να βρούµε την γ1 συνδυάζουµε την (7.3.7) που δίνει τις 

ρίζες xn του TΝ(x) µε την (7.3.23) και έχουµε* 

( ) N...,,2,1n,bcosa
N2
1n2cosx nn =+ψ=







 π−
=  (7.3.29) 

η οποία για n = 1 δίνει 

b
N2

coscosa 1 −






 π
=ψ  

και αντικαθιστώντας από την (7.3.15) παίρνουµε 

b
N2

cos
2

sinkdcosa 0 −






 π
=














 ∆    (7.3.30) 

η οποία αντικαθιστά στην περίπτωση αυτή την (7.3.25) και συνδυάζεται µε την (7.3.27α) ή 

την (7.3.27β). Στην περίπτωση µη µετωπικής στοιχειοκεραίας (δ ≠ 0) δεν ισχύει πλέον η 

                                                 
* Η (7.3.29) είναι αντίστοιχη της (7.3.12) η οποία είχε προκύψει συνδυάζοντας τις (7.3.7) και (7.3.9). 
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∆0 = π – 2γ1 αλλά η ∆0 = γ–1 – γ1 και πρέπει να τροποποιηθούν ανάλογα οι (7.3.13), 

(7.3.15) ώστε να προκύψει µια σχέση αντίστοιχη της (7.3.25) η οποία και πάλι 

συνδυάζεται µε την (7.3.27α) ή την (7.3.27β) για την εύρεση των a και b. 

Συνοπτικά, η µέθοδος Riblet βασίζεται στα ακόλουθα βήµατα: 

• Ως αρχικά δεδοµένα της µεθόδου δίνονται τα d, M, R, ή τα d, M, ∆0 , µε την προϋπόθεση 

ότι Μ = 2Ν+1 

• Από το πλήθος των στοιχείων Μ προσδιορίζεται η τάξη Ν = (M–1)/2 του πολυωνύµου 

Chebyshev που θα χρησιµοποιηθεί. 

• Αν δίνεται το R, υπολογίζεται το x0 από την (7.3.11) και έπειτα οι σταθερές a και b είτε 

από το σύστηµα των δύο εξισώσεων (7.3.25) – (7.3.27α), εφόσον δ + kd ≥ π ή δ – kd ≤ – π, 

είτε από το σύστηµα των (7.3.25) – (7.3.27β), εφόσον δ + kd < π και δ – kd > – π. 

• Αν δίνεται το εύρος δέσµης ∆0 , υπολογίζονται οι a και b είτε από το σύστηµα των δύο 

εξισώσεων (7.3.30) – (7.3.27α) , εφόσον δ + kd ≥ π ή δ – kd ≤ – π, είτε από το σύστηµα 

των (7.3.30) – (7.3.27β) , εφόσον δ + kd < π και δ – kd > – π. 

• Από την (7.3.24), εκτελώντας τις πράξεις και εξισώνοντας τους συντελεστές των όρων 

cos(mψ) µε το ίδιο m, υπολογίζονται οι ρευµατικοί συντελεστές 2B0 , B1 , …, BN . 

Στα Σχ. 7.12 και 7.13 που ακολουθούν παρουσιάζεται (σε καρτεσιανό και πολικό 

διάγραµµα) ένα παράδειγµα στοιχειοκεραίας που σχεδιάσθηκε µε τη µέθοδο Riblet και 

συγκρίνεται µε την αντίστοιχη σχεδίαση κατά τη µέθοδο Dolph, επιδεικνύοντας τη 

βελτίωση που επιτυγχάνει η µέθοδος Riblet ως προς το εύρος δέσµης του κύριου λοβού 

και, κατά συνέπεια, ως προς την κατευθυντικότητα. 

 

γ 

T8(x) S(γ) 

 
Σχ. 7.12: Σχεδίαση κατά  Dolph και Riblet για µετωπική στοιχειοκεραία µε Μ = 9, d = λ/4 

και R2 = 20 dB. Φαίνεται το τµήµα του πολυωνύµου T8(x) που χρησιµοποιεί η 
µέθοδος Dolph, ενώ η µέθοδος Riblet χρησιµοποιεί «ολόκληρο» το T4(x). 
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Σχ. 7.13: Το παράδειγµα του Σχ. 7.12 σε πολική µορφή. 

7.4. Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΩΝ FOURIER 

Η µέθοδος των αθροισµάτων Fourier έχει, υπό µία έννοια, τον γενικότερο χαρακτήρα από 

όσες εξετάσθηκαν εδώ, αλλά η επιτυχία της είναι πιο «αβέβαιη». Η βασική ιδέα της 

µεθόδου είναι να προσεγγισθεί ο επιθυµητός παράγοντας διάταξης S(ψ) µε ένα 

πεπερασµένο άθοισµα Fourier και να χρησιµοποιηθούν οι συντελεστές του αθροίσµατος 

αυτού ως ρευµατικοί συντελεστές στοιχειοκεραίας η οποία θα προσεγγίζει τον 

συγκεκριµένο S(ψ). ∆ηλ. η µέθοδος µπορεί να εφαρµοσθεί για να προσεγγίσει 

οποιονδήποτε S(ψ) θεωρείται επιθυµητός, δεν είναι όµως δεδοµένο ούτε αν θα πλεονεκτεί 

ως προς κάποιο συγκεκριµένο χαρακτηριστικό (π.χ. η κατευθυντικότητα ή η στάθµη 

πλευρικών λοβών) ούτε πόσο καλή θα είναι η προσέγγιση. 

∆εδοµένου ότι ο παράγοντας διάταξης S(ψ) είναι πάντοτε περιοδική συνάρτηση µε 

περίοδο 2π, µπορεί να αναπτυχθεί κατά τα γνωστά σε σειρά Fourier 

∑
+∞

−∞=

ψΒ=ψ
m

jn
ne)(S     (7.4.1) 

µε µιγαδικούς συντελεστές που δίνονται από τις γνωστές σχέσεις της ανάλυσης Fourier 

( )∫
π

ψ− ψψ
π

=+=
2

0

jn
nnn deS

2
1jbaB    (7.4.2α) 

( )∫
π

ψψ
π

=
2

0
0 dS

4
1B      (7.4.2β) 

Εφόσον αναφερόµαστε σε πραγµατική συνάρτηση S(ψ), οι συντελεστές είναι συζυγείς 

µιγαδικοί (πλην του Β0 που είναι πραγµατικός) 
*
nn BB =−  

και η σειρά Fourier ανάγεται στη µορφή 
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[ ]∑
+∞

=

ψ−ψ Β+Β+Β=ψ
1n

jn*
n

jn
n0 ee)(S    (7.4.3) 

Σηµειώνουµε ότι αυτή µπορεί να γραφεί και στη γνωστή τριγωνοµετρική µορφή 

( ) ( )[ ]∑
+∞

=

ψ−ψ+Β=ψ
1n

nn0 nsinbncosa2)(S    (7.4.4) 

Εάν η άπειρη σειρά Fourier περικοπεί µέχρι κάποια τάξη Ν, προκύπτει ένα πεπερασµένο 

άθροισµα 

[ ]∑
=

ψ−ψ Β+Β+Β=ψ
N

1n

jn*
n

jn
n0N ee)(S    (7.4.5) 

το οποίο αποτελεί προσέγγιση του S(ψ) υπό την έννοια των ελαχίστων τετραγώνων. 

Θεωρούµε τώρα µια στοιχειοκεραία µε περιττό πλήθος Μ = 2Ν+1 στοιχείων τα οποία 

είναι τοποθετηµένα συµµετρικά όπως στο Σχ. 7.10(β), µε µόνη διαφορά ότι οι ρευµατικοί 

συντελεστές συµµετρικών στοιχείων περί το µέσον της στοιχειοκεραίας εδώ θεωρούνται 

µιγαδικοί συζυγείς και όχι ίσοι όπως στο Σχ. 7.10(β), ενώ ο µεσαίος γράφεται απλώς Β0 

αντί 2Β0 . Τότε, εφαρµόζοντας τη γενική θεωρία ανάλυσης στοιχειοκεραιών, όπως π.χ. 

στην (7.3.18), καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο παράγοντας διάταξης της 

στοιχειοκεραίας αυτής είναι αυτός που δίνεται από την (7.4.5). Αυτό σηµαίνει ότι, αν 

συνθέσουµε την στοιχειοκεραία αυτή µε τους ρευµατικούς συντελεστές που δίνονται από 

τις (7.4.2α-β), λαµβάνουµε παράγοντα διάταξης ίσο µε την προσέγγιση SΝ(ψ) τάξεως Ν 

της (7.4.5) στον επιθυµητό S(ψ). Το σφάλµα της προσέγγισης για δεδοµένο Ν, καθώς και 

η µορφή της (δηλ. ποια τµήµατα του S(ψ) προσεγγίζονται καλύτερα) εξαρτάται κατά πολύ 

από τη µορφή του S(ψ). Ισοδύναµα, για δεδοµένη προσέγγιση το πλήθος των στοιχείων 

που απαιτείται για να επιτευχθεί εξαρτάται ισχυρά από τη µορφή του S(ψ), πράγµα που 

προφανώς έχει ιδιαίτερη σηµασία στην πρακτική εφαρµογή. 

7.5. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

Παράδειγµα 7.1. α) Να σχεδιασθεί µετωπική (δ = 0) στοιχειοκεραία Μ = 5 στοιχείων µε 

βήµα d = λ/5, δηλ. να προσδιορισθούν οι κανονικοποιηµένοι ρευµατικοί συντελεστές (Am / 

AΜ–1), µε τη µέθοδο του Schelkunoff. Να σχεδιασθεί ο παράγοντας διάταξης S(γ) στη 

µορφή ( )γS  και ( )2S γ  και να συγκριθεί η συµπεριφορά της στοιχειοκεραίας αυτής µε την 

αντίστοιχη οµοιόµορφη στοιχειοκεραία. 
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β) Να σχεδιασθούν οι ( )γS  και ( )2S γ  για βήµα d = λ/4 µε τις ίδιες θέσεις των ριζών του 

πολυωνύµου S(z) και να σχολιασθεί η επίπτωση που έχει η µεταβολή αυτή της ορατής 

περιοχής στη συµπεριφορά της στοιχειοκεραίας Schelkunoff. 

γ) Ποια θα έπρεπε να είναι η θέση των ριζών µετωπικής στοιχειοκεραίας σύµφωνα µε τη 

µέθοδο Schelkunoff για βήµα d = λ/4; Να προσδιορισθούν οι κανονικοποιηµένοι 

ρευµατικοί συντελεστές και να σχεδιασθούν οι ( )γS  και ( )2S γ  που προκύπτουν. 

Απάντηση 

α) Εφόσον Μ = 5, θα χρησιµοποιηθεί πολυώνυµο S(z) βαθµού Μ – 1 = 4, µε 4 ρίζες στον 

µοναδιαίο κύκλο. ∆εδοµένου ότι η στοιχειοκεραία είναι µετωπική (δ = 0) και kd = 2π/5, η 

ορατή περιοχή είναι – 2π/5 ≤ ψ ≤ 2π/5. Σύµφωνα µε τη µέθοδο Schelkunoff, οι θέσεις των 

4 ριζών προκύπτουν ισοκατανέµοντας αυτές εντός της ορατής περιοχής η οποία έχει εύρος 

2kd = 4π/5, οπότε τις τοποθετούµε ανά γωνιακές αποστάσεις ∆ψ = 2kd/4 = π/5 (δηλ. ανά 

36°) και προκύπτουν οι ρίζες 

2,1,1,2mee 5jmj m −−== πψ  

οι οποίες µπορούν να γραφούν και αναλυτικότερα (αλλάζοντας λίγο τον δείκτη m των zm 

για να έχουµε συνεχή αρίθµηση από 1 ως 4): 
52j

1 ez π−=    ,   5j
2 ez π−=    ,   5j

3 ez π=    ,   52j
4 ez π=  

όπου η τιµή m = 0 έχει παραλειφθεί διότι αντιστοιχεί στην τιµή της γωνίας µέγιστης 

ακτινοβολίας γmax = 90° , δεδοµένου ότι ψmax = kd cosγmax + δ = 0, και άρα εκεί δεν 

τοποθετείται ρίζα. 

Σηµειώνουµε ότι η αντίστοιχη οµοιόµορφη στοιχειοκεραία 4 στοιχείων (µετωπική µε το 

ίδιο βήµα, δηλ. µε την ίδια ορατή περιοχή) έχει, κατά τα γνωστά, τις 4 ρίζες 

2,1,1,2mee 5m2jj m −−== πψ  

Στο σχήµα που ακολουθεί απεικονίζονται οι ρίζες των εν λόγω 2 στοιχειοκεραιών. 
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z2

z3

2π/5
ορατή
περιοχή

z1

z4

z4
z3

z2
z1

π/5
ορατή
περιοχή

 
  (α)           (β) 

Σχ. Π7.1-1: Οι ρίζες του S(z): (α) Οµοιόµορφη στοιχειοκεραία,  (β) Schelkunoff 

Από τις ρίζες αυτές, το πολυώνυµο S(z) / A4 σε παραγοντοποιηµένη µορφή είναι 

( ) ( )( )( )( )52j5j5j52j
4 ezezezezAzS πππ−π− −−−−=  

και µε εκτέλεση των πράξεων προκύπτει η ανηγµένη µορφή του: 

( ) ( ) ++++−= πππ−π− 352j5j5j52j4

4
zeeeez

A
zS  

( ) ( ) 1zeeeezee11ee 52j5j5j52j253j5j5j53j ++++−++++++ πππ−π−πππ−π−  

Για την περαιτέρω απλοποίηση των κανονικοποιηµένων ρευµατικών συντελεστών 

µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι γίνεται αναγωγή των µιγαδικών όρων ανά 2 ως εξής: 







 π







 π

−=





 π−






 π

−=












+++−==

πππ
−

π
−

10
cos
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3cos4

5
cos2

5
2cos2eeee

A
A

A
A 5

2j
5

j
5

j
5

2j

4

1

4

3  







 π







 π

+=





 π+






 π

+=+++++=
πππ

−
π

−

10
2cos

10
4cos42

5
cos2

5
3cos22ee11ee

A
A 5

3j
5

j
5

j
5

3j

4

2  

όπου χρησιµοποιήθηκε η γνωστή τριγωνοµετρική σχέση 







 −







 +

=+
2

yxcos
2

yxcos2ycosxcos  

Εξυπακούεται ότι ο υπολογισµός των συντελεστών θα µπορούσε να γίνει και κατευθείαν 

από τα µιγαδικά αθροίσµατα χωρίς την αναγωγή αυτή, η οποία απλώς διευκολύνει τις 

πράξεις. Είτε µε τον ένα είτε µε τον άλλο τρόπο προκύπτουν οι αριθµητικές τιµές 

( ) ( ) 236,218cos54cos4
A
A

A
A

4

1

4

3 −≅−== oo  

( ) ( ) 336cos72cos42
A
A

4

2 =+= oo  

Έτσι το πολυώνυµο S(z) / A4 γράφεται τελικά στη µορφή 
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( ) 1z236,2z3z236,2z
A

zS 234

4
+−+−=  

από την οποία µε διαδοχικές αντικαταστάσεις προκύπτουν οι αντίστοιχες µορφές των S(ψ) 

και S(γ) (ανηγµένες και πάλι στον µεγιστοβάθµιο όρο). Τελικά ο S(γ) προκύπτει 

αντικαθιστώντας (κατά τα γνωστά) 

γ
π

=δ+γ=ψ cos
5

2coskd    ,   
γ

π
ψ ==

cos
5

2jj eez  

και εκτελώντας τις πράξεις για τις διάφορες τιµές του γ. Στο επόµενο σχήµα 

απεικονίζονται οι ( )γS  και ( )2S γ  που υπολογίζονται µε τον τρόπο αυτό για την 

συγκεκριµένη στοιχειοκεραία Schelkunoff, καθώς και για την αντίστοιχη οµοιόµορφη 

στοιχειοκεραία. Σηµειώνουµε ότι, προκειµένου να δειχθούν εµφανέστερα οι µορφολογικές 

διαφορές των διαγραµµάτων των δύο στοιχειοκεραιών, οι ( )γS  και ( )2S γ  έχουν 

κανονικοποιηθεί στη µέγιστη τιµή τους (δηλ. κάθε τιµή έχει διαιρεθεί µε τη µέγιστη), 

οπότε η µέγιστη τιµή και στις δύο περιπτώσεις τοποθετείται στη µονάδα. 
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Σχ. Π7.1-2: Κανονικοποιηµένα διαγράµµατα για d = λ/5 (α) του ( )γS ,  (β) του ( )2S γ  

Από τα διαγράµµατα παρατηρούµε ότι η στοιχειοκεραία Schelkunoff πλεονεκτεί σαφώς 

ως προς το εύρος δέσµης του κύριου λοβού, άρα και ως προς την κατευθυντικότητα. Η 

οµοιόµορφη στοιχειοκεραία (µε το συγκεκριµένο βήµα d) δεν έχει πλευρικούς λοβούς, 

πράγµα που εξηγείται από τη θέση των ριζών της στην ορατή περιοχή. 

Επισηµαίνουµε ότι οι γωνίες µηδενισµού του S(γ) προσδιορίζονται από τις θέσεις των 

ριζών σύµφωνα µε τη γνωστή σχέση 







 ψ
π

=





 ψ=γ⇔γ

π
=δ+γ=ψ −−

m
1m1

mmmm 2
5cos

kd
coscos

5
2coskd  
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δηλαδή 

2,1,1,2m
2
mcos

5
m

2
5cos 11

m −−=





=






 π
π

=γ −−  

από όπου παίρνουµε (αλλάζοντας και πάλι τον δείκτη m των γm για αρίθµηση από 1 ως 4) 

( ) 01cos 1
1 ==γ −    ,   o60

32
1cos 1

2 =
π

=





=γ −  

o120
3

2
32

1cos 1
3 =

π
=

π
−π=






−=γ −    ,   ( ) o1801cos 1

4 =π=−=γ −  

Οι γωνίες αυτές συµβαδίζουν µε την εικόνα των διαγραµµάτων στο Σχ. Π7.1-2 ανωτέρω. 

Παρέχουν επίσης µια προσεγγιστική µέθοδο σχεδιασµού του διαγράµµατος του ( )γS  ή 

του ( )2S γ , η οποία χρησιµοποιούνταν συχνά παλιότερα που δεν υπήρχαν προσωπικοί 

υπολογιστές σε ευρεία χρήση και µπορεί ακόµη να χρησιµεύσει εφόσον επιθυµούµε µια 

σύντοµη και πρόχειρη εκτίµηση της εικόνας των διαγραµµάτων χωρίς τη χρήση ΗΥ. Η 

µέθοδος συνίσταται στο να θεωρηθεί ότι τα τοπικά µέγιστα των λοβών του ( )γS  ή του 

( )2S γ  βρίσκονται περίπου στα µεσοδιαστήµατα των µηδενισµών, οπότε αρκεί να 

υπολογίσουµε τις τιµές του ( )γS  ή του ( )2S γ  στις θέσεις αυτές και στη συνέχεια να 

σχεδιάσουµε ένα προσεγγιστικό διάγραµµα µόνο µε αυτά τα σηµεία. Πρέπει να σηµειωθεί 

ότι η µέθοδος αυτή είναι ανεκτή κυρίως για σχετικά µικρούς δευτερεύοντες λοβούς, ενώ 

για τον κύριο λοβό είναι καλύτερα να λάβουµε περισσότερα σηµεία (π.χ. ανά 5° ή ανά 10°, 

ανάλογα και µε το εύρος του λοβού και την επιδιωκόµενη ακρίβεια). Ως άσκηση για τον 

αναγνώστη προτείνεται η σχεδίαση ενός πρόχειρου διαγράµµατος µε τη µέθοδο αυτή και η 

σύγκριση µε το ακριβές που φαίνεται παραπάνω. 

β) Η µόνη διαφορά από την προηγούµενη περίπτωση είναι το εύρος της ορατής περιοχής 

επειδή kd = π/2, οπότε η ορατή περιοχή είναι – π/2 ≤ ψ ≤ π/2. Τα υπόλοιπα στοιχεία 

(θέσεις ριζών, τάξη και συντελεστές του πολυωνύµου κτλ.) παραµένουν τα ίδια, πρέπει 

όµως να σηµειωθεί ότι αλλάζουν οι γωνίες µηδενισµού επειδή αλλάζει η τιµή του kd. Η 

νέα εικόνα των ριζών και της ορατής περιοχής παρουσιάζεται στο επόµενο σχήµα. 
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z2
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z4

π/5
ορατή
περιοχή
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2π/5
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z1

z4

 
  (α)           (β) 

Σχ. Π7.1-3: Οι ρίζες του S(z) για d = λ/4: (α) Οµοιόµορφη,  (β) Schelkunoff 

Στο επόµενο σχήµα παρουσιάζονται τα κανονικοποιηµένα διαγράµµατα ( )γS  και ( )2S γ  

για τα οποία ο υπολογισµός έγινε όπως στην προηγούµενη περίπτωση. Από τα 

διαγράµµατα παρατηρούµε µια αρκετά εντυπωσιακή µεταβολή για την στοιχειοκεραία 

Schelkunoff, η ακτινοβολία της οποίας έχει µετατραπεί σε αµφίπλευρη αξονική. Αυτό 

µπορεί να εξηγηθεί από το γεγονός ότι στην περίπτωση αυτή οι ακραίες ρίζες z1 και z4 δεν 

βρίσκονται στα άκρα της ορατής περιοχής, τα οποία είναι πλέον τα σηµεία z = ejπ/4 και z = 

e–jπ/4. Κατά συνέπεια, τα σηµεία αυτά δεν αντιστοιχούν σε µηδενισµούς του ( )γS  αλλά σε 

µέγιστα, διότι οι αποστάσεις αυτών από τις ρίζες είναι µεγάλες και σύµφωνα µε την (5.4.2) 

το µέτρο ( )γS  για τα εν λόγω σηµεία ισούται ακριβώς µε το γινόµενο των αποστάσεων 

αυτών, όπως εξηγήθηκε στα προηγούµενα. Το διάγραµµα της οµοιόµορφης 

στοιχειοκεραίας παρουσιάζει µικρότερη µεταβολή η οποία έγκειται στην εµφάνιση δύο 

πλευρικών λοβών που αντιστοιχούν στα διαστήµατα από τους δύο µηδενισµούς µέχρι τα 

άκρα της ορατής περιοχής. 
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Σχ. Π7.1-4: Κανονικοποιηµένα διαγράµµατα για d = λ/4 (α) του ( )γS ,  (β) του ( )2S γ  

γ) Λαµβάνοντας υπόψη και τις προηγούµενες παρατηρήσεις, οδηγούµαστε στο 

συµπέρασµα ότι µια καλύτερη τοποθέτηση των ριζών για την στοιχειοκεραία Schelkunoff 

προκύπτει αν αραιώσουν οι αποστάσεις αυτών ώστε να καλύπτουν πλήρως την ορατή 

περιοχή – π/2 ≤ ψ ≤ π/2. Αυτό επιτυγχάνεται αν επιλεγούν οι ακόλουθες θέσεις ριζών 
42j

1 ez π−=    ,   4j
2 ez π−=    ,   4j

3 ez π=    ,   42j
4 ez π=  

οι οποίες φαίνονται και στο σχήµα που ακολουθεί. 

z3

z2

z1

z4

π/4 ορατή
περιοχή

 
Σχ. Π7.1-5: Η ενδεδειγµένη θέση των ριζών του S(z) για d = λ/4 κατά Schelkunoff 

Από τις νέες αυτές ρίζες προκύπτει η παραγοντοποιηµένη µορφή του νέου S(z) / A4  

( ) ( )( )( )( )42j4j4j42j
4 ezezezezAzS πππ−π− −−−−=  

και µε εκτέλεση των πράξεων η αντίστοιχη ανηγµένη µορφή του: 

( ) ( ) ++++−= πππ−π− 342j4j4j42j4

4
zeeeez

A
zS  

( ) ( ) 1zeeeezee11ee 42j4j4j42j243j4j4j43j ++++−++++++ πππ−π−πππ−π−  
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Είναι και πάλι εφικτή η αναγωγή των µιγαδικών όρων ανά 2 







 π







 π

−=





 π−






 π

−=












+++−==

πππ
−

π
−

8
cos

8
3cos4

4
cos2

4
2cos2eeee

A
A

A
A 4

2j
4

j
4

j
4

2j

4

1

4

3  

( ) 





 ππ+=






 π+






 π

+=+++++=
πππ

−
π

−

2
coscos42

4
cos2

4
3cos22ee11ee

A
A 4

3j
4

j
4

j
4

3j

4

2  

και σε κάθε περίπτωση οι πράξεις οδηγούν στα αριθµητικά αποτελέσµατα 

414,12
A
A

A
A

4

1

4

3 −≅−==    ,   2
A
A

4

2 =  

Με τη γνωστή αντικατάσταση ψ = kdcosγ + δ υπολογίζονται οι τιµές του S(γ) και στη 

συνέχεια οι ( )γS  και ( )2S γ  που παρουσιάζονται στο επόµενο σχήµα. 
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Σχ. Π7.1-6: Τα διαγράµµατα µε τη νέα σχεδίαση κατά Schelkunoff για d = λ/4  

Από το Σχ. Π7.1-6 είναι εµφανής η υπεροχή της στοιχειοκεραίας Schelkunoff (η οποία 

εδώ έχει γίνει και πάλι µετωπική) ως προς την κατευθυντικότητα, ενώ η οµοιόµορφη 

στοιχειοκεραία παρουσιάζει µικρότερους πλευρικούς λοβούς, τους ίδιους άλλωστε όπως 

και στην αµέσως προηγούµενη περίπτωση για d = λ/4. 

 

Παράδειγµα 7.2. Να σχεδιασθεί στοιχειοκεραία Chebyshev 5 στοιχείων µε βήµα d = 3λ/8, 

κατεύθυνση µέγιστης ακτινοβολίας γmax = 48,2° (η οποία αντιστοιχεί σε  cosγmax = 2/3) και 

στάθµη πλευρικών λοβών 20 dB κάτω από το µέγιστο του κύριου λοβού. Να 

προσδιορισθούν οι κανονικοποιηµένοι ρευµατικοί συντελεστές, να βρεθούν οι γωνίες 

µηδενισµού και να σχεδιασθεί ο παράγοντας διάταξης ( )γS . 
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Απάντηση 

Επειδή d < λ/2 και επίσης η στοιχειοκεραία δεν είναι µετωπική, θα χρησιµοποιηθεί για τη 

σχεδίαση η µέθοδος του Riblet, δηλ. θα βασισθούµε στην αντικατάσταση (7.2.24). 

∆εδοµένου ότι Μ = 5, θα χρησιµοποιηθεί το πολυώνυµο Chebyshev τάξης Ν = 2, δηλ. το 

T2(x) = 2x2 – 1. 

Υπολογίζουµε πρώτα την παράµετρο x0 . Όπως έχει σηµειωθεί, η απαίτηση για στάθµη 

πλευρικών λοβών 20 dB κάτω από τον κύριο λοβό σηµαίνει ότι 10log(R2) = 20, δηλ. 

20logR = 20, απ΄ όπου logR = 1, δηλ. R = 10. Εποµένως η (7.2.12) µε R=10 και m=2 δίνει 

( ) ( ) 35,2110010110010
2
1x

2121
0 ≅



 −−+−+=  

Για τον προσδιορισµό των σταθερών a και b της (7.2.24) θα πρέπει να ληφθεί υπόψη η 

ορατή περιοχή. Ισχύει kd = 3π/4, ενώ το δ προσδιορίζεται από τη γωνία µέγιστης 

ακτινοβολίας µέσω της γνωστής σχέσης 

maxmax coskd0coskd γ−=δ⇔=δ+γ  

η οποία, αφού cosγmax = 2/3, δίνει 

23
2

4
3coskd max

π
−=⋅

π
−=γ−=δ  

Εποµένως η ορατή περιοχή είναι – π/2 – 3π/4 ≤ ψ ≤ – π/2 + 3π/4, δηλ.– 5π/4 ≤ ψ ≤ π/4. 

Κατά συνέπεια αυτή περιλαµβάνει το σηµείο ψ = – π, και εποµένως για τον προσδιορισµό 

των a και b θα χρησιµοποιηθεί το σύστηµα των εξισώσεων (7.2.26) και (7.2.28α): 





≅
≅

⇔








−
=

+
=

⇔




−=+−
+=

67,0b
67,1a

2
1xb

2
1xa

1ba
bax

0

0
0  

Οι ρευµατικοί συντελεστές 2B0 , 2B1 , …, 2BN της (7.2.25) προκύπτουν κατά τα γνωστά 

εισάγοντας την (7.2.24) στην έκφραση του T2(x) και εκτελώντας τις πράξεις, οπότε έχουµε 

( ) ( ) 1b2cosab4cosa21cosba2bcosaT 2222
2 −+ψ+ψ=−ψ+=+ψ  

η οποία µε τη βοήθεια της 2cos2ψ = 1 + cos(2ψ) γίνεται, όπως ακριβώς στο παράδειγµα 

της παραγρ. 7.3 ανωτέρω 

( ) ( ) ( )ψ=−++ψ+ψ=+ψ S1b2acosab42cosabcosaT 222
2  

Εξισώνοντας µε την (7.2.25) παίρνουµε 

1b2aB2 22
0 −+=    ,   ab4B2 1 =    ,   2

2 aB2 =  

και µε εκτέλεση των αριθµητικών πράξεων προκύπτουν οι ρευµατικοί συντελεστές 

68,2B2 0 ≅    ,   24,2B1 ≅    ,   39,1B2 ≅  
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Οι συντελεστές αυτοί θα πρέπει αφ’ εαυτών να θεωρηθούν ως ανηγµένοι 

(κανονικοποιηµένοι), όπως έχει ήδη υποσηµειωθεί στα προηγούµενα. Μπορούν όµως και 

να κανονικοποιηθούν ως προς τον συντελεστή µέγιστης τάξης B2 , οπότε γράφονται 

93,1
B
B2

2

0 ≅    ,   61,1
B
B

2

1 ≅  

Ο υπολογισµός του S(γ) γίνεται µε την αντικατάσταση ψ = kdcosγ + δ είτε από την 

(7.2.25) είτε κατευθείαν από την έκφραση T2(a cosψ + b), οπότε προκύπτουν οι ( )γS  και 

( )2S γ  που παρουσιάζονται στο επόµενο σχήµα, σε σύγκριση µε την αντίστοιχη (Μ = 5) 

οµοιόµορφη στοιχειοκεραία. Είναι εµφανές ότι η στοιχειοκεραία Chebyshev εµφανίζει 

πολύ καλύτερη συµπεριφορά ως προς τη στάθµη των πλευρικών λοβών, ενώ η 

οµοιόµορφη έχει ελαφρό πλεονέκτηµα ως προς την κατευθυντικότητα. 
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Σχ. Π7.2-1: Κανονικοποιηµένα διαγράµµατα (α) του ( )γS ,  (β) του ( )2S γ  

Για τον υπολογισµό των γωνιών µηδενισµού θα χρησιµοποιηθεί η (7.2.30) στη µορφή 

( )
a

bxcosbcosa
N2
1n2cosx n

nnn
−

=ψ⇔+ψ=






 π−
=  

Για τη συγκεκριµένη τάξη του πολυωνύµου Chebyshev Ν = 2 λαµβάνουµε n = 1, 2 και 

προκύπτουν οι ρίζες αυτού 

707,0
2
2

4
cosx1 ≅=






 π=     ,    707,0

2
2

4
3cosx2 −≅−=






 π

=  

Από αυτές µε αντικατάσταση των a και b προκύπτουν σειρές τιµών για τις ρίζες ψn  

oo 180n27,88022,0
67,1

67,0707,0
a

bxcos n1
1

n1 ⋅+±≅ψ⇒≅
−

≅
−

=ψ  
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oo 180n26,145825,0
67,1

67,0707,0
a

bxcos n2
2

n2 ⋅+±≅ψ⇒−≅
−−

≅
−

=ψ  

από τις οποίες πρέπει να επιλεγούν όσες είναι εντός της ορατής περιοχής, ήτοι 
o7,881 −≅ψ    ,   o6,1452 −≅ψ    ,   o6,1453 ≅ψ  

Με βάση την ψ = kdcosγ + δ υπολογίζονται οι αντίστοιχες τιµές της γωνίας γ 
o5,891 ≅γ    ,   o3,1142 ≅γ    ,   o1,1573 ≅γ  

οι οποίες φαίνονται και στα διαγράµµατα του Σχ. Π7.2-1 παραπάνω. Για µια πρόχειρη 

σχεδίαση των διαγραµµάτων µπορεί και πάλι (προφανώς) να χρησιµοποιηθεί η 

προσεγγιστική µέθοδος που αναφέρθηκε στο προηγούµενο παράδειγµα. 
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ΜΕΡΟΣ  Γ :  ΡΑ∆ΙΟΖΕΥΞΕΙΣ  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  8 :  ∆ΙΑ∆ΟΣΗ  ΚΥΜΑΤΩΝ  ΣΤΟ  

ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝ  ΤΗΣ  ΓΗΣ  

8.1. ΓΕΝΙΚΑ ΓΙΑ ΤΗ ∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΡΑ∆ΙΟΚΥΜΑΤΩΝ ΣΤΗΝ ΑΤΜΟΣΦΑΙΡΑ 

8.1.1. Κατηγοριοποίηση των ραδιοκυµάτων – Ζώνες συχνοτήτων 

Η διάδοση των ηλεκτροµαγνητικών (Η/Μ) κυµάτων στην ατµόσφαιρα της Γης αποτελεί το 

µέσο για την υλοποίηση των ασύρµατων τηλεπικοινωνιακών ζεύξεων (και φυσικά των 

εφαρµογών ραδιοεντοπισµού, πλοήγησης κτλ.) Οι ιδιότητες της διάδοσης και τα σχετικά 

φυσικά φαινόµενα ενδιαφέροντος εξαρτώνται τόσο από τη συχνότητα των Η/Μ κυµάτων 

όσο και από τις περιοχές της ατµόσφαιρας εντός των οποίων πραγµατοποιείται η διάδοση. 

Οι συχνότητες των Η/Μ κυµάτων έχουν κατηγοριοποιηθεί διεθνώς µε διάφορες 

τυποποιήσεις, οι οποίες κατανέµουν το φάσµα των ραδιοσυχνοτήτων σε ζώνες (bands) µε 

µεγαλυτερο ή µικρότερο εύρος ανάλογα µε τον σκοπό της κατηγοριοποίησης. Υπάρχουν 

οι κατηγοριοποιήσεις επιστηµονικού χαρακτήρα για τη διευκόλυνση της ανταλλαγής 

πληροφορίας, καθώς και οι (λεπτοµερέστερες συνήθως) κατηγοριοποιήσεις των εποπτικών 

αρχών και οργάνων (σε εθνικό και διεθνές επίπεδο) οι οποίες έχουν ρυθµιστικό σκοπό, 

δηλαδή καθορίζουν την επιτρεπόµενη χρήση ανά ζώνη συχνότητας, και ενδεχοµένως τους 

δικαιούχους και τις προϋποθέσεις της χρήσης αυτής. Πολύ διαδεδοµένη (στην πρώτη 

κατηγορία) είναι η τυποποίηση της ∆ιεθνούς Ένωσης Τηλεπικοινωνιών (International 

Telecommunication Union – ITU) όπως φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα. 

Ζώνη 
συχνότητας 

Μήκος 
κύµατος 

Ονοµασία 
συχνότητας 

Σύµ-
βολο 

Χαρακτηρι-
σµός κυµάτων 

Ζώνη 
ITU 

3 – 30 kHz 100 – 10 km Πολύ χαµηλή 
(Very Low Frequency) VLF Μυριοµετρικά 4 

30 – 300 kHz 10 – 1 km Χαµηλή 
(Low Frequency) LF Χιλιοµετρικά 

(Μακρά) 5 

0,3 – 3 MHz 1000 – 100 m Μέση 
(Medium Frequency) MF Εκατοµετρικά  

(Μεσαία) 6 

3 – 30 MHz 100 – 10 m Υψηλή 
(High Frequency) HF ∆εκαµετρικά  

(Βραχέα) 7 

30 – 300 MHz 10 – 1 m Πολύ υψηλή 
(Very High Frequency) VHF Μετρικά  

(Υπερβραχέα) 8 

0,3 – 3 GHz 1 m – 10 cm Εξαιρετικά υψηλή 
(Ultra High Frequency) UHF ∆εκατοµετρικά 9 

3 – 30 GHz 10 – 1 cm Υπερυψηλή 
(Super High Frequency) SHF Εκατοστο-

µετρικά 10 

30 – 300 GHz 1 cm – 1 mm Υπερβολικά υπερυψηλή 
(Extremely High Frequency) EHF Χιλιοστο-

µετρικά 11 

Πίν. 8.1: Οι ζώνες ραδιοσυχνοτήτων σύµφωνα µε την τυποποίηση της ITU 

Κάτω από τις συχνότητες του πίνακα 8.1 βρίσκονται τρεις ακόµη ζώνες συχνοτήτων της 
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ITU µε µήκος κύµατος από 100.000 km ως 100 km (3 – 30 Hz: [ELF] Extremely Low 

Frequency, 30 – 300 Hz: [SLF] Super Low Frequency, 300 Hz – 3 kHz: [ULF] Ultra Low 

Frequency). Οι ζώνες αυτές χρησιµοποιούνται σχεδόν αποκλειστικά για την υποβρύχια 

επικοινωνία*. Πάνω από τις συχνότητες του πίνακα 8.1 αρχίζουν οι οπτικές ζώνες στις 

οποίες αναπτύσσονται οι υπέρυθρες, ορατές και υπεριώδεις ακτινοβολίες. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τις σύγχρονες τηλεπικοινωνιακές και άλλες εφαρµογές 

παρουσιάζει η περιοχή των µικροκυµάτων, η οποία περιέχεται σε περισσότερες από µία 

ζώνες της ITU. Ο «παραδοσιακός» ορισµός των µικροκυµάτων (όπως δίνεται στη 

βιβλιογραφία) περιλαµβάνει τις συχνότητες από 300 MHz (0,3 GHz) ως 300 GHz. Στην 

τρέχουσα πρακτική χρήση του όρου, όµως, είναι µάλλον συνηθέστερο να εννοούνται οι 

συχνότητες από περίπου 1 GHz και πάνω (ενώ το άνω όριο της περιοχής τίθεται από τις 

τεχνολογικές εφαρµογές ενδιαφέροντος, οι οποίες επί του παρόντος δεν έχουν εξαντλήσει 

το θεωρητικό ανώτερο όριο των 300 GHz). Παρακάτω αναφέρουµε αναλυτικότερα την 

κατηγοριοποίηση** των µικροκυµατικών συχνοτήτων σύµφωνα µε την ονοµατολογία που 

έχει υιοθετήσει η IEEE (Institute of Electrical and Electronic Engineers). 

Ονοµασία 
ζώνης 

Συχνότητα 
(GHz) 

Μήκος κύµατος 
(cm) 

L band 1 – 2 30,0 – 15,0 
S band 2 – 4 15 – 7,5 
C band 4 – 8 7,5 – 3,8 
X band 8 – 12 3,8 – 2,5 
Ku band 12 – 18 2,5 – 1,7 
K band 18 – 27 1,7 – 1,1 
Ka band 27 – 40 1,1 – 0,75 
V band 40 – 75 0,75 – 0,40 
W band 75 – 110 0,40 – 0,27 

Πίν. 8.2: Οι ζώνες µικροκυµατικών συχνοτήτων σύµφωνα µε την τυποποίηση της IEEE 
(IEEE Standard 521-1984) 

8.1.2. Οι περιοχές της ατµόσφαιρας 

Η διάδοση των ραδιοκυµάτων στην γήινη ατµόσφαιρα παρουσιάζει διαφορετικά 

χαρακτηριστικά στις διάφορες επιµέρους περιοχές της ατµόσφαιρας. Η ατµόσφαιρα 

υποδιαιρείται σε στρώµατα µε διάφορους τρόπους ανάλογα µε τις ιδιότητες ως προς τις 

οποίες γίνεται η υποδιαίρεση (π.χ. θερµικές, µετεωρολογικές, χηµικές κ.α.). Το κατώτερο 
                                                 

* Ο ρυθµός µετάδοσης δεδοµένων που µπορεί να επιτευχθεί είναι βέβαια πολύ χαµηλός. 
** Η κατηγοριοποίηση αυτή προέρχεται από τις εφαρµογές ραντάρ (κυρίως πολιτικές αλλά και 

στρατιωτικές, για τις οποίες όµως συχνά προτιµάται άλλη κατηγοριοποίηση, π.χ. βάσει προτύπων του 

NATO) και λέγεται ότι κατάγεται από τον Β΄ παγκόσµιο πόλεµο όπου οι ζώνες συχνοτήτων ονοµάσθηκαν µε 

συνθηµατικό και (τότε) απόρρητο κώδικα ο οποίος δηµοσιοποιήθηκε µετά το τέλος του πολέµου. 



Σηµειώσεις Μικροκυµάτων – Κεραιών – Ραδιοζεύξεων Χρ. Βαζούρας 

 307

στρώµα της ατµόσφαιρας είναι η τροπόσφαιρα η οποία εκτείνεται από την επιφάνεια της 

γης µέχρι ύψος περίπου 10 km κατά µέσον όρο, το οποίο διαφοροποιείται µε το 

γεωγραφικό πλάτος (στη βιβλιογραφία αναφέρεται ύψος 6-8 km στους πόλους και 17-20 

km στον ισηµερινό). Στο στρώµα αυτό εµφανίζονται τα διάφορα καιρικά φαινόµενα. 

Ακολουθεί η στρατόσφαιρα ως τα 45-50 km περίπου (η οποία περιλαµβάνει και το 

στρώµα του όζοντος) και στη συνέχεια η µεσόσφαιρα και η θερµόσφαιρα. Τα στρώµατα 

αυτά ορίζονται µε βάση την θερµοκρασία. Πιο συγκεκριµένα, η τροπόσφαιρα 

χαρακτηρίζεται από σχετικά σταθερή µείωση της θερµοκρασίας (µε ρυθµό της τάξης των 

6,5 °C / km), ενώ στα δύο επόµενα στρώµατα υπάρχουν αυξοµειώσεις και από το τέλος 

της µεσόσφαιρας η θερµοκρασία αυξάνεται. Ορίζεται επίσης η ιονόσφαιρα η οποία 

εκτείνεται από ύψος περίπου 50 km και άνω (µετά την στρατόσφαιρα) και η οποία έχει 

σηµασία για την διάδοση κυµάτων διότι επιτρέπει ραδιοζεύξεις πέραν του ορίζοντα (trans-

horizon radio links) σε µεγάλες αποστάσεις. Η ιονόσφαιρα περιέχει ιονισµένα µόρια και 

ελεύθερα ηλεκτρόνια, τα οποία οφείλονται κυρίως στην υπεριώδη ακτινοβολία του ήλιου 

(η οποία στα κατώτερα στρώµατα φιλτράρεται από το όζον), και άρα ο βαθµός ιονισµού 

παρουσιάζει έντονες µεταβολές µεταξύ ηµέρας και νύχτας. Μια ενδεικτική εικόνα των εν 

λόγω στρωµάτων δίνεται στο Σχ. 8.1 που ακολουθεί. 

 
Σχ. 8.1: Ατµοσφαιρικά στρώµατα 

8.1.3. Οι κυριότεροι µηχανισµοί διάδοσης κυµάτων στην ατµόσφαιρα 

Οι ασύρµατες ζεύξεις ή ραδιοζεύξεις (wireless links ή radio links) γενικά εµπίπτουν σε δύο 

ευρείες κατηγορίες, τις ζεύξεις οπτικής επαφής (Line Of Sight – LOS) και τις ζεύξεις 

πέραν του ορίζοντα (trans-horizon). Η πρώτη κατηγορία βασίζεται στην ευθύγραµµη 
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διάδοση του κύµατος και αντιστοιχεί σε σχετικά µικρή ισχύ εκποµπής και σχετικά µικρές 

αποστάσεις (τυπικά µέχρι 100 km), ενώ η συνολική εµβέλεια µπορεί να αυξηθεί µε 

επαναλαµβανόµενες ζεύξεις («αλυσιδωτά», η µία µετά την άλλη). Η δεύτερη κατηγορία, η 

οποία απαιτεί µεγαλύτερη ισχύ, βασίζεται σε φαινόµενα σκέδασης του κύµατος από τα 

διάφορα ατµοσφαιρικά στρώµατα, ούτως ώστε το κύµα που εκπέµπεται από τον ποµπό 

«υπερπηδά» την καµπυλότητα της γης και ενδεχοµένως διάφορα άλλα ενδιάµεσα εµπόδια 

και φτάνει στον δέκτη σε µεγάλες αποστάσεις ακόµη και χιλιάδων km (µεγαλύτερες όσο 

µεγαλύτερο είναι το ύψος στο οποίο έχει σκεδασθεί). Οι ζεύξεις αυτές έχουν παίξει 

σηµαντικό ρόλο για την επίτευξη τηλεπικοινωνιακής σύνδεσης µεταξύ αποµακρυσµένων 

σηµείων, ωστόσο η αξιοπιστία τους και η ποιότητά τους (ουσιαστικά ο ρυθµός µετάδοσης 

πληροφορίας) είναι γενικά υποδεέστερη των ζεύξεων οπτικής επαφής και συχνά πλέον 

υποκαθίστανται είτε από επαναλαµβανόµενες επίγειες ζεύξεις οπτικής επαφής είτε από 

δορυφορικές ζεύξεις (οι οποίες επίσης εµπίπτουν στην κατηγορία οπτικής επαφής). 

Ανάλογα µε τη διαδροµή που διανύουν, τα κύµατα κατατάσσονται σε 

• κύµατα εδάφους (ground waves), τα οποία µεταδίδονται κοντά στο έδαφος σε 

οπτική επαφή (και αποτελούνται από το κατευθείαν κύµα και το κύµα που 

ανακλάται από το έδαφος) 

• ιονοσφαιρικά ή ουράνια κύµατα (ionospheric / sky waves) και τροποσφαιρικά 

κύµατα (tropospheric waves) τα οποία φτάνουν στον δέκτη αφού έχουν υποστεί 

σκέδαση από τα εν λόγω ατµοσφαιρικά στρώµατα 

ενώ µια σχηµατική παράσταση των κυµάτων αυτών των κατηγοριών φαίνεται στο Σχ. 8.2. 

 
Σχ. 8.2: Μηχανισµοί διάδοσης κυµάτων στην ατµόσφαιρα 

Τα στρώµατα της ατµόσφαιρας έχουν διαφορετική επίδραση ανάλογα µε τη συχνότητα, 

και κατά συνέπεια ο κυριότερος µηχανισµός διάδοσης κυµάτων διαφέρει σε κάθε περιοχή 

συχνοτήτων. Προφανώς η διάδοση µε οπτική επαφή, εφόσον υπάρχει, παίζει κυρίαρχο 
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ρόλο, ενώ ως προς άλλους µηχανισµούς διάδοσης µπορεί συνοπτικά να αναφερθεί ότι: 

• Για τις χαµηλότερες συχνότητες µέχρι περίπου 1 MHz, τα ιονοσφαιρικά και 

τροποσφαιρικά φαινόµενα είτε δεν εµφανίζονται είτε είναι πολύ ακανόνιστα. Στις 

συχνότητες αυτές ο κυριότερος µηχανισµός είναι η διάδοση µέσω κύµατος 

εδάφους, και ειδικότερα µέσω ενός τµήµατός του που λέγεται κύµα επιφάνειας 

και ακολουθεί την επιφάνεια του εδάφους (έστω και όχι επίπεδη). 

• Για συχνότητες περίπου 3 – 30 MHz (περιοχή HF), ή το πολύ µεταξύ 1 – 30 

MHz, ο επικρατέστερος µηχανισµός είναι η ιονοσφαιρική διάδοση (επειδή στην 

περιοχή αυτή η επίδραση της ιονόσφαιρας είναι εντονότερη και πιο σταθερή). 

• Για συχνότητες άνω των 30 MHz ο κυριότερος µηχανισµός είναι η 

τροποσφαιρική διάδοση (επειδή οι ανακλάσεις από την ιονόσφαιρα είναι µικρές 

ή ανύπαρκτες και τα κύµατα δεν επιστρέφουν από εκεί προς τη γη). 

Με τον όρο τροποσφαιρική διάδοση αναφερόµαστε όχι µόνο στα τροποσφαιρικά κύµατα, 

δηλ. αυτά που ανακλώνται από την τροπόσφαιρα (και επιτυγχάνουν ζεύξεις πέραν του 

ορίζοντα), αλλά και στις επιδράσεις της τροπόσφαιρας, που είναι κυρίως επιδράσεις των 

καιρικών φαινοµένων, σε κύµατα που διαδίδονται ευθύγραµµα δηλ. σε ζεύξεις οπτικής 

επαφής. Οι επιδράσεις αυτές έχουν ιδιαίτερη σηµασία στις µικροκυµατικές συχνότητες, 

όπου οι ζεύξεις είναι πάντοτε οπτικής επαφής (διότι τα µικροκύµατα δεν σκεδάζονται από 

τα ανώτερα ατµοσφαιρικά στρώµατα). Με την έννοια αυτή, τα φαινόµενα τροποσφαιρικής 

διάδοσης παίζουν τον σπουδαιότερο ρόλο στις µικροκυµατικές ραδιοζεύξεις οι οποίες 

αποκτούν όλο και µεγαλύτερη σηµασία στα σηµερινά τηλεπικοινωνιακά συστήµατα, 

κυρίως λόγω των υψηλών ρυθµών µετάδοσης πληροφορίας που επιτυγχάνουν. 

8.2. ΚΥΜΑΤΑ Ε∆ΑΦΟΥΣ 

8.2.1. Ανάκλαση και διάθλαση κυµάτων από διηλεκτρική επιφάνεια 

Τα κύµατα εδάφους δηµιουργούνται κατά την εκποµπή κεραίας που βρίσκεται πάνω από 

τη γη σε χαµηλό ύψος, και η αιτία είναι η ανάκλαση του κύµατος της κεραίας από την 

επιφάνεια της γης. Λέγοντας «επιφάνεια της γης» µπορεί να εννοούµε είτε την επιφάνεια 

της ξηράς είτε την επιφάνεια της θάλασσας, αρκεί να ληφθούν υπόψη κατά περίπτωση οι 

κατάλληλες ιδιότητες (διηλεκτρική επιτρεπτότητα και ειδική αγωγιµότητα*) είτε των 

διάφορων τύπων εδάφους (ξηρού ή υγρού, πετρώδους ή όχι, µε βλάστηση ή χωρίς κτλ.) 

είτε του θαλασσινού νερού. Στη µελέτη των κυµάτων εδάφους χρησιµεύουν οι βασικοί 

                                                 
* Η µαγνητική διαπερατότητα είναι κατά κανόνα όση και του αέρα (µ0 ), επειδή το έδαφος της ξηράς 

(τουλάχιστον το επιφανειακό στρώµα του) ή το νερό της θάλασσας δεν έχει µαγνητική συµπεριφορά. 
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νόµοι της ανάκλασης και διάθλασης ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων από επίπεδη* 

επιφάνεια, τους οποίους υπενθυµίζουµε παρακάτω. 

Έστω δύο ηµιχώροι που χαρακτηρίζονται από τις ηλεκτροµαγνητικές σταθερές ε1 , µ και 

ε2 , µ. ∆εχόµαστε συνήθως ότι η µαγνητική διαπερατότητα είναι η ίδια, δηλ. µ1 = µ2 = µ , 

πράγµα που συµβαίνει σχεδόν πάντοτε και απλοποιεί τις πράξεις. Η διηλεκτρική 

επιτρεπτότητα (ε1 , ε2 ) θεωρείται γενικά µιγαδική, ενσωµατώνοντας και την τυχόν 

αγωγιµότητα του υλικού (βλ. την παράγραφο 0.4 της Εισαγωγής). Στην περίπτωση της 

επιφάνειας της γης, ο «πάνω» ηµιχώρος (1) περιέχει αέρα ο οποίος χαρακτηρίζεται από τις 

ίδιες πρακτικά σταθερές µε το κενό, δηλ. ε1 = ε0 και µ1 = µ2 = µ0 . 

Θεωρούµε ένα επίπεδο Η/Μ κύµα, γραµµικά πολωµένο, που προσπίπτει στην επίπεδη 

διαχωριστική επιφάνεια προερχόµενο από τον «πάνω» ηµιχώρο (1). Η διεύθυνση διάδοσης 

του κύµατος και η κάθετος στη διαχωριστική επιφάνεια ορίζουν ένα επίπεδο που 

ονοµάζεται επίπεδο πρόσπτωσης (το επίπεδο του χαρτιού στο Σχ. 8.3). ∆ιακρίνουµε δύο 

περιπτώσεις πόλωσης, (βλ. Σχ. 8.3α,β): οριζόντια (Horizontal) πόλωση µε το ηλεκτρικό 

πεδίο κάθετο στο επίπεδο πρόσπτωσης (γι’ αυτό λέγεται και κάθετη), κατακόρυφη 

(Vertical) πόλωση (ή παράλληλη) µε ηλεκτρικό πεδίο παράλληλο σε αυτό. Το προσπίπτον 

επίπεδο κύµα µπορεί πάντοτε να γραφεί ως υπέρθεση των δύο αυτών περιπτώσεων**. 

 
     (α)     (β) 

Σχ. 8.3: Ανάκλαση και διάθλαση κυµάτων από επίπεδη επιφάνεια 
(α) Κάθετη (ή οριζόντια) πόλωση     (β) Παράλληλη (ή κατακόρυφη) πόλωση 

                                                 
* Θεωρούµε σε πρώτη προσέγγιση το έδαφος επίπεδο. Στην πραγµατικότητα, βέβαια, η επιφάνεια της γης 

(ή της θάλασσας) έχει πάντοτε κάποια τραχύτητα, ενώ επίσης σε µεγάλη κλίµακα δεν είναι επίπεδη αλλά 

σφαιρική. Οι ιδιότητες αυτές µπορούν να ληφθούν υπόψη µε βάση κατάλληλα προσεγγιστικά µοντέλα. 
** Αυτό διότι το επίπεδο ηλεκτροµαγνητικό κύµα είναι πάντοτε εγκάρσιο, δηλ. το ηλεκτρικό πεδίο είναι 

κάθετο στη διεύθυνση διάδοσης και κατά συνέπεια µπορεί πάντοτε να αναλυθεί σε δύο κάθετες µεταξύ τους 

συνιστώσες, η µία εντός του επιπέδου πρόσπτωσης και η άλλη κάθετη σε αυτό. 
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Όπως δείχνεται στο Σχ. 8.3, η διεύθυνση από την οποία προσπίπτει το κύµα στη 

διαχωριστική επιφάνεια προσδιορίζεται από τη γωνία πρόσπτωσης θπ . Λόγω της 

ασυνέχειας στη διαχωριστική επιφάνεια συµβαίνει (µερική) ανάκλαση και διάθλαση του 

κύµατος. Το ανακλώµενο κύµα επιστρέφει υπό γωνία ανάκλασης θα ενώ το µεταδιδόµενο 

(διαθλώµενο) κύµα οδεύει εντός του «κάτω» ηµιχώρου (2) υπό την γωνία διάθλασης θµ . 

Όλες αυτές οι γωνίες µετρούνται ως προς την κάθετη στο διαχωριστικό επίπεδο και γι’ 

αυτές ισχύει ο νόµος της διάθλασης ή νόµος του Snell σύµφωνα µε τον οποίο έχουµε 

πα θ=θ      (8.2.1α) 

ππµµπ θ
ε
ε

=θ=θ⇔θ=θ sinsin
k
ksinsinksink

2

1

2

1
21    (8.2.1β) 

όπου k1 και k2 οι κυµατικοί αριθµοί στους δύο ηµιχώρους, από τις γνωστές σχέσεις 

2211 k,k εµω=εµω=    (8.2.2) 

∆ηλ. η γωνία ανάκλασης είναι ίση µε τη γωνία πρόσπτωσης (κατά τον γνωστό νόµο της 

ανάκλασης), πράγµα που χαρακτηρίζεται ως κατοπτρική ανάκλαση (specular reflection), 

ενώ η γωνία διάθλασης διέπεται από τον νόµο των ηµιτόνων (8.2.1β). Πρέπει να 

σηµειωθεί ότι η (8.2.1β) ισχύει στη µορφή αυτή για πραγµατικές ε1 και ε2 , δηλ. για 

ηµιχώρους χωρίς απώλειες, ενώ στην περίπτωση απωλειών πρέπει η έννοια της γωνίας 

διάθλασης να γενικευθεί κατάλληλα µε τη βοήθεια του λεγόµενου κυµατοδιανύσµατος το 

οποίο χαρακτηρίζει τη διάδοση του µεταδιδόµενου κύµατος στον «κάτω» ηµιχώρο. ∆εν θα 

επεκταθούµε εδώ σε αυτό, επειδή το ενδιαφέρον µας επικεντρώνεται στη διάδοση του 

ανακλώµενου κύµατος στον «πάνω» ηµιχώρο (στον αέρα). 

Το πλάτος του ανακλώµενου και µεταδιδόµενου κύµατος δίνεται, αντίστοιχα, από τον 

συντελεστή ανάκλασης R και τον συντελεστή µετάδοσης T, οι οποίοι ορίζονται ως οι 

λόγοι των πλατών του ανακλώµενου και µεταδιδόµενου πεδίου, Εα και Εµ , προς το πλάτος 

του προσπίπτοντος πεδίου Επ . Οι τιµές των συντελεστών αυτών διαφοροποιούνται 

ανάλογα µε την πόλωση (κάθετη / παράλληλη) και δίνονται από τις ακολουθες σχέσεις. 

Οριζόντια (κάθετη) πόλωση: 
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(Από αυτές εύκολα διαπιστώνεται ότι ΤΗ = 1 + RΗ ). 
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Κατακόρυφη (παράλληλη) πόλωση: 

( )
µ

π

π

µ

θ
θ

−==
cos
cosR1

E
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T VV      (8.2.4α) 
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ER    (8.2.4β) 

Από την (8.2.3β) παρατηρούµε ότι για ε1 < ε2 (πράγµα αυτονόητο εφόσον ο ηµιχώρος (1) 

είναι ο αέρας ή το κενό) και για όλες τις δυνατές γωνίες πρόσπτωσης 0 ≤ θπ ≤ π/2 ο 

συντελεστής ανάκλασης RΗ δεν µηδενίζεται, αφού 

0R0coscossin1cossincos H
22

1

2 <⇒=θ−θ=θ−−θ<θ−
ε
ε

−θ ππππππ  

∆ηλ. στην περίπτωση οριζόντιας πόλωσης υπάρχει πάντοτε ανακλώµενο κύµα (για 

οποιαδήποτε γωνία πρόσπτωσης). Σηµειώνουµε ότι το αρνητικό πρόσηµο του συντελεστή 

RΗ δείχνει ότι το ανακλώµενο ηλεκτρικό πεδίο έχει πάντοτε αντίθετη φορά από το 

προσπίπτον (δηλ. υφίσταται µια απότοµη µεταβολή φάσης κατά 180°). 

Αντίθετα, όπως φαίνεται από την (8.2.4β), στην περίπτωση κατακόρυφης πόλωσης είναι 

δυνατόν να µηδενισθεί ο συντελεστής ανάκλασης RV , πράγµα που συµβαίνει όταν η 

γωνία πρόσπτωσης λάβει µία συγκεκριµένη τιµή θπ = θΒ τέτοια ώστε 

21

222
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ε+ε

ε
=θ⇔⇔θ−

ε
ε

=θ







ε
ε

πππ   (8.2.5) 

δηλ.  
1

2
B

21

2
B

2 tan,sin
ε
ε

=θ
ε+ε

ε
=θ    (8.2.6) 

Η τιµή αυτή λέγεται γωνία Brewster και η φυσική της σηµασία είναι ότι αν ένα κύµα 

κατακόρυφης πόλωσης προσπέσει στη διαχωριστική επιφάνεια κατά την γωνία αυτή, τότε 

δεν υπάρχει ανακλώµενο κύµα. Αν προσπέσει ένα «µικτό» κύµα µε τις δύο πολώσεις, τότε 

το ανακλώµενο κύµα θα έχει µόνο οριζόντια πόλωση (η κατακόρυφη θα εξαφανισθεί). 

∆ηλ. η γωνία Brewster µετατρέπει ένα κυκλικά ή ελλειπτικά πολωµένο κύµα σε γραµµικά 

πολωµένο (για τον λόγο αυτό αποκαλείται και γωνία πολώσεως), ενώ επίσης είναι η 

γωνία πρόσπτωσης που ελαχιστοποιεί (µηδενίζει) τις ανακλάσεις από ένα κατακόρυφα 

πολωµένο κύµα. Σύµφωνα µε την (8.2.6), γωνία Brewster υπάρχει για ε1 και ε2 

πραγµατικούς αριθµούς, δηλ. για ιδανικά διηλεκτρικά υλικά (χωρίς απώλειες). 

8.2.2. Ανάκλαση κύµατος από επίπεδη γη 

Στην περίπτωση της επιφάνειας της γης, θεωρώντας την σε πρώτη προσέγγιση ως επίπεδη, 
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αυτό που ενδιαφέρει είναι η µετάδοση του κύµατος από τον ποµπό στον δέκτη, οι οποίοι 

γενικά είναι τοποθετηµένοι σε κάποια οριζόντια απόσταση d µεταξύ τους και σε ύψη h1 

και h2 από την επιφάνεια της γης όπως δείχνει το Σχ. 8.4. 

 
Σχ. 8.4: Κεραία εκποµπής και λήψης πάνω από τη γη 

Το κύµα που µεταδίδεται από τον ποµπό στον δέκτη περιλαµβάνει το κατευθείαν κύµα και 

το κύµα που ανακλάται από την επιφάνεια της γης. (Για δίπολο πάνω από την επιφάνεια 

της γης, όπως θα δούµε σε λίγο, το ανακλώµενο κύµα περιέχει και ένα τµήµα που 

ονοµάζεται κύµα επιφανείας). Ο πάνω ηµιχώρος περιέχει αέρα, και άρα ε1 = ε0 , ενώ για 

τον κάτω ηµιχώρο θεωρούµε την µιγαδική διηλεκτρική σταθερά του 

ω
σ

+ε=ε
j2  

όπου σ η ειδική αγωγιµότητα σε S/m = Ω–1/m. Τότε ο λόγος ε2 / ε1 δίνεται από την 
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ε   (8.2.7) 

όπου εr και χ είναι το πραγµατικό και το φανταστικό (δηλ. το «διηλεκτρικό» και το 

«αγώγιµο») µέρος της σχετικής διηλεκτρικής σταθεράς του εδάφους (ή του νερού της 

θάλασσας). Αν η γωνία πρόσπτωσης µετρηθεί ως προς την επιφάνεια της γης αντί για την 

κάθετο, δηλ. ληφθεί η γωνία πρόσπτωσης ψ = 90° – θπ , η οποία είναι και γωνία λήψης, 

όπως στο Σχ. 8.4, οι σχέσεις για τους συντελεστές ανάκλασης παίρνουν την εξής µορφή: 

Οριζόντια πόλωση:  
ψ−χ−ε+ψ

ψ−χ−ε−ψ
=

2
r

2
r

H
cosjsin

cosjsin
R    (8.2.8) 

Kατακόρυφη πόλωση: 
( )
( ) ψ−χ−ε+ψχ−ε

ψ−χ−ε−ψχ−ε
=

2
rr

2
rr

V
cosjsinj

cosjsinj
R   (8.2.9) 

Στα κατωτέρω Σχ. 8.5 και 8.6 παρουσιάζεται το µέτρο και το όρισµα του συντελεστή 

ανάκλασης για την περίπτωση οριζόντιας και κατακόρυφης πόλωσης και για διάφορες 
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τιµές της συχνότητας στην περιοχή από 1 ως 100 MHz. Για τις σταθερές του κάτω 

ηµιχώρου έχουν ληφθεί οι τιµές εr = 15 και σ = 0,012 S/m που αντιστοιχούν σε µια 

«ενδιάµεση» περίπτωση εδάφους. Γενικότερα οι τιµές των σταθερών αυτών για την ξηρά 

κυµαίνονται από περίπου εr = 7 και σ = 0,001 S/m (πετρώδη εδάφη µε µικρή 

περιεκτικότητα σε υγρασία) ως περίπου εr = 30 και σ = 0,03 S/m (πεδινά και υγρά εδάφη), 

ενώ για το νερό της θάλασσας µια αντιπροσωπευτική τιµή είναι περίπου εr = 81 και σ = 5 

S/m (και για το γλυκό νερό περίπου εr = 81 και σ = 0,01 S/m). 

    (α)       (β) 
Σχ. 8.5: (α) Μέτρο και (β) όρισµα  του συντελεστή ανάκλασης RH για οριζόντια πόλωση 

 

    (α)       (β) 
Σχ. 8.6: (α) Μέτρο και (β) όρισµα  του συντελεστή ανάκλασης RV για κατακόρυφη πόλωση 

Από τα σχήµατα παρατηρούµε ότι η συµπεριφορά του ανακλώµενου κύµατος 

διαφοροποιείται δραστικά ανάλογα µε το είδος της πόλωσης. Η µόνη περίπτωση όπου 

αυτό δεν συµβαίνει είναι για περίπου εφαπτοµενική πρόσπτωση (ψ ≅ 0), οπότε και για τις 

δύο πολώσεις ο συντελεστής ανάκλασης προσεγγίζει την τιµή R ≅ –1 (αφού, όπως 

δείχνουν τα σχήµατα, έχουµε R ≅ 1 και arg(R) ≅ ±180°). ∆ηλαδή τότε το ανακλώµενο 

κύµα έχει τιµή περίπου αντίθετη από το προσπίπτον και τείνει να εξουδετερώσει ένα 

µεγάλο µέρος αυτού (µέσω αναιρετικής συµβολής). Για µεγαλύτερες τιµές της γωνίας ψ, ο 

συντελεστής ανάκλασης RH (οριζόντιας πόλωσης) παρουσιάζει σχετικά µικρή µεταβολή 
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τόσο ως προς το µέτρο όσο και ως προς το όρισµα, δηλ. το ανακλώµενο κύµα παραµένει 

αρκετά ισχυρό και µε αντίθετο πρόσηµο από το προσπίπτον. Απεναντίας, για κατακόρυφη 

πόλωση η µεταβολή του συντελεστή RV είναι ραγδαία: το όρισµα µεταβάλλεται κατά 

180°, ενώ το µέτρο διέρχεται από ένα ελάχιστο που µπορεί να είναι αρκετά κοντά στο 0. Η 

γωνία στην οποία συµβαίνει αυτό αποκαλείται γωνία ψευδο-Brewster (µερικές φορές 

ονοµάζεται και απλώς «γωνία Brewster») επειδή ελαχιστοποιεί την ανάκλαση κατά τρόπο 

ανάλογο µε την γωνία Brewster στην περίπτωση τέλειου διηλεκτρικού. Συµπερασµατικά, 

η επίδραση των ανακλάσεων από τη γη είναι πιο οµοιόµορφη για οριζόντια πόλωση. 

Τα παραπάνω ισχύουν για την ιδανική περίπτωση επίπεδης, δηλ. απόλυτα λείας, 

επιφάνειας της γης. Στην πραγµατικότητα, η επιφάνεια της γης παρουσιάζει πάντοτε 

κάποια τραχύτητα (ακανόνιστες ανωµαλίες) η οποία εξαρτάται από τον τύπο του εδάφους 

(για την ξηρά) και από τις καιρικές συνθήκες (για τη θάλασσα). Η επίδραση της 

τραχύτητας στο ανακλώµενο κύµα εξαρτάται από το µέγεθος των ανωµαλιών σε σύγκριση 

µε το µήκος κύµατος, σε συνδυασµό µε τη γωνία πρόσπτωσης. Ο «βαθµός» τραχύτητας 

εκφράζεται µε τη ρίζα της µέσης τετραγωνικής τιµής (την RMS τιµή) του ύψους των 

ανωµαλιών της επιφάνειας, δηλ. την τυπική απόκλιση (standard deviation)* του ύψους 

2z=σ  ή ( )∫
−

=σ
L

L

2 dxxz
L2

1  

όπου z(x) η τυχαία ή στοχαστική διαδικασία που δίνει το ύψος των ανωµαλιών σε σχέση 

µε το επίπεδο σε κάποια οριζόντια θέση x. Σύµφωνα µε το κλασσικό κριτήριο Rayleigh, 

η παράµετρος που χαρακτηρίζει την επίπτωση της τραχύτητας είναι η 

λ
ψπσ

=
sin4C      (8.2.10) 

Για τιµές C < 0,1 η επιφάνεια µπορεί να θεωρηθεί περίπου επίπεδη ως προς τα Η/Μ 

κύµατα, δηλ. ισχύουν µε καλή προσέγγιση οι ίδιοι συντελεστές ανάκλασης όπως και για 

την επίπεδη επιφάνεια και η ανάκλαση παραµένει κατοπτρική (specular) δηλ. το κύµα 

εξακολουθεί να ανακλάται κατά γωνία ανάκλασης ίση µε τη γωνία πρόσπτωσης. Από την 

(8.2.10) παρατηρούµε ότι αυτό θα συµβεί είτε για µικρές τιµές της τραχύτητας σε 

σύγκριση µε το µήκος κύµατος (σ << λ) είτε για µεγάλες γωνίες πρόσπτωσης ψ (δηλ. πολύ 

                                                 
* Η πρώτη από τις δύο σχέσεις βασίζεται στην στατιστική αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής (η 

οποία συµβολίζεται µε <⋅>), ενώ η δεύτερη χρησιµοποιεί ολοκλήρωση στο χώρο και ισχύει, όπως θυµόµαστε 

από την στατιστική θεωρία σηµάτων, υπό την προϋπόθεση ότι η στοχαστική διαδικασία είναι εργοδική. 

Προσοχή στον συµβολισµό: το σ εδώ δεν πρέπει να συγχέεται µε την ειδική αγωγιµότητα στα 

προηγούµενα. 
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πλάγια πρόσπτωση). Καθώς αυξάνει η τιµή της παραµέτρου Rayleigh, το ανακλώµενο 

κύµα τείνει να «διασκορπίζεται», δηλ. τα διάφορα τµήµατα της επιφάνειας δηµιουργούν 

ανακλώµενα κύµατα προς διάφορες κατευθύνσεις και όχι µόνο  προς την κατοπτρική 

διεύθυνση. Λέγεται τότε ότι έχουµε διάχυτη ανάκλαση (diffuse reflection) ή σκέδαση 

(scattering) του κύµατος*. Για µεγάλες τιµές C > 10 το ανακλώµενο κύµα έχει εντελώς 

διάχυτη µορφή προς όλες ουσιαστικά τις κατευθύνσεις και τείνει να δηµιουργεί θόρυβο 

στατιστικού χαρακτήρα. Στην περιοχή τιµών 0,1 < C < 10 η κατάσταση είναι ενδιάµεση, 

δηλ. εµφανίζεται διάχυτο ανακλώµενο κύµα ενώ συγχρόνως υπάρχει και το κατοπτρικά 

ανακλώµενο, αλλά µε συντελεστές ανάκλασης µικρότερους από ό,τι στο επίπεδο έδαφος. 

8.2.3. Κατακόρυφο δίπολο πάνω από επίπεδο έδαφος – Το κύµα επιφανείας και 

το κύµα χώρου 

Οι προηγούµενοι συντελεστές ισχύουν για την ανάκλαση επίπεδου κύµατος από έδαφος 

πεπερασµένης αγωγιµότητας. Το επίπεδο κύµα, βέβαια, είναι µια ιδεατή περίπτωση 

κύµατος, ενώ στις πραγµατικές ασύρµατες ζεύξεις χρησιµοποιούνται κεραίες οι οποίες ως 

γνωστόν εκπέµπουν σφαιρικά κύµατα. Ως ενδεικτική περίπτωση θα εξετασθεί εδώ η 

συµπεριφορά ενός µικρού διπόλου, η οποία, αν και απλή, οδηγεί σε γενικότερα χρήσιµα 

συµπεράσµατα. Άλλωστε τα φαινόµενα που θα εξετάσουµε έχουν σηµασία για χαµηλές 

συχνότητες, στις οποίες το δίπολο είναι ο κυριότερος τύπος κεραίας. 

Αναφερόµαστε στην γεωµετρία του Σχ. 8.4 και θεωρούµε αρχικά ένα κατακόρυφο 

στοιχειώδες δίπολο (δίπολο Hertz), µε µήκος 2h << λ, πάνω από επίπεδη γη πεπερασµένης 

αγωγιµότητας όπως στα προηγούµενα**. Το κύµα του διπόλου αυτού µπορεί να εκφρασθεί 

σε διάφορες µορφές. Η χρησιµότερη µορφή γράφεται µε ανάλυση του ηλεκτρικού πεδίου 

σε δύο συνιστώσες κυλινδρικών συντεταγµένων***, την κατακόρυφη Ez και την οριζόντια 

ακτινική Ερ , όπως φαίνονται στο Σχ. 8.4. Στο µακρινό πεδίο, οι τιµές των συνιστωσών 

                                                 
* Γενικότερα και οι δύο όροι αναφέρονται στην επιστροφή κύµατος λόγω πρόσπτωσης σε κάποιο 

εµπόδιο, αλλά ο όρος ανάκλαση προτιµάται όταν έχουµε κύµα που επιστρέφει προς µία κατεύθυνση, ενώ ο 

όρος σκέδαση υποδηλώνει κύµα που επιστρέφει προς διάφορες κατευθύνσεις µε πιο ακανόνιστο τρόπο. Στα 

αρχαία ελληνικά το ρήµα «σκεδάννυµι», από το οποίο προέρχεται και η «σκέδασις», σήµαινε διασκορπίζω. 
** Αυτό υπήρξε ένα κλασσικό πρόβληµα του ηλεκτροµαγνητισµού το οποίο επιλύθηκε θεωρητικά από 

τον Sommerfeld το 1909 και στη συνέχεια (για 30 σχεδόν έτη) µελετήθηκε εκτενώς στην τεχνική 

βιβλιογραφία µε σκοπό την εξαγωγή πρακτικών συµπερασµάτων. Η λύση που παρουσιάζεται εδώ δόθηκε 

από τον Norton το 1937 µε κατάλληλη αναδιάταξη της αρχικής λύσης του Sommerfeld και προσέγγιση στο 

µακράν πεδίο. 
*** Στο κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων υπάρχει και η αζιµουθιακή γωνία φ, η οποία όµως εδώ δεν 

υπεισέρχεται λόγω της κυλινδρικής συµµετρίας (και για τον ίδιο λόγο η σχετική συνιστώσα Eφ είναι µηδέν). 
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αυτών δίνονται από τις ακόλουθες εκφράσεις*, οι οποίες προέκυψαν µε προσέγγιση 

πρώτης τάξης ως προς 1/r, δηλ. αγνοώντας όρους µεγαλύτερων τάξεων (1/r2, 1/r3 ...κ.ο.κ.) 
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όπου L = 2h το µήκος του διπόλου, F είναι ένας συντελεστής εξασθένησης (βλ. παρακάτω) 

και γ είναι µια παράµετρος που δίνεται από την αντίστροφη της µιγαδικής σχετικής 

διηλεκτρικής σταθεράς της γης (βλ. την (8.2.7)) 

χ−ε
=

ε
ε

=γ
j

1

r2

02     (8.2.13) 

Οι (8.2.11) και (8.2.12) δίνουν το κύµα στο σηµείο παρατήρησης που χαρακτηρίζεται ως 

«κεραία λήψης» στο Σχ. 8.4, ενώ το δίπολο Hertz από το οποίο προέρχεται είναι η «κεραία 

εκποµπής». Προσοχή χρειάζεται η γωνία πρόσπτωσης / ανάκλασης ψ η οποία πρέπει να 

ληφθεί όπως φαίνεται στο σχήµα αυτό, δηλ. πρέπει να βρεθεί ένα σηµείο της επιφάνειας 

της γης που βλέπει την κεραία εκποµπής και την κεραία λήψης υπό την ίδια γωνία** η 

οποία είναι η γωνία ψ των (8.2.11) και (8.2.12). Όπως φαίνεται στο Σχ. 8.4, για κάθε 

συγκεκριµένη τοποθέτηση των δύο κεραιών (σε ύψη h1 και h2) υπάρχει ένα µόνο τέτοιο 

σηµείο µεταξύ αυτών και είναι το σηµείο από το οποίο διέρχεται η ευθεία που ενώνει την 

κεραία λήψης µε το συµµετρικό του διπόλου εκποµπής κάτω από τη γη, που λέγεται και 

είδωλο αυτού. Εποµένως η απόσταση r2 , η οποία στο Σχ. 8.4 δίνεται από την τεθλασµένη 

γραµή µεταξύ κεραίας εκποµπής και λήψης, είναι συγχρόνως η απόσταση από το είδωλο 

του διπόλου εκποµπής µέχρι την κεραία λήψης, δηλ. µέχρι το σηµείο στο οποίο 

υπολογίζεται το κύµα του διπόλου, όπως δείχνεται στο Σχ. 8.7. 

                                                 
* Παρατηρούµε ότι η αρχική σταθερά των εκφράσεων αυτών είναι η ίδια όπως για το δίπολο Hertz στον 

ελεύθερο χώρο (χωρίς έδαφος), δηλ. h2Ik30j
4

h2Ik120j

4

h2Ikj
=

π

π
≅

π

ζ
 

** Αυτό απορρέει από τον νόµο της ανάκλασης, βάσει του οποίου η γωνία πρόσπτωσης και η γωνία 

ανάκλασης οφείλουν να είναι ίσες. 
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Σχ. 8.7: Το είδωλο (Τ΄) ενός διπόλου (Τ) που εκπέµπει πάνω από τη γη 

Με βάση τα παραπάνω, παρατηρούµε ότι οι δύο πρώτοι όροι των (8.2.11) και (8.2.12) 

ερµηνεύονται ως εξής: 

• ο πρώτος είναι το κατευθείαν κύµα από το δίπολο εκποµπής 

• ο δεύτερος είναι ένα ανακλώµενο κύµα, το οποίο αντιστοιχεί στο κύµα που θα 

παρήγαγε το είδωλο του διπόλου κάτω από τη γη πολλαπλασιασµένο µε τον 

συντελεστή ανάκλασης RV (όπως τον είδαµε στα προηγούµενα για επίπεδο κύµα). 

Αν το κύµα του διπόλου ήταν επίπεδο κύµα, τότε το ανακλώµενο κύµα του δεύτερου 

αυτού όρου θα περιέγραφε πλήρως την επίδραση της γης (ανάκλαση µε συντελεστή RV ) 

και οι (8.2.11) και (8.2.12) θα τελείωναν εκεί*. Επειδή όµως δεν είναι επίπεδο κύµα, 

υπάρχει και ο τρίτος όρος ο οποίος έχει πιο περίπλοκη µορφή και ονοµάζεται κύµα 

επιφανείας. Οι δύο πρώτοι όροι αποτελούν το λεγόµενο κύµα χώρου, ενώ το συνολικό 

κύµα συνήθως αποκαλείται κύµα εδάφους. 

Από τις (8.2.11) και (8.2.12) µπορούµε να διαχωρίσουµε το κύµα επιφανείας από το κύµα 

χώρου για καθεµία από τις συνιστώσες Ez και Ερ , και στη συνέχεια να συνθέσουµε τις δύο 

συνιστώσες ώστε να προκύψει το συνολικό ηλεκτρικό πεδίο (δηλ. η τιµή του συνολικού 

διανύσµατος Ε) για καθένα από τα δύο κύµατα. Επειδή, όπως δείχνουν οι ενδεικτικές τιµές 

των εr και σ (άρα και του x) που προαναφέρθηκαν, η παράµετρος γ θα είναι πάντοτε από 

αρκετά ως πολύ µικρότερη του 1, αγνοούµε συγχρόνως και τους όρους που περιέχουν την 

δύναµη γ4 και το αποτέλεσµα είναι για το κύµα χώρου 
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* Αυτό και πραγµατικά συµβαίνει στην περίπτωση που το δίπολο εκποµπής βρίσκεται πολύ µακριά από 

τη γη (h1 >> λ), οπότε το προσπίπτον κύµα είναι τοπικά (µεταξύ ποµπού και δέκτη) περίπου επίπεδο. Τότε ο 

συντελεστής εξασθένησης F έχει πολύ µικρή τιµή και το κύµα επιφανείας γίνεται αµελητέο. 
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και οµοίως για το κύµα επιφανείας 
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όπου οι δείκτες «(χ)» και «(επ)» δηλώνουν αντίστοιχα το κύµα επιφανείας και το κύµα 

χώρου και πρέπει να προσέξουµε ότι η τετραγωνική ρίζα είναι µιγαδική (και δίνει το 

µιγαδικό µέτρο του συνισταµένου διανύσµατος Ε, σύµφωνα µε τον ορισµό του phasor 

διανύσµατος όπως έχει δοθεί στο εισαγωγικό κεφάλαιο του παρόντος). 

Το µέτρο (απόλυτη τιµή) του ηλεκτρικού πεδίου των κυµάτων επιφανείας και χώρου 

σύµφωνα µε τις παραπάνω σχέσεις, αλλά χωρίς να ληφθεί υπόψη ο συντελεστής 

εξασθένησης F (ο οποίος εκφράζει κυρίως την εξασθένηση του κύµατος επιφανείας µε την 

απόσταση), παρουσιάζεται γραφικά για διάφορες τιµές της παραµέτρου χ στα Σχ. 8.8(α–γ) 

που ακολουθούν. Όπως δείχνει η (8.2.7), η παράµετρος χ είναι ανάλογη της ειδικής 

αγωγιµότητας σ της γης, ενώ για δεδοµένο σ µειώνεται µε την αύξηση της συχνότητας. 

Εποµένως τα σχήµατα δείχνουν ότι το κύµα επιφανείας είναι µεγαλύτερο για χαµηλές 

συχνότητες. ∆είχνουν επίσης ότι οι τιµές του είναι σηµαντικές µόνο για µικρές γωνίες ψ, 

δηλ. για προσπίπτον κύµα σχεδόν παράλληλο στην επιφάνεια της γης (πράγµα που 

δικαιολογεί την ονοµασία «κύµα επιφανείας»), ενώ το κύµα χώρου για ψ → 0 µηδενίζεται. 

Σχ. 8.8: Μέτρο του πεδίου του κύµατος επιφανείας και χώρου για εr = 15, διάφορες τιµές 
της παραµέτρου χ = σ/ωε0 και διάφορα ύψη h1 του διπόλου εκποµπής, θεωρώντας F = 1. 
Στο σχ. (γ) δεν παρουσιάζεται το κύµα επιφανείας, επειδή είναι ίδιο µε τα προηγούµενα. 

 
(α) h1 = 0 
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(β) h1 = λ/4 

 
(γ) h1 = λ/2 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι τα σχήµατα αυτά απεικονίζουν το µέτρο του ηλεκτρικού πεδίου 

για ορισµένο ρεύµα Ι του διπόλου, το οποίο είναι το ίδιο για όλες τις περιπτώσεις τιµών 

του χ που παρουσιάζονται. Μεγαλύτερες τιµές του πεδίου σηµαίνουν µεγαλύτερη 

εκπεµπόµενη ισχύ µε το ίδιο ρεύµα Ι (δηλ. µεγαλύτερη αντίσταση ακτινοβολίας, όπως έχει 

οριστεί στα προηγούµενα), πράγµα που συµβαίνει π.χ. για το κύµα χώρου όταν αυξάνεται 

το χ, δηλ. αυξάνεται η αγωγιµότητα της γης ή / και µειώνεται η συχνότητα. Όπως φαίνεται 

από τα σχήµατα, για το κύµα επιφανείας συµβαίνει το αντίθετο, δηλ. αυξάνεται η ισχύς 

του όταν µειώνεται το χ. Όταν αυξάνεται το χ το κύµα επιφανείας τείνει να µειώνεται, ενώ 

στην οριακή περίπτωση χ → ∞ (δηλ. για απείρως αγώγιµη γη) µηδενίζεται. Αυτό δείχνει 
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ότι ουσιαστικά το κύµα επιφανείας οφείλει την ύπαρξή του στην πεπερασµένη 

αγωγιµότητα* της γης, διότι σε περίπτωση άπειρης αγωγιµότητας (αν η επιφάνεια της γης 

ήταν τέλειος αγωγός) θα υπήρχε µόνο το κατευθείαν κύµα και το ανακλώµενο από το 

«είδωλο» της κεραίας, δηλ. µόνο οι δύο πρώτοι όροι των (8.2.11) και (8.2.12) που 

αποτελούν το κύµα χώρου και όχι ο τρίτος που είναι το κύµα επιφανείας. Αντίστοιχα 

παρατηρούµε ότι στις µικρές γωνίες ψ η τιµή του κύµατος χώρου για πεπερασµένη 

αγωγιµότητα της γης (πεπερασµένο χ) είναι πολύ µικρότερη από την τιµή του για απείρως 

αγώγιµη γη (χ → ∞), επειδή ακριβώς για πεπερασµένη αγωγιµότητα ένα µέρος της ισχύος 

πηγαίνει στο κύµα επιφανείας, το οποίο για απείρως αγώγιµη γη δεν υπάρχει. 

Όσον αφορά στον συντελεστή εξασθένησης F, αυτός έχει αρκετά περίπλοκη µορφή και 

δίνεται από την 

( )δπδ−= δ− jerfcej1F     (8.2.16) 

όπου 

( )2V

22
2

2
R1
cos1rkj2

−

ψγ−
γ−=δ     (8.2.17) 

Η συνάρτηση erfc(...) που εµφανίζεται παραπάνω λέγεται συµπληρωµατική συνάρτηση 

σφάλµατος (complementary error function) και µπορεί να γραφεί στη µορφή 

( ) ( )zerf1dte2zerfc
z

t2
−=

π
= ∫

∞
−     (8.2.18) 

όπου η erf(z) λέγεται συνάρτηση σφάλµατος**. 

Όπως φαίνεται από τις παραπάνω σχέσεις, ο συντελεστής F εξαρτάται από την απόσταση 

r2 , το µήκος κύµατος λ = 2π/k και τις σταθερές εr και σ της γης. Η µέγιστη τιµή του είναι η 

µονάδα (F = 1) και εµφανίζεται για µηδενική απόσταση (r2 = 0, οπότε δ = 0). Για µικρές 

αποστάσεις, της τάξης των λίγων µηκών κύµατος, η τιµή του F παραµένει κοντά στο 1, 

ενώ για µεγαλύτερες αποστάσεις µειώνεται ραγδαία, όπως θα δούµε στα επόµενα. Αυτό 

σηµαίνει ότι το κύµα επιφανείας έχει γενικά περιορισµένη εµβέλεια. Το γεγονός ότι η 

εµβέλεια αυτή αντιστοιχεί σε µερικά µήκη κύµατος σηµαίνει ειδικότερα ότι η πρακτική 

χρησιµότητα του κύµατος επιφανείας περιορίζεται στις χαµηλές συχνότητες όπου το 

µήκος κύµατος είναι σχετικά µεγάλο. 

                                                 
* Πιο συγκεκριµένα, έχει αποδειχθεί ότι η µαθηµατική αιτία της εµφάνισης κύµατος επιφανείας µε 

σχετικά µεγάλες τιµές είναι η γρήγορη εναλλαγή της φάσης του συντελεστή ανάκλασης RV από –π σε 0 

εκατέρωθεν της γωνίας ψευδο-Brewster (βλ. το Σχ. 8.6). Αυτό σηµαίνει ότι το κύµα επιφανείας πρακτικά 

εµφανίζεται µόνο για κατακόρυφη πόλωση, αφού στον συντελεστή RH δεν υπάρχει τέτοιο φαινόµενο. 
** Η erf και η erfc είναι πολύ χρήσιµες, µεταξύ άλλων, στη θεωρία της ψηφιακής διαµόρφωσης. 



Σηµειώσεις Μικροκυµάτων – Κεραιών – Ραδιοζεύξεων Χρ. Βαζούρας 

 322 

8.2.4. Η περίπτωση οριζόντιου διπόλου 

Στην περίπτωση οριζόντιου διπόλου που εκπέµπει πάνω από την επιφάνεια της γης, η 

κατάσταση διαφοροποιείται ανάλογα µε την κατεύθυνση κατά την οποία εξετάζουµε το 

κύµα. Σε γενικές γραµµές, όµως, ισχύει ότι το κύµα επιφανείας είναι πολύ µικρότερο από 

ό,τι για κατακόρυφο δίπολο, ως και αµελητέο. Σε επίπεδο κάθετο στον άξονα του διπόλου, 

το ηλεκτρικό πεδίο του κύµατος χώρου φαίνεται στο Σχ. 8.9(α-β) που ακολουθεί. 

 
(α) h1 = λ/4 

 
(β) h1 = λ/2 

Σχ. 8.9: Μέτρο του πεδίου του κύµατος χώρου για οριζόντιο δίπολο σε διάφορα ύψη h1 , 
για εr = 15 και διάφορες τιµές της παραµέτρου χ = σ/ωε0  

Στο επίπεδο αυτό η πόλωση του κύµατος γίνεται οριζόντια και η ανάκλαση από τη γη 

διέπεται από τον συντελεστή ανάκλασης RH (και όχι τον RV όπως για κατακόρυφο 

δίπολο). Το κύµα επιφανείας δεν δείχνεται στο Σχ. 8.9 επειδή είναι πολύ µικρό, πράγµα 

που φαίνεται έµµεσα από το γεγονός ότι για µεγάλες τιµές του χ, µέχρι και την περίπτωση 

χ → ∞, το κύµα χώρου µεταβάλλεται πολύ λίγο (όπως έχει ήδη παρατηρηθεί, αν υπήρχε 
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σηµαντικό κύµα επιφανείας θα προκαλούσε αρκετή µεταβολή του κύµατος χώρου σε 

σύγκριση µε την περίπτωση χ → ∞, πράγµα που εδώ δεν υπάρχει). Αλγεβρικά, ο 

συντελεστής εξασθένησης του κύµατος επιφανείας στην περίπτωση κάθετης πόλωσης, για 

σχετικά µεγάλες τιµές της αριθµητικής απόστασης (η οποία θα ορισθεί σε λίγο), 

προσεγγίζει την τιµή γ4F, όπου F είναι ο αντίστοιχος συντελεστής για παράλληλη πόλωση 

και η παράµετρος γ που δίνεται από την (8.2.13) είναι πολύ µικρότερη από τη µονάδα, 

πράγµα που δείχνει επίσης ότι το κύµα επιφανείας για κάθετη πόλωση είναι αµελητέο. 

Σε κατακόρυφο επίπεδο που περιέχει τον άξονα του διπόλου η πόλωση είναι κατακόρυφη 

και εφαρµόζεται ο συντελεστής ανάκλασης RV όπως και για κατακόρυφο δίπολο. Στο 

επίπεδο αυτό, όµως, το κύµα που διαδίδεται για πολύ µικρές γωνίες ψ, δηλ. περίπου 

παράλληλα στην επιφάνεια της γης, προέρχεται κυρίως από το κύµα που εκπέµπει το 

δίπολο σε κατευθύνσεις πολύ κοντά στον άξονά του δηλ. γωνίες θ πολύ κοντά είτε στο 0 

είτε στις 180°. Το κύµα αυτό σύµφωνα µε το διάγραµµα ακτινοβολίας του διπόλου είναι 

πολύ µικρό, όπως επιβεβαιώνουµε από το Σχ. 4.11, αλλά και από την επίδραση του sinθ 

στις εξ. (4.4.2), αναφερόµενοι στη γωνία εκποµπής θ που φαίνεται στο Σχ. 8.10 παρακάτω. 

Άξονας διπόλου  z′ 

θ

ψ
 

Σχ. 8.10: Εκποµπή οριζόντιου διπόλου σε κατακόρυφο επίπεδο που περιέχει τον άξονά του 

Το γενικό συµπέρασµα είναι, λοιπόν, ότι στην περίπτωση οριζόντιου διπόλου το κύµα 

επιφανείας είναι σχεδόν άχρηστο λόγω του µικρού του µεγέθους, είτε σε επίπεδο κάθετο 

στον άξονα του διπόλου είτε σε επίπεδο που περιέχει τον άξονα του διπόλου. Από την 

άλλη πλευρά, το κύµα χώρου σε καθένα από τα επίπεδα αυτά δίνεται από τις 

Επίπεδο κάθετο στο δίπολο:         ( ) 









+≅

−−

χ
2

jkr

H
1

jkr

r
eR

r
eLIk30jE

21
  (8.2.19) 

Επίπεδο που περιέχει το δίπολο:   ( ) 









−ψ≅

−−

χ
2

jkr

H
1

jkr

r
eR

r
esinLIk30jE

21
 (8.2.20) 

και είναι ουσιαστικά το µόνο που µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη µετάδοση σήµατος από 

οριζόντιο δίπολο. Αυτό όµως χρειάζεται κεραία σχετικά ανυψωµένη πάνω από το έδαφος. 
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8.2.5. ∆ιάδοση στην επιφάνεια της γης: κεραίες πάνω στο έδαφος 

Όπως έχει ήδη παρατηρηθεί*, το κύµα επιφανείας έχει σηµασία µόνο για πολύ µικρές 

γωνίες ψ, δηλ. για πολύ πλάγια πρόσπτωση, σχεδόν παράλληλα µε την επιφάνεια της γης. 

Από το Σχ. 8.4 (ή το Σχ. 8.7) φαίνεται αµέσως ότι αυτό συµβαίνει εφόσον τα ύψη των 

κεραιών h1 , h2 είναι πολύ µικρά. Αν θέσουµε h1 = h2 = 0, δηλ. θεωρήσουµε και τις δύο 

κεραίες πάνω στην επιφάνεια, έχουµε την οριακή περίπτωση ψ = 0. Πρακτικά αυτό 

αναµένεται να συµβεί για µικρές συχνότητες και µεγάλα µήκη κύµατος, π.χ. αρκετές 

εκατοντάδες ή και χιλιάδες µέτρα, οπότε αν έχουµε ύψη h1 και h2 λίγων µέτρων θα 

αντιστοιχούν σε ένα πολύ µικρό κλάσµα του µήκους κύµατος και θα ισχύει η προσέγγιση 

h1 , h2 ≅ 0. Στην περίπτωση αυτή (ψ = 0) η απόλυτη τιµή F  συµβολίζεται µε Α και 

αποτελεί τον συντελεστή εξασθένησης του κύµατος εδάφους πάνω στην επιφάνεια της γης 

(για ψ = 0 το κύµα χώρου µηδενίζεται και το κύµα εδάφους περιέχει µόνο το κύµα 

επιφανείας). Προφανώς και ο συντελεστής Α είναι συνάρτηση της παραµέτρου δ της 

(8.2.17), η οποία για ψ = 0 γράφεται στη µορφή** 

( )22bj
0 1

2
rkjep γ−γ−==δ −

=ψ     (8.2.21) 

όπου η απόσταση r2 έγινε ίση µε την r1 και συµβολίζεται πλέον µε r. Το µέτρο δ=p  

αποκαλείται αριθµητική απόσταση και το όρισµα b είναι η σταθερά φάσης. Επειδή για 

όλες τις γήινες επιφάνειες στην πράξη η σχετική διηλεκτρική σταθερά εr είναι αρκετά 

µεγάλη, προκύπτουν οι ακόλουθες προσεγγιστικές εκφράσεις 

bcosrp
χλ

π
≅      (8.2.22) 









χ
−ε

−







χ
ε

≅ −− 1tantan2b r1r1    (8.2.23) 

η πρώτη από τις οποίες δείχνει ότι η ποσότητα p είναι ανάλογη της απόστασης r (πράγµα 

που δικαιολογεί την ονοµασία «αριθµητική απόσταση»). Εκτός από την γενική σχέση 

(8.2.16), ο συντελεστής Α δίνεται προσεγγιστικά από τις παρακάτω εµπειρικές σχέσεις: 

Για όλες τις τιµές του b:   ( )p8/5
1 e

2
pbsinAA −−≅   (8.2.24α) 

Για b < 5°:    21 p6,0p2
p3,02AA

++
+

=≅   (8.2.24β) 

                                                 
* Η παρατήρηση αυτή προέκυψε προτού ληφθεί υπόψη ο συντελεστής εξασθένησης F, αυτό όµως δεν 

δηµιουργεί πρόβληµα επειδή ο συντελεστής F είναι µικρότερος ή το πολύ ίσος του 1. 
** Αυτό διότι για ψ = 0 ο συντελεστής RH  = – 1,  όπως φαίνεται και στο Σχ. 8.5. 
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Για b < 5° και p < 4,5:   
2p01,043,0eA +−≅    (8.2.24γ) 

Για b < 5° και p ≥ 4,5:   
7,3p2

1A
−

≅     (8.2.24δ) 

Το Σχ. 8.11 που ακολουθεί παρουσιάζει ενδεικτικές καµπύλες του συντελεστή Α 

συναρτήσει της αριθµητικής απόστασης p. 

 
Σχ. 8.11: Ο συντελεστής εξασθένησης Α του κύµατος εδάφους ως συνάρτηση της 

αριθµητικής απόστασης p (για διάφορες τιµές της σταθεράς φάσης b) 

Για αριθµητικό παράδειγµα ας λάβουµε µια ενδεικτική περίπτωση εδάφους µε εr = 15 και 

σ = 0,012 S/m. Σε συχνότητα 600 kHz (που αντιστοιχεί σε µήκος κύµατος λ = 500 m) θα 

έχουµε χ = 360 και b ≅ 2,5°, οπότε cosb ≅ 1 και για µια απόσταση r = 100λ (δηλ. 50 km) η 

αριθµητική απόσταση προκύπτει p ≅ 0,87. Σε µια µεγαλύτερη συχνότητα, π.χ. 30 MHz (µε 

µήκος κύµατος λ = 10 m), έχουµε χ = 7,2 , b ≅ 65,9° και cosb ≅ 0,4 , οπότε για αντίστοιχη 

απόσταση r = 100λ (η οποία όµως είναι µόνο 1 km) βρίσκουµε p ≅ 17,79. Με βάση τις 

τιµές αυτές, από τις καµπύλες του Σχ. 8.11 παρατηρούµε ότι στην περίπτωση των 600 kHz 

ο συντελεστής εξασθένησης Α είναι κοντά στο 0,4 σε απόσταση 50 km, ενώ στη 

συχνότητα των 30 MHz είναι της τάξης του 0,05 σε απόσταση 1 km. Με άλλα λόγια, στα 

30 MHz το κύµα επιφανείας εξασθενεί σχεδόν 10 φορές περισσότερο σε απόσταση 50 

φορές µικρότερη από ό,τι στα 600 kHz. Από το παράδειγµα φαίνεται καθαρά ότι το κύµα 

επιφανείας είναι χρήσιµο µόνο σε χαµηλές συχνότητες. 

Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση οριζόντιου διπόλου προκύπτουν ανάλογες εκφράσεις για 

τον συντελεστή εξασθένησης. Για την αριθµητική απόσταση p ισχύουν πλέον 

διαφορετικές εκφράσεις ως εξής 
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bcos
rp
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≅      (8.2.25) 
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
χ
−ε

≅′ − 1tanb r1     (8.2.26) 

οι οποίες, για την ίδια φυσική απόσταση r, οδηγούν σε πολύ µεγαλύτερες τιµές της 

αριθµητικής απόστασης από ό,τι για κατακόρυφο δίπολο. Αυτό δείχνει και πάλι ότι το 

κύµα επιφανείας είναι πολύ µικρότερο (δηλ. εν προκειµένω µειώνεται πολύ πιο γρήγορα 

µε την απόσταση) στην περίπτωση αυτή. 

8.2.6. ∆ιάδοση πάνω από τη γη: κεραίες ανυψωµένες 

Όπως προαναφέρθηκε, για διάδοση ακριβώς πάνω στην επιφάνεια της γης (ψ = 0), το κύµα 

χώρου µηδενίζεται και η διάδοση γίνεται µόνο µέσω του κύµατος επιφανείας. Από την 

άλλη πλευρά, όµως, είδαµε ότι το κύµα επιφανείας εξασθενεί δραστικά για µεγαλύτερες 

συχνότητες, π.χ. στη ζώνη (µπάντα) των HF (3 – 30 MHz) και προφανώς περισσότερο για 

ακόµη υψηλότερες συχνότητες. Αυτό µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι στις συχνότητες των 

HF και άνω θα πρέπει οι κεραίες εκποµπής και λήψης να είναι ανυψωµένες πάνω από την 

επιφάνεια της γης (h1 , h2 > 0) ώστε η διάδοση να γίνεται µέσω του κύµατος χώρου. 

«Ευτυχώς» αυτό που έχει σηµασία (όπως σε όλα τα προβλήµατα διάδοσης Η/Μ κυµάτων) 

είναι το ύψος των κεραιών όχι σε απόλυτους αριθµούς αλλά σε σχέση µε το µήκος 

κύµατος, εποµένως σε υψηλές συχνότητες µε µικρά µήκη κύµατος η ανύψωση των 

κεραιών σε ικανό ύψος (ενδεικτικά: h1 , h2 ≥ λ/4) πάνω από τη γη είναι πρακτικά πολύ πιο 

εύκολη από ό,τι σε χαµηλότερες συχνότητες. Θα πρέπει όµως να σηµειωθεί ότι η επιλογή 

του κατάλληλου ύψους χρειάζεται προσοχή: Υπάρχουν (σε συγκεκριµένους συνδυασµούς 

τιµών συχνότητας, απόστασης και ιδιοτήτων του εδάφους) κάποιες περιπτώσεις όπου η 

ανύψωση των κεραιών είναι δυνατό να οδηγήσει όχι σε αύξηση αλλά σε µείωση της 

ισχύος που µεταδίδεται στην κεραία λήψης, επειδή µειώνεται το κύµα επιφανείας αλλά δεν 

αυξάνεται (ακόµη) επαρκώς το κύµα χώρου. 

Στην περίπτωση ανυψωµένων κεραιών εκποµπής και λήψης το σήµα στον δέκτη είναι το 

(διανυσµατικό) άθροισµα του κύµατος επιφανείας και του κύµατος χώρου. Οι συνιστώσες 

αυτών για κατακόρυφο δίπολο έχουν δοθεί στις (8.2.11-12), από τις οποίες φαίνεται ότι για 

µικρές γωνίες ψ η µεγαλύτερη από τις δύο (µε διαφορά) είναι η Εz συνιστώσα*. 

Αγνοώντας, λοιπόν, την Ερ συνιστώσα, το ηλεκτρικό πεδίο δίνεται από την (8.2.11). 

Θεωρούµε (όπως ισχύει συνήθως στην πράξη) ότι το µήκος της ζεύξης (δηλ. η οριζόντια 

                                                 
* Αυτό οφείλεται για το κύµα χώρου στον παράγοντα sinψ της (8.2.12) και για το κύµα επιφανείας στον 

παράγοντα γ της (8.2.12). 
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απόσταση d των δύο κεραιών) είναι πολύ µεγαλύτερο από τα ύψη τους πάνω από τη γη (d 

>> h1 + h2 ), οπότε η γωνία ψ είναι πολύ µικρή και ισχύουν οι προσεγγίσεις 

cosψ ≅ 1    και    
d
1

r
1

r
1

21
≅≅   

Με τις παραπάνω προσεγγίσεις και αγνοώντας τους όρους γ2 και γ4 (οι οποίοι είναι πολύ 

µικρότεροι από τη µονάδα), η (8.2.11) ξαναγράφεται στη µορφή 
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V0,zz eR1FeR1EE    (8.2.27) 

όπου ∆ η διαφορά φάσης που οφείλεται στη διαφορά των διαδροµών του ανακλώµενου 

και του κατευθείαν κύµατος (όπως στα Σχ. 8.4, 8.7), δηλ. 

( ) ( )1212 rr2rrk −
λ
π

=−=∆     (8.2.28) 

ενώ Εz,0 είναι το κύµα που εκπέµπει το δίπολο µεµονωµένο στον ελεύθερο χώρο, δηλ. για 

δίπολο Hertz το κατακόρυφο πεδίο στο µεσοκάθετο επίπεδο αυτού (θ = 90°) 

∆ίπολο Hertz:  
d

eLIk30jE
1

rkj

0,z

−

=    (8.2.29) 

όπως εύκολα επιβεβαιώνουµε από τις (4.4.2α-β) µε ζ = 120π. 

Η (8.2.27) δεν περιορίζεται σε δίπολο Hertz αλλά ισχύει και για άλλες περιπτώσεις 

κεραιών, π.χ. για δίπολο λ/2 θα πρέπει το Εz,0 να ληφθεί από την (4.4.14) µε θ = 90°: 

∆ίπολο λ/2:  
d

eI60jE
1

rkj

m0,z

−

=     (8.2.30) 

όπου Im το µέγιστο ρεύµα του διπόλου (όπως ορίζεται στην § 4.4.2 του παρόντος). 

Επισηµαίνουµε ακόµη ότι η (8.2.27) γενικεύεται πέραν της κατακόρυφης (z) συνιστώσας 

και για την οριζόντια συνιστώσα του πεδίου, αρκεί να αντικατασταθεί ο συντελεστής 

ανάκλασης RV από RH και ο συντελεστής F από τον αντίστοιχό του για οριζόντια πόλωση. 

Ο συντελεστής εξασθένησης F δίνεται από τις προηγούµενες (8.2.16-17), οι οποίες 

απλοποιούνται µε τη βοήθεια των παραπάνω προσεγγίσεων και λαµβάνοντας υπόψη ότι 

d
hhtan

r
hhsin 21

2

21 +
=ψ≅

+
=ψ  

Έτσι η (8.2.17) µπορεί να γραφεί 
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όπου η παράµετρος δ τέθηκε σε πολική µορφή όπως στην (8.2.21), ορίζοντας και εδώ την 

αριθµητική απόσταση p και την σταθερά φάσης b, αν και δεν δίνονται πλέον από τις 

(8.2.22-23). Για τον υπολογισµό του συντελεστή F µπορούν και εδώ να χρησιµοποιηθούν 

(µε δ=p ) οι προσεγγιστικές εκφράσεις (8.2.24α-δ). 

Για µεγάλες τιµές του δ  µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι (γνωστές από τα µαθηµατικά) 

ασυµπτωτικές εκφράσεις των συναρτήσεων erfc() και exp(), µε τη βοήθεια των οποίων 

προκύπτει η ακόλουθη ασυµπτωτική έκφραση του συντελεστή F για ∞→δ : 
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−≅    (8.2.32) 

ενώ για αρκετά µεγάλη τιµή ( 20>δ ) αρκεί ο πρώτος όρος της σειράς 

20,
2
1F >δ
δ

−≅     (8.2.33) 

Παρατηρούµε επιπλέον ότι αν η απόσταση των κεραιών είναι αρκετά µεγάλη ώστε να 

ισχύει 212 hhr +>>γ , τότε ο τελευταίος παράγοντας της (8.2.31) γίνεται περίπου ίσος µε 

1 και µπορεί να αγνοηθεί, οπότε αυτή µετατρέπεται στην (8.2.21). Αυτή όµως είναι η 

σχέση που ισχύει για ψ = 0, πράγµα που σηµαίνει ότι ο συντελεστής F ανάγεται στον 

συντελεστή Α (ο οποίος ορίζεται ακριβώς µέσω της τιµής του F για ψ = 0 σύµφωνα µε την 

προηγούµενη παράγραφο). Εποµένως ισχύει και η προσέγγιση (8.2.22) για την αριθµητική 

απόσταση p, µε τη βοήθεια της οποίας η (8.2.33) γράφεται 

bcosd2p2
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≅=
δ

≅≅    (8.2.34) 

δηλ. υπό τις προϋποθέσεις αυτές ο συντελεστής εξασθένησης F δεν εξαρτάται από τα ύψη 

h1 , h2 των κεραιών. Λαµβάνοντας το µέτρο του τρίτου όρου της (8.2.27) και 

χρησιµοποιώντας την προσέγγιση (8.2.34) έχουµε για το µέτρο του κύµατος επιφανείας: 
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≅επ    (8.2.35) 

η οποία δείχνει ακόµη µία φορά την ταχεία µείωση του κύµατος αυτού. 

Ιδίως για σχετικά µεγάλες συχνότητες (της ζώνης HF και άνω) η µείωση του κύµατος 

επιφανείας είναι ραγδαία, όπως δείχθηκε µε το προηγούµενο αριθµητικό παράδειγµα (το 

οποίο ισχύει και στην παρούσα περίπτωση αφού ο συντελεστής F κατά µέτρο ανάγεται 

στον συντελεστή Α), και κατά συνέπεια το κύµα αυτό γίνεται πρακτικά αµελητέο και η 
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διάδοση γίνεται µέσω του κύµατος χώρου. Για το κύµα χώρου µπορεί να χρησιµοποιηθεί η 

(8.2.27), αγνοώντας τον τρίτο όρο (δηλ. το κύµα επιφανείας), ενώ για τη διαφορά φάσης ∆ 

µπορεί να βρεθεί, µε τη βοήθεια του διωνυµικού αναπτύγµατος, η ακόλουθη προσέγγιση 

≅





 −

+−

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 +

+=−
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
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
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+≅  (8.2.36) 

Από την (8.2.28) παίρνουµε λοιπόν 

d
hh4 21

λ
π

≅∆      (8.2.37) 

και επειδή η ∆ είναι πολύ µικρή, ισχύει cos∆ ≅ 1 και sin∆ ≅ ∆. Εισάγουµε επίσης την 

προσέγγιση RV ≅ – 1 η οποία ισχύει για µικρές γωνίες ψ, όπως δείχνει το Σχ. 8.6 

(αντίστοιχα ισχύει και RH ≅ – 1, σύµφωνα µε το Σχ. 8.5, κατά συνέπεια οι προσεγγίσεις 

µας εφαρµόζονται και για οριζόντιο δίπολο). Με χρήση όλων των παραπάνω, 

λαµβάνοντας το µέτρο της (8.2.27) παίρνουµε το µέτρο του ηλεκτρικού πεδίου 

∆≅∆≅∆+∆−=−≅ ∆−
0,z0,z0,z

j
0,zz EsinEsinjcos1Ee1EE  

δηλ.     
d
hh4EE 21

0 λ
π

≅      (8.2.38) 

όπου παραλείφθηκε ο δείκτης z διότι, όπως παρατηρήθηκε παραπάνω, η (8.2.27) ισχύει 

(µε κατάλληλη επέκταση) και για την οριζόντια συνιστώσα του πεδίου. 

Αυτή είναι µια γενική και πολύ χρήσιµη σχέση για το πεδίο που φτάνει στον δέκτη λόγω 

της µετάδοσης του κύµατος πάνω από τη γη. Τονίζουµε και πάλι ότι Ε0 είναι το πεδίο που 

θα έφτανε στον δέκτη αν υπήρχε µόνο ο ποµπός (και όχι η γη), και µε την έννοια αυτή ο 

δεύτερος παράγοντας της (8.2.38) εκφράζει την πρόσθετη εξασθένηση λόγω του εδάφους 

ή της θάλασσας. Π.χ. για δίπολο λ/2 χρησιµοποιούµε την (8.2.30) και έχουµε 

2
21m

d
hhI240

E
λ

π
≅      (8.2.39) 

Για άλλες κεραίες µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την (4.1.3), η οποία δίνει 

2
0r E

2
1P
ζ

≅  

και τον ορισµό του κέρδους της κεραίας, από τον οποίο απορρέει (όπως π.χ. στην § 5.4.2) 

2
T

r d4
GWP

π
=  
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όπου Ε0 το συνολικό πεδίο, Pr το µέτρο του διανύσµατος Poynting, WT η ισχύς του 

ποµπού και G το κέρδος κατά την οριζόντια διεύθυνση, κατά την οποία θεωρούµε ότι η 

γίνεται περίπου η διάδοση και άρα η απόσταση είναι r ≅ d. Συνδυάζοντας παίρνουµε 

d
GW60

E
d4
GW2E T

02
T2

0 ≅⇒
π

ζ=    (8.2.40) 

η οποία στη συνέχεια µπορεί να εισαχθεί στην (8.2.38). Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι σχέσεις 

αυτές δείχνουν εξάρτηση της πυκνότητας ισχύος από την απόσταση όχι κατά d–2 , όπως θα 

ήταν στον ελεύθερο χώρο, αλλά κατά d–4 (το αντίστροφο της 4ης δύναµης). 

8.2.7. Οπτικός ορίζοντας – Επίδραση της καµπυλότητας της γης 

Ως τώρα η επιφάνεια της γης θεωρήθηκε επίπεδη. Η προσέγγιση αυτή θεωρείται 

ικανοποιητική για αποστάσεις 31f80d −≤  (όπου η d εκφράζεται σε km και η f σε MHz)*. 

Για ζεύξεις µεγαλύτερου µήκους d, πρέπει να ληφθεί υπόψη και το σφαιρικό σχήµα της 

γης, το οποίο, εκτός από τον περιορισµό της µέγιστης απόστασης ζεύξης οπτικής επαφής 

λόγω του οπτικού ορίζοντα**, έχει γενικά τις ακόλουθες επιδράσεις στην ζεύξη: 

• µείωση των υψών των κεραιών που πρέπει να χρησιµοποιηθούν για τον 

υπολογισµό του κύµατος (είναι πλέον τα ύψη πάνω από το εφαπτόµενο επίπεδο 

στο σηµείο ανάκλασης και όχι πάνω από το έδαφος στη θέση της κάθε κεραίας) 

• µείωση του ανακλώµενου κύµατος λόγω της καµπυλότητας της ανακλαστικής 

επιφάνειας η οποία τείνει να διαπλατύνει την ανακλώµενη δέσµη. 

    (α)       (β) 
Σχ. 8.12: (α) Οπτικός ορίζοντας (β) Μέγιστη απόσταση οπτικής επαφής δύο κεραιών 

Τα παραπάνω αφορούν στο κύµα χώρου, ενώ για το κύµα επιφανείας δεν προβλέπεταιι 

                                                 

* Μια άλλη συνθήκη είναι  ( ) 31k3,57 −α≥ψ  όπου ψ η γωνία πρόσπτωσης σε µοίρες. 
** Θα δούµε όµως στα επόµενα ότι, λόγω τροποσφαιρικών φαινοµένων, ο λεγόµενος ραδιοηλεκτρικός 

ορίζοντας είναι δυνατόν να εκτείνεται και πέραν του οπτικού ορίζοντα. 

h1 h2 
d1 d2d

a

T R 

γ2γ1
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αξιόλογη επίδραση (άλλωστε συνήθως θα έχει αποσβεσθεί αρκετά πριν τον ορίζοντα). 

Ο οπτικός ορίζοντας για µια κεραία σε ύψος h πάνω από τη γη δείχνεται στο Σχ. 8.12(α), 

όπου φαίνεται η µέγιστη απόσταση οπτικής επαφής d0 για ευθύγραµµη διάδοση του 

κύµατος. Από το ορθογώνιο τρίγωνο Ο∆Π (όπου η ευθεία Π∆ εφάπτεται στην επιφάνεια 

της γης στο σηµείο ∆, ενώ α = 6370 km είναι η ακτίνα της γης) φαίνεται αµέσως ότι 

α
−≅








α
+=

α+
=

+α
α

=γ
− h1h1

h1
1

h
cos

1
 

όπου η προσεγγιστική σχέση προέκυψε από το διωνυµικό ανάπτυγµα επειδή h << α . 

Επίσης η γωνία γ = d0 / α είναι µικρή επειδή d0 << α, και άρα 
2

0
2 d

2
11

2
1cos 








α

−=
γ

−≅γ   

Συνδυάζοντας τις δύο αυτές σχέσεις έχουµε 

h2dd
2
1h

0

2
0 α≅⇔






α

≅
α

   (8.2.41) 

Εφαρµόζοντας την (8.2.41) για δύο κεραίες τοποθετηµένες σε ύψη h1 και h2 όπως στο Σχ. 

8.12(β) διαπιστώνουµε ότι η µέγιστη απόσταση οπτικής επαφής µεταξύ τους είναι 

21max h2h2d α+α≅     (8.2.42) 

Στη συνέχεια εξετάζουµε την (γενικότερη) γεωµετρία του Σχ. 8.14 (βλ. παρακάτω) όπου 

δύο κεραίες είναι σε ύψη h1 και h2 πάνω από τη γη, αρκετά ψηλά ώστε να υπάρχει οπτική 

επαφή (δηλ. d ≤ dmax ). Θεωρούµε το επίπεδο που εφάπτεται στο σηµείο ανάκλασης και 

έστω h΄1 και h΄2 τα ύψη των δύο κεραιών πάνω από αυτό το επίπεδο και d = d1 + d2 η 

(περίπου οριζόντια) απόσταση µεταξύ τους πάνω στη σφαιρική επιφάνεια της γης. 

Με καλή προσέγγιση, η επίδραση που έχει η σφαιρική µορφή της επιφάνειας µπορεί να 

εκτιµηθεί µε γεωµετρική µεθοδολογία. Συγκεκριµένα, έστω µια κυµατική «δέσµη» από 

την κεραία, δηλ. το κύµα που εκπέµπεται µέσα σε έναν στοιχειώδη κυκλικό κώνο, εντός 

του οποίου (ως γνωστόν) η ισχύς είναι σταθερή. Όπως δείχνει το Σχ. 8.13(α), αν η δέσµη 

είχε ανακλασθεί από το εφαπτόµενο επίπεδο, η διατοµή του κώνου στον οποίο περιέχεται 

θα παρέµενε κυκλική και µετά την ανάκλαση (κύκλος Α΄Β΄Γ΄∆΄). Όταν όµως η δέσµη 

ανακλάται από τη σφαιρική επιφάνεια της γης, η διατοµή του κώνου διευρύνεται κατά το 

επίπεδο πρόσπτωσης και γίνεται ελλειπτική* , δηλ. ο κύκλος µετατρέπεται στην έλλειψη 

Α΄΄Β΄΄Γ΄΄∆΄΄ του Σχ. 8.13(β), επειδή αυξάνεται η διάµετρος Β΄∆΄ και µετατρέπεται στον 

                                                 
* Κατά κανόνα η διαπλάτυνση κάθετα στο επίπεδο πρόσπτωσης µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα, δηλ. ο 

µικρός άξονας Α΄΄Γ΄΄ της έλλειψης περίπου ίσος µε τη διάµετρο Α΄Γ΄ του κύκλου Α΄Β΄Γ΄∆΄ του Σχ. 8.13(α). 
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µεγάλο άξονα της έλλειψης. Εποµένως το άνοιγµα της δέσµης αυξάνεται και αντίστοιχα η 

πυκνότητα ισχύος του κύµατος µειώνεται κατά το αντίστροφο του λόγου των επιφανειών. 

 
(α) Επίπεδη επιφάνεια 

 
(β) Σφαιρική επιφάνεια 

Σχ. 8.13: Απόκλιση κυµατικής δέσµης που ανακλάται από σφαιρική επιφάνεια 
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Στο Σχ. 8.14 δείχνεται λεπτοµερέστερα η γεωµετρία για ανάκλαση από σφαιρική 

επιφάνεια, όπως φαίνεται στο επίπεδο πρόσπτωσης, και σε σύγκριση µε την ανάκλαση από 

επίπεδη επιφάνεια, η οποία εδώ αντιστοιχεί στο οριζόντιο εφαπτόµενο επίπεδο που 

διέρχεται από το σηµείο Ο. Λόγω της σφαιρικότητας της γης, η «ακτίνα» από το σηµείο Π 

(τον ποµπό) η οποία θα ανακλώνταν στο σηµείο ∆1 (υπό γωνία ψ + ∆ψ) αν η γη ήταν 

επίπεδη, τώρα ανακλάται στο σηµείο ∆ και σχηµατίζει ίσες γωνίες πρόσπτωσης και 

ανάκλασης µε το εφαπτόµενο επίπεδο στο σηµείο ∆, το οποιο σηµειώνεται µε 

διακεκοµµένη γραµµή στο σχήµα. Το επίπεδο αυτό σχηµατίζει µια πρόσθετη (µικρή) 

γωνία κλίσης γ ως προς το οριζόντιο επίπεδο, άρα η «ακτίνα» Π∆ προσπίπτει και στη 

συνέχεια ανακλάται (ως ∆∆΄΄ πλέον) υπό γωνία ανάκλασης ψ + ∆ψ + γ ως προς το επίπεδο 

αυτό και εποµένως έχει κλίση ψ + ∆ψ + 2γ ως προς το οριζόντιο επίπεδο (η πρόσθετη 

γωνία δ προέρχεται από την κλίση του ενός επιπέδου ως προς το άλλο). 

h1 h2 d1 d2d

a

Π

O΄ 

ψ
s1 

s2

h΄2 
h΄1

h΄΄1 
h΄΄2 

Κ

O

∆

∆΄΄ 

∆΄ 

γ 

∆ψ 

γ

ψ+∆ψ 

ψ+∆ψ+γ

2γ

ψ+∆ψ

∆1

ψ 

∆2 

δ1 

δ1 ∆3 

 
Σχ. 8.14: Γεωµετρία ζεύξης πάνω από σφαιρική γη. Για λόγους ευκρίνειας η ακτίνα α της 

γης φαίνεται πολύ µικρότερη, ενώ τα ύψη h1 και h2 και η γωνία γ πολύ 
µεγαλύτερα, από ό,τι είναι στην πραγµατικότητα. 

Όπως προαναφέρθηκε, η πυκνότητα ισχύος του κύµατος (αφού πρόκειται για την ίδια 

στερεά γωνία, άρα την ίδια ισχύ) µειώνεται αντιστρόφως ανάλογα των εµβαδών της 

έλλειψης Α΄΄Β΄΄Γ΄΄∆΄΄ και του κύκλου Α΄Β΄Γ΄∆΄. Επειδή ο µικρός ηµιάξονας Ο΄Γ΄΄ είναι 

περίπου ίσος µε την ακτίνα Ο΄Γ΄ = Ο΄∆΄, ο λόγος των εµβαδών ισούται περίπου µε 
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και είναι ίσος µε τον αντίστροφο λόγο των τιµών του διανύσµατος Poynting του 

ανακλώµενου κύµατος (δηλ. των πυκνοτήτων ισχύος αυτού) για σφαιρική και επίπεδη 

επιφάνεια. Όπως όµως είναι γνωστό, το διάνυσµα Poynting είναι ανάλογο µε το τετράγωνο 

του µέτρου του ηλεκτρικού πεδίου. Θεωρώντας λοιπόν το µέτρο του ηλεκτρικού πεδίου 

για σφαιρική και επίπεδη επιφάνεια Εαν,σφ και Εαν,επ αντίστοιχα, έχουµε 
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σϕαν    (8.2.43) 

Ο λόγος αυτός, ο οποίος εδώ συµβολίζεται µε D, εκφράζει τον συντελεστή µείωσης του 

ανακλώµενου πεδίου* λόγω του σφαιρικού σχήµατος της γης (σε σύγκριση µε την τιµή 

που θα είχε για επίπεδη επιφάνεια). ∆ηλ. είναι ο συντελεστής µε τον οποίο θα πρέπει να 

πολλαπλασιαστεί ο (γνωστός) συντελεστής ανάκλασης της επίπεδης επιφάνειας ώστε να 

προκύψει (µε καλή προσέγγιση) ο συντελεστής ανάκλασης από σφαιρική επιφάνεια. 

Πρέπει λοιπόν να προσδιορισθεί το µήκος του τµήµατος Ο΄∆΄΄ = Ο΄∆΄ + ∆΄∆΄΄. Το τµήµα 

Ο΄∆΄ αντιστοιχεί στην ανάκλαση από το (εφαπτόµενο) οριζόντιο επίπεδο και για το λόγο 

αυτό παρατηρούµε ότι αν προεκταθούν οι ανακλώµενες «ακτίνες» ΟΟ΄ και ∆1∆΄ θα 

συναντηθούν στο είδωλο του σηµείου Π κάτω από το οριζόντιο επίπεδο και άρα 

σχηµατίζουν µεταξύ τους γωνία ∆ψ (όση και οι «ακτίνες» ΠΟ και Π∆1 που ξεκίνησαν από 

το σηµείο Π). Επειδή όµως θεωρήσαµε στοιχειώδη κυκλικό κώνο, η γωνία ∆ψ (που 

αντιστοιχεί στο άνοιγµα του κώνου) είναι πολύ µικρή και άρα το τµήµα Ο΄∆΄ (χορδή) 

ισούται περίπου µε το αντίστοιχο τόξο γωνίας ∆ψ µε ακτίνα (ΠΟ) + (ΟΟ΄) = s1 + s2 , δηλ. 

( ) ( ) ψ∆+≅∆′Ο′ 21 ss  

Για τον ίδιο λόγο (πολύ µικρή ∆ψ) η ∆∆΄΄ είναι περίπου ίση µε την ΟΟ΄ και, επειδή από 

κατασκευή η Ο΄∆΄΄ είναι κάθετη στην ΟΟ΄, η ∆΄∆΄΄ προσεγγίζει την χορδή ενός τόξου 

ακτίνας ΟΟ΄ και γωνίας 2γ και είναι περίπου ίση µε το µήκος του τόξου αυτού, δηλ. 

 ( ) 2s2γ≅∆ ′′∆′  

Παρατηρούµε επίσης ότι, αν προβάλουµε την ∆1Ο κάθετα στην ΠΟ, το τµήµα που θα 

προκύψει θα έχει µήκος (∆1Ο)sinψ και θα είναι περίπου ίσο µε τη χορδή ενός πολύ µικρού 

τόξου ακτίνας ΠΟ = s1 και γωνίας ∆ψ, άρα και µε το µήκος του τόξου αυτού. Επειδή το 

ύψος h1 είναι προφανώς πολύ µικρότερο από την ακτίνα της γης, τα σηµεία ∆1 και ∆ είναι 

                                                 
* Συχνά λέγεται και συντελεστής απόκλισης, επειδή αντιπροσωπεύει την απόκλιση (διεύρυνση) της 

ανακλώµενης δέσµης από σφαιρική επιφάνεια έναντι της επίπεδης. 
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πολύ κοντά και η γωνία γ πολύ µικρή, και κατά συνέπεια (∆1Ο) ≅ (∆Ο) ≅ αγ. Εποµένως 

( ) ( ) ( )
ψα
ψ∆

=
ψα
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≅γ⇒ψγα≅ψ∆ΠΟ≅ψΟ∆
sin

s
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sinsin 1
1  

Συνδυάζοντας τις παραπάνω προσεγγίσεις παίρνουµε: 
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Τέλος παρατηρούµε (επειδή h1 , h2 << α) ότι αν προβάλουµε στο οριζόντιο επίπεδο τις 

αποστάσεις ΠΟ και ΟΟ΄ (που είναι s1 και s2), οι προβολές αυτών είναι περίπου ίσες µε τις 

επίγειες αποστάσεις d1 και d2 . Με άλλα λόγια, τα ίχνη των δύο κεραιών πάνω στη γη 

απέχουν περίπου όσο και στο οριζόντιο επίπεδο (δηλ. όσο θα απείχαν σε επίπεδη γη): 

( ) ( )
ψ

≅+⇒ψ+≅+=
cos

dsscosssddd 212121   (8.2.44) 

οπότε µε αντικατάσταση ο λόγος (Ο΄∆΄)/(Ο΄∆΄΄) γράφεται: 
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Όπως όµως δείχνει το Σχ. 8.14, οι αποστάσεις ΠΟ και ΟΟ΄ συνδέονται µε τα ύψη h΄1 και 

h΄2 των κεραιών πάνω από το οριζόντιο επίπεδο ως εξής: 

21

21

2

2

1

1
ss
hh

s
h

s
hsin

+
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=
′

=
′

=ψ     (8.2.45) 

Με τις αντικαταστάσεις αυτές, προκύπτει ο συντελεστής µείωσης D της (8.2.43): 
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
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
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+≅    (8.2.46) 

Επειδή στον παρονοµαστή εµφανίζεται η ακτίνα της γης α, η οποία προφανώς είναι πολύ 

µεγαλύτερη από όλες τις άλλες αποστάσεις που υπεισέρχονται στην (8.2.46), είναι 

εµφανές ότι ο δεύτερος όρος θα είναι κατά κανόνα αµελητέος και θα ισχύει D ≅ 1, εκτός 

από την περίπτωση πολύ µικρής γωνίας ψ (δηλ. πολύ πλάγιας πρόσπτωσης). Στην 

περίπτωση αυτή ισχύει, ως γνωστόν, sinψ ≅ tanψ και η (8.2.46) έρχεται στη µορφή 
21

3
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hh21D

−


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+≅     (8.2.47) 

Η γωνία ψ µπορεί να προσδιορισθεί µε καλή προσέγγιση συνδυάζοντας τις (8.2.44-45): 

d
hhtan

cos
d
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hhss 2121

21
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=+    (8.2.48) 
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Παρατηρούµε ότι η (8.2.48) έχει στον αριθµητή τα ύψη των δύο κεραιών πάνω από το 

οριζόντιο επίπεδο και στον παρονοµαστή την οριζόντια απόσταση αυτών, δηλ. είναι αυτή 

που θα ίσχυε και στην περίπτωση επίπεδης γης. 

Η ανύψωση των δύο κεραιών πάνω από το εφαπτόµενο οριζόντιο επίπεδο χαρακτηρίζεται 

είτε από τα ύψη h΄1 και h΄2 είτε από τις αποστάσεις h΄΄1 και h΄΄2 κατά την ακτινική 

διεύθυνση. Από το ορθογώνιο τρίγωνο ∆3Π∆2 (και αντίστοιχα για τη δεύτερη κεραία) 

προκύπτει η σχέση µεταξύ τους: 

111 coshh δ′′=′   , 222 coshh δ′′=′    (8.2.49) 

Οι γωνίες δ1 και δ2 είναι πολύ µικρές* λόγω του µεγέθους της ακτίνας της γης και 

εποµένως τα συνηµίτονα αυτών είναι πολύ κοντά στη µονάδα. Για καθεµία από αυτές 

λοιπόν ισχύει η γνωστή προσέγγιση του συνηµιτόνου µικρών γωνιών: 

2
1cos

2δ
−≅δ       (8.2.50) 

ενώ επίσης, µε τη βοήθεια του διωνυµικού αναπτύγµατος, προκύπτει περαιτέρω 
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    (8.2.51) 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ∆2ΟΚ παρατηρούµε ότι 
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όπου χρησιµοποιήθηκε η προσέγγιση (8.2.51). Επειδή δ1 = (d1/α) παίρνουµε 

α
−≅′′

2
dhh

2
1

11       (8.2.52α) 

α
−≅′′

2
dhh

2
2

22       (8.2.52β) 

όπου η δεύτερη των παραπάνω προκύπτει µε την ίδια ακριβώς διαδικασία για τη γωνία δ2 . 

Στη συνέχεια µπορούν να υπολογισθούν τα h΄1 και h΄2 από τις (8.2.49), είτε και απλώς να 

ληφθούν περίπου ίσα προς τα h΄΄1 και h΄΄2 . 

Για την εφαρµογή της θεωρίας αυτής σε µια πρακτική ζεύξη, τα αρχικά δεδοµένα που 

διαθέτουµε είναι κατά κανόνα η επίγεια απόσταση d και τα ύψη h1 και h2 των δύο 

κεραιών. Τονίζουµε ότι, σε αντίθεση µε αυτό που συµβαίνει για επίπεδη γη, οι ενδιάµεσες 

επίγειες αποστάσεις d1 και d2 και η γωνία ψ δεν είναι προφανείς από τη γεωµετρία της 
                                                 

* Αυτό µπορεί να επιβεβαιωθεί λαµβάνοντας µια ρεαλιστική (όχι µικρή) τιµή για την επίγεια απόσταση, 

π.χ. d1 = 200 km, οπότε µε δ1 = (d1/α) = 200/6370 προκύπτει ότι οι (8.2.50-51) δίνουν πολύ καλές 

προσεγγίσεις. 
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ζεύξης και δεν µπορούν να θεωρηθούν ως διαθέσιµα αρχικά δεδοµένα αλλά πρέπει να 

υπολογισθούν*. Για την d1 µπορεί να αποδειχθεί η ακόλουθη εξίσωση 3ου βαθµού 

( )[ ] 0dh2dhh2ddd3d2 1121
22

1
3
1 =α++α−+−     (8.2.53) 

η οποία ισχύει εφόσον οι γωνίες δ1 και δ2 είναι αρκετά µικρές ώστε 

sinδ1 ≅ δ1 , cosδ1 ≅ 1 – (δ1)2/2 , sinδ2 ≅ δ2 , cosδ2 ≅ 1 – (δ2)2/2 

Η λύση της (8.2.53) αποδεικνύεται ότι δίνεται από την 
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όπου  
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p
dhh2cos      (8.2.54β) 
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dhh
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2p 
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



++α=      (8.2.54γ) 

Αντίστοιχες σχέσεις µπορούν προφανώς να βρεθούν και για την d2 , η οποία όµως 

προκύπτει και αµέσως από την 

12 ddd −=       (8.2.54δ) 

Στη συνέχεια µπορεί να υπολογισθούν οι h΄΄1 , h΄΄2  και οι h΄1 , h΄2 από τις (8.2.52) και 

(8.2.49), και η γωνία ψ από την (8.2.48). 

Συµπερασµατικά, η διαδικασία διόρθωσης του υπολογισµού του ανακλώµενου κύµατος 

λόγω της καµπυλότητας της γης είναι η ακόλουθη: 

• Υπολογίζουµε τις d1 και d2 από τις (8.2.54). 

• Προσδιορίζουµε τις h΄΄1 , h΄΄2 , h΄1 , h΄2 και την ψ από τις (8.2.52) και (8.2.48-49) 

και στη συνέχεια υπολογίζουµε τον συντελεστή D από την (8.2.46) ή (8.2.47). 

• Θεωρούµε την γεωµετρία της ζεύξης ως προς το εφαπτόµενο επίπεδο της γης στο 

σηµείο Ο (το οποίο προκύπτει από την d1 ή την d2), όπως δείχνει το Σχ. 8.7, και 

υπολογίζουµε από αυτή τις αποστάσεις r1 και r2 = s1 + s2. 

• Υπολογίζουµε το ανακλώµενο κύµα ως προς το εφαπτόµενο επίπεδο µε τον 

διορθωµένο συντελεστή ανάκλασης DRV (αντίστοιχα DRH για οριζόντιο δίπολο). 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, η επίδραση της καµπυλότητας της γης αφορά στο κύµα χώρου, 

το οποίο εξακολουθεί να δίνεται από την (8.2.14), ή τις (8.2.11-12) ανά συνιστώσα, αλλά 

                                                 
* Παρατηρήστε ότι για επίπεδη γη είναι εύκολο να προσδιορίσουµε τις d 1 και d 2 και τη γωνία ψ 

ενώνοντας την κεραία 2 µε το είδωλο της κεραίας 1 ως προς το οριζόντιο επίπεδο, όπως στο Σχ. 8.7. Όµως 

για σφαιρική γη αυτή η γεωµετρική κατασκευή δεν είναι πλέον εφαρµόσιµη. 
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µε τη γεωµετρία του εφαπτόµενου επιπέδου και τον διορθωµένο συντελεστή ανάκλασης. 

8.3. ΤΡΟΠΟΣΦΑΙΡΙΚΗ ∆ΙΑ∆ΟΣΗ 

8.3.1. Γενικά 

Τροπόσφαιρα λέγεται το κατώτερο στρώµα της ατµόσφαιρας, το οποίο εκτείνεται µέχρι 

ύψους 10 km περίπου κατά µέσον όρο. Για την ακρίβεια, όπως έχει προαναφερθεί, το 

σχήµα της είναι πεπλατυσµένο στον ισηµερινό και συµπιεσµένο στους πόλους (µε ύψος 6-

8 km στους πόλους και 17-20 km στον ισηµερινό, σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία). Η 

τροπόσφαιρα είναι η περιοχή στην οποία λαµβάνουν χώρα όλα ουσιαστικά τα κλιµατικά 

φαινόµενα (π.χ. σχηµατίζονται τα νέφη). Στην τροπόσφαιρα η θερµοκρασία µειώνεται µε 

το ύψος µε ρυθµό περίπου 6,5 °C/km µέχρι την τιµή των – 50° C περίπου στο ανώτερο 

όριό της, ενώ η επόµενη περιοχή είναι η στρατόσφαιρα στην οποία η θερµοκρασία 

σταθεροποιείται (και µάλιστα αρχίζει να αυξάνει). 

Η επίδραση της τροπόσφαιρας στη διάδοση των Η/Μ κυµάτων οφείλεται στη µεταβολή 

της διηλεκτρικής σταθεράς 0r εε=ε  (όπου εr η σχετική διηλεκτρική σταθερά) και του 

δείκτη διάθλασης rn ε=  µε το υψόµετρο. Αυτή µε τη σειρά της οφείλεται στη µεταβολή 

της πυκνότητας του αέρα και της σχετικής υγρασίας του, δηλ. της περιεκτικότητάς του σε 

υδρατµούς (οι οποίοι έχουν µεγαλύτερη διηλεκτρική σταθερά από τον ξηρό αέρα). Λόγω 

της µεταβολής του δείκτη διάθλασης, το κύµα που οδεύει µέσα στην τροπόσφαιρα 

υφίσταται διάθλαση σύµφωνα µε τον γνωστό νόµο του Snell (όπως τροποποιείται για 

µεταβαλλόµενο n), ή ακόµη και ανάκλαση. Ο όρος διάθλαση εδώ υποδηλώνει βαθµιαία 

καµπύλωση της τροχιάς που ακολουθεί το κύµα (λόγω βαθµιαίας µεταβολής του n), ενώ 

ανάκλαση σηµαίνει απότοµη αλλαγή της κατεύθυνσης του κύµατος λόγω απότοµης 

µεταβολής του n µεταξύ διαδοχικών στρωµάτων της τροπόσφαιρας. Ως σηµείο αναφοράς 

λαµβάνεται η περίπτωση που η ατµόσφαιρα παρουσιάζει περίπου γραµµική, δηλ. µε 

σταθερό ρυθµό, µείωση του δείκτη διάθλασης µε το ύψος, οπότε έχουµε την λεγόµενη 

πρότυπη ατµόσφαιρα* (standard atmosphere), η οποία, όπως θα φανεί στα επόµενα, 

προκαλεί καµπύλωση της διαδροµής των ραδιοκυµάτων προς τα κάτω µε αποτέλεσµα να 

                                                 
* Η πρότυπη ατµόσφαιρα είναι ένα απλουστευµένο θεωρητικό µοντέλο, όπου η θερµοκρασία µειώνεται 

µε ρυθµό 6,5 °C/km και η πίεση των υδρατµών είναι 10 mb σε υψόµετρο 0 (στην επιφάνεια της θάλασσας) 

και µειώνεται µε ρυθµό 3,3 mb/km. Οι συνθήκες αυτές οδηγούν σε µείωση του δείκτη διάθλασης 

συναρτήσει του ύψους µε συγκεκριµένο σταθερό ρυθµό. Το απλουστευµένο αυτό µοντέλο προσεγγίζει τις 

µέσες τιµές του δείκτη διάθλασης πάνω από την ξηρά (δηλ. χωρίς να ληφθούν υπόψη εξατµίσεις από τη 

θάλασσα), δεν καλύπτει όµως τις διακυµάνσεις που παρουσιάζονται πολύ συχνά στην πράξη. 
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είναι δυνατή η ζεύξη σε αποστάσεις πέραν του οπτικού ορίζοντα. Γενικά η διάθλαση των 

ραδιοκυµάτων σε συνθήκες πρότυπης ατµόσφαιρας αποκαλείται οµαλή διάθλαση (normal 

refraction), ενώ σε άλλες συνθήκες ανώµαλη. Πιο συγκεκριµένα, σε διάφορες περιπτώσεις 

είναι δυνατόν ο δείκτης διάθλασης είτε να µειώνεται µε ρυθµό αργότερο από τον ρυθµό 

µείωσης της πρότυπης ατµόσφαιρας, οπότε έχουµε τις λεγόµενες υποπρότυπες 

(substandard) συνθήκες, είτε να µειώνεται µε ταχύτερο ρυθµό, οπότε έχουµε τις 

υπερπρότυπες (superstandard) συνθήκες*. Στην πρώτη περίπτωση η καµπύλωση της 

διαδροµής των ραδιοκυµάτων είναι µικρότερη από ό,τι για πρότυπες συνθήκες και στην 

δεύτερη είναι µεγαλύτερη (µε αποτέλεσµα να καθίστανται εφικτές ζεύξεις σε µεγαλύτερη 

απόσταση). Ειδικότερα σε υπερπρότυπες συνθήκες µπορεί να έχουµε και αναστροφή της 

φοράς µεταβολής του δείκτη διάθλασης** από µείωση σε αύξηση και πάλι σε µείωση, 

δηµιουργώντας ενδιαµέσως στρώµατα τα οποία συµπεριφέρονται κατά κάποιο τρόπο ως 

τροποσφαιρικοί κυµατοδηγοί (ducts) και µπορούν να προκαλέσουν παγίδευση του 

κύµατος µεταφέροντάς το σε µεγάλες αποστάσεις (κατά ανάλογο τρόπο όπως στους 

µεταλλικούς κυµατοδηγούς). Είναι δυνατόν επίσης να συµβεί σχετικά απότοµη µεταβολή 

του δείκτη διάθλασης οπότε προκαλείται ανάκλαση των κυµάτων στην επιφάνεια της 

απότοµης µεταβολής. Ένα ακόµη φαινόµενο που µπορεί να επιτρέψει την ασύρµατη ζεύξη 

σε µεγάλες αποστάσεις (αναφέρονται ζεύξεις µέχρι περίπου 500 – 600 km) χωρίς οπτική 

επαφή είναι η λεγόµενη τροποσφαιρική σκέδαση, δηλ. η επανεκποµπή ενός µέρους του 

κύµατος προς διαφορετική κατεύθυνση λόγω σκέδασης από κάποια περιοχή της 

τροπόσφαιρας όπου η διηλεκτρική σταθερά µεταβάλλεται µε πολύ ακανόνιστο τρόπο. 

Σηµειώνουµε ότι τα προαναφερόµενα φαινόµενα έχουν σηµασία για ζεύξεις σε συχνότητες 

από 30 MHz περίπου ως 10 GHz το πολύ, ενώ από εκεί και πάνω χρησιµοποιούνται µόνο 

ζεύξεις οπτικής επαφής. Στην περιοχή άνω των 10 GHz τα σηµαντικότερα τροποσφαιρικά 

φαινόµενα, τα οποία µπορούν να οδηγήσουν σε διαλείψεις (δηλ. απώλεια της ζεύξης για 

κάποιο χρονικό διάστηµα), είναι η εξασθένηση των κυµάτων λόγω καιρικών φαινοµένων 

(κυρίως  της βροχόπτωσης), η οποία εµφανίζεται περίπου από τα 10 GHz και πάνω, καθώς 

και η εξασθένηση των κυµάτων από αέρια της ατµόσφαιρας (κυρίως οξυγόνο και 

                                                 
* Οι διαφοροποιήσεις αυτές συνήθως συµβαίνουν όχι στο σύνολο της τροπόσφαιρας αλλά σε κάποια 

επιµέρους στρώµατα αυτής, και έτσι συχνά γίνεται λόγος για υποπρότυπο ή υπερπρότυπο στρώµα. Οι όροι 

«υπο–» ή «υπερ–» «πρότυπο» (sub– / super– standard) προέρχονται µάλλον από το ότι στην πρώτη 

περίπτωση έχουµε γενικά χειροτέρευση και στη δεύτερη βελτίωση της απόδοσης των ζεύξεων. 
** Για την ακρίβεια, αυτό που τυπικά χαρακτηρίζει τις υπο– και υπερ– πρότυπες συνθήκες και τα ducts 

είναι ο ρυθµός µεταβολής όχι ακριβώς του δείκτη διάθλασης αλλά ενός µεγέθους που συνδέεται στενά µε 

αυτόν και ονοµάζεται «τροποποιηµένος δείκτης διάθλασης». 
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υδρατµούς) η οποία αρχίζει να γίνεται σηµαντική περίπου από τα 20 GHz και πάνω. 

8.3.2. ∆ιηλεκτρικά χαρακτηριστικά της τροπόσφαιρας 

Η διηλεκτρική σταθερά της τροπόσφαιρας, από την οποία εξαρτάται η διάδοση των Η/Μ 

κυµάτων σε αυτή, µειώνεται µε το υψόµετρο. Ο δείκτης διάθλασης rn ε=  έχει (για ξηρό 

αέρα) τιµή περίπου 1,00032 στην επιφάνεια της γης και µειώνεται µέχρι την τιµή 1 σε 

µεγάλα ύψη όπου η πυκνότητα του αέρα είναι µκρή. Στην περίπωση υγρού αέρα οι τιµές 

του n είναι µεγαλύτερες. Επειδή οι µεταβολές του n είναι πολύ µικρές, συνήθως 

χρησιµοποιείται η λεγόµενη διαθλαστικότητα (refractivity)* 

( ) 66 10N1n101nN −⋅+=⇔⋅−=     (8.3.1) 

Για τον υπολογισµό της διαθλαστικότητας ισχύει η εµπειρική σχέση 

2
5

T
e10732,3

T
e6,5

T
p6,77N ⋅+−=     (8.3.2) 

όπου p είναι η ατµοσφαιρική πίεση και e η µερική πίεση (τάση) των υδρατµών 

(αποκαλούµενη και απόλυτη υγρασία) σε mb (millibars, όπου 1 mb =  100 Pa [kg/m⋅sec2] 

= 1 hPa = 0,75 mmHg) και Τ η απόλυτη θερµοκρασία σε βαθµούς Kelvin (°K = 273 + °C). 

Στην ρεαλιστική περίπτωση που οι p και e είναι της τάξης των 1000 και 10 mb αντίστοιχα 

(υπεµθυµίζουµε ότι 1 atm = 760 mmHg = 1013 mb), ο δεύτερος όρος (– 5,6 e/T) µπορεί να 

θεωρηθεί αµελητέος και η (8.3.2) γράφεται στη µορφή** 

2
5

T
e10732,3

T
p6,77

T
e4810p

T
6,77N ⋅+=






 +=     (8.3.3) 

Η σχέση αυτή ισχύει µε πολύ καλή προσέγγιση για το σύνολο του φάσµατος των 

ραδιοσυχνοτήτων (αναφέρεται ότι για συχνότητες ως 100 GHz το σφάλµα είναι λιγότερο 

από 0,5%). Επισηµαίνουµε ότι ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύει τη συνεισφορά του ξηρού 

αέρα και ο δεύτερος τη συνεισφορά των υδρατµών στη διαθλαστικότητα (και για τον λόγο 

αυτό αποκαλούνται «ξηρός όρος» και «υγρός όρος», αντίστοιχα). 

H τάση των υδρατµών συνδέεται µε την υγρασία και τη θερµοκρασία µέσω των σχέσεων 

                                                 
* Παρατηρήστε ότι η διαθλαστικότητα µετράει τη διαφορά του n από τη µονάδα σε ppm (parts per 

million). 
** Τόσο οι (8.3.3-5) για τη διαθλαστικότητα, όσο και η εκθετική σχέση (8.3.7) για το n και οι παράµετροι 

αναφοράς (8.3.8) παρακάτω, ακολουθούν τη σχετική σύσταση της ITU (Recommendation ITU-R P.453-9) 

του 2003. Η έννοια της πρότυπης ατµόσφαιρας είναι προγενέστερη και πιο απλουστευµένη. 
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100
eH

e s=  , 







+
=

ct
btexpaes     (8.3.4) 

όπου Η είναι η σχετική υγρασία (σε ποσοστό %), t η θερµοκρασία σε βαθµούς Κελσίου 

(°C) και es η τάση (πίεση) των κορεσµένων υδρατµών (σε mb) στη θερµοκρασία αυτή, ενώ 

οι τιµές των σταθερών είναι a = 6,1121 , b = 17,502 και c = 240,97 και ισχύουν για 

θερµοκρασίες από –20 °C ως +50 °C µε ακρίβεια ± 0,20 %. 

Ο «ξηρός» όρος της (8.3.3) (ο οποίος δεν εξαρτάται από τα καιρικά φαινόµενα) είναι ο 

επικρατέστερος και µειώνεται µε τη θερµοκρασία, αλλά ο «υγρός» όρος, όπως δείχνουν οι 

(8.3.4), αυξάνεται µε τη θερµοκρασία ταχύτερα. (Ενδεικτικά, σε θερµοκρασία t = 0 °C ο 

«ξηρός» όρος έχει τιµή περίπου 288 και ο «υγρός» περίπου 6, ενώ στους 40 °C οι 

αντίστοιχες τιµές είναι περίπου 251 και 56). Για τον λόγο αυτό οι µεταβολές του N, και 

αντίστοιχα του n, είναι µεγαλύτερες σε θερµές (τροπικές) περιοχές. 

Σηµειώνουµε επίσης ότι για την (κατ’ όγκον) πυκνότητα ρ των υδρατµών (σε g/m3 ) ισχύει 

7,216
Te ρ

=   (σε mb)   (8.3.5) 

ενώ για την ειδική υγρασία s (σε g υδρατµού ανά kg αέρα) ισχύει 

ps00161,0
s377,0623

pse ≅
−

=  (p και e σε mb)  (8.3.6) 

Όπως δείχνουν οι παραπάνω σχέσεις, η διαθλαστικότητα Ν και ο δείκτης διάθλασης n 

εξαρτώνται από τις κλιµατικές συνθήκες, και κατά συνέπεια µεταβάλλονται τόσο στο 

χώρο (ανά γεωγραφική περιοχή) όσο και στο χρόνο (ανά εποχή του έτους). Για σχετικά 

κοντινές αποστάσεις, όπως αυτές που κατά κανόνα καλύπτει µια ασύρµατη ζεύξη, η 

οριζόντια µεταβολή των Ν και n µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα, ενώ σηµασία έχει η 

εξάρτηση από το ύψος. Με βάση χωρικές και χρονικές µέσες τιµές έχει προκύψει ότι η 

εξάρτηση αυτή κατά µέσον όρο σε µεγάλα χρονικά διαστήµατα (long-term mean 

dependence) διέπεται από τον εκθετικό νόµο: 

( ) 







−+= −

0
0

6
h
hexpN101hn     (8.3.7) 

όπου h είναι το υψόµετρο σε km από την επιφάνεια της θάλασσας και οι σταθερές h0 

(επίσης σε km) και N0 (που είναι η τιµή της διαθλαστικότητας για h = 0 δηλ. στην 

επιφάνεια της θάλασσας) µπορούν να προσδιορισθούν στατιστικά ανά κλιµατική ζώνη. 

Κατά µέσον όρο για ολόκληρη τη γη µπορούν ενδεικτικά να ληφθούν οι τιµές αναφοράς 

N0 = 315    h0 = 7,35 km    (8.3.8) 

Η σχέση (8.3.7) δείχνει ότι ο δείκτης διάθλασης λαµβάνει τη µέγιστη τιµή του σε µηδενικό 

υψόµετρο και µειώνεται εκθετικά καθώς αυξάνει το ύψος, πράγµα που οφείλεται κυρίως 
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στη µείωση της πυκνότητας της ατµόσφαιρας (και άρα της ατµοσφαιρικής πίεσης) µε το 

ύψος. Στο χαµηλότερο τµήµα της ατµόσφαιρας (τυπικά περίπου στο πρώτο 1 km) η 

µεταβολή είναι σχεδόν γραµµική µε ρυθµό ίσο µε την παράγωγο της (8.3.7): 

6

0

066 1043
h
N10

dh
dN10

dh
dn −−− ⋅−≅−≅=    (8.3.9) 

δηλ.     ( ) h
h
N10N101hn

0

06
0

6 −− −+≅  

Με βάση την απλοποιηµένη αυτή προσέγγιση γραµµικής µείωσης του n(h) ορίζεται η 

λεγόµενη πρότυπη ατµόσφαιρα (standard atmosphere), η οποία αντιστοιχεί στις 

ακόλουθες τιµές των παραµέτρων: 

p = 1013 mb  , dp/dh = – 0,121 mb/m   (8.3.10α) 

T = 288 °K (ή 15 °C)  , dT/dh = – 0,0065 °K/m  (8.3.10β) 

e = 10 mb  , de/dh = – 0,0033 mb/m  (8.3.10γ) 

Πρότυπη ατµόσφαιρα, λοιπόν, λέγεται µια απλουστευµένη υποθετική ατµόσφαιρα στην 

οποία ο δείκτης διάθλασης µειώνεται γραµµικά µε το υψόµετρο και στην οποία οι τιµές 

των φυσικών παραµέτρων της είναι οι παραπάνω. Με αυτές, από την (8.3.3) προκύπτουν 

οι ακόλουθες τιµές παραµέτρων που χαρακτηρίζουν την πρότυπη ατµόσφαιρα*: 

N0 ≅ 320  ,  dN/dh ≅ – 0,04 m–1 ≅ 40 km–1   (8.3.11) 

8.3.3. Οµαλή τροποσφαιρική διάθλαση – Ραδιοηλεκτρικός ορίζοντας 

Σε οµογενές υλικό (δηλ. µε σταθερή τιµή των µ και ε, άρα και του n, στο χώρο) τα 

ραδιοκύµατα διαδίδονται, ως γνωστόν, ευθύγραµµα. Επειδή η ατµόσφαιρα είναι 

ανοµοιογενής, δηλ. ο δείκτης διάθλασης µεταβάλλεται µε το ύψος όπως προαναφέρθηκε, 

οι τροχιές των ραδιοκυµάτων καµπυλώνονται. Η καµπύλωση αυτή οφείλεται στη 

διάθλαση των κυµάτων σύµφωνα µε τον νόµο του Snell (8.2.1β), ο οποίος για δύο 

διακριτά στρώµατα µε σταθερό µ = µ0 παίρνει τη µορφή 

2211 sinnsinn θ′=θ     (8.3.12) 

όπου οι γωνίες θ1 και θ΄2 µετρώνται από την κάθετο στη διαχωριστική επιφάνεια των δύο 

                                                 
* Συγκρίνοντας µε τις (8.3.8-9) παρατηρούµε ότι οι τιµές (8.3.11) της πρότυπης ατµόσφαιρας 

προσεγγίζουν τις τιµές που δίνει η (8.3.7) βάσει των παραµέτρων αναφοράς (8.3.8) αλλά δεν ταυτίζονται µε 

αυτές. Αυτό συµβαίνει για ιστορικούς λόγους, επειδή η έννοια της πρότυπης ατµόσφαιρας προηγήθηκε της 

εκθετικής σχέσης (8.3.7) και διατυπώθηκε µε τις προσεγγιστικές τιµές (8.3.10) που ήταν γενικά αποδεκτές 

την εποχή εκείνη (γύρω στο 1950). Σηµειώνουµε επίσης ότι οι τιµές αναφοράς (8.3.8) υιοθετήθηκαν σχετικά 

πρόσφατα, ενώ πιο πριν (µέχρι περίπου το 1990) η εξ. (8.3.7) συνδυαζόταν συνήθως µε µια τιµή N0 ≅ 290, η 

οποία δίνει ρυθµό µεταβολής dN/dh ≅ – 0,04 m–1 που συµφωνεί µε την λεγόµενη πρότυπη ατµόσφαιρα. 
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στρωµάτων, όπως φαίνεται στο Σχ. 8.15α. Το σχήµα αυτό έχει σχεδιασθεί για σφαιρικά 

στρώµατα (προφανώς ο νόµος Snell είναι απλούστερος σε επίπεδα) όπου η διαχωριστική 

επιφάνεια είναι σφαιρική και εποµένως η κάθετος λαµβάνεται ακτινική (κάθετη στο 

τοπικό εφαπτόµενο επίπεδο σε κάθε σηµείο). Όταν η µεταβολή του δείκτη διάθλασης µε 

το ύψος n = n(h) είναι συνεχής, όπως συµβαίνει στην τροπόσφαιρα, τότε θεωρούµε 

στοιχειώδη διαδοχικά σφαιρικά στρώµατα µε ακτίνα r1 = r , r2 = r + dr , ... κ.ο.κ. και δείκτη 

διάθλασης n1 = n , n2 = n + dn , ... όπως φαίνεται στο Σχ. 8.15β. 

 
        (α)          (β) 
Σχ. 8.15: ∆ιάθλαση από σφαιρικά στρώµατα µε (α) διακριτή (β) συνεχή µεταβολή του 

δείκτη διάθλασης 

Με βάση το Σχ. 8.15, από το τρίγωνο ΟΑΒ έχουµε (νόµος των ηµιτόνων) 

2
1

2
2

2

2

2

1 sin
r
rsin

sin
r

sin
r

θ=θ′⇔
θ′

=
θ

 

και συνδυάζοντας µε τον νόµο Snell (8.3.12) παίρνουµε 

222111 sinrnsinrn θ=θ     (8.3.13) 

Η σχέση αυτή ισχύει είτε για διακριτή είτε για συνεχή µεταβολή του δείκτη διάθλασης και 

(επειδή µπορεί να επαναληφθεί για οσαδήποτε στρώµατα) γράφεται στη γενικότερη µορφή 

n r sin θ = σταθ.    (8.3.14) 

η οποία λέγεται και νόµος Bouguet και διέπει την διάθλαση µέσω σφαιρικών στρωµάτων 

(είτε διακριτής είτε συνεχούς µορφής). 

Στην περίπτωση συνεχούς µεταβολής του n, η οποία κυρίως µας ενδιαφέρει, η διαδροµή 

ΑΒ που διανύει το κύµα στο στοιχειώδες τροποσφαιρικό στρώµα πάχους dr γίνεται επίσης 

στοιχειώδης και η τροχιά του κύµατος (από τεθλασµένη για διακριτά στρώµατα) 

µετατρέπεται σε καµπύλη. Στο σχ. 8.15β φαίνονται δύο διαδοχικά στοιχειώδη τµήµατα της 

τροχιάς ΓΑ και ΑΒ και θεωρούµε τις καθέτους ΑΚ και ΒΚ προς αυτά, οι οποίες τέµνονται 
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σε ένα σηµείο Κ που είναι το κέντρο καµπυλότητας του µικρού τόξου ΓΑΒ µε ακτίνα 

καµπυλότητας ρ = ΚΑ ≅ ΚΒ. (Οι ΑΚ και ΒΚ είναι λοιπόν οι τοπικές κάθετοι και το σηµείο 

Κ το τοπικό κέντρο καµπυλότητας της τροχιάς.) Από τα τρίγωνα ΟΕΑ και ΚΕΒ προκύπτει 

( ) θ+δ=γ⇒γ+θ+θ−
π

=δ+θ−
π ddddd

2
d

2
 

Επίσης από το τρίγωνο ΑΗΒ (το οποίο είναι περίπου ορθογώνιο επειδή η γωνία dδ είναι 

πολύ µικρή) παρατηρούµε ότι (ΑΗ) ≅ (ΑΒ) sinθ δηλ. r dδ = ρ dγ sinθ (η ΑΗ είναι χορδή 

τόξου ακτίνας r γωνίας dδ και η ΑΒ χορδή τόξου ακτίνας ρ γωνίας dγ). Συνδυάζοντας: 

γ





 θ

ρ
−=θ⇒θγρ=θ−γ dsin

r
1dsinddrdr    (8.3.15) 

Εφαρµόζοντας την (8.3.14) στα διαδοχικά στοιχειώδη στρώµατα µε n , n + dn παίρνουµε 

( )( ) ( ) ( )( ) ≅θθ+θθ++≅θ+θ++=θ dsincosdcossindnrdrnrndsindrrdnnsinrn  

( ) θθ+θ++θ≅ dcosrnsindnrdrnsinrn  

όπου αγνοήθηκαν όροι δεύτερης διαφορικής τάξης (δηλ. της µορφής dr dn) και λήφθηκε 

cos(dθ) ≅ 1 και sin(dθ) ≅ dθ. Εξισώνοντας το πρώτο και το τελευταίο µέλος προκύπτει: 

θ
θ







 +−=θ

cos
sin

n
dn

r
drd     (8.3.16) 

Από το τρίγωνο ΑΗΒ παρατηρούµε επίσης ότι (ΒΗ) ≅ (ΑΒ) cosθ δηλ. dr = dh = ρ dγ cosθ. 

Εισάγοντας αυτή και την (8.3.16) στην (8.3.15) παίρνουµε 

θ
θ







 +−=θ

θρ






 θ
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−

cos
sin

n
dn

r
dhd

cos
1sin

r
1  

η οποία επιλύοντας ως προς ρ γίνεται 

θ
−=ρ

sin
dh
dn

n      (8.3.17) 

ενώ ειδικότερα για µικρή γωνία ψ (σχεδόν οριζόντια διάδοση) ισχύει θ ≅ 90° και sinθ ≅ 1, 

οπότε, δεδοµένου και ότι  n  ≅ 1, η (8.3.17) απλοποιείται στη µορφή 

dhdn
1

−≅ρ      (8.3.18) 

Η (8.3.17) ή (8.3.18) δίνει την ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς των ραδιοκυµάτων λόγω 

της µεταβολής του δείκτη διάθλασης µε το ύψος n = n(h). Για dn/dh < 0, δηλ. µείωση του 

δείκτη διάθλασης µε το ύψος (που είναι η συνήθης περίπτωση σην πράξη), προκύπτει 

ακτίνα καµπυλότητας θετική. Από γεωµετρική άποψη αυτό σηµαίνει ότι οι τροχιές των 

ραδιοκυµάτων καµπυλώνονται προς τα κάτω (η διαδροµή διάδοσης είναι κυρτή). Με τον 

τρόπο αυτό είναι δυνατό να υπάρξει ζεύξη ακόµη και χωρίς οπτική επαφή µεταξύ των 
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κεραιών εκποµπής και λήψης (δηλ. όταν παρεµβάλλεται η γη), µέσω κυµάτων που αν 

ακολουθούσαν ευθύγραµµη τροχιά από τον ποµπό θα έφευγαν προς τον ουρανό αλλά µε 

κύρτωση προς τα κάτω φτάνουν στον δέκτη που είναι πέρα από τον ορίζοντα. Σε 

περίπτωση που dn/dh > 0, δηλ. αν ο δείκτης διάθλασης αυξάνεται µε το ύψος (πράγµα που 

µπορεί να συµβεί ενίοτε υπό ειδικές συνθήκες και για περιορισµένη περιοχή), η ακτίνα 

καµπυλότητας γίνεται αρνητική, που σηµαίνει καµπύλωση των ραδιοκυµάτων προς τα 

πάνω (διαδροµή διάδοσης κοίλη), οπότε η εµβέλεια της ζεύξης τείνει να χειροτερεύει 

(γίνεται µικρότερη από την απόσταση οπτικής επαφής). 

Ειδικότερα στην περίπτωση που ο ρυθµός µείωσης dn/dh είναι σταθερός (πράγµα που 

ισχύει για την πρότυπη ατµόσφαιρα, όπως προαναφέρθηκε), η ακτίνα καµπυλότητας 

προκύπτει σταθερή. Πιο συγκεκριµένα, εισάγοντας στην (8.3.18) την τιµή της (8.3.11) για 

πρότυπη ατµόσφαιρα, παίρνουµε την ακτίνα καµπυλότητας 

α≅⋅≅ρ 4m1025 6      (8.3.19) 

όπου α = 6370 km είναι (όπως έχει αναφερθεί και στα προηγούµενα) η ακτίνα της γης. Η 

προσέγγιση ρ ≅ 4α της (8.3.19) περιέχει αρκετά µεγάλη στρογγύλευση και είναι µάλλον 

µια ενδεικτική σχέση γενικού χαρακτήρα παρά µια πολύ ακριβής προσέγγιση, η οποία 

άλλωστε δεν θα µπορούσε να έχει καθολική ισχύ λόγω των µεγάλων διαφοροποιήσεων 

(ως προς τον χώρο και τον χρόνο) που παρατηρούνται στη συµπεριφορά του n µε το ύψος. 

Επειδή το ζητούµενο στην (8.3.19) δεν είναι η µεγάλη ακρίβεια, ακόµη και αν 

αντικατασταθεί η τιµή της (8.3.11) µε την τιµή που δίνει η (8.3.7) για τον ρυθµό dn/dh, η 

στρογγύλευση ρ ≅ 4α διατηρείται, πράγµα που σηµαίνει ότι η σχετικά µικρή διαφορά (που 

έχει ήδη επισηµανθεί) ανάµεσα στην πρότυπη ατµόσφαιρα και στο ακριβέστερο µοντέλο 

της (8.3.7) δεν έχει ιδιαίτερη σηµασία στην προσέγγιση αυτή. 

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, σε πρότυπη ατµόσφαιρα η τροχιά των ραδιοκυµάτων 

καµπυλώνεται προς τα κάτω (κυρτώνεται), µε αποτέλεσµα το ύψος h πάνω από τη γη σε 

τυχόν σηµείο της τροχιάς να είναι µικρότερο από ό,τι θα ήταν για ευθύγραµµη τροχιά 

(αυτό άλλωστε σηµαίνει καµπύλωση προς τα κάτω). Για να αποσαφηνίσουµε την εικόνα, 

ας συγκρίνουµε την (πραγµατική) καµπυλόγραµµη τροχιά των ραδιοκυµάτων µε µια 

(υποθετική) ευθύγραµµη τροχιά η οποία ξεκινάει από κάποιο ύψος h πάνω από τη γη και 

διαδίδεται σε διεύθυνση παράλληλη προς την εφαπτοµένη της γης (όπως στο Σχ. 8.16). Αν 

η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς ήταν ρ = α + h, δηλ. περίπου ίση µε την ακτίνα της γης 

(αφού προφανώς h << α), τότε η τροχιά θα αντιστοιχούσε σε έναν κύκλο οµόκεντρο µε τη 

γη και εποµένως το ύψος h θα παρέµενε σταθερό κατά τη διάδοση, δηλ. τα ραδιοκύµατα 

θα διαδίδονταν παράλληλα µε την επιφάνεια της γης. Αν πάλι η ακτίνα καµπυλότητας 

ήταν ακόµα µικρότερη, ρ < α + h, τότε η τροχιά θα αντιστοιχούσε σε κύκλο µικρότερης 
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ακτίνας από τη γη και εποµένως το ύψος h θα µειωνόταν κατά τη διάδοση, δηλ. τα 

ραδιοκύµατα θα έτειναν να συναντήσουν την επιφάνεια της γης. Για πρότυπη ατµόσφαιρα 

η τροχιά έχει ακτίνα καµπυλότητας µεγαλύτερη από την ακτίνα της γης (περίπου 

4πλάσια). Αυτό σηµαίνει ότι καµπυλώνεται λιγότερο (έχει µικρότερη καµπυλότητα*) από 

ό,τι η επιφάνεια της γης και εποµένως τα κύµατα, καθώς διαδίδονται, αποµακρύνονται από 

την επιφάνεια της γης αλλά λιγότερο από ό,τι θα αποµακρύνονταν σε ευθύγραµµη διάδοση 

(βλ. και το Σχ. 8.17). 

 
   (α)            (β) 
Σχ. 8.16: ∆ιάδοση ραδιοκυµάτων πάνω από τη γη: (α) ευθύγραµµη (β) καµπυλόγραµµη 

Ξεκινώντας από την παραπάνω συλλογιστική, µπορεί να διατυπωθεί µια γεωµετρική 

ισοδυναµία η οποία χρησιµεύει για υπολογισµούς. Έστω η (πραγµατική) καµπυλόγραµµη 

τροχιά των ραδιοκυµάτων του Σχ. 8.16β και µια (υποθετική) ευθύγραµµη τροχιά που 

φαίνεται στο Σχ. 8.16α, µε διεύθυνση τοπικά οριζόντια σε κάποιο σηµείο Α, όπου το ύψος 

πάνω από την επιφάνεια της γης είναι h, ενώ σε µια µικρή οριζόντια απόσταση d το ύψος 

θα έχει αυξηθεί από h σε h + dh. Θεωρούµε τις τροχιές αυτές ως ισοδύναµες εφόσον 

παρουσιάζουν την ίδια µεταβολή του ύψους, δηλ. εφόσον (έχοντας ξεκινήσει από ύψος h) 

µετά από απόσταση d θα βρίσκονται και οι δύο στο ίδιο ύψος πάνω από τη γη. Προφανώς 

αυτό δεν µπορεί να συµβεί για δύο διαφορετικές τροχιές πάνω από την ίδια σφαιρική 

επιφάνεια (της γης), αλλά µπορεί να συµβεί για δύο διαφορετικές τροχιές πάνω από 

διαφορετικές σφαιρικές επιφάνειες. Με άλλα λόγια, αν τροποποιήσουµε την επιφάνεια της 

                                                 
* Γεωµετρικά η καµπυλότητα είναι το αντίστροφο της ακτίνας καµπυλότητας, δηλ. εδώ το 1/ρ για την 

τροχιά των ραδιοκυµάτων και το 1/α για την επιφάνεια της γης. 
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γης µπορούµε να βρούµε µια ευθύγραµµη τροχιά ραδιοκυµάτων η οποία σε κάθε σηµείο 

της να έχει το ίδιο ύψος πάνω από την (τροποποιηµένη) γη µε αυτό που είχε η 

προηγούµενη καµπυλόγραµµη τροχιά πάνω από την (πραγµατική) γη, και τότε θεωρούµε 

την τροχιά αυτή ως ισοδύναµη µε την προηγούµενη. Όπως φαίνεται στο Σχ. 8.16, για να 

συµβεί αυτό θα πρέπει να θεωρήσουµε µια υποθετική γη µε ακτίνα Κα (Κ > 1) µεγαλύτερη 

από την πραγµατική. Πιο γενικά, αν φανταστούµε ότι η επιφάνεια της γης καµπυλώνεται 

λιγότερο (αυτό σηµαίνει µεγαλύτερη ακτίνα Κα), τότε και η τροχιά των ραδιοκυµάτων για 

να διατηρεί το ίδιο ύψος πάνω από την επιφάνεια αυτή θα πρέπει να καµπυλώνεται 

λιγότερο: αν η καµπυλότητα της γης µειωθεί αρκετά τότε η καµπυλότητα της τροχιάς 

µπορεί να µειωθεί στο 0, οπότε η τροχιά θα γίνει ευθύγραµµη. 

Μπορούµε να διατυπώσουµε την παραπάνω επιχειρηµατολογία και µε έναν άλλο τρόπο, 

λέγοντας ότι αν µετατρέψουµε την καµπυλόγραµµη τροχιά των ραδιοκυµάτων (ακτίνας ρ) 

σε ευθύγραµµη, τότε η καµπυλότητα αυτών µειώνεται από 1/ρ σε 0, δηλ. µειώνεται κατά 

1/ρ. Για να υπάρχει ισοδυναµία όπως την ορίσαµε παραπάνω, θα πρέπει και η 

καµπυλότητα της γης να µειωθεί ισόποσα κατά 1/ρ, δηλ. η ακτίνα της γης από α να 

αυξηθεί σε µια τιµή α΄ = Κα (µε Κ>1) τέτοια ώστε 

ρ
=

α
−

α
1

K
11      (8.3.20) 

Για την απόδειξη της (8.3.20), από το τρίγωνο ΟΑΒ του Σχ. 8.16α παίρνουµε 

( ) ( ) ( ) ( )hK1
cos

1OA1
cos

1OAOBdh +α





 −

δ
=






 −

δ
=−=  

Για µικρές γωνίες δ, από την προσέγγιση του cosδ και το διωνυµικό ανάπτυγµα έχουµε: 

2
1

2
1

cos
1

2
1cos

2122 δ
+≅









 δ
−≅

δ
⇒

δ
−≅δ

−

 

και αφού h << α  (άρα και h << Κα ), προκύπτει Κα + h ≅ Κα  και έτσι α
δ

≅ K
2

dh
2

. 

Για µικρές γωνίες δ ισχύει επίσης 
α

≅
+α

=δ≅δ
K
d

hK
dsin , και εποµένως: 

α
≅

K2
ddh

2
     (8.3.21) 

Η σχέση αυτή δίνει την «υψοµετρική διαφορά» ανάµεσα στην ευθεία ΑΒ και την σφαιρική 

επιφάνεια ακτίνας Κα του Σχ. 8.16α. Παρατηρούµε τώρα ότι στο Σχ. 8.16β υπάρχουν δύο 

παρόµοιες σφαιρικές επιφάνειες µε ακτίνες α και ρ, και η (8.3.21) µπορεί να εφαρµοσθεί 

σε καθεµία από αυτές και να δώσει τις «υψοµετρικές διαφορές» αυτών από την ευθεία ΑΒ. 

Τότε η διαφορά των δύο αυτών «υψοµετρικών διαφορών» ισούται µε dh, δηλαδή 
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ρ
−

α
≅

α
⇔

ρ
−

α
≅

α
≅

11
K
1

2
d

2
d

K2
ddh

222
 

που είναι η (8.3.20). Εισάγοντας σε αυτή την (8.3.19), δηλ ρ = 4α , παίρνουµε 

3
4K =  , km8500

3
4K ≅α=α     (8.3.22) 

όπου ο συντελεστής Κ λέγεται τροποσφαιρικός δείκτης και η ακτίνα Κα αποκαλείται 

ενεργός (effective) ακτίνα της γης. Η τιµή Κ = 4/3 αντιστοιχεί σε συνθήκες πρότυπης 

ατµόσφαιρας, ενώ σε άλλες συνθήκες η τιµή του Κ υπολογίζεται από την (8.3.20) 

εισάγοντας την (8.3.18) που δίνει την ακτίνα καµπυλότητας ρ της τροχιάς. Όπως 

προαναφέρθηκε, η κλίση dn/dh µεταβάλλεται σε σηµαντικό βαθµό µε την γεωγραφική 

περιχή και τον χρόνο, οπότε αντίστοιχα µεταβάλλεται και η τιµή του Κ, η οποία σε γενικές 

γραµµές κυµαίνεται µεταξύ 0,5 και 5. Η παραπάνω τιµή 4/3 είναι καλή προσέγγιση για 

µέσα γεωγραφικά πλάτη, ενώ ενδεικτικά αναφέρεται για αρκτικές περιοχές η περιοχή 

τιµών από 6/5 ως 4/3 και για τον ισηµερινό από 4/3 ως 3/2. Όπως φαίνεται από την 

(8.3.20), αύξηση (ή µείωση) του Κ αντιστοιχεί σε µείωση (ή αύξηση) της ακτίνας 

καµπυλότητας ρ, δηλ. σε µεγαλύτερη (ή µικρότερη) καµπύλωση των ραδιοκυµάτων. Για 

την τιµή Κ = 1 είναι ρ = ∞ (πράγµα που σηµαίνει ότι dn/dh = 0, δηλ. δεν υπάρχει 

διάθλαση), οπότε η τροχιά των ραδιοκυµάτων είναι ευθύγραµµη (χωρίς καµπύλωση), ενώ 

για  Κ < 1 η τροχιά καµπυλώνεται προς τα πάνω και τα ραδιοκύµατα αποκλίνουν προς τον 

ουρανό αντί να συγκλίνουν προς τη γη. Το Σχ. 8.17 δείχνει διάφορες περιπτώσεις. 

 
Σχ. 8.17: Καµπύλωση των ραδιοκυµάτων για διάφορες τιµές του τροποσφαιρικού δείκτη 

Η έννοια της ενεργού ακτίνας (και της προαναφερόµενης ισοδυναµίας καµπυλόγραµµης 

µε ευθύγραµµη τροχιά) είναι η εξής: Αν αντικαταστήσουµε την πραγµατική γη ακτίνας α 

µε την τροποποιηµένη γη ακτίνας Κα, τότε η διάδοση γίνεται ευθύγραµµα όπως σε 

οµογενή ατµόσφαιρα (χωρίς διάθλαση). Η έννοια αυτή είναι χρήσιµη για τους 

υπολογισµούς επειδή επιτρέπει να αντικαταστήσουµε την ακτίνα της γης µε την ενεργό 

ακτίνα και στη συνέχεια να εφαρµόσουµε ό,τι ισχύει για ευθύγραµµη διάδοση. Για 

παράδειγµα, ο συντελεστής D της παραγρ. 8.2.7, που εκφράζει τη µείωση του 

ανακλώµενου πεδίου λόγω του σφαιρικού σχήµατος της γης, υπολογίζεται από την 
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(8.2.47) θέτοντας Κα αντί α, ενώ η ίδια αντικατάσταση πρέπει να γίνει και στις υπόλοιπες 

σχετικές εκφράσεις, π.χ. στις (8.2.52α-β) που δίνουν τα «διορθωµένα ύψη» h΄΄1 και h΄΄2 . 

Κατά τον ίδιο τρόπο πρέπει να τροποποιηθεί η σχέση που δίνει την µέγιστη απόσταση 

ζεύξης οπτικής επαφής, διότι η καµπύλωση των ραδιοκυµάτων (όπως ήδη επισηµάνθηκε) 

επιτρέπει την κατευθείαν διάδοσή τους πέραν του ορίζοντα. Έτσι η (8.2.41) γίνεται 

hK2d R0 α≅     (8.3.23) 

Συνήθως λέγεται ότι από την έκφραση (8.3.23) προκύπτει ο ραδιοηλεκτρικός ορίζοντας 

ο οποίος (για Κ > 1) είναι µεγαλύτερος από τον οπτικό ορίζοντα. Λαµβάνοντας αυτό 

υπόψη, η µέγιστη απόσταση κατευθείαν ζεύξης µεταξύ δύο κεραιών τοποθετηµένων σε 

ύψη h1 και h2 δίνεται πλέον από την 

21max hK2hK2d α+α≅     (8.3.24) 

Σηµειώνουµε όµως ότι κατά την σχεδίαση µιας ζεύξης πρέπει να λαµβάνεται υπόψη και ο 

χρόνος διαθεσιµότητας αυτής. Επειδή ο τροποσφαιρικός δείκτης Κ µεταβάλλεται µε το 

χρόνο, είναι δυνατό να λαµβάνει την τιµή 4/3 για το µεγαλύτερο ποσοστό του χρόνου 

αλλά για κάποιο υπολογίσιµο ποσοστό, π.χ. 5%, να λαµβάνει µικρότερες τιµές, οπότε και 

η µέγιστη απόσταση µειώνεται αντίστοιχα. Στην περίπτωση αυτή, µια ζεύξη στα όρια της 

µέγιστης απόστασης που επιτρέπει ο ραδιοηλεκτρικός ορίζοντας θα βρεθεί εκτός 

λειτουργίας για το αντίστοιχο ποσοστό του χρόνου. Κατά συνέπεια, για τον προσδιορισµό 

του χρόνος διαθεσιµότητας µιας ζεύξης πέραν του ορίζοντα απαιτούνται στατιστικά 

στοιχεία για τις µεταβολές του Κ, κατά προτίµηση στη µορφή κατανοµής πιθανότητας, 

οπότε αυτό που ενδιαφέρει είναι η τιµή ( )mKKP < , όπου Km συµβολίζει την «οριακή» 

τιµή του τροποσφαιρικού δείκτη από την οποία και κάτω δεν είναι δυνατή η µετάδοση για 

την απόσταση που µας ενδιαφέρει. Μια εναλλακτική λύση είναι να λαµβάνεται η ελάχιστη 

τιµή του Κ στην συγκεκριµένη περιοχή, εφόσον είναι διαθέσιµη. 

 

 


