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1.  Ορισµός του κέντρου µάζας  
 
Έστω σύστηµα σωµατιδίων µε µάζες m1 , m2 , m3 ,... Μία δεδοµένη χρονική στιγµή τα 
σωµατίδια βρίσκονται σε σηµεία του χώρου µε αντίστοιχα διανύσµατα θέσης 

1 2 3, , , ,r r r
� � �

⋯  ως προς σηµείο αναφοράς Ο το οποίο έχουµε επιλέξει ως αρχή ενός α-

δρανειακού
1 συστήµατος αναφοράς.  

 
 

 
 
      Η ολική µάζα του συστήµατος είναι  
 

    1 2 3 i
i

M m m m m= + + + =∑⋯                                   (1) 

 
Ως κέντρο µάζας του συστήµατος ορίζεται το σηµείο C του χώρου µε διάνυσµα θέσης  
 

    1 1 2 2

1 1
( )C i i

i

r m r m r m r
M M

= + + = ∑� � � �

⋯                                  (2) 

 
      Στη σχέση (2) τα διανύσµατα θέσης των σωµατιδίων και του κέντρου µάζας ορί-
ζονται ως προς την σταθερή αρχή O του συστήµατος συντεταγµένων µας. Αν διαλέ-
ξουµε ένα διαφορετικό σηµείο αναφοράς O΄, όλα τα διανύσµατα θέσης προφανώς θα 
διαφοροποιηθούν. Εν τούτοις, όπως θα δείξουµε πιο κάτω, η θέση του κέντρου µάζας 
C ως προς το σύστηµα των σωµατιδίων θα παραµείνει ίδια, ανεξάρτητα από την επι-
λογή του σηµείου αναφοράς.  

                                                 
1 Αδρανειακό σύστηµα αναφοράς: Ένα σύστηµα συντεταγµένων (ή αξόνων) ως προς το οποίο ένα ελεύ-
θερο σωµάτιο κινείται µε σταθερή ταχύτητα (ευθύγραµµα και οµαλά). 
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      Αν (xi , yi , zi ) και (xC , yC , zC) είναι οι συντεταγµένες των mi και C, αντίστοιχα, 
µπορούµε να αντικαταστήσουµε την διανυσµατική σχέση (2) µε τρεις αλγεβρικές εξι-
σώσεις:  
 

 
1 1 1

, ,C i i C i i C i i
i i i

x m x y m y z m z
M M M

= = =∑ ∑ ∑                       (3) 

 
      Σαν παράδειγµα, θεωρούµε δύο σωµατίδια µε µάζες m1=m και m2=2m, τοποθε-
τηµένα στα σηµεία x1 και x2 του άξονα x. Καλούµε a = x2 – x1 την απόσταση µεταξύ 
των σωµατιδίων.  
 
                                                                
 
 
 
 
 
      Η ολική µάζα του συστήµατος είναι M=m1+m2=3m . Από τις σχέσεις (3) προκύ-
πτει ότι το κέντρο µάζας C του συστήµατος βρίσκεται πάνω στον άξονα x, αφού 
yi=zi=0 (i= 1,2) έτσι ώστε yC=zC=0 (οι άξονες y και z δεν έχουν σχεδιαστεί). Επίσης,  
 

1 1 2 2 1 2 1

1 1 2
( ) ( 2 )

3 3Cx m x m x x x x a
M

= + = + = +  

 
όπου λάβαµε υπόψη ότι x2=  x1+a . Άρα, το κέντρο µάζας C βρίσκεται σε απόσταση 
2a/3 από το m. Προσέξτε ότι η θέση τού C ως προς το σύστηµα των σωµατιδίων δεν 
εξαρτάται από την εκλογή του σηµείου αναφοράς Ο ως προς το οποίο προσδιορίζο-
νται οι συντεταγµένες των σωµατιδίων.  
      Όπως µας δείχνει το πιο πάνω παράδειγµα, η θέση του κέντρου µάζας δεν συµπί-
πτει αναγκαία µε τη θέση κάποιου σωµατιδίου του συστήµατος. (∆ώστε παραδείγµα-
τα συστηµάτων όπου το C συµπίπτει µε κάποιο από τα σωµατίδια, καθώς και συστη-
µάτων όπου δεν συµπίπτει.)  
 

2.  Ανεξαρτησία από το σηµείο αναφοράς  
 
Θα δείξουµε τώρα ότι η θέση του κέντρου µάζας C στον χώρο δεν εξαρτάται από την 
επιλογή του σηµείου αναφοράς Ο. Ας υποθέσουµε προς στιγµήν, εν τούτοις, ότι η θέ-
ση τού C εξαρτάται από την εκλογή σηµείου αναφοράς. Έτσι, ας ονοµάσουµε C και 
C΄ δύο διαφορετικές θέσεις του κέντρου µάζας, σε αντιστοιχία µε τα σηµεία αναφο-

ράς Ο και Ο΄. Καλούµε Cr
�

 και Cr ′
�

 τα διανύσµατα θέσης των C και C΄ ως προς τα Ο 

και Ο΄, αντίστοιχα, και καλούµε ir
�

 και ir ′
�

 τα διανύσµατα θέσης του σωµατιδίου mi ως 

προς Ο και Ο΄. Για λόγους ευκολίας, ονοµάζουµε b
�

το διάνυσµα OO′
�����

.  
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      Η σχέση (2), εκφρασµένη διαδοχικά για Ο και Ο΄, γράφεται:  
 

1 1
,C i i C i i

i i

r m r r m r
M M

′ ′= =∑ ∑� � � �

 

όπου i ir r b′ = −
�

� �

. Τώρα,  
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πράγµα που υποδηλώνει ότι τα σηµεία C και C΄ συµπίπτουν. Συµπεραίνουµε ότι το 
κέντρο µάζας του συστήµατος είναι ένα µονοσήµαντα προσδιοριζόµενο σηµείο του 
χώρου, ανεξάρτητο από την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων µας.  
 

3.  Κέντρο µάζας και νόµοι του Νεύτωνα  
 
Η ολική ορµή ενός συστήµατος σωµατιδίων τη χρονική στιγµή t , ως προς ένα αδρα-
νειακό σύστηµα αναφοράς, είναι το διανυσµατικό άθροισµα των ορµών των σωµατι-
δίων τη στιγµή t :  
 

    i i i
i i

P p m v= =∑ ∑
� � �

                                                  (4) 

Έστω iF
�

 η ολική εξωτερική δύναµη που δρα στο mi  τη στιγµή t. Η δύναµη αυτή ο-

φείλεται σε αλληλεπιδράσεις µε σώµατα που δεν ανήκουν στο θεωρούµενο σύστηµα 
σωµατιδίων. Η ολική εξωτερική δύναµη πάνω στο σύστηµα τη στιγµή t είναι  

ext i
i

F F=∑
� �

. 

Κάνοντας χρήση του 2ου και του 3ου νόµου του Νεύτωνα, βρίσκουµε ότι  

      ext

dP
F

dt
=

�

�

                                                         (5) 

[βλ., π.χ., Papachristou (2020)]. Αποδεικνύουµε τώρα τα εξής:  
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1. Η ολική ορµή ενός συστήµατος σωµατιδίων ισούται µε την ορµή ενός υποθετι-
κού σωµατιδίου που έχει µάζα ίση µε την ολική µάζα Μ του συστήµατος και κι-
νείται µε την ταχύτητα του κέντρου µάζας του συστήµατος.  

2. Η εξίσωση κίνησης του κέντρου µάζας του συστήµατος είναι ίδια µε αυτήν ενός 
υποθετικού σωµατιδίου που έχει µάζα ίση µε την ολική µάζα Μ του συστήµατος 

και υπόκειται στην ολική εξωτερική δύναµη extF
�

 που δρα στο σύστηµα.  

 
      Απόδειξη:  
 
      1. Παραγωγίζοντας τη σχέση (2) ως προς τον χρόνο, βρίσκουµε την ταχύτητα του 
κέντρου µάζας του συστήµατος:  
 

1 1C i
C i i i

i i

dr d rd
v m r m

dt dt M M dt

 
= = = ⇒ 

 
∑ ∑

� �

� �

 

 

    
1 1

C i i i
i i

v m v p
M M

= =∑ ∑� � �

                                           (6) 

 
Συνδυάζοντας τις σχέσεις (4) και (6), έχουµε:  
 

        CP M v=
� �

                                                         (7) 

 
      2. Παραγωγίζοντας την (7), έχουµε:  
 

( ) C
C C

dvdP d
M v M M a

dt dt dt
= = =

� �

� �

 

 
όπου Ca

�

 είναι η επιτάχυνση του κέντρου µάζας. Έτσι, µε βάση την (5),  

 

            ext CF M a=
� �

                                                         (8) 
 
      Θα ονοµάζουµε ένα σύστηµα σωµατιδίων «αποµονωµένο» αν η ολική εξωτερική 

δύναµη πάνω σε αυτό είναι µηδέν: ext 0F =
�

. Στην περίπτωση αυτή οι σχέσεις (5) και 

(7) οδηγούν στα παρακάτω συµπεράσµατα:  
 

1. Η ολική ορµή ενός αποµονωµένου συστήµατος σωµατιδίων, ως προς ένα αδρα-
νειακό σύστηµα αναφοράς, είναι χρονικά σταθερή (αρχή διατήρησης της ορ-
µής).  

2. Το κέντρο µάζας C ενός αποµονωµένου συστήµατος σωµατιδίων κινείται µε 
σταθερή ταχύτητα ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς.  

 
      Σαν παράδειγµα, θεωρούµε δύο µάζες m1 και m2 που συνδέονται µεταξύ τους µε 
ένα ελατήριο. Οι µάζες µπορούν να κινούνται πάνω σε ένα λείο οριζόντιο επίπεδο, 
όπως φαίνεται στο πιο κάτω σχήµα.  
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      Το σύστηµα θεωρείται «αποµονωµένο», αφού η ολική εξωτερική δύναµη πάνω σε 
αυτό είναι µηδέν (εξηγήστε γιατί). Έτσι, η ολική ορµή και η ταχύτητα του κέντρου 
µάζας του συστήµατος µένουν σταθερές για όσο χρόνο οι δύο µάζες κινούνται πάνω 
στο επίπεδο. Προσέξτε ότι η εσωτερική δύναµη Fint=k∆l, όπου ∆l η παραµόρφωση 
(επέκταση ή συµπίεση) του ελατηρίου ως προς το φυσικό του µήκος, δεν µπορεί να 
µεταβάλει την ολική ορµή και την ταχύτητα του κέντρου µάζας!  
 

4.  Κέντρο µάζας και στροφορµή  
 
Η ολική στροφορµή ενός συστήµατος σωµατιδίων τη χρονική στιγµή t, ως προς ένα 
σηµείο O του χώρου (αρχή των αξόνων µας), είναι το διανυσµατικό άθροισµα των 
στροφορµών των σωµατιδίων ως προς το Ο:  
 

( )i i i i
i i

L L m r v= = ×∑ ∑
� � � �

                                              (9) 

Ειδικά, η ολική στροφορµή ως προς το κέντρο µάζας C του συστήµατος είναι  
 

    ( )i i i
i

L m r v′ ′′ = ×∑
� � �

                                                 (10) 

όπου όλα τα τονούµενα µεγέθη ορίζονται ως προς C. Έχουµε:  

,i i C i i Cr r r v v v′ ′= + = +
� � � � � �

 . 

Αντικαθιστώντας τις πιο πάνω σχέσεις στην (9) και κάνοντας χρήση των (1) και (10), 
παίρνουµε:  

( )C C i i C C i i
i i

L L M r v m r v r m v
    ′ ′′= + × + × + ×    
    
∑ ∑

� � � � � � � �

 . 

Όµως, 0i im r′Σ =
�

 και 0i im v′Σ =
�

, αφού οι ποσότητες στα αριστερά µέλη είναι ανά-

λογες του διανύσµατος θέσης και της ταχύτητας, αντίστοιχα, του κέντρου µάζας C ως 
προς το ίδιο το C (εξηγήστε γιατί). Έτσι, τελικά,  
 

    ( )C CL L M r v′= + ×
� � � �

                                                  (11) 

 
      Η σχέση (11) µπορεί να ερµηνευθεί ως εξής:  
 

Η ολική στροφορµή του συστήµατος, ως προς ένα σηµείο O, είναι το άθροισµα 
της στροφορµής του συστήµατος ως προς το κέντρο µάζας του («στροφορµή 
spin») και της στροφορµής, ως προς O, ενός υποθετικού σωµατιδίου το οποίο 
έχει µάζα ίση µε την ολική µάζα του συστήµατος, και του οποίου η θέση κάθε 
στιγµή συµπίπτει µε τη θέση του κέντρου µάζας («τροχιακή στροφορµή»).  
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      Υποθέτουµε, τώρα, ότι το O είναι η αρχή ενός αδρανειακού συστήµατος αναφο-

ράς. Έστω iF
�

 η ολική εξωτερική δύναµη που δρα στο σωµατίδιο mi τη χρονική στιγ-

µή t. Η ολική εξωτερική ροπή στο σύστηµα σωµατιδίων τη στιγµή t, ως προς το ση-
µείο O, δίνεται από τη σχέση  
 

   ext i i
i

T r F= ×∑
� ��

                                                    (12) 

Με την υπόθεση ότι όλες οι εσωτερικές δυνάµεις στο σύστηµα είναι κεντρικές (η δύ-
ναµη ανάµεσα σε οποιαδήποτε δύο σωµατίδια διευθύνεται κατά µήκος της γραµµής 
που τα ενώνει), ισχύει η ακόλουθη σχέση ανάµεσα στην ολική στροφορµή και την 
ολική εξωτερική ροπή ως προς το ίδιο σηµείο O [βλ., π.χ., Papachristou (2020)]:  
 

    ext
dL

T
dt

=

�

�

                                                          (13) 

 
      Η σχέση (13) ισχύει αυστηρά ως προς την αρχή O ενός αδρανειακού συστήµατος 
αναφοράς (αφού για την απόδειξή της γίνεται χρήση των νόµων του Νεύτωνα). Αν το 
σύστηµα των σωµατιδίων είναι αποµονωµένο (βλ. Ενότητα 3), το κέντρο µάζας C κι-
νείται µε σταθερή ταχύτητα ως προς το O, άρα το C µπορεί να είναι αρχή ενός αδρα-
νειακού συστήµατος αναφοράς. Έτσι, το C µπορεί κι αυτό να χρησιµοποιηθεί σαν 
σηµείο αναφοράς για τη διανυσµατική σχέση (13). ∆ηλαδή, η σχέση (13) ισχύει ως 
προς το κέντρο µάζας C ενός αποµονωµένου συστήµατος σωµατιδίων. Όµως, τι θα 
µπορούσαµε να πούµε αν το σύστηµα των σωµατιδίων δεν είναι αποµονωµένο (υπάρ-
χει µη-µηδενική ολική εξωτερική δύναµη); Στην περίπτωση αυτή το C επιταχύνεται 
ως προς το O και τείνουµε, έτσι, να συµπεράνουµε ότι η σχέση (13) δεν ισχύει ως 
προς C. Και όµως, κάτι άλλο συµβαίνει στ’ αλήθεια:  
 

Η σχέση (13) ισχύει πάντα ως προς το κέντρο µάζας C, ακόµα και αν το C επι-
ταχύνεται (δηλαδή, ακόµα κι αν το σύστηµα των σωµατιδίων δεν είναι αποµο-
νωµένο)!  

 
      Πράγµατι, παραγωγίζοντας την (11) ως προς τον χρόνο και χρησιµοποιώντας τις 
(13), (12) και (8), έχουµε:  
 

( )( ) ( ) , που ειναι µηδενC C C C
dL dL

M r a M v v
dt dt

′
= + × + × ⇒

� �

� � � �

 

ext ext( )i i C
i

dL
T r F r F

dt

′
≡ × = + × ⇒∑

�

� � �� �

 

ext

( )i i C i i C i
i i i

i i
i

dL
r F r F r r F

dt

r F T

 ′
= × − × = − × 

 

′ ′= × =

∑ ∑ ∑

∑

�

� � �� � � �

� ��

 

όπου extT ′
�

 η ολική εξωτερική ροπή ως προς το κέντρο µάζας.  
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      Αυτή η παρατήρηση δικαιολογεί τη χρήση της σχέσης (13) για να αναλύσουµε, 
π.χ., την κύλιση µιας σφαίρας ή ενός κυλίνδρου πάνω σε κεκλιµένο επίπεδο, παίρνο-
ντας τις στροφορµές και τις ροπές ως προς το επιταχυνόµενο κέντρο µάζας του κυλιό-
µενου σώµατος.  
 

5.  Κέντρο µάζας και κινητική ενέργεια  
 
Η ολική κινητική ενέργεια ενός συστήµατος σωµατιδίων, ως προς έναν παρατηρητή O, 
είναι το άθροισµα των κινητικών ενεργειών των σωµατιδίων ως προς τον O:  
 

    21

2k i i
i

E m v=∑                                                   (14) 

 
Η ολική κινητική ενέργεια ως προς το κέντρο µάζας C του συστήµατος είναι  
 

     21

2k i i
i

E m v′ ′=∑                                                   (15) 

 
(τονούµενα µεγέθη θεωρείται ότι ορίζονται ως προς C). Έχουµε:  
 

2 2 2 2i i C i i i i C i Cv v v v v v v v v v′ ′ ′= + ⇒ = ⋅ = + + ⋅
� � � � � � �

 . 

 
Αντικαθιστώντας στην (14) και χρησιµοποιώντας τις (1) και (15), παίρνουµε:  
 

21

2k k C i i C
i

E E M v m v v
 ′ ′= + + ⋅ 
 
∑ � �

 . 

 
Όµως, όπως είχαµε σηµειώσει νωρίτερα, το άθροισµα στον τελευταίο όρο είναι µηδέν 
καθώς είναι ανάλογο της ταχύτητας του κέντρου µάζας C ως προς το ίδιο το C. Άρα, 
τελικά,  
 

     21

2k k CE E M v′= +                                                  (16) 

 
      Αυτό δέχεται την εξής ερµηνεία:  
 

Η ολική κινητική ενέργεια ενός συστήµατος σωµατιδίων, ως προς έναν παρατη-
ρητή O, είναι το άθροισµα της κινητικής ενέργειας του συστήµατος ως προς το 
κέντρο µάζας του, και της κινητικής ενέργειας, ως προς τον O, ενός υποθετικού 
σωµατιδίου που έχει µάζα ίση µε την ολική µάζα του συστήµατος και κινείται µε 
την ταχύτητα του κέντρου µάζας.  
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6.  Προσθέτοντας ή αφαιρώντας ένα σωµατίδιο στο κέντρο µάζας  
 
Θα αποδείξουµε τώρα τις εξής δύο προτάσεις:  

      (a) Έστω σύστηµα N σωµατιδίων µε µάζες m1 , m2 , ... , mN , και έστω C το κέντρο 
µάζας του συστήµατος. Αν ένα καινούργιο σωµατίδιο, µάζας m , τοποθετηθεί στο C, 
το κέντρο µάζας του διευρυµένου συστήµατος των (N+1) σωµατιδίων θα είναι και 
πάλι το C.  

      (b) Έστω σύστηµα N σωµατιδίων µε µάζες m1 , m2 , ... , mN . Υποθέτουµε ότι η 
θέση ενός εκ των σωµατιδίων, ας πούµε του mN , συµπίπτει µε το κέντρο µάζας C του 
συστήµατος. Αν τώρα αφαιρέσουµε αυτό το σωµατίδιο από το σύστηµα, το κέντρο 
µάζας του συστήµατος των (N–1) σωµατιδίων που αποµένουν θα είναι και πάλι το C.  

      Απόδειξη:  

      (a) Η ολική µάζα του αρχικού συστήµατος των N σωµατιδίων είναι 
M=m1+m2+...+mN . Το κέντρο µάζας του συστήµατος βρίσκεται στο σηµείο C µε διά-
νυσµα θέσης  

1 1 2 2
1

( )C N Nr m r m r m r
M

= + + +
� � � �

⋯  

ως προς κάποιο σταθερό σηµείο αναφοράς O. Για το πρόσθετο σωµατίδιο, το οποίο 
ονοµάζουµε mN+1 , δίνεται ότι  mN+1=m  και 1N Cr r+ =

� �

. Η ολική µάζα του διευρυµένου 

συστήµατος των (N+1) σωµατιδίων  m1 , m2 , ... , mN , mN+1  είναι  M΄=  M+m,  και το 
κέντρο µάζας αυτού του συστήµατος έχει διάνυσµα θέσης  

1 1
1

( )C N N Cr m r m r mr
M

′ = + + +
′

� � � �

⋯  

ως προς το O.  Όµως,  1 1 N N Cm r m r M r+ + =
� � �

⋯ ,  έτσι ώστε  

1
( )C C C Cr M r mr r

M m
′ = + =

+
� � � �

 . 

      (b) Αν και η πρόταση αυτή είναι, προφανώς, συµπέρασµα της πρότασης (a), θα 
την αποδείξουµε ανεξάρτητα. Εδώ µας δίδεται ότι N Cr r=

� �

. Έτσι,  

1 1
1

( )N N Nm r m r r
M

+ + =
� � �

⋯  . 

Η µάζα του µικρότερου συστήµατος των (N–1) σωµατιδίων m1 , m2 , ... , mN–1  είναι  
M΄=  M–mN , ενώ το κέντρο µάζας αυτού του συστήµατος έχει διάνυσµα θέσης  

1 1 1 1
1

( )C N Nr m r m r
M − −

′ = + +
′

� � �

⋯  . 

Όµως,  1 1 1 1N N N N Nm r m r m r M r− −+ + + = ⇒
� � � �

⋯  

1 1 1 1 ( )N N N N Nm r m r M m r M r− − ′+ + = − =
� � � �

⋯  . 

Άρα, τελικά,  

1
C N N Cr M r r r

M
′ ′= = =

′
� � � �

 . 
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7.  Κέντρο µάζας µιας συνεχούς κατανοµής ύλης  
 
Ένα στερεό σώµα είναι φυσικό αντικείµενο που δοµείται µε συνεχή κατανοµή ύλης. 
Ένα τέτοιο αντικείµενο µπορεί να θεωρηθεί σαν σύστηµα αποτελούµενο από τερά-
στιο (πρακτικά άπειρο) πλήθος σωµατιδίων µε απειροστές µάζες dmi , τα οποία είναι 
τοποθετηµένα µε τέτοιον τρόπο ώστε η απόσταση ανάµεσα σε δύο γειτονικά σωµατί-
δια να είναι µηδέν. Η ολική µάζα του σώµατος είναι  
 

i
i

M dm dm= =∑ ∫  

όπου αντικαταστήσαµε το άθροισµα µε ολοκλήρωµα λόγω του ότι τα dmi είναι απει-
ροστά και η κατανοµή της µάζας είναι συνεχής.  
      Ένα σηµείο του στερεού σώµατος προσδιορίζεται µε το διάνυσµα θέσης r

�

 ή τις 
συντεταγµένες του (x, y, z) ως προς την αρχή Ο ενός συστήµατος αναφοράς. Έστω dV 
ένας στοιχειώδης όγκος γύρω από το σηµείο ( , , )r x y z≡

�

, και έστω dm το στοιχείο 
της µάζας που περιέχεται στο dV. Η πυκνότητα ρ του σώµατος στο σηµείο r

�

 ορίζεται:  
 

( ) ( , , )
dm

r x y z
dV

ρ ρ= =
�

 . 

Τότε,  

( )dm r dVρ=
�

 
 
και η ολική µάζα του σώµατος γράφεται:  
 

( )M r dVρ= ∫
�

 

 
όπου η ολοκλήρωση λαµβάνει χώρα σε όλο τον όγκο του σώµατος. (Στην ουσία πρό-
κειται για τριπλό ολοκλήρωµα, αφού dV=dxdydz.) Το κέντρο µάζας C του σώµατος 
βρίσκεται µε χρήση της (2):  
 

1 1
( )C i i

i

r dm r rdm
M M

= = ⇒∑ ∫
� � �

 

 

       
1

( )Cr r r dV
M

ρ= ∫
� � �

                                             (17) 

 
όπου τα r

�

 και Cr
�

 µετρούνται ως προς την αρχή Ο του συστήµατος συντεταγµένων 

µας. (Θυµηθείτε, όµως, ότι η θέση τού C ως προς το σώµα είναι µονοσήµαντα προσ-
διορισµένη, ανεξάρτητα από τη θέση του σηµείου αναφοράς Ο στον χώρο.)  
      Σε ένα οµογενές σώµα η πυκνότητα έχει σταθερή τιµή ρ, ανεξάρτητη από το r

�

. 
Στην περίπτωση αυτή,  

M dV dV Vρ ρ ρ= = =∫ ∫  

 
όπου V  ο ολικός όγκος του σώµατος. Επίσης, από την (17) έχουµε:  
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ii x
0x=

O C

Cxa a l+

        
1

Cr r dV r dV
M V

ρ
= =∫ ∫
� � �

                                        (18) 

 
      Ας φανταστούµε τώρα ότι, αντί µίας κατανοµής ύλης στον χώρο, έχουµε µια 
γραµµική κατανοµή (π.χ., µία λεπτή ράβδο) κατά µήκος του άξονα x. Ορίζουµε την 
γραµµική πυκνότητα της κατανοµής µε τη σχέση  
 

( )
dm

x
dx

ρ =  . 

 
Η ολική µάζα της κατανοµής είναι  
 

( )M dm x dxρ= =∫ ∫  . 

 
Η θέση του κέντρου µάζας της κατανοµής δίνεται από τη σχέση  
 

     
1 1

( )Cx x dm x x dx
M M

ρ= =∫ ∫                                      (19) 

 
Αν η γραµµική πυκνότητα ρ είναι σταθερή, ανεξάρτητη από το x, τότε  
 

M dx dx lρ ρ ρ= = =∫ ∫  

 
όπου l το ολικό  µήκος της κατανοµής. Επί πλέον,  
 

      
1

Cx x dx x dx
M l

ρ
= =∫ ∫                                            (20) 

 
      Σαν παράδειγµα, θεωρούµε µία λεπτή οµογενή ράβδο µήκους l, τοποθετηµένη 
κατά µήκος του άξονα x από το  x=a  ως το  x=a+l , όπως στο σχήµα:  
 
         
 
 
 
Από τη σχέση (20),  
 

2 21 1
( )

2 2

a l

C a

l
x x dx a l a a

l l

+
 = = + − = + ∫  . 

 
∆ηλαδή, το κέντρο µάζας C της ράβδου βρίσκεται στο µέσο της ράβδου. Προσέξτε 
ότι η θέση τού C ως προς την ράβδο προσδιορίζεται µονοσήµαντα, ανεξάρτητα από 
την εκλογή της αρχής Ο του άξονα x (παρόλο που η τιµή της συντεταγµένης xC εξαρ-
τάται, προφανώς, από την εκλογή αυτή).  
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8.  Κέντρο µάζας και κέντρο βάρους  
 
Όπως έχουµε δει, το κέντρο µάζας C ενός συστήµατος σωµατιδίων κινείται στον χώ-
ρο σαν να πρόκειται για ένα σωµατίδιο που έχει µάζα ίση µε την ολική µάζα M του 
συστήµατος, και πάνω στο οποίο ασκείται η ολική εξωτερική δύναµη που δρα στο 
σύστηµα. Το ίδιο ισχύει για ένα στερεό σώµα. Ας υποθέσουµε ότι οι µόνες εξωτερι-
κές δυνάµεις που δρουν στο σύστηµα (ή στο στερεό σώµα) είναι εκείνες που οφείλο-
νται στη βαρύτητα. Η ολική εξωτερική δύναµη, τότε, ισούται µε το ολικό βάρος του 
συστήµατος:  

( )i i i
i i i

w w m g m g
 

= = = ⇒ 
 

∑ ∑ ∑� � � �

 

w M g=
� �

   όπου   i
i

M m=∑  . 

Η επιτάχυνση της βαρύτητας g
�

 είναι σταθερή σε µία περιοχή του χώρου όπου το πε-
δίο βαρύτητας µπορεί να θεωρείται οµογενές.  
      Προσέξτε ότι το w

�

 παριστά άθροισµα δυνάµεων που δρουν σε διαφορετικά σω-
µατίδια (ή στοιχειώδεις µάζες dmi στην περίπτωση στερεού σώµατος) τα οποία βρί-
σκονται σε διαφορετικά σηµεία του χώρου. Αναρωτιόµαστε τώρα αν υπάρχει κάποιο 
συγκεκριµένο σηµείο εφαρµογής του ολικού βάρους w

�

 ενός συστήµατος και, ειδικό-
τερα, ενός στερεού σώµατος. Μία λογική υπόθεση είναι πως το σηµείο αυτό θα µπο-
ρούσε να είναι το κέντρο µάζας C του σώµατος, δοθέντος ότι, όπως αναφέρθηκε πιο 
πάνω, το σηµείο C συµπεριφέρεται σαν να συγκεντρώνει την ολική µάζα Μ του σώ-
µατος και την ολική εξωτερική δύναµη που δρα σε αυτό. Και, στην περίπτωσή µας, 
το w
�

 είναι πράγµατι η ολική εξωτερική δύναµη, που οφείλεται αποκλειστικά στη βα-
ρύτητα.  
      Υπάρχει όµως ένα λεπτό σηµείο: Σε αντίθεση µε ένα σηµειακό σωµατίδιο, το ο-
ποίο απλά αλλάζει θέση στον χώρο, ένα στερεό σώµα εκτελεί µία πιο σύνθετη κίνηση 
που είναι συνδυασµός µεταφοράς και περιστροφής. Η µεταφορική κίνηση του σώµα-
τος υπό την επίδραση της βαρύτητας πράγµατι αντιπροσωπεύεται από την κίνηση του 
κέντρου µάζας C, αν θεωρήσουµε αυτό το σηµείο σαν «σωµατίδιο» µάζας Μ πάνω 
στο οποίο εφαρµόζεται η ολική δύναµη w

�

 που δρα στο σώµα. Για την περιστροφική 
κίνηση του σώµατος, όµως, υπεύθυνες είναι οι ροπές των εξωτερικών δυνάµεων, πα-
ρά οι δυνάµεις καθαυτές. Πού θα πρέπει να τοποθετήσουµε την ολική δύναµη w

�

 έτσι 
ώστε η στροφική κίνηση που προκαλεί στο σώµα να είναι ίδια µε αυτήν που προκα-
λείται από την ταυτόχρονη δράση όλων των στοιχειωδών βαρυτικών δυνάµεων 

( )i id w dm g=
� �

; Ισοδύναµα, πού θα τοποθετήσουµε το w
�

 ώστε η ροπή του ως προς 

οποιοδήποτε σηµείο O να ισούται µε την ολική ροπή των id w
�

 ως προς το O ;  

      Ίσως το µαντέψατε ήδη: στο κέντρο µάζας C ! [Βλ., π.χ., Papachristou (2020).] 
Συµπέρασµα:  

Τοποθετώντας το ολικό βάρος w
�

 του σώµατος στο κέντρο µάζας C, επιτυγχά-
νουµε να περιγράψουµε όχι µόνο την µεταφορική αλλά και την περιστροφική κί-
νηση του σώµατος κάτω από την επίδραση της βαρύτητας.  

Γι’ αυτό τον λόγο το C συχνά ονοµάζεται και κέντρο βάρους του σώµατος. Σηµειώ-
νουµε ότι το σηµείο C δεν ανήκει απαραίτητα στο ίδιο το σώµα (σκεφτείτε, για παρά-
δειγµα, την περίπτωση ενός δαχτυλιδιού, ή ενός σφαιρικού φλοιού).  
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9.  Μηχανική ενέργεια στερεού σώµατος  
 
Θεωρούµε στερεό σώµα το οποίο περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω γύρω από 
έναν άξονα που διέρχεται από κάποιο σταθερό σηµείο O του χώρου:  
 

i

i

i

ω

iR
im

iv
�

ir
�

O

 
 
Κατά τη διάρκεια της περιστροφικής κίνησης, κάθε στοιχειώδης µάζα mi στο σώµα 
κινείται κυκλικά γύρω από τον άξονα περιστροφής, µε γωνιακή ταχύτητα ω. Αν Ri 
είναι η κάθετη απόσταση του mi από τον άξονα (άρα, η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς 
τού mi), η γραµµική ταχύτητα αυτού του στοιχείου µάζας είναι  vi =  Ri ω . Η ολική κι-
νητική ενέργεια περιστροφής είναι το άθροισµα των κινητικών ενεργειών όλων των 
στοιχειωδών µαζών mi που περιέχονται στο σώµα:  
 

2 2 2 2 2
,

1 1 1

2 2 2k rot i i i i i i
i i i

E m v m R m Rω ω   = = = ⇒   
   

∑ ∑ ∑  

 
2

,

1

2k rotE Iω=                                                   (21) 

όπου  

2
i i

i

I m R=∑  

είναι η ροπή αδρανείας του σώµατος ως προς τον άξονα περιστροφής.  
      Η σχέση (21) παριστά την ολική κινητική ενέργεια του σώµατος όταν αυτό εκτε-
λεί περιστροφή γύρω από σταθερό άξονα. Ένα γενικότερο είδος κίνησης αποτελεί η 
περιστροφή γύρω από άξονα ο οποίος µετακινείται στον χώρο. Ειδικά, θεωρήστε ότι 
ο άξονας περιστροφής διέρχεται από το κέντρο µάζας C του σώµατος, ενώ το ίδιο το 
C κινείται στον χώρο µε ταχύτητα Cv

�

. Το σώµα, έτσι, εκτελεί σύνθετη κίνηση αποτε-

λούµενη από µεταφορά του κέντρου µάζας C και περιστροφή γύρω από το C. Σύµφω-
να µε τη σχέση (16), η ολική κινητική ενέργεια του σώµατος είναι το άθροισµα δύο 
ποσοτήτων: µίας κινητικής ενέργειας λόγω µεταφοράς,  
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2
,

1

2k trans CE M v=  

 
(όπου Μ η µάζα του σώµατος και vC η ταχύτητα του κέντρου µάζας C), και µίας κινη-
τικής ενέργειας λόγω περιστροφής ως προς C,   
 

2
,

1

2k rot CE I ω=  

 
(όπου ω η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής γύρω από άξονα που διέρχεται από το C, 
και όπου IC η ροπή αδρανείας του σώµατος ως προς τον άξονα αυτόν2). Έτσι, η ολική 
κινητική ενέργεια του σώµατος είναι  
 

2 2
, ,

1 1

2 2k k trans k rot C CE E E M v I ω= + = +                               (22) 

 
      Αν το σώµα υπόκειται σε εξωτερικές δυνάµεις που είναι συντηρητικές, µπορούµε 
να ορίσουµε µία εξωτερική δυναµική ενέργεια Ep , καθώς και µία ολική µηχανική ενέρ-
γεια E η οποία µένει σταθερή κατά την κίνηση του σώµατος:  
 

2 21 1
.

2 2k p C C pE E E M v I E constω= + = + + =                           (23) 

 
      Για παράδειγµα, αν το σώµα κινείται κάτω από την επίδραση της βαρύτητας και 
µόνο, η δυναµική του ενέργεια είναι  
 

p CE M g y=  

όπου  yC η κατακόρυφη απόσταση του κέντρου µάζας C από ένα αυθαίρετο οριζόντιο 
επίπεδο αναφοράς. Πράγµατι, λόγω της σχέσης (3),  

1
C i i

i

y m y
M

= ∑  

όπου yi η κατακόρυφη απόσταση της στοιχειώδους µάζας mi του σώµατος από το επί-
πεδο αναφοράς. Η ολική βαρυτική δυναµική ενέργεια του σώµατος, ίση µε το άθροι-
σµα των δυναµικών ενεργειών όλων των στοιχειωδών µαζών mi , είναι τότε:  
 

( )p i i i i C
i i

E m g y g m y M g y= = =∑ ∑  . 

Η ολική µηχανική ενέργεια του σώµατος είναι σταθερή και ίση µε  
 

2 21 1

2 2C C CE M v I M g yω= + +  . 

 
 
                                                 
2 Η ροπή αδρανείας I ως προς έναν άξονα παράλληλο προς τον άξονα αυτόν δίνεται από το θεώρηµα 
των παραλλήλων αξόνων [βλ., π.χ., Papachristou (2020)]. Συγκεκριµένα, I=I C+Ma2, όπου a η κάθετη 
απόσταση ανάµεσα στους δύο άξονες.  
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